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OZET

Istatistiksel saglambk arastirmalarimn tasariminda icsel ve dissal gecerlik
acisindan dagihm boyutu diizeylerinin gercek uygulamalarda karsilasilabilecek
cesitlilikte normal olmayan dagilimlar1 kapsamasi gerekir. Bu geregi yerine
getirmede en uygun diisen dagilim yelpazesi normal dagilimimn Johnson
dagilimlar1 ile elde edilen normal olmayan dagilimlaridir. Ancak, yaygin
kullanilan istatistiksel yazilim dillerinin bu tiir dagilimlardan sanal 6rnekleme
icin  hazir islevlerinin bulunmamasi gerceginden dolayl, saglamhk
calismalarinin yalmizca pek azinda tasarimin dagilim boyutu olarak Johnson
dagilmlarimin belirlendigi goriiliiyor. Bu calismada, Johnson dagilimlari ile
ilgili temel bilgiler verilmis, bu dagilimlardan sanal érnekleme algoritmalari
gelistirilerek Monte Carlo bir deneyle bu algoritmalarin giivenilirlikleri
gosterilmistir. Verilen algoritmalar, bdyle saglamlik calismas1 yapacak
arastirmacilar tarafindan herhangi bir programlama dilinde, Johnson

dagilimlarindan sanal 6rnekleme hazir islevlerine kolayca doniistiiriilebilirler.
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ABSTRACT

From the point of internal and external validity, in designing the robustness
studies of statistical techniques, the levels of distribution dimension should span
a wide diversity of non-normal distributions which may possibly be come across
with in the real applications. In meeting this requirement, the most appropriate
distribution family is the non-normal distributions obtained by the Johnson
distributions. However, it is observed that Johnson distributions are specified as
the distribution dimension in only a very few of robustness studies probably due
to the fact that the random sampling functions do not readily exist in the widely
used statistical programming languages. In this work, the fundamental
information on Johnson distributions has been briefed, the virtual sampling
algorithms from these distributions have been developed, and the reliability of
these algorithms have been presented by a Monte Carlo experiment. The given
algorithms can be easily turned into readily available functions of virtual
sampling from the Johnson distributions in any of the programming languages

by the prospective researchers who are to perform such robustness studies.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte

asagida sunulmustur.
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Kisaltmalar

MC

Aciklama

Tek boyutlu lognormal Johnson dagilimi

Tek boyutlu sinirli Johnson dagilmi

Tek boyutlu sinirsiz Johnson dagilimi

Iki boyutlu lognormal Johnson dagilimi

Iki boyutlu smirli Johnson dagilimi

Iki boyutlu sisiz Johnson dagilim1

Johnson dagilimlarinin degiskesi

Johnson degiskenleri arasindaki iliski katsayisi

Hiperbolik siniis

Aciklama

Monte Carlo



1. GIRIS

Parametrik istatistiksel tekniklerin biiylik bir boliimiinde yigmin normal dagildig:
varsayilir. Kullanilan bu tekniklerin basarist yigin dagiliminin kuramsal normal
dagilima ne olgiide benzedigine baghdur. istatistiksel bir teknigin, yigimin dagilimina
iliskin bir varsayimdan sapma durumunda kullanilabilmesi i¢in istatistiksel karar hata
olasiliklarinin dnceden belirlenmesi gerekir. Bu tiir bir bilgiye ise Monte Carlo

saglamlik calismalar ile ulasilabilir [1-3].

Bu tiir saglamlik ¢alismalarinda icsel ve digsal gecerliligin saglanabilmesi igin
deneyde goz Oniine alinacak dagilimlarin uygulamada karsilasilabilecek farkli
dagilimlar kapsayacak cesitlilik ve sayida olma zorunlulugu vardir. Dagilimlarda bu
sekildeki cesitliligin saglanmasi icin normal dagilimin c¢esitli dontisiimlerinin
kullanilmasi genel bir yaklagimdir. Bu tiirden saglamlik ¢alismalarinin 6nemli bir

boliimiinde dagilim cesitliligi bu yoldan saglanir [4-5].

Saglamlik caligmalarinda kullanilmak iizere normal dist dagilim tanimlamakta
secilecek yaklasim, dogal olarak s6z konusu doniisiimsel dagilimdan rasgele
orneklemeye izin verecek bi¢imde olmalidir. Genel olarak, normal dagilimlarin
bilesimleri ile ¢arpik yada basik dagilimlarin sanal gozlem iireteclerini tanimlamakta
fazla bir zorluk yoktur. Ancak normal dagilimin matematiksel doniisiim
fonksiyonlarinin sec¢iminde, sonugta elde edilecek dagilimdan sanal Ornekleme
yapilabilmesi i¢in, ters dagilim fonksiyonunun da acik bigimli olma zorunlulugu
vardir. Bu zorunlulugu yerine getiren bir dagilim sistemi Johnson (1949b) tarafindan
onerilmistir. Johnson doniisiimii olarak bilinen bu yontemle, uygulamada
karsilagilabilecek normal olmayan tek ve cok boyutlu olduk¢a genis bir dagilim ailesi
tanimlanabilmektedir. Johnson dagilimlarinin ge¢cmisi oldukg¢a eski olmasina karsin,

bu dagilimlardan yararlanan saglamlik ¢alismalarinin sayisi pek fazla degildir [6-8].

Bu calismada, cok boyutlu normal dagilimin Johnson dagilimlarindan sanal
ornekleme algoritmalarimin  kurularak istatistiksel yazilimlarda kullanilacak

programlama dillerinin kiitiiphanelerine birer hazir fonksiyon bi¢ciminde sunulmalari



ve boylece saglamlik ¢alismalarinda Johnson dagilimlarindan de yaygin bir bicimde

yararlanilmasi i¢in gerekli ortamin olusturulmasi amaclanmistir.

Caligmanin 2. Boliimiinde, tek ve iki boyutlu Johnson dagilimlari tamitilmistir. 3.
Boliimde, Johnson dagilimlarindan sanal Ornekleme algoritmalar ile ilgili genel
bilgiler 6zetlendikten sonra, iki boyutlu Johnson ters doniisiim algoritmalari
kurulmus ve 4. Boliimde iki boyutlu Johnson dagilimlarinin Monte Carlo yontemi ile
deneysel olasilik dagilimlari, kuramsal olasilik dagilimlar ile karsilastirilarak, elde
edilen iireteclerin giivenilirligi belirlenmistir. 5. Boliimde ise, calismanin genel bir

degerlendirmesine ve Onerilere yer verilmistir.



2. JOHNSON DONUSUM SiSTEMi

Uygulamada karsilagilabilecek farkli dagilimlart kapsayacak ¢esitlilik ve sayida
dagilim tamimlamaya olanak taniyan Johnson ailesi, normal dagilimin c¢arpik ve
basik bicimleri olan doniisiimleridir. Johnson ailesi, ¢arpiklik ve basiklik uzayinda
her olas1 durumu kapsayacak tam ve tek olan olas1 bir dagilim saglar [9].

Bu dagilimlarin ters dagilim islevlerine iligkin matematiksel bicimler bilindiginden,
Johnson ailesinden sanal oOrnekleme islemi kolaydir. Bu  bdoliimde,
Johnson (1949b)’1n 6nerdigi doniisiimlerin tek ve ¢ok boyutlu tanimlar verilerek,
carpiklik ve basiklik uzayindaki bazi durumlara iliskin iki boyutlu  Johnson
dagilimlarina 6rnekler verilecektir.

2.1 Tek Boyutlu Johnson Dagilimlar

X rassal degiskeninin konum parametresi & 6lgek parametresi A4 ise, sirasiile ¥ ve

0 konum ve 6lgek parametreli,

Y=(x-¢&)17, (2.1

rassal degiskeninin bir islevi olan f(Y) normal rassal degiskeni,

Z=9y+3f() (2.2)

biciminde standart normal bir degiskene doniistiiriilebilir [10].

Johnson ailesinin genel rassal degiskeni X, f(Y) islevi i¢in,



a) f(Y)=logY, Y>0. (2.3)
b) f(Y)=log[Y/(I-Y)], 0<Y<1. (2.4)
c) f(Y)=sinh'Y, —oco<Y <oo, (2.5)

biciminde li¢ matematiksel kalip secilerek tanimlanir. Es. 2.1 ve Es. 2.2°ye gore,

Johnson degiskeninin standart normal degiskene doniisiimleri ise,
a) Z=y+08log[(X-£)/2], £<X. (2.6)
b) Z=y+68log[ (X -&)/(E+A-X)], E<X<&+A (2.7)

¢)Z=y+0sinh” (XT_

g
=y+Jdlog X;§+1/(X:1§) +1|, —o<X <oo,

seklinde tanimlanir [10-11].

(2.8)

logY, Es. 2.1’e gore normal dagilimlt oldugundan, Lognormal Johnson ailesi olarak
adlandirilan Es. 2.3 ve Es. 2.6, bu caligmada kisaca A simgesi ile anacagiz. B
simgesi ile anacagimiz Es. 2.4 ve Es. 2.7, O<Y<I1 aralifinda oldugundan, Sunirli
Johnson ailesi olarak adlandirilir. Es. 2.5 ve Es. 2.8 ise, —o <Y < oo oldugundan,

Swnirsiz Johnson ailesi olarak adlandirilacak ve C simgesi ile anilacaktir.



2.2. Cok Boyutlu Johnson Dagilimlar:

pxl boyutunda, § ve A, konum ve Olgek parametre yoneyli genel Johnson
degiskeni, X ’nin; konum ve olgek parametre yoneyleri sirasiyla y, ve 8, olan

Yp ’ye doniistimii,

Y, =2 (X,-¢,) 2.9)

olmak iizere, standart normal dagimli Z =N (Opxl,lpxp)degiskeninin i’nci

boyutuna iliskin Z; degiskeni, A, B ve C yapilar icin Es. 2.1-Es. 2.8’deki Johnson

ailesinin tek boyutlu tanimlamalarina gore,

A)  Z,=p,+810g[(X;-&)/ 4], & <X, (2.10)

B) Z,=yp,+6l0g[(X,—-&)/(&+4-X,)]. & <X, <& +A. (2.11)

C) Zizyi+6isinh_l( P ’J

=&, /X.— )
=y, +0,log Xl,% §’+ ( l,lfl) +1|, —0< X, <oo,

biciminde olacaktir.

(2.12)

Es. 2.10, Es. 2.2’de =0, 6 =1 olarak alinirsa, Es. 2.3’deki logaritmik doniisiim
icin Es. 2.1 ve Es. 2.2°de,



X, =" +¢& (2.13)
biciminde de yazilabilir.

Benzer bicimde Es. 2.11 ve Es. 2.12’de;
X, =A[1+e4] +¢ (2.14)
X, =4 sinh™ (Z,)+ ¢ (2.15)

olarak yazilabilir.

Bu calismada, cok boyutlu Johnson ailesinin kuramsal agiklamasi ve secilmis
ornekleri, cizgesel gosterime de bagvurulabilmek amaci ile, p=2 olarak
simirlandirilacaktir. ki boyutta, her bir boyutun ayri bir Johnson ailesine iligkin
oldugu durumlar diisiiniilse de, uygulamada karsilasilmas: pek olasi degildir. Bu
durumlan da agiklama kapsami disinda birakarak, ii¢ tiir Johnson dagiliminin, her
boyutun farkli c¢arpiklik ve basikliga sahip ama benzer oldugu durumlar ele
almacaktir. Buna gore, her iki boyutun benzer dagilimli oldugu iki boyutlu Es. 2.10-
2.12’de verilen lognormal, sinirsiz ve sinirli Johnson dagilimlarim, tek boyuttaki

simgelemeye benzer bicimde, sirasiyla AA , BB ve CC simgeleri ile gosterilecektir.



2.2.1. Lognormal(AA) Johnson dagilim

AA dagiliminin p=2 boyutta ki olasilik yogunluk fonksiyonu,

Vi :ln(bixi+ai)

olmak tizere,

(.V//dl)2’ZPY1YZ/(‘II‘12)+(Y2/‘12)2
bib, —xe 27 (2.16)
2nd,d, (bx, +a,)(bx, +a,)(1-p°)

g(XI,X2)=

x;>—a;/b, i=12 p=x;ler arasindaki iligki katsayisi

seklindedir [12].

Es. 2.13’te verilen AA doniisiimiiniin 6lcek ve konum parametrelerinin Johnson

degiskeni X’in degiskeleri arasindaki baglantisi,

seklinde tanimlanur.

Iki degiskenli kuramsal AA Johnson dagiliminin bigimi, Es. 2.16’daki olasilik
yogunluk islevinin egdolanim egrileri yardimiyla goriilebilir. EK-1°de verilen

algoritmaya gore Matlab programlama dili kullanilarak, Cizelge 2.1’deki farkli



parametre degerleri i¢in elde edilen AA dagilimlarina iliskin esdolanim egrileri Sekil

2.1’de gosterilmistir.

Cizelge 2.1. AA dagilimina iliskin olarak secilen parametre degerlerine gore
esdolanim egrileri kodlar1

AA
(di 5 do) 0
0,0 0,5 0,8 -0,5

(0,05 ; 0,05) AA01 AAQ02 AAOQ3 AA04
(0,05;0,5) AAQ05 AA06 AAQ7 AA08
0,05; 1) AA09 AAI10 AAIll AAI12
(0,5;0,5) AAI13 AAl4 AAIS AA16
0,5;1) AA17 AAI18 AAI19 AA20
1;D AA21 AA22 AA23 AA24

Olcek parametresi d; degeri 0,05°den baslamak iizere, orta deger olarak 0,5 uc deger
olarak da 1 degerine kadar degisen ii¢ deger alinmistir. Bu da ¢ok ¢arpik bir dagilima
karsilik gelmektedir. Olcek parametreleri d; ve d; iki bilesen igin farkli olmasina izin
verildigi icin, alt1 ayn (d;d;) sonucu ele alinmistir. Cizimdeki kesikli c¢izgiler
dagilimin destek noktalarini vermektedir. Gorsel nedenlerden dolayi, belirtilen
dagilimin degisim araligindaki cizimler farklilik gostermektedir. Cok carpikli
gosterimler ¢ok yiiksek yogunluk degerlerine sahiptir. Sekil 2.1°deki
(d; ; d2) = (0,05 ; 0,05) icin gecerli ¢izimler(AAO1-AA04), iki degiskenli normal
dagilim elipsleri ile ¢cok benzerlik gosterir. d;’lerden biri veya ikisi de arttik¢a ortaya

cikan olagan disilik diger esdolanim sekillerinde acik¢a goriilmektedir.



=0.5
) p=0 p=0-> |
;
@ @
-1
-2
% 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
AA01 AA02
3
2 p=0.8
;
0 ﬁ
-1
2
S 2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
AAO03 AA04
3
p:O p=0.5
2
1
0
1 @ 72
-2
'3,3 2 1 0 T 2 2 T R 2
AAO05 AA06
3
, p=0.8 p=-0.5
’
! @)
-1
-2
33 2 1 0 1 2 2 4 o0 1T 2
AA07 AA08

Sekil 2.1. AA dagilimina iliskin egsdolanim egrileri
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p:

p=0.5

2
By 2 1 0 2 -3 1 0 1 2 3
AA09 AA10
3
p=0.8 p=-0.5
2
1
0 0 @
-1
-2
'3.3 2 1 0 2 3 1 0 1 2 3
AAll AA12
2 2
p: p=0.5
1 1
0 0
% -1 0 1 % 1 0 1
AA13 AAl4
2 2
p=0.8 p=-0.5
1
° Q&
o -2 ‘ ‘
) -1 0 1 - 1 0 1
AA15 AAl6

Sekil 2.1. (Devam) AA dagilimina iligkin esdolanim egrileri
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p=0.5

AAIS

p=-0.5 |

AA20

p=0.5

AA22

p=-0.5

AA24

AA17

0.8

p

AA19

AA21

p=0.8

AA23

Sekil 2.1. (Devam) AA dagilimina iligkin esdolanim egrileri
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2.2.2. Smirhi(BB) Johnson dagilim

p=2 boyutlu BB dagilimina iliskin yogunluk islevi,

ln[xi A1-x )]_:ui
Yi= d ’

4

i=1,2. (2.17)
olmak tizere,

(y12-2py1y2+y§)
2(]-p2)
8(xpxpy )= NZE (2.18)
xpxy (1-x7) (1-x2) 27d d, (]-p )

expA -

bicimindedir [12].

Es.2.18’deki BB dagilimina iligkin olasilik yogunluk islevinin esdolanim egrileri EK-
2’de verilen algoritmaya gore Matlab diliyle Cizelge 2.2°deki farkli parametre
degerleri i¢in elde edilerek Sekil 2.2°de verilmistir.

Cizelge 2.2. BB dagilimina iliskin olarak secilen parametre degerlerine gore
esdolanim egrileri kodlar

BB
di;da 5 H2 P
0,0 0,5 0,8 -0,5
0,5;0,5 0;0 BBO1 BBO02 BBO03 BB04
0,5;1 0:;0 BBO05 BB06 BB07 BBO0S
1;1 0:;0 BB09 BB10 BBI11 BB12
0,5;2 0:0 BB13 BB14 BB15 BB16
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0.5

p:

p=0.5

05
% 05 °3 05 1
BBO1 BB02
p=0.8
05 05
q 0 ‘
0 05 1
BB04
;
p=0 p=0.5
05 05
9 o ‘
0 05 1
BBO05 BB06
1 1
05 05

BBO07

Sekil 2.2. BB dagilimina iliskin esdolanim egrileri
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=0.5

p

0.5
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Sekil 2.2. (Devam) BB dagilimina iliskin esdolanim egrileri
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2.2.3 Smursiz(CC) Johnson dagilim
Johnson dagilimma donistiiriilen normal dagilim parametreleri, |:,u]],
H,
i pdd,|
pdd, dz2

w,=bx +a, i=12

b, z{(ed"z —])[ed"z cosh(2,ui)+]]}1/2, i=1,2

olmak iizere, iki degiskenli CC dagiliminin olasilik yogunluk islevi,

b,bz[wl +all+w :||:W2 +\U+W§:|
flx.x, )=
|:]+W12 F w1 +w) J[Z+ WS + w1+ w2

J N [sinh” (w,),sinh™ (w, )] (2.19)

bicimindedir [12].

Es. 2.19’daki kuramsal CC dagilimina iliskin olarak Cizelge 2.3’de verilen parametre
degerlerine gore EK-3’teki algoritma ile ¢izdirilen esdolamim egrileri Sekil 2.3’te

goriilmektedir.



Cizelge 2.3. CC dagilimina iliskin olarak secilen parametre degerlerine gore
esdolanim egrileri kodlar1

16

CC

di;dy Wi s K2 P
0,0 0,5 0,8 -0,5
0,1;0,1 0:;0 CCo1 CC02 CCo03 CC04
0,1;1 0:;0 CCO05 CCo06 CCo07 CCO08
0,1:;0,5 0;2 CC09 CC10 CCl11 CC12
1;1 0:;0 CC13 CC14 CC15 CCl16
1;1 0:2 CC17 CC18 CC19 CC20

2 p= 2 p=0.5

1 1

o o

-1 -1

-2 -2

3 2 1 0 1 2 3 33 2 0 1 2 3
CCo1 CC02
3 3
. p=0.8 2 p=-0.5

CCo03

Sekil 2.3. CC dagilimina iliskin esdolanim egrileri
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3
2 p=0 p=0.5
;

o

-1

2

35 2 1 0 1 2 3 2 ¥ 0 1 2

CCO05 CCO06
3
, p=0.8 p=-0.5
;
;
-1
2
33 2 1 0 2 3 2 1 0 1 2
CCo07 CC08

3 3

2 p=0 2 p=0.5

]

0 0

1

-2 -2

E 1 0 1 2 35 2 1 o ] 5
CC09 CC10

3 3

2 p=0-8 2 p=-0.5

|

0 0

)
2 2
S 2 1 0 1 2 ) 2 1 0 1 2

CCl11 CC12

Sekil 2.3.(Devam) CC dagilimina iliskin egsdolanim egrileri
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3 3
2 =0 2 p=0.5
1 1
1 1
2 2
33 2 1 0 2 33 2 1 0 1 2 3
CC13 CCl4
3 3
2 p=0.8 2 p=-0_5
1 1
° - @
1 A
2 -2
3 2 1 0 2 35 2 1 0 1 2 3
CCl15 CCl6
3 3
p: p=0.5
2 2
1 1
0 0
< <>
-1 -1
-2 2
33 2 1 0 2 3 2 1 0 1 2 3
CC17 CC18
3 3
=0.8 =-0.5
2 p 2 P
1 1
0 @ 0 l
1 1
-2 2
33 2 1 0 2 3 2 1 0 1 2 3

CC19

CC20

Sekil 2.3.(Devam) CC dagilimina iliskin egdolanim egrileri




19

Sekil 2.1-Sekil 2.3’te goriildiigi iizere, Johnson dagilimlarina doniistiiriilen normal
dagilmin u;, pz, d;, d» ve p parametrelerine farkli degerler verilerek normal
olmayan farkli basiklik ve yatikhikta c¢ok kapsamli bir dagilimlar kiimesi

iretilebilmektedir.

Bu farkliligin olusturulmasinda, yalmizca yukarida sayilan parametrelere farkl
degerler verilmesinin yeterli olmasi, bir saglamlik ¢alismasinda karsilasilacak sanal
deney tasariminda, bu parametrelerin her birine dagilim boyutunun alt boyutu
biciminde yer verilmesiyle bu alt boyutlara iligkin diizeylerin i¢ ice dongiilerde
belirlenebilmesine ve dolayisi ile etkin bir sanal deney programlanmasina da olanak

Verir.
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3. JOHNSON DAGILIMLARINDAN SANAL ORNEKLEME
ALGORITMALARI

Herhangi bir olasilik dagilimindan rasgele ornekleme, olasilik dagiliminin siirekli
tekdiize artan bir islev olmasi durumunda, olasilik dagiliminin tersinin standart
tekdiize dagilim olmas1 gercegine dayanir. DeGroot (1975)te matematiksel ispati
verilen bu teoremin bir sonucu olarak bilinen herhangi bir F(X) olasilik dagilimindan

rasgele ornekleme, R ~ td(0,1) bir degisken olmak iizere,
X =F(R) (3.1
biciminde kolayca yapilabilir.

Johnson dagilimlari, standart normal bir Z degiskeni Es. 2.13 - Es. 2.15°deki
doniigiimlerle elde edilebildiginden bu dagilimlardan sanal Ornekleme icin Es.

3.1°deki yaklasim 6nce,
Z=F"(R) (3.2)

biciminde p boyutlu standart normal degerlerin iiretilmesinde kullanilir ve elde
edilen degerler Es. 2.13-Es. 2.15’deki doniisiimlerle istenen Johnson dagilimindan

rasgele secilen sanal gozlem degerlerine doniistiiriiliir.

Standart normal dagilimin matematiksel ters islevi olmamakla beraber, uygulamada
yaygin olarak Box-Muller (1958)’in ikili standart tekdiize dagilimi, ikili standart

normal dagilima doniistiiren,

(3.3)

2

z,1 | sin(27R,)\J-2InR,
|:Z ]_ Cos(27rR1)\/m

polar doniisiimiinden yararlanilir.
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Buna gore Johnson dagilimlarindan sanal ornekleme igin standart tekdiize rassal

degiskene iliskin sanal gézlem degerlerinin,
R =23R_,Mod(10°+1) (3.4)

biciminde Lehmer (1969)’in Onerdigi benzerlik yontemi ile iiretildigi genel bir

algoritma asagidaki gibi verilebilir.

1. Ri< 23R_Mod(10°+1)

2. Zi« F'(R) (3.5)
Ae” +&

3. Xie /L[]+ezf]_1+§
A sinh(Z,)+&
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4. JOHNSON DAGILIMLARINDAN SANAL ORNEKLEME
ALGORITMALARININ GUVENILIRLIiGI

Onceki boliimde agiklandig iizere Johnson dagilimlarindan sanal 6rneklemeyle elde
edilen sanal gozlem degerlerinin deneysel olasilik dagilimlar siirekli X degiskeni
icin uygun smf araliklart olusturularak, her araliga diisen X degerlerinin goreli

sikliklarinin Monte Carlo tahminleri bulunarak elde edilir.

Bu amagla diizenlenecek sanal deneylerde deneysel dagilima iliskin k. sinifin alt ve
ist sinirlant sirasiyla ax ve by, siif aralifn c=bg-ax; ve i. denemede Johnson
dagilimina iliskin sanal gozlem degeri X; olmak tizere k. sinifin deneysel sikligina

iliskin MC tahminler,

1. i=I(1) N
Xi « Es. 3.5’deki algoritma
k=1(1) K

> »n

Eger Xi<by ise

fi=fi+1

2’ye don

i<N ise 1’e don

fi=fiN ; k=1(1) N

Dur “4.1)

® =N W

algoritmasi ile bulunabilir.

4.1. Johnson Dagilimlarinin Deneysel Olasiliklarimin Tahmini

Iki boyutlu Johnson dagilimlar olan AA, BB ve CC dagilimlarinin, Cizelge 2.1-
Cizelge 2.3’te verilen farkli parametre degerleri icin elde edilen esdolanim egrileri
Sekil 2.1-Sekil 2.3’te gosterilmisti. Bu boliimde, Johnson dagilimlarinin Cizelge 2.1-
Cizelge 2.3’te verilen parametre degerlerinin birka¢i i¢in deneysel olasiliklarina ait

esdolanim egrileri MC saglamlik ¢alismasi ile elde edilerek, Johnson dagilimlarinin
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sanal ornekleme algoritmalarinin giivenilirligi hakkinda bilgi verecektir. Deneysel
olasiliklarin kuramsal dagilima ne kadar yakinsadigi deneme sayisina ve deneysel

dagilim araliklarinin sinif genisligine bagli olarak gbzlemlenecektir.

Bu amacla, AA dagilimia iliskin Cizelge 2.1’de verilen AAO1 ve AA24 kodlari, BB
dagilimina iligkin BBO2 ve BB15 kodlari, CC dagilimina iligkin ise CC08 ve CC09
kodlan incelenecektir. Ek-4’te verilen algoritma yapis1 Matlab programlama dili

kullanilarak, kodlara iligkin esdolanim cizimleri elde edilmistir.

4.1.1. Lognormal(AA) Johnson dagilimin deneysel dagilim

AA dagilimina iliskin Cizelge 2.1°de verilen AAO1 ve AA24 parametre kodlari
ornek olarak ele alinmistir. AAO1 icin dagilim araliginin genisligi (-3;3) olarak
tanimlanmis olup, deneysel dagilim araliklarinin simif genisligi 0,5 ve 0,05 olarak
almmistir. MC tahmini i¢in deneme sayist N, 100 000 ve 1 000 000 alinarak
yakinsama durumlar1 Sekil 4.1 gosterilmistir. AA24 i¢in dagilim aralifinin genisligi
(-1;1) olarak tanimlanmis olup, deneysel dagilim araliklarinin simif genisligi 0,1 ve
0,01 alinarak yakinsama durumlan Sekil 4.2 gosterilmistir. Sekil 4.1°de verilen 1
numarali gosterimde N=100 000 ve  dagilim araliklarinin simif genisligi 0,5; 2
numarali gosterimde N=100 000 ve dagilim araliklarimin simif genisligi 0,05; 3
numarali gésterimde N=1000 000 ve dagilim araliklarinin sinif genisligi 0,05 olarak

alinmistir. Sekil 4.2’de ise dagilim araliklarinin sinif genisligi 0,1 ve 0,01 alinmastir.
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55 g 110

50 R 100
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40 1 80

35 1 70

30 R 60

25 g 50
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12 3

110 g

100 q 2 p=
%0 g

80 R 1

70 g

60 B 0

50 g

40 4 -1

30 g

20 R -2

10 1

10 20 @0 40 50 60 70 80 90 100 110 120 3 "?’3 2 1 0 1 2 3 4
AAO01

Sekil 4.1. AAO1 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri



25

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

1 2

200

180 p:-(),S
160
140
120
100
80
60

40

20

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 -1_1 0 1

Sekil 4.2. AA24 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri

4.1.2. Simirhi(BB) Johnson dagilimin deneysel dagilim

BB dagilimina iliskin Cizelge 2.2’de verilen BB0O2 ve BB15 parametre kodlar 6rnek
olarak ele alinmistir. BB02 ve BB15 icin dagilim araligimin genisligi (0;1) olarak
tanimlanmis olup, deneysel dagilim araliklarinin sinif genislikleri 0,1 ve 0,01 olarak
alinmistir. MC tahmini icin deneme sayist N, 100 000 ve 1 000 000 alinarak
yakinsama durumlart Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’te gosterilmistir. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4°te
verilen 1 numarali gosterimde N=100 000 ve dagilim araliklarinin simif genisligi
0,1; 2 numarali gosterimde N=100 000 ve dagilim araliklarinin simif genisligi 0,01; 3
numarali gésterimde N=1000 000 ve dagilim araliklarinin sinif genisligi 0,01 olarak

alinmastir.
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1 1
0.9 0.9
08 08
07
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Sekil 4.3. BB02 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri
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0.1 1

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

BB15

Sekil 4.4. BB15 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri

4.1.3. Sirs1z(CC) Johnson dagilimin deneysel dagilimi

CC dagilimina iligkin Cizelge 2.3’te verilen CC08 ve CC09 parametre kodlar1 6rnek
olarak ele alinmistir. CCO8 ve CCO09 icin dagilim araliginin genisligi (-3;3) olarak
tanimlanmis olup, deneysel dagilim araliklarinin sinif genisligi 0,5 ve 0,05 olarak
almmistir. MC tahmini i¢in deneme sayist N, 100 000 ve 1 000 000 alarak

yakinsama durumlar Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’da gosterilmistir.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110 120

1 2

2 3
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100 R 2 p='0.5
%0 R
80 b 1
70 R
50 1
40 1 1
30 1
20 R 2
10 1
10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 -?33 > p 0 1 > 3

CCO08

Sekil 4.5. CCO8 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri
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1 2

3
110
100 2 =0
%0
80 1
70
60 0
50
o =>
20 -2
10
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 _33 > p 0 1 > 3

CCO09

Sekil 4.6. CC09 parametre koduna iliskin deneysel ve kuramsal dagilimlarin
esdolanim egrileri
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5.SONUC VE ONERILER

Johnson ailesine ait doniisiim sistemleri tek ve ¢ok boyutlu yapilar incelenirken
verilen kuramsal dagilimlarin ne 6l¢giide giivenilir oldugu arastirmacilar i¢in merak
konusu olmustur. Tek degiskenli durumda deneysel olasiliklarla ilgili yorum yapmak
ve karar vermek kolay olmayacakti. Deneysel olasiliklar1 en rahat bigimde sekilsel
olarak gosterimin en kolay oldugu durum olan iki boyutlu yapilar ele alinarak Monte

Carlo saglamlik ¢alismalar1 yapilmistir.

Bu calismada, Johnson’1in 6nerdigi iic dagilim ele alinarak, bu dagilimlarin tek ve iki
boyutlu dagilimlari incelenmistir. Tek boyutlu Johnson dagilimlar teorik olarak
anlatiip, konum ve Olgek parametreleri tanitilmistir. Johnson’in  Onerdigi
dagilimlardan, AA lognormal dagilim, BB sinirli Johnson dagilimi ve CC sinirsiz
Johnson dagilimlari, iki boyutlu yapilari, kuramsal olarak konum ve olgcek

parametreleri A, i, &, ved olmak iizere dort parametreyi esas alir. Bu

parametrelerin farkli degerleri i¢in iki boyutlu esdolanim egrileri, Matlab

programlama dili kullanilarak elde edilmistir.

Deneysel olasiliklar elde edilirken X degerleri ¢ok degiskenli normal dagilimdan
cekilmis ve verilen doniisiim sisteminde kendisine verilen uygun parametreler ile
sonuclar elde edilmistir. Sonug¢larda O6rnek olarak AA olarak anilan lognormal
dagilim dontisiimiine yakinsadigi ¢ok agik bir bicimde goriilmiistiir. Yakinsama igin,
her bir deneme i¢in dagilim araligina diisme olasilig1 hesaplanmistir. MC ile deneme
sayist artirilarak bu araliga diisme sikliklar1 bulunmustur. Bulunan bu sikliklarin

toplam deneme sayisina boliimii ile deneysel olasiliklar hesaplanmustir.

Johnson dagilimlarinin esdolanim egrileri elde edilirken, kullanilan bilgisayarlarin
donanim olarak yeterince hizli olmamasi nedeniyle sonuglara olduk¢a uzun siirelerde
ulagilmistir. Deneme sayisinin artmasi ve dagilim aralifi smif genisliginin kiiciik

tutulmasi ¢aligilan bilgisayarlarin hizina bagli olarak siireleri uzatmistir.
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Bu calismanin devaminda, smif genisliginin ne kadar deneme sonunda
yapilabildiginin aragtirilmasi, nerede yakinsadigini arastiran bir uygun sinif genisligi
calismas1 yapilabilir. Gorsel acidan esdolanim egrilerinin p=2 boyut secilen bu
calismanin devaminda ¢ok boyutlu i¢in genisletilecek algoritmalarda iiretilebilir. Bu
durumda grafiksel olarak gostermek oldukca zorlasacaktir. Ancak ¢cok boyutlu olarak
incelemenin olasilik degerleri iizerinden yapilabilmesi saglanabilir. Cok boyutluda
kuramsal dagilim ile deneysel dagilimin olasilik tablolar1 karsilastirilabilir. Bizim
odaklandigimiz nokta, kuramsal dagilimin deneysel dagilima ne 6l¢iide yakinsadigini

gostermek ve bu ¢alismada bilgisayar ortaminda yapilabildigini gostermektir.

Elde edilen sonuclara bakilarak, yapilan MC saglamlik caligmasinin, Johnson
ailesine ait bu ii¢ dagilim sisteminin giivenilir oldugu, ve EK-4’te verilen algoritma
mantigr ile dagilimlara ait tim parametreler i¢in denemeler yapilabilecegi
gosterilmistir. Johnson’un oOnerdigi AA, BB ve CC dagilimlarinin rahatlikla

kullanilabilecegi goriilmiistiir.

Sonu¢ olarak, ¢cok boyutlu normal dagilimin Johnson dagilimlarindan sanal
ornekleme algoritmalarimin  kurularak istatistiksel yazilimlarda kullanilacak
programlama dillerinin kiitiiphanelerine birer hazir fonksiyon bi¢iminde sunulmalari
ve boylece saglamlik ¢alismalarinda Johnson dagilimlarindan de yaygin bir bicimde

yararlanilmasi i¢in gerekli ortamin olusturulmasi saglanmistir.
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EK-1. Kuramsal AA dagilimina iligkin esdolanim egrileri algoritmasi

Adim 1: AA dagilimina ait girdilerin alinmasi,
Degiskeler (d;*, d2* ),
Miski katsayis1 (p),

Adim 2: a; ve b; degerlerinin hesaplanmasi, a, = e b =Ae i —e
Adim 3: Degiskenler i¢in deger aralifinin hesaplanmasi,
Adim 4: y, ve y, degerlerinin hesaplanmasi, y, =in(bx, +4,)

Adim 5: Es. 2.16’da verilen AA dagilimiin kuramsal olasilik yogunluk islevinin

hesaplanmasi,
Adim 6: Elde edilen islev degerlerinin esdolanim egrilerinin ¢izdirilmesi,

Adim 7: Son.
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EK-2. Kuramsal BB dagilimina iligkin esdolanim egrileri algoritmasi

Adim 1: BB dagilimina ait girdilerin alinmasi,
Degiskeler (d;*, d2* ),
Miski katsayis1 (p),
Ortalamalar (u; , i ),

Adim 2: Isleve ait degiskenlerin aralik degerlerinin hesaplanmast,

o In[x /(1-x)]-u
Adim 3: y; ve y; degerlerinin hesaplanmasi; y, = p ,

1

Adim 5: Es. 2.18’de verilen BB kuramsal olasilik yogunluk islevinin hesaplanmast,
Adim 6: Elde edilen islev degerlerinin esdolanim egrilerinin ¢izdirilmesi,

Adim 7: Son.
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EK-3. Kuramsal CC dagilimina iligkin esdolanim egrileri algoritmasi

Adim 1: CC dagilimina ait girdilerin alinmasi,
Degiskeler (d;*, d2* ),
Miski katsayis1 (p),
Ortalamalar (u; , i ),

Adim 2: isleve ait a; ve b; parametrelerinin hesaplanmast,

) {(ed"z —1)[ed"2 cosh(2,ui)+]]}1/2

Q
Il
Q
|
<]
S
=
—_
RS
~
S
Il

Adim 3: Degiskenlerin aralik degerlerinin hesaplanmasi,

Adim 4: w; ve w; degerlerinin hesaplanmasi, w, = b.x; +a,

Adim 5: Es. 2.19°da verilen CC dagiliminin kuramsal olasilik yogunluk islevinin

hesaplanmasi,

Adim 6: Elde edilen islev degerlerinin esdolanim egrilerinin ¢izdirilmesi,

Adim 7: Son.
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EK-4. Deneysel dagilimlar i¢in algoritma

Adim 1: Program girdilerinin alinmasi,
Deneme Sayisi (N),
Degiskenler i¢in deger araligi [a,b],

Frekanslarin belirlenmesinde yararlanilacak adim biiyiikliigii (c),

Adim 2: Dagilima iligkin girdilerin alinmast,
Degiskeler (d,, d> ),
Iliski katsayis1 (p),

Adim 3: a; ve b; degerlerinin hesaplanmasi,

Adim 4: A ve & degerlerinin hesaplanmasi,

Adim 5: Deneme=1,

Adim 6: Cok degiskenli (p=2) normal dagilimdan X=[x;,x»] yoneyinin iiretilmesi,

Adim 7: Johnson doniisiimiiniin kullanilarak ilgili AA, BB, CC dagilimlarina ait

Y=[y\,y2] yoneyinin elde edilmesi,

Adim 8: y; ve y» koordinat eksenlerinde [(a , a+c),(a+c , a+2c),...,(b-c,b)]

araliklarina diisen y; ve y, degerleri icin frekanslarin elde edilmesi,
Adim 9: Deneme=Deneme + 1

Adim 10: Deneme > N
Evet ise Adim 11
Hayir ise Adim 6

Adim 11: Frekanslarin deneme sayisina boliinmesiyle olasiliklarin elde edilmesi,
Adim 12: y},y, ve olasilik degerlerini dikkate alarak esdolanim grafiginin ¢izilmesi,

Adim 13: Son.
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