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ABSTRACT

THE BINOMIAL TRANSFORMS OF k-JACOBSTHAL AND k-
JACOBSTHAL LUCAS SEQUENCES

ERDOGDU, Arzum Giilay

M.Sc. Thesis in Mathematics Department
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Siikran UYGUN
June 2018

87 pages

In this study, first of all the special integer sequences are defined briefly by

giving some basic properties. And the binom transformations are given.

In this study, we define the binomial, k-binomial rising and falling transforms
for k-Fibonacci, k-Lucas, k-Jacobsthal, k-Jacobsthal Lucas sequences. We investigate
some properties of these sequences such as recurrence relations, Binet’s formula,
generating functions and in the sequel of this study we denote Pascal Jacobsthal
triangle and a matlab programme for finding the elements of these binomial

transformation sequences.

Keywords: Jacobsthal numbers, Binomial Transforms, Binet’s formula, Generating

function, Pascal Triangle



OZET

k-JACOBSTHAL VE k-JACOBSTHAL LUCAS DIZILERININ BINOM
DONUSUMLERI

ERDOGDU, Arzum Giilay
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Dr. Ogr. Uyesi Siikran UYGUN
Haziran 2018
87 sayfa

Bu calismada k-Fibonacci, k-Lucas ve k-Jacobsthal, k-Jacobsthal Lucas say1
dizilerinin binom, k- binom, artan k- binom, azalan k- binom, doniisiimleri
tanimlanacaktir. Bu dizilerin yineleme bagintilari, Binet formiili, iirete¢ fonksiyonu

gibi ¢esitli 6zellikleri arastirilacaktir.

Ayrica bu binom doniisiim dizilerinin elemanlarini Pascal liggeni tanimlayarak
elde edilmistir. Bu elemanlar1 hesaplayan bir matlab programi da ek olarak verilmistir.
Farkli tipteki tirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak say1 dizilerine ait ¢esitli 6zellikler elde

edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Jacobsthal sayilari, Binom Doniistimler, Binet Formiilii, Uretec

Fonksiyonu, Pascal Uggeni.
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BOLUM 1
GIRIS

12. yiizyilda yasayan Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci, babasmin isi
nedeniyle ilkdogrenimini giinlimiizde Cezayir Demokratik Halk Cumhuriyetinin bir
kiy1 kenti olan Bougie’de almistir. Daha sonra italya’ya dondiigiinde o donem
Avrupa’sinda kullanilan Romen rakamlariyla matematik yapmak zor oldugu icin
Ogrendigi Arap rakamlarini anlatmak amaciyla 1201 yilinda “Liber Abaci” adli kitabi
yazmistir. Bu kitabin bir boliimiinde asagidaki probleme yer verilir.

Elimizde biri erkek digeri disi olan 1 ¢ift tavsan vardir ve tavsanlarla ilgili
asagidaki bilinenleri g6z oniine alarak, 6niimiizdeki bir yil i¢inde ne zaman kag tavsana
sahip oldugumuzu nasil hesaplariz?

1) Bir yeni dogmus tavsan bir ay sonra yetiskin hale gelir.

i1) Her tavsan c¢ifti yetiskin olduktan sonra 1.aydan itibaren her ay bir ¢ift karma yavru
dogurur.

ii1) Hicbir tavsan bir yilda 6lmemektedir.

Kabul edelim ki, 1 Ocakta yeni dogmus (bebek) 1 ¢ift tavsanimiz oldu, bunlar
1 Subatta yetiskin hale gelerek 1 Martta bir ¢ift bebek tavsan dogurmus olacaklar.
Daha sonraki aylarda onceki iki ayda bulunan tavsan ciftlerinin toplamina esittir. O
halde tavsan ¢ifti sayilar1 aylara gore sirasiyla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,

seklinde olacaktir.

Bu dizi Avrupa’daki matematikgilerin ilgisini ¢ekmis ve dizinin sagladig
ozelliklerle ilgili calismalar yapilmustir. Unlii astronom Johannes Kepler 17. yiizyilda
bir ¢alismasinda Fibonacci dizisini veren rekiirans bagmtisim1 kullanmis, ancak
Fibonacci dizisi oldugunu yazmamistir, bunu cagdasi Albert Girard fark edip
Fibonacci dizisinin lineer rekiirans bagintisi ile tanimlanmasini iceren c¢alisma

yapmustir ve dizinin ilk terimi olarak sifir alinmistir.

Altin oran ve Fibonacci sayilarinin, bitkilerin biiylimeleri ve bazi katilarin
kristalografik yapilarindan, veri tabanlarinda arama yapmak i¢in yazilan bilgisayar

algoritmalarinin gelistirilmesine kadar ¢cok genis uygulama alanlar1 vardir. Bu yiizden

1



matematikgiler haricinde de Fibonacci dizisi lizerinde birgok calisma yapilmistir

(Dunlap 1997)

Ayciceginin merkezinden disariya dogru sagdan sola ve soldan saga dogru
taneler sayildiginda ¢ikan sayilar Fibonacci dizisinin ardigik terimleridir. Tiitlin
bitkisinin yapraklariin dizilisinde bir Fibonacci dizisi s6z konusudur. Mimar Sinan’in
bir¢cok eserinde Fibonacci dizisi goriilmektedir. Mesela Siileymaniye ve Selimiye

Cami’lerinin minarelerinde bu dizi mevcuttur.

Dizinin bir terimi, kendinden 6nceki terime boliindiigiinde yaklagik olarak ayni
deger ¢cikmaktadir. “Altin oran” denilen bu say1; dogada, bitkilerde, ¢igeklerde, ideal

insan viicudunda, mimari eserlerde (Misir Piramitleri vb.) ve bir¢ok alanda goriilebilir.

Bu sayilarin, sayilar teorisinde ¢ok ilging 6zellikleri bulunmustur. Giiniimiiz
matematik literatliriinde, Fibonacci dizisinin bircok genellestirmesi ve Fibonacci
ismini igeren yeni dizi tanimlari, bunlarin 6zellikleri ile diger dizi ve matematik

yapilartyla aralarindaki iliskiler biiyiik bir yer tutmaktadir.

Bu calismada 6zellikle Alman matematik¢i Jacobsthal tarafindan tanimlanan
Jacobsthal sayilar1 iizerinde calisma yapilmistir. Bilgisayarlardaki bazi mikro
islemciler, bir programin akisini degistirmek i¢in kosullu yonlendirmeler kullanirlar.
Bu mikro islemciler (dalli yonlendirenler) gegici olarak ilerideki ydnlendirmeye
atlatan komutlandirma yaparlar. Burada, 2 bit’ in 4 olasilig1 i¢in 1 durumun, 3 bit’ in
8 olasilig1 i¢in 3 durumun, 4 bit’ in 16 olasiligl i¢cin 5 durumun, vb. durumlar1 harig
birakilarak digerlerinin yararli oldugu sonucuna varilmis ve hari¢ birakilan bu
durumlarin tam olarak Jacobsthal sayilarini verdigi goriilmiistiir (Horadam,1996).

Ozel say1 dizileri ¢ok degisik sekillerde genellestirilerek yeni say1 dizileri elde
edilmistir. Bu calisma k pozitif tamsayis1 kullanilarak elde edilen genellestirmelerle
ilgildir. Literatiirde Falcon (2007), Bolat, H. Koése (2010), D. Jhala(2012), Catarino
P., Paulo Vasco P. (2013), S. Uygun (2013) vb. ¢esitli say1 dizileri ve bunlarin gesitli

genellestirmelerini kullanarak tirete¢ fonksiyonlar1 caligmistir.

Binom doniistimleri ile ilgili literatiirde gittikce artan c¢alismalar goze
carpmaktadir. Ornegin, Prodinger 1994 yilinda binom déniisiimleri hakkinda genel
bilgiler vermistir. Spivey, Steil 2006 yilinda Hankel doniisiimlerin binom

dontigiimlerini incelemistir. Chen 2007 yilinda binom doniisiimlerinin c¢esitli



ozelliklerini vermistir. Giilec ve Taskara binom katsayili Fibonacci sayilarimi
tanimlamislardir (2009). Falcon ve Plaza 2009 da. k-Fibonacci dizilerinin Binom
doniistimlerini tanimlamuglardir.  Taskara, Uslu, Gulec, binom katsayili Lucas
sayilarinin gesitli 6zelliklerini vermistir (2010). Bhadouria , Jhala, Singh 2014 yilinda.,
k-Lucas dizilerinin ¢esitli tipteki binom doniisiimlerini vermislerdir. 2014 te, Falcon
k-Fibonacci dizisinin 6telenmis binom doniisiimleri calismistir. Yilmaz, Taskara 2013

te Padovan ve Perrin sayilarinin binom doniisiimlerini ¢calismislardir.

Bu c¢alismanin ikinci boliimiinde ¢esitli say1 dizileri kisaca tanitilacaktir.
Ucgiincii boliimde k-Fibonacci dizisinin, dordiincii boliimde k-Lucas dizisinin, besinci
boliimde k-Jacobsthal dizisinin, altinct boliimde k-Jacobsthal Lucas dizisinin ¢esitli
tipte binom doniisiim dizileri tanimlanarak temel 6zellikleri verilmistir. Son boliimde

ise tezle ilgili genel degerlendirmeler yapilmistir.



BOLUM 2
CESITLI SAYI DIiZILERI

Bu béliimde literatiirde 6nemli bir yere sahip bazi tamsay1 dizilerinin tanimlari

verilecek ve temel bazi1 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilari
Baslangi¢ sartlar1 f, =0, f, =1 seklinde verilen; f,,,=f +f,, yineleme

bagintist ile tanimlanan { £ }w

., tamsay1 dizisine “Fibonacci say1 dizisi” denir.

1+J§ 1—«/5
ve ,3=
2 2

Fibonacci dizisinin Binet formili, o = olmak {izere;

n n

n+l

seklindedir. Binet formiiliinden hareketle lim

a
fn - _ n—»00

= a oldugu goriiliir.

n

Buradaki o =1,6183398... sayis1 “Altin Oran” olarak adlandirilmaktadir.

Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;

- X
( x) = ’ X'=—"
§ HZ:; J —x—x°
seklinde verilir (T. Koshy, 2001).
Simpson formiilii
FnHanl - Fn2 =(_1)H

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii asagidaki gibidir:

iFk =F,,, -1
k=1



Fransiz matematik¢i Edward Lucas; baslangic sartlart igin [, =2 ve [ =1

degerlerini kullanarak, “Lucas say1 dizilerini” olusturmustur. Bu sayi1 dizisi de ciddi

bir popiilarite kazanmistir. Clinkii, Fibonacci say1 dizileri ile arasinda birgok ilging

bagmti elde edilmistir. /[, =2 ve [, =1olmak iizere; [.,=1 +l | yineleme bagmtis

e} e . P . e e . .
}n:l tamsay1 dizisine “Lucas say1 dizisi” denir. Lucas dizisinin Binet

1+J§ 1—\/5
2

ve f= 5

ile verilen {ln

formiilii, @ = olmak iizere; [, =a" + " seklindedir. Dizinin

. C. . - .. . . . 1 o
ardisik iki teriminin oraninin sonsuz icin limit degeri, lim —'l” =a dir. Bu deger
n—0

sayesinde Lucas say1 dizisi de en az Fibonacci say1 dizisi kadar énem kazanmuistir.
Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;
o) 2
Ny 2X"+x
8(x)= z X = 2
p— I-x—x

seklindedir (T. Koshy, 2001).
2.2. Pell ve Pell Lucas Sayilar

Baslangi¢ sartlart p, =0 ve p, =lolan; p,,, =2p, +p,., yineleme bagintist

ile verilen {pn }:O:l tamsay1 dizisine “Pell say1 dizisi” denir. Pell dizisinin Binet

n n

formiilii, o =1++/2 ve p =1-+/2 olmak iizere; p, = ¢

seklindedir. Negatif

indisli Pell say1 dizisi p_, =(—1)n+1 D, ile tamimlanir. Dizinin ardigik iki teriminin

pn+l

oraninin sonsuz i¢in limit degeri, lim

= dir. Pell sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;
n—0 pn

- n 'x
X)= X =——
80 Z,,_l Py 1-2x—x

seklindedir. Simpson formiilii

P

n+l

P =B =1’

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii



n

+P -1

n+l

1
P, ZE(P

k=1
seklinde verilir (Horadam, 1971).

Baslangi¢ sartlart ¢, =2 ve g, =1 olan; g¢,,, =2q,+q, , yineleme bagintisi
ile tanimlanan { n}::] seklindeki tamsayi dizisine “Pell Lucas say1 dizisi” denir. Pell
Lucas dizisinin Binet formiilii, @ =1+~+/2 ve B=1-+2 olmak iizere; ¢, =a" + "

seklindedir. Negatif indisli Pell Lucas sayr dizisi, ¢, =(=1)""g, bagmtisiyla

tanimlanir. Dizinin ardisik iki teriminin oraninin sonsuz  i¢in limit degeri,

lim Gunt _ a dir. Pell Lucas sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;
",
G 2-2x
()= g =———
8 Z 1 1-2x—x°

n=l1

seklinde tanimlandiktan sonra Simpson formiilii
Qn+1Qn—1 i Qj = 8(_1)"71

bagintisi ile tanimlanir. Kismi toplam formiilii
. 1
ZQk =_(Qn+l+Qn_2)
e 2

seklinde verilir (Horadam, 1971).

Pell ve Pell Lucas sayilar1 arasinda asagidaki esitlikler gecerlidir:
Rn+n = 2Pan - (_l)n men
Q, =2P. +(-D"

0,, =20, —2(-1)"

(Horadam, 1971).



2.3. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Sayilar
Baslangi¢ sartlarnn j, =0, j, =1 olmak ftizere; j ., =j +2j,, yineleme

bagintisi ile verilen { J, }::O say1 dizisine “Jacobsthal say1 dizisi” denir. x> —x—2=0
karakteristik denkleminin kokleri; 2, -1 olmak iizere, Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet

omn_ (_l)n

formiilii, J, = T seklindedir. Dizinin ardisik iki teriminin birbirine oraninin

e
sonsuz i¢in limit degeri, lim =
n—0 .]n

=2 dir. Jacobsthal sayilarimin iirete¢ fonksiyonu;

seklindedir. Jacobsthal sayilar

formiilleri kullanilarak da elde edilebilir. n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere,

Jacobsthal sayilarinin kismi toplam formiilii
< 1
ol 5
2 =5 Ui =3)
olarak verilir.

Baslangic sartlar1 €, = 2, ¢,=1 olmak iizere; ¢, =C, +2Cn—1 yineleme
bagintist ile verilen {cn }le say1 dizisine “Jacobsthal Lucas say1 dizisi” denir. Jacobsthal
Lucas sayilari i¢in Binet formiilii, ¢, =2" +(=1)" olur. Dizinin ardisik iki teriminin

Cn+l

C

n

birbirine oraninin sonsuz i¢in limit degeri, lim —==2 seklindedir. Jacobsthal Lucas
n—0

sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;

seklinde verilir. Jacobsthal Lucas sayilari



formiilleri kullanilarak da elde edilebilir. n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere,

Jacobsthal Lucas sayilarinin kismi toplam formiilii
< 1
o1 5
RTINS

olarak verilir. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayilar1 arasinda asagidaki bagintilar

gecerlidir.
a) =2,
b) oyt in=2""
©)  Jmin = JmInss T 2Jm-tJn
D Jon = Jndner ¥ 20n-tJn = Jn(Jnss ¥ 2Jng )= JnCa
€) o = Jnes + 201
£ (=1)' 2" Jo = Jndus + 2Jin 1

2.4. Horadam Say Dizileri
n>2; ab,p,gel ve p’+4q#0 olmak iizere;
h,(a.b; p,q) = ph,_,(a,b; p,q) + qh,_,(a.b; p,q)
rekiirans bagintisi ve
hy(a.b; p.q) = a, h(a.b;p.q) =b
baslangic sartlar1 ile tanimlanan diziye Horadam dizisi denir (Horadam 1965).
Yineleme bagntisinin karakteristik denklemi

A —pl—-g=0



olup yukaridaki denklemin kokleri

g PP 44 ﬂ:p—\/p2+4q
2 A

2

seklindedir.

Horadam dizisi i¢in Binet formiilii

h (a,b; p.q)= (b- paya" —(b— fa)p
a-p

ile verilir.

n. Horadam sayis1 ve n > 0 olmak iizere; Horadam dizisi i¢in kismi toplam formiilii

h,,
ihn r h, +qh, ,—a—-b+ap
n= p+q-1
ve Simpson formiilii
hyuhy oy —h, =B —abp —a’q)(-1)""q"

seklindedir.



BOLUM 3
k-FIBONACCI DiZILERININ BINOM DONUSUMLERI

Bu boliim S. Falcon ve A. Plaza’nin 2009 yilinda yayinlanmis “Binomial

Transforms of the k-Fibonacci Sequence”, adli makalesinden esinlenilerek yazilmistir.
Bu boliimde K -Fibonacci dizisi kisaca tanitildiktan sonra k -Fibonacci dizisinin binom,
k-binom, artan k-binom, azalan ¥ -binom dizileri tanimlanacaktir. Olusturulan bu
dizilerin yineleme bagintilari, lirete¢ fonksiyonlari, binet formdilleri, elemanlar1 veren
binom Pascal iiggenleri ve matlab programlar1 verilmistir.

3.1. k-Fibonacci Dizilerinin Binom Doéniisiimleri

Tanim 3.1.1. k- Fibonacci sayilari: Her £k >0 ve n>0 tamsayilar i¢in baslangi¢

sartlart F, , =0, F, , =1 olmak lizere;

F,,.,=kF . +F

k,n+l1 k,n

ineleme bagintis1 ile tamimlanan {F, dizisine “k-Fibonacci dizisi” denir.
kn Jpen

Dizinin her bir elemanina da “k -Fibonacci sayis1” denir. k =1 alinirsa, Fibonacci say1

kK +4

dizisi elde edilir. »*>=kr+1 fark denkleminin kokleri; r = s ve
k—-vk*+4
I, = Y olarak bulunur. k-Fibonacci sayilar1 icin Binet formiili,
F, = i Th seklindedir.
SonTh

k -Fibonacci say1 dizisi i¢in lireteg¢ fonksiyonu

> F x"=F ,+F x+F x +.. :;2
=0 , ’ ' 1—kx—x
seklinde elde edilir.
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Tamm 3.1.2. {bk,n }neN k -Fibonacci dizisinin binom doniisiimii asagidaki formiil ile

tanimlanir.

b, = Z(?ij G.1.1)

i=0
Lemma 3.1.3. k -Fibonacci dizisinin binom doniisiimii asagidaki bagintiy1 saglar:

n

by = Z[?J(Fk,i +F ) (3.1.2)

i=0

. ) n+1 n n .
Ispat: Binom sayilarinin ( j = ( ] + ( J ozelligi kullanilirsa
i i i —

i=0 \ !
" (n

bk,n+1 = . (Fk,i + Fk,i+1)
i=0 \ !

esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.4. k -Fibonacci dizisinin binom doniigiimii asagidaki yineleme bagmtisini

saglar.

by = (k+2)b, , — kb, (3.1.3)

,n—1

n n
J + ( _ J ozelligi kullanilirsa,
l —

i . n+1
Ispat: Binom sayilarinin | =
i

l

11



=1+ i[nj(sz + kE<,i +Fi i)
i=1 \ !
_1+(k+1>zU U

b =k +Db,, +ZUM +1

n+1 yerine n yerlestirilir ve yukaridaki esitlik tekrar yazilirsa:

n-1 n— 1
bk,n = (k +1)bk,n—1 + k:  t

i=l1 l

Yukaridaki esitlik (3.1.4) de yerine yazilirsa

= (k +1)bk n +bk ) _kbk,nfl

k o+l T

k n+l (k + 2)bk n ,n—l

ispat tamamlanir.

(3.1.4)

Teorem 3.1.5. (Binet Formiilii) & -Fibonacci dizisinin binom doniigiimiiniin genel

k+2+ k> +4 k+2- \k? +4
2

terimi, & :f ve f =

12



olmak lizere

n

by, =—"- (3.1.5)
a J—

o ~p
p

Binet formiilii ile hesaplanabilir. Kokler agagidaki bagintiy1 saglar:
a+pf=k+2 a—pB=\Nk’+4 off =k.

Ispat: Yineleme bagmtisinin karakteristik polinom esitligi X =(k+2)x+k=0 ve

k+2+ k> +4 k+2-\k* +4
bu denklemin kokleri ave g olmak iizere o = - b= — 5

olarak bulunur.

0 0 1 ]
b, =c,a”" +c, " olarak yazilir ve b, , = Z(OJFO =0ve b, = Z[ jFl =1
i=0

aliarak hesaplanirsa

¢ +c,=0

qa+c,f=1
esitlikleri elde edilir.

Daha sonra ¢, ortak parantezine alinirsa,

1:c1(05—ﬂ):clxlk2 +4

Binet formuli

olarak bulunur.

Teorem 3.1.6.( k-Fibonacci Dizisinin Binom Déniisiimiiniin Urete¢c Fonksiyonu)
Katsayilar1 k -Fibonacci sayilari olan 0 civarinda olusturulan kuvvet serisi k -Fibonacci

dizisinin tirete¢ fonksiyonunu olusturur. k - Fibonacci dizisinin binom doniigiimiiniin

13



tirete¢ fonksiyonunu b, (x) ile gosterilsin. k - Fibonacci dizisinin binom doniistimiiniin

iirete¢ fonksiyonu

b ()= bx' b b xth X t..= a
k( ) IZ_O: i k,0 k,1 k,2 1—(k+2)x+kx2

(3.1.6)
esitligi verilir.

ispat: b (x) iireteg fonksiyonu sirasiyla —(k +2)x ve kx” ile garpilirsa

—(k +2)xb, (x) = —(k + 2)xb, , — (k +2)x’b, , —
kx’b, (x) = kx’b, , + kxX’b, | +...

esitlikleri elde edilir. Bu son ii¢ esitlik b, (x) ortak parantezine almip (3.1.3) yineleme

bagntisi kullanilirsa

[1=(k+2)x+ke |b(x)=b,,+x(b,, —(k+2)b, )
+ X2 (b, —(k+2 )b, +hkb,, )+ ...

0.0 L (1 1 1 5 .
by, =ZO: 0 F,=0 ve b :Z ; F, = 0 F, + | F, =1degerleri kullanilarak

i=0
asagidaki esitlik elde edilir:
[ 1=k +2)x+ ke’ |B, (x) = 0+ x(1 - (k +2).0)

X
1—(k +2)x + kx*

b (x) =

k-Fibonacci Dizisinin Binom Déniisiimiiniin Ucgeni

Her bir k degeri i¢in asagidaki tiggen kullanilarak Fibonacci sayilarinin binom

doniisiim dizisinin elemanlar1 kolaylikla elde edilebilir:

a) Uggenin sol kdsegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarmdan olusur.
b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol iistliindeki sayilarin toplamindan olusur.
¢) Uggenin sag kosegen elemanlari k - Fibonacci sayilarinn binom déniisiim

elemanlarini verir.
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Ornegin; 3-Fibonacci dizisinin iiggeni ve binom déniisiim elemanlar1 asagidaki

gibidir:

0)
1 1
3 4 5
10 13 17
33 43 56 73

22
95

k-Fibonacci Dizisinin Binom Doéniisiimiiniin Matlab Programm

k - Fibonacci sayilarinin binom doniisiim elemanlarin1 her birk degeri i¢in yineleme

bagintis1 kullanilarak asagidaki Matlab programi ile bulunur:

% Fibonacci k Binom Doniistimii
k=3;

b(1)=0;

b(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N
b(n+1)=(k+2)*b(n)-k*b(n-1);
end

b

3.2. k-Fibonacci Dizilerinin k-Binom Doniisiimleri

Tanmm 3.2.1. k-Fibonacci dizisinin k -binom donisimii

n n Y
Wk,n = Z . Fk,i'
i=0 \!

Lemma 3.2.2. k-Fibonacci dizisinin binom doniisiimii

asagidaki formiil ile tanimlanir:

15

{Wk,n }”EN olmak {izere

3.2.1)



n (711
Wk,,,”:Z( }< (Foi+Fir) (3.2.2)
i i

i=0

bagintisini saglar.

. ) n+1 n n . .
Ispat: Binom sayilarinin =+ 1 ozelligi ve (3.2.1) esitligi
i i i—

kullanilirsa,

n+l +1 n+l
R X
— ( }(nJrlF Z[ }(VHI i
=1
— ( }(H+1F _ Z( }(VH-]F]( "
i=0

r o(ljk”” (F.,+F.,)

=

=

N

ispat tamamlanur.

Teorem 3.2.3. k-Fibonacci dizisinin k-binom doéniisiimiiniin yineleme bagintis1 su

sekilde verilir.
Wen =k(k+2)w,, —k'w, ., (3.2.3)

Ispat: Lemma (3.2.2) kullanilarak

Winst = Z[l )k" I(Fk,i +F )

i=0

kn+l + Z(l }nﬂ (F + FkH_])

i=l1

n n
k"™ 4 Z(i Jk"“ (F,, +kF,_,+F,, )
i=1
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Wi = k(k+Dw, , + ZU}'”‘E(,,-_I +k" (3.2.4)

i=1

(3.2.4) denkleminde n+1 yerine n yazilirsa

n—1 _ ]
w,, =k(k+1w,,  + Z{" jk”Fk“ k"

i=1

esitligi elde edilir. Tlk parantez acilirsa ve Tanim (3.2.1) kullanilirsa

nlip—1 nlip—1
w, =kw,, | +k2(i }k”‘lF,w. + Z[l Jk"F,w.1 +k"
i=1

i=0

t(n-1 n(n—1
:kzwk,n_ﬁz(i Jk Fk,,._ﬁz(i ijk,i_1+k
i=1 - i=1

"l fn—1 n—1
= kzwk,n—l + Z|:(l ]4— [l 1 Jj|kan’i_l + kn
i=1

= Kw,, +Z(’_1jk”FkU Lk (3.2.5)
i=1 \ !

esitligi elde edilir. (3.2.4) esitligi (3.2.5) esitliginde kullanilirsa

3
Wyt = k(k + l)wk,n + kwk’n -k Wyt

3
Wit =k(K+2Dw,, —kw,
ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4.(Binet Formiilii) k -Fibonacci dizisinin k -binom déniisiimiiniin genel

K+2+ vk +4

terimi asagidaki Binet formiiliiyle hesaplanabilir. o, = k ve

2
_k+2- kP +4
2

k olmak iizere

By

w,, =——11 (3.2.6)

seklindedir.
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Kokler asagidaki bagintiy1 saglar:
o, +p =k(k+2) a,—p, =kJk> +4 a,B =k.

Ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik polinom esitligi w* —k(k+2)w+k> =0

k+2+ Jk> +4

idi ve bu denklemin kokleri «, ve f, olmak lizere «; = 5 k,

_k+2-VkP+4
2

B

k olarak bulunur. Binet formiilini  w,, =c,a," +¢,B,"

seklinde kabul edip w, , =0 ve w, , =k baslangi¢ degerleri kullanilirsa

¢, +c,=0

ca —cf =k
esitlikleri elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse Binet formiilii

r aln _ﬂln
We,=—"—

R
olarak elde edilir.

Teorem 3.2.5. (k-Fibonacci dizisinin k-binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu)
k -Fibonacci dizisinin k -binom doniisiimiiniin {irete¢ fonksiyonu

3 kx
1—k(k+2)x+k’x*

_ 2
W (X) =W g+ W X +w,x" +..

seklinde gosterilir.

Ispat: k-Fibonacci dizisinin k -binom déniisiimiiniin iireteg fonksiyonu — xk (k +2) ve

k’x* ile ayr1 ayr1 arpilirsa iki yeni esitlik elde edilir.

w (X)) =w,  +w, X+ wklx2 +...
_xk(k + 2)Wk (x) = —_xk(k + 2)Wk,0 —k(k + 2)_)(21/1/]“l +...
X w, (x) =X w, o + X W, + .

elde edilir. Bu ii¢ esitlik taraf tarafa toplanir ve w,(x) ortak parantezine alinirsa
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= k(k+2)x+ k32 o (x) = wyp +x(wy —k(k+2)wy )

+xz(wk,2 —k(k +2)wk’1 +k3wk,0 )+ ...

(0
elde edilir. (3.2.3) yineleme bagntis1 ve w,, = Z(O}OFkD =0,
i=0

L (1
Wy = Z( }ka’i =k baslangi¢ degerleri goz 6niinde bulundurulursa

i=0

[ 1=k +2)x+ k5 [w, (x) = w, , +x(w,, —k(k +2)w, ;) = 0+ x(k —0)

sekline doniisiir. Buradan iirete¢ fonksiyonu

kx
1-k(k+2)x+k’x*

Wy (x) =

olarak elde edilir.
k-Fibonacci Dizisinin k-Binom Déniisiimiiniin Uggeni

Bu boliimde, asagidaki kurallar kullanilarak her bir k sayisi i¢in k - Fibonacci

sayilarinin k-binom doniisiim elemanlar1 yeni bir tiggen kullanilarak elde edilir.

a) Uggenin sol kdsegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarmdan olusur.

b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol iistiindeki sayilarin toplaminin & katindan
olusur.

c) Ucgenin sag kdsegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarmim k-binom doniisiim
elemanlarini verir.

Ornegin; 3-Fibonacci dizisinin iiggeni ve 3-binom doniisiimii asagidaki gibidir:

0)
1 3
3 12 45
10 39 153 594
33 129 504 1971 7695
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k-Fibonacci Dizisinin k- Binom Déniisiimiiniin Matlab Program

k - Fibonacci sayilarinin k - binom doniisiim elemanlarini her birk degeri igin

yineleme bagintis1 kullanilarak asagidaki Matlab programi ile bulunur:

% k Fibonacci Dizisinin k Binom Ddéniigiimii
k=3;

w(1)=0;

w(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N
W(n+1)=k*(k+2)*W(n)-k"3*W(n-1);

end

W

3.3. k-Fibonacci Dizisinin Artan k-Binom Doniisiimii

Tanim 3.3.1. {F k’n} dizisinin artan k -binom doniisiimii 7} ,, olmak iizere

Z(n]ka k=0

Tem =) im U (3.3.1)
0 , k=0
esitligi ile verilir.

Teorem 3.3.2.(Binet formiilii) 7 € N olsun. k -Fibonacci dizisinin artan k -binom

dontisiimiiniin Binet formiilii «, B Fibonacci dizisinin karekteristik denkleminin

kokleri olmak tizere asagidaki gibi verilir.

—ﬂ F
— = (3.3.2)
! B
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Ispat: {F k,n} dizisinin Binet formiilii kullanilarak ispat yapilir.

n n ; n n iai_ﬂi
rk,n:;(i}(Fk,n:;[i}k 0{—,3

S-S

:;((ka+])" —(kB+1)")

a-f

Teorem 3.3.3. Artan k-Fibonacci dizisinin yineleme bagintisi baglangi¢ sartlar

.o =0 ve rn, =k , n=lolmak lizere su sekilde gosterilir.

T = (K +2)5, -1, (3.3.3)

Ispat: Binet formiilii kullanilarak

k> +2)n, =1, =k +2)(a) -(B)" a7 -

a—p a—-p

1
_a—ﬁ

{a (K +2)a” =1) = B (K +2)8* - )}

1 (ke )T [K (ke 1)+ 2k +1] }

a=f|—(kp+1)" [k (kB+1)+2kp+1]

1 |(ka+ 1)”_1 ':kzaz +2ko + 1}
a=f|-(kp+1)" [ +2kp+1]

_ 1ﬁ{(ka+l)"_] (ke +1)° (kB +1)"" (kp+1)’}
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Teorem 3.3.4. (k-Fibonacci Dizisinin Artan Binom Déniisiimiiniin Uretec

Fonksiyonu) k-Fibonacci dizisinin artan binom doniigiimiiniin tirete¢ fonksiyonunu

R, (x) ile gosterilsin. Yani

kx
R (X)=r  +F X+F x> +... =
k k0 T T k.2
1—(k* +2)x+ x*

Ispat:  k-Fibonacci dizisinin artan k-binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

(kK+2)x ve 1" ile ayr1 ayri carpilirsa iki yeni esitlik elde edilir.

—(k2+2)ka(x)=—x(k2+2)7”k,0_x2(k2 +2)rk’1+...

X’R (x)= xzrk’o + x3rk,1 +...

Bu son ii¢ esitligi R (x) ortak parantezine alirsak ve (3.3.3) yineleme bagntis1 ve

0 O 1 1
Feo = Z[O}‘OFM =0 ., = Z(Z}Fkl =k baslangic degerleri gdz Oniinde

i=0

bulundurulursa

[1=(K* +2)x+ 27 [Ry(x) =1 g + x| =1 o (K* +2) + 1, |
=0+x(k)

esitligi elde edilir. Buradan iirete¢ fonksiyonu

kx
1—(k* +2)x+x°

Rk (X) =

seklinde elde edilir.
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k-Fibonacci Dizisinin Artan k-Binom Déniisiimiiniin Uggeni

Bu boliimde, asagidaki kurallar kullanilarak her bir £ sayisi i¢in k - Fibonacci

sayilarinin artan k -binom doniisiim elemanlar1 yeni bir iiggen kullanilarak elde edilir.
a)Ucgenin sol kdsegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarindan olusur.

b)Diger elemanlar k-Fibonacci sayilarinin sol yanindaki saymnin k ile ¢arpilip sol

iistiindeki elemanla toplanmasi sonucu olusur.

c)Uggenin sag kosegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarmmn artan k-binom doniisiim

elemanlarini verir.

Ornegin, bu iiggende 3-Fibonacci artan binom dizisinin uygulamas: gosterilir.

0)
1 3
3 10 33
10 33 109 360
33 109 360 1189 3927

k-Fibonacci Dizisinin Artan k-Binom Déniisiimiiniin Matlab Program

k - Fibonacci sayilarinin artan £ -binom doniisiim elemanlarini her birk degeri i¢in

yineleme bagintis1 kullanilarak asagidaki Matlab programu ile bulunur:

% Fibonacci Artan k-Binom Doéniistimiui
k=3;

r(1)=0;

r(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N

r(n+1)=(k"2+2)*r(n)-r(n-1);

end

r
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3.4. k-Fibonacci Dizisinin Azalan k-Binom Doéniisiimii

Tamm 3.4.1. {F k,n} dizisinin azalan k-Binom déniisiimii f kn = {F k,n} olmak tizere

3| " eiE,, k=0
fin=yT U ’ (3.4.1)
0 , k=0

ile verilir.

Lemma 3.4.2. k- Fibonacci dizisinin binom doniisiimii asagidaki bagintiy1 saglar.

n(n .
fk,n+1 = Z( .}kn_l (ka,i + Fk,i+1) (3.4.2)

i=0\ 1

Ispat: k -Fibonacci dizisinin azalan k -binom déniisiimiiniin tanimini kullanilarak

mlin+1 4 wlin n 4
fk,n+l = Z(l }(mlle,i =0+ Z{(lj + (i r lj anile,i
i=0 i=1

. n n .
r_ n+l-i n—i

i=0 \ [

=
S

Il
—_
o~

B
N

= . k" (ka,i + Fk,i+1)

1l
(=}
~

esitligi saglanir.

Teorem 3.4.3. k -Fibonacci dizisinin azalan k - binom doniisiimii asagidaki yineleme

bagintisini saglar.
fiyn =3Kf, —QK*=Df, (3.4.3)
Ispat: Lemma 3.4.2 kullamlarak

n n . n n .
fimir = z( )k (kF,, +F,,,,)=k"+ z(. jk""(kf;,,» +kF, +F., )

i=0\ 1 i=I\'1

n n i .
fk,ml - Zkfk,n + ZL }( Foo+k (3.44)
i=1
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esitligi elde edilir. n+1 yerine n yazilirsa

bulunur.

n—1
i—1

j eklenip ¢ikartilirsa

o R
L —kz . n—1
) k=0 [

=kf,, + z

=kf, + Z

bulunur.

n n o
kfo  + Z[i ]k” TF L+
i=1
2k2 n(n o,
)fk sn—1 Z(l.}( - Fkl 1

i=1

Bu esitlik (3.4.4) de yerine yazilirsa

(fi oy =2k ) k= 22( }kl Fa+k™ =f, -

cebirsel islemlerle;

n—1 ,(n—1 o

. +k o k" lel]

i—1 i—1

_l_ 2 l’l—l n—2—i n—l-i
k=D Y ; Fopa+

=0 i=1

n—1

fk, _Zkfk 1+Z[l }(nllezl

i=1

kn—l

+km!

j:lknliFk’il + knfl

kn—l

k*—1

“tn-1)
)Z(:l Jknlt Fk’i + knfl

+ k™

2k2

)fkn]
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S =3kf, =K =D f

elde edilir.

Teorem 3.4.4. (Binet Formiilii) k -Fibonacci dizisinin k -binom doniistimiiniin genel

3k+ vk +4

terimi asagidaki Binet formiililyle hesaplanabilir. «, = — 5 ve
3k— Vk* +4
B, = - olmak tizere
g, =% P (3.4.4)
a, = p,

seklindedir. Kokler asagidaki bagintiy1 saglar:

a,+p, =3k a,— B, =Nk’ +4 a,pB, =2k’ 1.

Ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik polinom esitligi

Sina =3k —(2k* -1) Jina ve bu denklemin kokleri a@,ve g, olmak iizere

_3k+ vk +4 k— Vk>+4

3
ve = —— olarak bulunur.
2 P 2

a,

o Jin =c,a," +¢,[," yazip fk,o =0 ve fk,l =1 alinirsa

¢ +c,=0

cqa,—cp,=1
esitlikleri elde edilir.

Binet formuli

an_ﬂn
fk,n: 2 .

a, _ﬂz

olarak elde edilir.
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Teorem 3.4.5.(k-Fibonacci Dizisinin Azalan k-Binom Déniisiimiiniin Uretec
Fonksiyonu) k-Fibonacci dizisinin azalan k-binom doniisiimiiniin {ireteg

fonksiyonunu F,(x) ile gosterelim.

E(x)=f ,+f x+f X +..= al
k() fk,O fk,] fk,Z ]—3kx+(2k2_])x2

Ispat: Bu esitlik —3kx ve (2k* —1)x” ile ayr1 ayr carpilirsa iki yeni esitlik elde edilir.

F(x)=f,+ fox+ fo,x +..

—3kxF,( x ) = =3kxf, , — 3k’ f, | +...
(2K* —1)xX°F(x)=(2k> =1)x" f,, +(2K* =1)x’ f, +...

Bu ¢ esitlik taraf taraf: 1 —OOOF—O —llF—l
u ¢ esitlik taraf tarafa toplanir ve fk’o—z of Feo=0" fk,l_zi i =

i=0 i=0

degerleri kullanilirsa
[1=3ke+ QK =2 [F () = fog + X3k g + f,) =0+ x

bulunur. Urete¢ Fonksiyonu,

X

F (x)=
+ () 1-3kx+(2k* = 1)x?

olarak elde edilir.
k-Fibonacci Dizisinin Azalan k-Binom Déniisiimiiniin Ucgeni
a)Uggenin sol kdsegen elemanlar1 k - Fibonacci sayilarmdan olusur.

b)Diger elemanlar kendisinin sol iist ¢capraz elemanimin k ile carpilip bu carpilan

elemanin sol altindaki elamanla toplanmas1 sonucunda olusur.

c¢)Uggenin sag kdsegen elemanlari k - Fibonacci sayilarinin azalan k -binom déniisiim

elemanlarini verir.

Ornegin, bu iiggende 3-Fibonacci dizisinin uygulamasi gosterilir.
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10 19 37 64
33 63 120 231 423

k-Fibonacci Dizisinin Azalan k-Binom Doéniisiimiiniin Matlab Programi
% k-Fibonacci Azalan k-Binom Doéniistimii

k=3;

F(1)=0;

F(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N
F(n+1)=3*k*F(n)-(2*k"2-1)*F(n-1)
end

F

3.5.k-Fibonacci Binom Déniisiimlerinin Matris Formu

k -Fibonacci dizinin elemanlarmin matris formu S = [ Sreorfea ,...]T ile ifade edilsin.

K = diag [ko,k1 ,...]T ve Pascal iicgen matrisi

~

Il
—_ = =
w = O O
- o o O

w o = O

olsun.

S,P,K matrisleri kullanilarak k -Fibonacci dizisinin binom doniisiim matrisi

bulunabilir.
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k -Fibonacci dizisinin binom déniistimlerinin matrisi B = [bk’o,bkyl,...]T ,k -Fibonacci
dizisinin k -binom doniisiimlerinin matrisi W = [Wk,o W ,...]T ,k - Fibonacci dizisinin
artan binom doniisiimlerinin matrisi R = [rk,o, T ]T ve son olarak k -Fibonacci
dizilerinin azalan binom doniisiimlerinin matrisi F = [ Sros Jia ]T olarak tanimlanir.

B binom doniisiimii, W k& -binom doniisiimii, R artan binom doniisiimii, F azalan

binom doniisiimii asagidaki bagintilar1 saglar.

B=P.S, W=K.P.S, R=PK.S, F=KPK"'S

(i

P ve K matrisleri tersinirdir ve P ’nin tersi P~ matrisinin elemanlart (—1)""/ ( ] ve
J

K’nin tersi K =diag(k’k™",k™,.)) diagonal matrisi seklindedir. S asagidaki

bagmtilar1 saglar, sonug¢ olarak bu bagintilar kullanilarak k- Fibonacci dizisinin

elemanlari elde edilir.

S=P'B=P'K'W=K'P'R=KP'K'F
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BOLUM 4
CESITLI TIPTEKI k- LUCAS SAYI DIiZILERININ BINOM DONUSUMLERI

Bu bolim Bhadouria P., Jhala D., Singh B. nin 2014 yilinda yaymlanmig

“Binomial Transforms of the k-Lucas Sequence” adli makalesinden esinlenilerek
yazilmistir. Bu boliimde k_Lucas dizisi kisaca tanitildiktan sonra k- Lucas dizisinin

binom, k-binom, artan k-binom, azalan K -binom dizileri tanimlanacaktir. Olusturulan
bu dizilerin yineleme bagintilari, iirete¢ fonksiyonlari, binet formiilleri, elemanlari

veren binom Pascal liggenleri ve matlab programlari verilmistir.
4.1. k-Lucas Dizilerinin Binom Doniisiimleri
Her k>0 ve n>0 tamsayilari i¢in baslangig sartlar1 [, , =2, [, | = k olmak lizere;

lk,n+2 = klk,n+1 +lk,n

yineleme bagintisi ile tanimlanan {lkﬁ”}neN dizisine “k-Lucas dizisi” denir. k=1

aliirsa, Lucas dizisi elde edilir. k- Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu;

2 , 2—kx
i _ 2 n _

E Lex =g+l x+l,x" + .+ X" +..= 5

i=0 l—kx—x

seklindedir (S. Falcon, 2011).

Tanim 4.1.1. {bk,n }neN k -Fibonacci dizisinin binom doniistimii asagidaki formiil ile

n(n
bk,n = z . ki
i=0\ 1

Lemma 4.1.2. n2>1 pozitif tam sayist olmak ilizere k- Lucas dizisinin binom

tanimlanir.

dontistimii asagidaki bagintiyr saglar.
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Byt = im(lk,f ) (“.1.)

. ) n+l n n
Ispat: Tanim 4.1.1 ve binom sayilariin o= ,

ozellikleri

ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3. n >1 pozitif tam sayis1 olmak iizere, asagidaki yineleme bagintist & -

Lucas dizisinin binom doniisiimii tarafindan saglanir.

bk,n+1 = (k + 2)bk,n - kbk (412)

n—1

Ispat:

n

n
bk,n+1 =2 . (lk,i +lk,i+l)+lk,0 +lk,l

i=1\ 1

Burada [, , +1, | serideki sifirinci terimdir.

by = i{n]((k + l)lk,i + lk,i—l ) + (lk,O +11)

l

n

B Z['Z](k FDl,, + Z(’: } Fh4DEK4DI,

i=1
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n

by 1 = Z[’Zj(k +DI; + Z‘(’:}“ +(k+2)—2k+1)

i=0

bk,n+] :(k+])bk,n +Z[,:}k,i—l _k (413)
i=1

(4.1.3) esitliginde n yerine n—1 yazilirsa

i

nlip—1
bk,n =(k+ 1)bk,n—l + Z ki-1 k
i=1

i=1

n—1 n— 1 n—1 n— 1
bk,n = kbk,n—l + Z( ; }k,i + Z[ . }k,il —k
i=0

l

[n - 1) — 0 Ozelliginden dolay1
n

" (n—1 lin—1
bk,n = kbk,n—l + ( . )’k,i-] +Z[ . }k,i—l —k
i \i—1 =\ !

(N
bk,n = kbk,n—l + ( }k,i—l -k 4.1.4)

(4.1.4) esitliginde, (4.1.3) esitligini kullanilirsa

bk,n+l =(k + l)bk,n + bk,n - kbk,n—l
bk,n+1 =(k+ 2)bk,n - kbk

,n—1

elde edilir.

Teorem 4.1.4 (Binet formiilii) k -Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin herhangi bir

k+2F Vk>+4

terimi Binet formiilii yardimiyla hesaplanabilir. b, , = 5 olmak {iizere

Binet formiili
b,, =b' +b; 4.1.5)
seklindedir.

Kokler asagidaki bagintiy1 saglar:
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b+b,=k+2 b —b, =k’ +4  bb, =k

ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik denklemi X 2o (k+2)x+k=0 olup kokleri

_k+27 Vk? +4

2

by, dir. Binet formiiliinii elde etmek i¢in

b., =Lb' +1,b; yazir.
n=0i¢in b, =2 =1 +1,
n=1i¢in b, =k +2=1b +1,b,
k+2=2-1)b +1,b,
k+2=1,(b,—b)+2b

L,(b,—b)=k+2-2b

k+2+\k>+4

5 )

L(b, —b) =k +2-2(

Lb,—b)=k+2—k—-2-k>+4

LN =T a
L, =1
2 =1 +1, esitliginden [, =1 bulunur.
Teorem 4.1.5. k -Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

2—x(k+2)

k<x):1—(k+2)x+kx2 (4.1.6)

seklindedir.

Ispat : k-Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin {ireteg fonksiyonunu b, (x) ile

gosterelim. Yani
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b (x) =Y bx' =y o +b, x+b,x" +...

i=0
seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirastyla —(k+2)x ve kx? ile ¢arparsak

—(k +2)xb, (x) =—(k +2)xb, , — (k+2)x°b, , .
kx2bk (x)= kxzbk’() + kXSbk,l T

elde ederiz. Bu son ii¢ esitligi b, (x) ortak parantezine alirsak ve (4.1.2) yineleme

bagntisini kullanirsak

[1—(k+2)x+kx2]bk(x):bk,0 +x(b, —(k+2)b,,)
+x°(b,, —(k+2)b,, +kb., )+...

[1-(k+2)x+ & [b, (x) =2+ x(k +2 -2k - 4)

2—x(k+2)

bk(x): >
1-(k+2)x+kx

tirete¢ fonksiyonunu yukaridaki gibi elde ederiz.
k- Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin Pascal ii¢cgeni

Her bir degeri icin asagidaki ticgeni kullanarak Lucas sayilarinin binom doéniisiim

dizisinin elemanlarini kolaylikla elde edebiliriz:

a) Ucgenin sol kdsegen elemanlar1 k - Lucas sayilarindan olusur.
b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol iistiindeki sayilarin toplamindan olusur.
¢) Uggenin sag kdsegen elemanlari k - Lucas sayilarmin binom déniisiim

elemanlarini verir.

2
4 (6]
18 22 28
76 94 116 144
161 237 300 426 570
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k-Lucas Dizisinin Binom Doéniisiimiiniin Matlab Program

% k-Lucas Dizisinin Binom Doéniistimii
k=3;

L(1)=2;

L(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N
L(n+1)=(k+2)*L(n)-k*L(n-1)

end

L

4.2. k-Lucas Dizisinin k-Binom Doniisiimii

Tamm 4.2.1. k -Lucas dizisinin k& binom doniisiimii {Wk,n }ne  olmak tizere

" (n
Wk,n = Z(Z }(llk,i (421)

i=0
seklinde tanimlamir. w,, =k"l,, oldugu gériiliir.

Teorem 4.2.2. Asagidaki yineleme bagintisi k- Lucas dizisinin k- binom

doniistimiinii saglar.

Wina = k(k+2)w,, —K*w, 4.2.2)

Ispat: (4.2.1) esitliginde n=0 ile n=1 degerleri yazilarak w,, =2 ve w,, =k(k +2)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.2.1) esitliginden

_ n
Wk,n - k bk,n
_ 7.n+l
Wen =KDy

esitlikleri kolaylikla elde edilir. (4.1.3) esitliginden
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Wins1 = k" (k + b, kb, )
Wins1 = kn((kz + 2k)bk,n -k k,n—l)
Wit = (k2 + 2k)k"bk’n —/<3k"_lbk’n_1

Wk,n+l = (k2 + 2k)‘/vk,n - k3wk,n—l
elde edilir.

Teorem 4.2.3. (Binet formiilii) & -Lucas dizisinin k-binom doniisiimiiniin herhangi

k+2F vk’ +4

bir terimi Binet formiilii yardimiyla hesaplanabilir. w,, =k ) =kb,,

olmak tizere Binet formulia
Wi, =W+ W, (4.2.3)

seklindedir.

Kokler asagidaki bagintiy1 saglar:
woHw, =k(k+2) . w—w,=kJk*+4 , ww, =K
Ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik denklemi x> —k(k+2)x+k> =0 olup

k+2F k> +4
kokleri w,, =k ——+ = kb,, dir.
3 2 i)

W, =k"b,,, =k" (b +b))=w +w}
Teorem 4.2.4. k -Lucas dizisinin k-binom doniistimiiniin iirete¢ fonksiyonu

2 — x[k(k +2)]

_x =
) = et o ko

(4.2.4)

Ispat: k-Lucas dizisinin k-binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonunu w,(x) ile

gosterelim. Yani
2
W (X)=w, o W X+ w X"+
seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirasiyla —k(k +2)xve k’x* ile garparsak

36



—k (k +2)xw, (x) =k (k +2)xw, , —k(k +2)Xw, | —...

Ex*w, (x) =X w, , + KX w,  +...

elde ederiz. Bu son ii¢ esitlii w, (x) ortak paranteze alirsak ve (4.2.2) yineleme

bagintisini kullanirsak

= k(k+2 x4 k32 Jog (x) = w g + i, k(K + 29w, ]

2 — xlk(k +2)]
1—k(k +2)x + kx>

Wy (.X) =

tireteg fonksiyonunu yukaridaki gibi elde ederiz.
k- Lucas dizisinin k- binom doéniisiimiiniin Pascal ticgeni

Her bir k degeri i¢in asagidaki iiggeni kullanarak Lucas sayilarinin k-binom

doniisiim dizisinin elemanlarin1 kolaylikla elde edebiliriz:

a) Uggenin sol kdsegen elemanlar1 k-Lucas sayilarindan olusur.

b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol ¢apraz Ustiindaki sayilarin toplaminin
k katindan olusur.

c) Ucgenin sag kosegen elemanlar1 k-Lucas sayilarinin k-binom doniisiim

elemanlarin verir.

2
3 15
13 48 189
45 174 666 2565
161 618 2376 9126 35073

k-Lucas Dizisinin k-Binom Déniisiimiiniin Matlab Program

% k-Lucas k-Binom Doniistimii
k=3;

L(1)=2;

L(2)=1;

N=15;
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format long

for n=2:N
L(n+1)=(k"2+2*k)*L(n)-(k"3)*L(n-1)
end

L

4.3. k-Lucas Dizisinin Artan k-Binom Doniisiimii

Tanmim 4.3.1. k - Lucas dizisinin artan & binom doniisiimii {I’k,,, }ne  olmak iizere

(n
r)c,n = Z[l \)kllk,i' (431)

i=0
seklinde tanimlanir.

Teorem 4.3.2.(Binet formiilii): k- Lucas dizisinin artan k -binom doniisiimiiniin

herhangi bir terimi Binet formiiliiniin yardimiyla hesaplanabilir. Binet formiilii

oy = bzzn +b22n =b,,, (4.3.2)

Ck+2F VkT+4

2

b, ile gosterilir. Kokler agsagidaki bagintiy1 saglar:

b+b,=3k , b —b,=\Jk’+4 , bb, =k

Ispat b’ = kb, +1 esitligi kullamlarak

)

=((ka+1)" +(kB+1)")

=(@*) +(B°) =k
elde edilir.
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Teorem 4.3.3. k Lucas dizisinin artan k& binom doniisiimiiniin yineleme bagintisi

asagidaki sekilde verilmistir.
ro,=k>+2r, —r,, (4.3.3)
Feo=2 Ve I, =2+ k* baslangic sartlarini tanimdan kolaylikla bulunur.

Ispat: Binet formiiliinii kullanarak

rk,n+1

= lk,2n+2 = klk,2n+l + lk,2n = k(klk,Zn + lk,2n—l )+ lk,2n
= (k2 + 1)lk,2n + (lk,2n - lk,2n—2) = (k2 + 2)lk,2n - lk,2n—2
= (k2 + 2)rk,n - rk,n—l

rk o+l
elde edilir.

Teorem 4.3.4. k -Lucas dizisinin artan k -binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

2—xk> +2]

434
1—(k* +2)x+ k*x* ( )

r(x) =

Ispat: k-Lucas dizisinin binom déniisiimiiniin {irete¢ fonksiyonunu r(x) ile
gosterelim. Yani

r(X) =1y + RX+1rx" +..
Daha sonra esitligi sirastyla —(k*+2)x ve x* ile ¢arparsak

—(k* +2)xr(x) = (k> + 2)xr, +...

xXr(x) = x2r0 +...

elde ederiz. Bu son ii¢ esitligi r (x) ortak paranteze alirsak ve (4.3.3) yineleme
bagintisini kullanirsak
1’()6)[]—(1{2 +2 )x+ kzxz] =r, +x|:r1 —(k’ +2)r0i|+x2(rk,2 —(k’ +2)n,+ 1)+

=2—xlk? +2]
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2—x[k2+2]
I1— (k> +2)x+x°

r(x)=

irete¢ fonksiyonunu yukaridaki gibi elde ederiz.
k-Lucas Dizisinin Artan k-Binom Déniisiimiiniin Ucgeni

Her bir k degeri i¢in agagidaki tiggeni kullanarak k - Lucas sayilarinin artan k

- binom doniisiim dizisinin elemanlarini kolaylikla elde edebiliriz:

a. Ucggenin sol kdsegen elemanlar1 k - Lucas sayilarindan olusur.

b. Diger elemanlar sol yanindaki sayinin k ile carpilip sol capraz iistiindeki
sayilarin toplamiyla olusur.

c. Uggenin sag kosegen elemanlar1 k - Lucas sayilarmin artan k - binom déniisiim

elemanlarini verir.

2
3 11
13 42 137
45 148 486 1595
161 528 1730 5676 18623

k-Lucas Dizisinin Artan k- Binom Doéniisiimiiniin Matlab Programi

% k-Lucas Dizisinin Artan k-Binom Doniistimii
k=3;

L(1)=2;

L(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

L(n+1)=(k"2+2)*L(n)- L(n-1)

end

L

4.4. k-Lucas Dizisinin Azalan k-Binom Doniisiimii

Tamim 4.4.1. k - Lucas dizisinin azalan & binom doniisiimii { k,,l} yolmak tizere

ne
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3

: n n—i
Jen = ; Li 4.4.1)

Lemma 4.4.2. k- Lucas dizisinin azalan k-binom doniisiimii asagidaki bagintiy

Il
S

seklinde tanimlanir.

saglar.

fk,n+1 = i[?}("—l(kll +l,'+1) (442)

i=0

Ispat: Tanim (4.4.1) kullanilarak

nel( 1+ I n+l-i
fk,n+1 =2 . lk,i
i=0 1
nel L ) lfon nl—i
=2+ . [, + ; [,
=1\ 1 toaali—1 '
L AR s
. lk,i +2| . lk,i+]
1 i=0\ 1
(, }”‘i(kl[ +1.,)
1

Teorem 4.4.3. k- Lucas dizisinin azalan k-binom doniislimiiniin yineleme bagintisi

M-

I
S

S

M-

I
S

ispat tamamlanir.

asagida verilmistir.

fk,n+1 = 3kfk,n _2(k2 _l)fk,n—l (4.4.3)

Ispat: Lemma (4.4.2) ve (4.4.1) kullanilarak,

—(n —i n+ o[ 7 n—i
fk,n+] = 2[l]kn (klk,i +lk,i+] )= 3k ! +Z[l}< (klk,i +klk,i +lk,i—1 )

i=0 i=1
— 3kn+] +2k2(’/‘l}(n—ilk‘i + Z{r‘l}(n—ilk’i_l
=1 \ ! i=1 \ !
f =2kf _kn+1 _I_i n n—il ‘
k,n+1 k,n = l k,i—1 (444)
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elde edilir. Bu esitlikte n+1 yerine n yazilirsa,
< n _1 —1-i n

fk,n = Zkfk,n—l +Z[ ; }(n 1 lk,i—l —k
i=1

(-1 A (-1 A
=kf, ., +k [Z(" ; Jk"“"lkj} + (n ; Jk”""lk,,»_l —k"
i=0 i=1

r(n-1) . (n-1) .
:kfk,n—l_k +k2(i—ljk lk,i—1+2£ ; }( ] lk,i—l
i=1

i=1

n

n ~1 ~1 .
fkn :kfkn—l +z{[” . J+k2 [” j}k"“lki# —k"
‘ ' = i i—1 '
" fn—1 n—1 n—1 n—1 )
=k k" + +k’ + - k"
e 2| (L HE
- 2 }’l—] n n—I-i n
:kfkn_,+z (k*=1) +| ||k —k
‘ = i—1 i ’
" (n : nlip—1 .
=kf,, , —k"+ Z( _]k””lki_l +(kP =1 )Z( _ jk"“zkj
i1 \ ! l

i=0

n-1
( j = 0 oldugu dikkate alinirsa,

n o7 n—I1-i kz - ]
= kfk,n—] - k + Z{ l ]k ! lk,i—] +( k )fk,n—]
i=1

olusturulur. (4.4.4) esitligini tekrar hatirlayacak olursak

i=1\ 1

+ 2 n n—i
fk,n+l = Zk.fk,n —k"™ Z( }( lk,i—l.

elde ederiz.

(4.4.4) esitligini son denklemde yerlestirirsek

fk,n = ]gfk,n—] +fk,n+] /k_szn +(k2 _])fk,n—] /k

elde edilir. Birkag cebirsel islemden sonra
kfk,n = szk,n—l + fk,rH—] - Zkfk,n +(k2 -1 )fk,n—z

fk,n+1 = 3kfk,n - (2k2 - 1)fk,n71
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elde edilir.

Teorem 4.4.4. (Binet Formiilii) (4.4.3) yineleme bagintisinin karakteristik denklemi
x* —=3kx+2k? —1=0dir. k- Lucas dizisi i¢in azalan k -binom doéniisiimii i¢in Binet

formiili f,, = f" + f, ile gosterilir.

3k+k> +4 3k—k*+4
e AT

Kokler agagidaki bagintiy1 saglar:

fi+f,=3k f]_fzz\lkz‘f‘4 f].f2=2k2—].

Ispat: Yineleme formiiliintin karakteristik polinom esitligi

Jinu =3k, —(2k* -1) Jina ve bu denklemin kokleri a,ve g, olmak iizere

_3k+ vk +4 k— Vk>+4

3
) ve fB,= N olarak bulunur.

a,

o Jin =c,a," +¢,[," yazip fk,o =0 ve fk,l =1 alinirsa

¢ +c,=0

qa,—cp, =1
esitlikleri elde edilir.

Binet formuli

an_ﬂn
fk,n: 2 .

a, _ﬂz

olarak elde edilir.

Teorem 4.4.5. (Urete¢ Fonksiyonu) k -Lucas dizisinin azalan k -binom

dontigiimiiniin {irete¢ fonksiyonu

X
1—3kx+(2k* —1)x°

fi(x)= (4.4.5)
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seklindedir.
Ispat: £, (x) esitligi —3kx ve (2k” —1)x ile garpilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.4.6. k- Lucas dizisinin azalan binom doniigsiimiiniin kombinasyonel

formila

fk,n :[i} !

i 2!

(;j(j’k Pk 14 ) (4.4.6)
1

k- Lucas Dizisinin Azalan k- Binom Déniisiimiiniin Pascal Ucgeni

Bu boliimde asagidaki kurallar1 kullanarak her bir k sayisi i¢in yeni bir iicgen
tamitilacaktir: Uggenin sol kdsegeni k Lucas dizilerinin elemanlarindan olusmaktadir.
Ucggenin diger elemanlar1 sol kdsedeki elemanlarin k sayisi ile carpilip bir sol alt

kosedeki elemanla toplanip sag tarafina yazilarak bulunur.

Ornegin asagidaki ticgen 3 - Lucas dizisi ve azalan 3 - binom déniisiimii igindir.

2
3 9
13 22 49
45 84 150 297
161 296 548 998 1889

k-Lucas Dizisinin Azalan k-Binom Doéniisiimiiniin Matlab Program

9 k-Lucas Dizisinin Azalan k-Binom Déniistimii
k=3;

L(1)=2;

L(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

L(n+1)=3*k*L(n)-2*(k"2-1)*L(n-1)

end

L
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4.5. k-Lucas Binom Doniisiimlerinin Matris Formu

k - Lucas dizinin elemanlarinin matris formu S = [l 0o li ,...]T ile ifade edilsin.

K = diag [ko,kl,...]T ve Pascal iiggen matrisi

~

Il
—_ = =
w = O O
- o o O

w N = O

olsun.

S.P.K matrislerini kullanarak k- Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin matrisini bulmak

istiyoruz.

k -Lucas dizisinin binom doniigiimlerinin matrisi B = [19,(,0,19,(,l ,...]T ,k - Lucas
dizisinin k -binom doniisiimlerinin matrisi W=[wk,0,wk,],...]T,k— Lucas dizisinin
artan binom doniiglimlerinin matrisi R:[rk’o,rkyl,...]T ve son olarak k- Lucas
dizilerinin azalan binom doOniistimlerinin  matrisi  F :[fk,o, fk’l,...]Tolarak

tanimlayalim.

B binom doniisiimii, W k -binom doniisiimii, R artan binom doniisiimii, F

azalan binom dontisiimii agagidaki bagintilar karsilar.

B=PS, W=K.P.S, R=PK.S, F=KPK'S

(1
P ve K matrisleri tersinirdir. Ve P ’nin tersi P~ matrisinin elemanlar1 (=1)""/ [ j
J

ve K’ nmtersi K™ =diag(k°k™",k7,...) diagonal matrisi seklindedir. S asagidaki
bagintilar saglar, sonug olarak bu bagintilar kullanilarak k -Lucas dizisinin

elemanlar elde edilir.

S=P'B=P'K'W=K'P'R=KP'K'F
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BOLUM 5
CESITLI TIPTEKI k-JACOBSTHAL DIiZILERININ BINOM
DONUSUMLERI

Bu bolim Uygun S., Erdogdu A. nin 2017 yilinda yayinlanmig ”Binominal

transforms of k-Jacobsthal sequences” adli makalesinden esinlenilerek yazilmistir. Bu
boliimde * - Jacobsthal dizisi kisaca tanitildiktan sonra K - Jacobsthal dizisinin binom,

k-binom, artan k-binom, azalan X -binom dizileri tanimlanacaktir. Olusturulan bu
dizilerin yineleme bagintilari, lirete¢ fonksiyonlari, binet formdilleri, elemanlar1 veren

binom Pascal iiggenleri ve matlab programlari verilmistir.

5.1. k-Jacobsthal Dizilerinin Binom Déniisiimleri

Her k >0 reel sayisi ve n >0 tamsayisi igin baglangig sartlar1 j, , =0, j,, =1 olmak

uzere;
-]k,n+2 = k-]k,n+l + 2.]k,n

rekiirans bagintisi ile tanimlanan { Jim }ne v dizisine “k-Jacobsthal dizisi” denir. k =1
alinirsa, Jacobsthal dizisi elde edilir. x* = kx+2 karakteristik denkleminin kokleri;
_k+Vk*+8 k—k*+8

2

X, 5 . X, seklindedir.

k -Jacobsthal sayilar1 i¢in Binet formiili,

n n

X, —X
. _ M 2
-]k,n_

XX

seklindedir.
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Tanim 5.1.1: k-Jacobsthal dizisinin binom doniisiimii {bk,n }ne v olmak tizere agagidaki

formiille tanimlanir.

bk,n = Z(?J]kl

i=0

(5.1.1)

Lemma 5.1.2. k-Jacobsthal dizisinin binom doniisiimii asagidaki bagintiy1 saglar

by = Zn:(’:j(hz + jk,i+l) (5.1.2)

i=0

. . n+1 n n o
Ispat: Tanim 5.1.1 ve binom sayilarinin ( j = ( J + ( J ozellikleri
i i i—

kullanilirsa

n+l

e Y

:ol

(
SR

H0h3h

k n+l

Teorem 5.1.3. k-Jacobsthal dizisinin binom doniisiimii asagidaki bagintiy1 saglar

=(k+2)b,, +A-k)b,,, (5.1.3)

k n+l

Ispat: (5.1.2) esitligi kullanilarak

(n . .
by = ZL] (Jei tein)

i=0

Z n . .
=1+ Z(l j(]k,i + Jrin)
im1
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n n n
=1+ (k+ I)Z(i ij,i +22(?jjk,il
i=1 i=1

n n .
by =(k+1b,, +2 Z(Z J],w._l +1
i=1
(5.1.4) esitliginde n yerine n—1 yazilirsa

nlip—1
b, =k+Db,,, +2ZL_ j e +1
i=1

n n .
bk,n, =(k=Dby,, +2 Z(l jjk,i—l +1
i=1
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(5.1.4) esitligi kullanilarak

bk,n+l =(k + Dbk,n + bk,n — (k- l)bk,n—l
bk,n+1 = (k + 2)bk,n + (1 - k)bk,n—l

ispat tamamlanur.

Teorem 5.1.4.(Binet Formiilii) k-Jabosthal dizisinin binom doniisiimiiniin genel

terimi asagidaki Binet formiilii ile hesaplanabilir.

a'—p" . ket 244k + 8

a-B 2

bk,n =

k+2- «/k2+8
S T

Ispat: Yineleme bagintisinin karakteristik polinom esitligi X P (k+2)x+(k-1)=0

k24 k2 + 8 ﬂ_k+2-«/ %+
2 ’ N 2

kokleri o, polmak lizere o = olarak

bk,O =0 ve bk,l =1 alimirsa kokler asagidaki bagintiyr saglar.

¢ +c,=0

ca—cpf=1
Yukaridaki formiilde yazilirsa
1=c.(a—B)=c,Nk*+8

Binet formuli

olarak bulunur.

Teorem 5.1.5.(k-Jacobsthal Dizisinin Binom Déniisiimiiniin Urete¢ Fonksiyonu)

k -Jacobsthal dizisinin binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu
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X

b = e b

Ispat: k-Jacobsthal dizisinin binom déniisiimiiniin iireteg fonksiyonunu b,(x) ile

gosterelim. Yani

b, (x)=b,, +bk,1x+bk,2x2 +...

seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirasiyla —(k +2)x ve (1— k)x* ile carparsak

—(k +2)xb, (x) = —(k + 2)xb, o — (k +2)x°b, , +...
(1= k)x*b, (x) = (1 = k)x*b, o + (1= k)b, , +...

elde ederiz. Bu son ii¢ esitligi b, (x) ortak parantezine alir ve (5.1.3) yineleme

bagintisini kullanilirsa

010 L1 1 1
by = Z[Ojjk’o =0,b,, = z(ijji = [Oj Jo +(J j; =1 degerlerini de g6z 6niine
i=0

i=0
alirsak

[1 —(k+2)x+(1-k)x* ]bk (x) =b,, +x(b,, —(k+2)b, )
+x* (b, —(k+2)b,, +(k=1b )
=0+ x(1-0)

elde edilir. Ureteg fonksiyonu

X
1—(k+2)x+(1-k)x*

b, (x)=

olarak bulunur.
k-Jacobsthal Dizisinin Binom Doniistiimii U(;geni

Bu boliimde asagidaki kurallar1 kullanarak her bir k sayist i¢in yeni bir {iggen

tanitilacaktir.

a)Ucgenin sol kdsegeni k-Jacobsthal sayilarinin elemanlarindan olusmaktadir.
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b)Uggenin diger elemanlar1 sol iist ¢aprazdaki elemanlarin sol yandaki elemanla

toplanmast sonucu olusur.
c)Sag kosegen elemanlart k-Jacobsthal dizisinin binom doniigiimiidiir.

Ormnegin asagidaki iiggen 3-Jacobsthal dizisi ve 3-Jacobsthal dizisinin binom

dontigiimii igindir.

0)
1 1
3 4 5
11 14 18 23
39 50 64 82 105

k-Jacobsthal Dizisinin Binom Doéniisiimiiniin Matlab Programi

% k-Jacobsthal Dizisinin Binom Doniistimii
k=3;

J(1)=0;

J2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

J(n+1)=(k+2)*J(n)+(1-k)*J(n-1)

end

J

5.2. k-Jacobstal Dizisinin k-Binom Doniisiimleri

Tanmm 5.2.1. k-Jacobsthal dizisinin k-binom doniigiimii {Wk’,, }neN olmak iizere

n n 0
Win = Z A
i=0 \ !

Lemma 5.2.2. k-Jacobsthal dizisinin k-binom donilisimii asagidaki yineleme

asagidaki formiille tanimlanir.

bagintisini saglar.
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n n I
n+
Wi nnt ; (sz + Ji z+1)
i=0

. . n+1 n n n
Ispat: Tanim 5.2.1 ve binom sayilarinin [ ) j:( j+( j , ( j:()
i i i—1 n+1

Ozelligi kullanilirsa

ntl 4+ ] n+l1 ] "
Wina = Z[Z }k Jei = 0+ Z|:( J [ lj k 1.]k,i
i=0 ]
n +1 - C n n+l -
= (}( ljk,i+Z[. k l.]k,i+l
i=1 \ ! i=0 \ !

=

elde edilir.
Teorem 5.2.3. W, =(k 2+ 2w, , +k 2(1- k)W, yineleme bagntisi saglanir.

Ispat: Lemma 5.2.2. kullamlirsa,
n n .
Wk,n+l :Z( ]k" I(sz +]k z+l)

— kn+1 +Z[ Jknﬂ(jk’i + jk’Hl)

= k" +Z( o F ki +2ii)

Weney =k(k+1)w,, +22(}< jk,i—]+kn+] (5.2.4)

i=1

n+1 yerine n yazip yukaridaki esitligi tekrar yazarsak
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i=1 \ !

2 - n-— 1 n - n-— 1 n o n
=k"w, ., + . Jii 2 . Jeia Tk
i=0 \ [/ =1 \!

< n_l n s n
Wi = k(k + l)wk,,H +2 ) Jeia T k

2 = n n - < n_l n - n
=k Wi -1 +22 ; k e o] _z ; k i +k
i=1

i=0

i=1

—kk=Dw, . +25 " kg ke
k,n—1 j k,i—1

elde edilir. (5.2.4) esitligi kullanilarak

W =(k+1)w,, + zzmk" ok
l

i=1
=k(k+1)w,, +k(w,, —k(k=1)w,, , —k")+k""
=(k% +2k ))w,, +k*(1-k)w,,_,

ispat tamamlanir.
2.0spat:w,, =k"b, ve W, = kn+1bk,n+l
esitlikleri tanimdan goriiliir. (5.1.3) esitliginden

W =k (k+2)b,,, +(1=k)b, )
W =k"(k* +2k)b, , + K" k* (1-k)b,,, ,
Wt =K +26)w,, + K (1-k)w,

elde edilir.
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Teorem 5.2.4. (Binet Formiilii) k-Jabosthal dizisinin k-binom doniisiimiiniin genel
terimi asagidaki Binet formiilii ile hesaplanabilir.
a"-p" k+2+ VKX +8 k+2— kK +8

b, = , a=k =k
“a-p 2 d 2

Kokler asagidaki bagintiy1 saglar:

a+f=k(k+2) a-pf=kJk+8 aff=k*(k—1).

Ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik polinom esitligi

k+2+ Jk*+8k

w? —(k* +2k)w+k*(k —1) =0 idi ve bu denklemin kokleri o =k 5

k+2— Kk’ +8k n n
ve =k olarak bulunur. Binet formiilini  w,,, =c, &, +c¢, /3,

seklinde kabul edip w, , =0 ve w, , =k baslangi¢ degerleri kullanilirsa

¢, +c,=0
ca-cf=k

esitlikleri elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse Binet formiilii

olarak elde edilir.

Teorem 5.2.5. (k-Jacobsthal Dizilerinin k-Binom Déniisiiniin Urete¢ Fonksiyonu)

k -Jacobsthal dizisinin k -binom doéniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

kx
1-x+k(1-k)x*

Wy (X) =

Ispat: k-Jacobsthal dizisinin binom déniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonunu w, (x) ile

gosterelim. Yani
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2
W (X) =W, o+ W X+ WX+

seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirasiyla —x ve k(1—-k)x” ile carparsak

2
—xw, (X) =—xw, o — X W, | +...

k(1= kx> w, (x) = k(A= K)x"w o + kA= K)x Wy | +...
elde ederiz. Bu son ii¢ esitligi w,(x) ortak paranteze alirsak (5.1.3) yineleme

°.(0 L1
bagmtisim1 kullanirsak ve w, :Z 0 K jo=0,w, :Z . |Kjs =k degerlerini
i

i=0 i=0

g6z onilinde bulundurursak

1= x4 k(1= 52 o (0) = w, o + 0w, =W, )
=0+ x(k —0)

elde edilir. Uretec fonksiyonu

kx
l-x+k(1-k)x*"

w, (x) =

seklinde elde edilir.
k-Jacobsthal Dizisinin k-Binom Déniisiimiiniin Ucgeni

Bu boliimde asagidaki kurallar1 kullanarak her bir k sayist i¢in yeni bir liggen

tanitilacaktir.
a)Ucgenin sol kdsegeni k-Jacobsthal sayilarinin elemanlarindan olusmaktadir.

b) Uggenin diger elemanlar1 sol kosedeki elemanlarin sol altindaki elemanla

toplanip k sayisi ile ¢carpilmasi sonucu olusur.
c)Sag kosegen elemanlar1 k -Jacobsthal dizisinin k -binom doniigtimiidiir.

Ormegin asagidaki {iggen 3-Jacobsthal dizisi ve 3-Jacobsthal dizisinin 3-binom

dontistimii igindir.
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11 42 162 621
39 150 576 2214 8505

k-Jacobsthal Dizisinin k-Binom Doniisiimiiniin Matlab Programm

% k-Jacobsthal Dizisinin k-Binom Dontistimii
k=3;

J(1)=0;

J2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

J(n+1)=J(n)-k*(k-1)*J(n-1)

end

J

5.3. k-Jacobsthal Dizisinin Artan k-Binom Doniisiimii

Tamm 5.3.1. k-Jacobsthal dizisinin artan k-binom doniisiimii R, = {i’k’n} dizisi olmak

lizere agagidaki gibi verilir.
r(n) o .
DK, L k#0
Ten =) im \ L ’ (5.3.1)

Teorem 5.3.2.(Binet formiilii) & -Jacobsthal dizisinin artan k -binom doniisiimiiniin
herhangi bir terimi Binet formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Binet formiilii asagidaki

gibidir.

Jon = . (5.3.2)

Ispat: Tanim 5.3.1 kullanilarak ispat yapilir
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N[ _nniai_ﬂi_ 1 (7 i N i
rk,n—i:l[l. J—Z[Jk "B ap (Zj@wa) ;(mej
1

(ka +1) = (kB +1)")

|
—

Teorem 5.3.3. k- Jacobsthal dizisinin artan k -binom doniisiimiiniin baslangi¢ sartlari

leo = 0 ve Nl = k olmak iizere asagidaki bagintiy1 saglar.
lowa =425, —(1-K)r,,  n>1 (5.3.3)

Ispat: Binet formiilii kullanilirsa

(ka+1)" —(kp+1)"

k*+2r,, —(A=k>)r, =k +2)

a-p
_(l_kz)(kaﬂ)‘ —(kp+1)"
a-p

1 (ke 1) [0 +2) (ke +1) ==k ] }
a=f|-(kB+1)" [ +2)(kB+1)-(1-k)]
1 (ke 1)K (ke +2) + 2k +1] }

a=f | —(kB+1)" [k (kB+2)+2kp+1]
(ka+1)"" (k) +2ka +1]

a=B|-(kp+1)" [(kﬁ)2 L 2Up+ 1}

- ! {(kar+1)™ (ka+1)" = (kp+1)" (kB+1)"}

o —

= enn

Teorem 5.3.4.( k-Jacobsthal Dizisinin Artan k-Binom Déniisiimiiniin Uretec

Fonksiyonu) k-Jacobsthal dizisinin artan k -binom doniigiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

kx

Rk(x): 2 2\ .2
1-(k"+2)x+(1-k")x
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ispat: k-Jacobsthal dizisinin artan binom déniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonunu R, (X)

ile gosterelim. Yani

R.(x)=r,+r x+ rk’2x2 +...

seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirasiyla — (k 2+ 2)x ve (1-k*)x* ile carparsak

—(k* +2)xR, (x) = —x(k* +2)1, y — x> (K> +2)1, | +...
(l—kz)szk (x) = (1—k2)x2rk’0 + (1—k2)x3rk’1 +...

elde ederiz. Bu son ii¢ esitligi R, (x) ortak parantezine alip ve (5.3.3) yineleme

0.(0 L (1
bagintisin1 kullanip 7, , = Z d Kj,=0 ,r, = Z |k, =k degerlerini gz
i=0 i=0 \ !

ontinde bulundurulursa

[1=( +2)x+ (- k")x | R, (x) = 1, —x(k” + ),
=0+ x(k —0)

elde edilir. Ureteg fonksiyonu

kx
1—(k* +2)x+(1—k*)x*

R (x) =

seklinde bulunur.
k-Jacobsthal Dizisinin Artan k-Binom Déniisiim Uggeni

Bu boliimde asagidaki kurallar1 kullanarak her bir k sayist i¢in yeni bir {iggen

tanitilacaktir.
a) Uggenin sol kdsegeni k -Jacobsthal sayilarinin elemanlarindan olusmaktadir.

b) Uggenin diger elemanlari sol yanindaki elemanin k katmin sol iist ¢aprazindaki

elemanla toplanmasi ile olugur.

c) Sag kosegen elemanlart k-Jacobsthal dizisinin artan k-binom donilisiim

elemanlaridir.
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Ornegin asagidaki iicgen 3-Jacobsthal dizisi ve 3-Jacobsthal dizisinin 3-binom

dontigiimii igindir.

0)
1 3
3 10 33
11 36 118 387
39 128 420 1378 4521

k-Jacobsthal Dizisinin Artan k-Binom Doniisiimiin Matlab Program

% k-Jacobsthal Dizisinin Artan k-Binom Doniistimii
k=3;

J(1)=0;

J(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

J(n+1)=(k*2+2)*J(n)-(1-k"2)*J(n-1)

end

J

5.4. k-Jacobsthal Dizisinin Azalan k-Binom Doniisiimii

Tamm 5.4.1. k-Jacobsthal dizisinin azalan k-binom déniisimii F, = { k,n} olmak

tizere asagidaki gibi tanimlanir.

“(n .
DI L k=0
fk,n: l ’

4.1

Lemma 5.4.2. k-Jacobsthal dizisinin azalan k- binom doniisiimii asagidaki bagintiy1

saglar.
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fk’n+1 = Z(’Z}(H (kjk,i + -jk,i+1) (5.4.2)

i=0

. n n n+1
Ispat: Tanim 5.4.1 ve binom sayilarinin ( _j+ [ 1] = ( ) jézelligi kullanilarak
i i— i

n+l n+ 1 i n+l n n i
fk,n+1 = E ,[. )k 1 Jii = 0+ E ,|:( ]"‘( j:‘k ] Jki
i=0 l i=1 l l _1

N n n—i . .
= Z KT Kt )
i=0 \ !

bagntisi elde edilir.

Teorem 5.4.3. k-Jacobsthal dizisinin azalan k-binom dizisi baslangi¢ sartlari

Jio =0 ve [, =1 olan asagidaki bagintiy1 saglar.

fk,n+l :3kfk,n _(2k2 -2) fk,n_l (5.4.3)

. n n
Ispat: Lemma 5.4.2 ve binom sayilarinin ( j + [ _ j
i

n+1 o
[ i J ozelligi kullanilarak
i

(N i, .
Jemn = Z(l}( (Kfi * Jeint)

i=0

(N i 7. .
= k" + Z[l )kn (Kjy i + Jiin)
i1
n
I

=k" + Z( Jk”"’ ki, + ki +2j0)
i=1

N h n—i - n
Foma =2kf 0, 2D itk (5.4.4)
i=1

n+1 yerine n yazilirsa

60



K+ ’i{(kz - 2)(:’ ) lﬂk et 22(1 }k

ijk’i,l +kn—l

" (n . .
= kfk,nfl +2Z(i ]kn_l_l jk,i 1 [l Jkﬂ_l_l jk,i +k"
i=1 i=0

kP2

1 n .
+ zz[i jk Joa ¥ K
i=1

Yukaridaki esitlikte (5.4.4) denklemi yerlestirilirse

2k2 nin .
fk,n )fkn 1 ZZ(ijk l .]k,i—1+k l
i=1

- n n—1-i - n— 2k2
(fk,n+l _2kfk,n)/k = 2: :(l} : ]k,i—l +k : :fk,n _(
i=1

fk,n+1 - Zkfk,n = kfk,n - (2k2 - 2’)f‘k,n—l
Cebirsel islemlerle
fk,n+1 :3kfk,n - (2k2 -2) fk,n—l

elde edilir.
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Teorem 5.4.2. (Binet formiilii) k -Jacobsthal dizisinin azalan k -binom doniisiimiiniin

3k +vk* +8 3k —vk* +8

Binet formiilii, kokleri fj =——— , f, = ————— olmak iizere

2 2

fln_ 2n

fk’n ) f1 _fz

seklindedir.

Ispat: Yineleme formtiliiniin karakteristik polinom esitligi
fon =3kf,,, —(2k> =2) f, ., ve bu denklemin kokleri f, = W ve
fr= s 2k2 s olarak bulunur.

o =S ey yazip fk,O =0 ve fk,l =1 alinirsa

¢ +c,=0
afi—af, =1
esitlikleri elde edilir.
Binet formiilii
fn _ f n
fk’” - J1  J2
fl - fz

olarak elde edilir.

Teorem 5.4.5.( k-Jacobsthal Dizisinin Azalan Binom Déniisiimiiniin Uretec

Fonksiyonu) k-Jacobsthal dizisinin azalan binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu

kx
1-3kx+ (2k* = 2)x°

F (%)=

Ispat: k-Jacobsthal dizisinin azalan binom doniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonunu

F,(x) ile gosterelim. Yani
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F (%)= fio +fk,l‘x+fk,2'x2 R

seklinde tanimlanir. Daha sonra esitligi sirasiyla —3kx ve (2](2 - 2)X2 ile carparsak

_3kak (_x) = _x(kz + 2)1/}{’0 —_xz(k2 + 2)rk,1 +...
(2k* —=2)x’R, (x) = (1—k2)x2rk’0 +(1—k2)x3rh1 +...

elde ederiz. Bu son iig esitligi F,(X) ortak parantezine alip (5.4.4) yineleme bagmtisini
0.0 L1

kullanir ~ f, =Z 0 Kjo,=0 f, :Z . |kj., =0degerlerini gbéz Oniinde
i

i=0 i=0

bulundurursak

[1=3kx+ (26 = 2)x° | R, (x) = 1, o — x(k” + )1,
=0+ x(k —0)

elde ederiz. Ureteg fonksiyonunu

kx
1=3kx + (2k> = 2)x*

F.(x) =

olarak buluruz.
k-Jacobsthal Dizisinin Azalan k-Binom Déniisiim Ucgeni

Bu boliimde agagidaki kurallar1 kullanarak her bir k sayisi i¢in yeni bir tiggen
tanitilacaktir:  Uggenin sol kosegeni k-Jacobsthal dizilerinin elemanlarindan
olusmaktadir. Uggenin diger elemanlari sol iist capradaki elemanin k sayist ile garpilip

bir sol alt elemanla toplanip sag tarafina yazilarak bulunur.

Ornegin asagidaki iiggen 3 -Jacobsthal dizisi ve azalan 3 - binom doniisiimii i¢indir

0)
1 1
3 6 9
11 20 38 65
39 72 132 246 441
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k-Jacobsthal Dizisinin Azalan k- Binom Doniisiimiiniin Matlab Programm

% k-Jacobsthal Dizisinin Azalan k-Binom Doéniistimii
k=3;

J(1)=0;

J(2)=1;

N=15;

format long

for n=2:N

J(n+1)=3*k*J(n)+(2*k"*2-2)*J(n-1)

end

J

5.5. k-Jacobsthal Dizisinin Binom Déniisiimlerinin Matris Formu

k - Jacobsthal dizinin elemanlarinin matris formu § = [ Je0> J e ,...]T ile ifade edilsin.

K =diag [ko,kl,...]T ve Pascal liggen matrisi

v

Il
e
w = O O
- o O O

w N = O

olsun.

S,P,K kullanarak k -Jacobsthal dizisinin binom doniisiimiiniin matrisini bulmak

istiyoruz.
k - Jacobsthal dizisinin binom déniistimlerinin matrisi B = [b,(,o,bk,] ]T , k
- Jacobsthal dizisinin k -binom doniistimlerinin matrisi W = [wk,o,wk’1 ,...]T, k -

Jacobsthal dizisinin artan binom doniisiimlerinin matrisi R = [rko,rkl,...] ve son
olarak k- Jacobsthal dizilerinin azalan binom doniigiimlerinin  matrisi

F = [fk’o, S ,...]T olarak tanimlanir.
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B binom doéniisiimii, Wk -binom doniisiimii, R artan binom doniisiimii, F azalan

binom doniisiimii asagidaki bagintilari karsilar.

B=P.S, W =K.P.S, R=PK.S, F=KPK'S

(i
P ve K matrisleri tersinirdir. Ve P ’nin tersi P~' matrisinin elemanlar1 (—1)"’ ( J ve
J

K’nin tersi K' =diag(k’k™',k7,..)diagonal matrisi seklindedir. S asagidaki
bagintilar1 saglar, sonu¢ olarak bu bagmntilar kullanilarak k- Jacobsthal dizisinin

elemanlarn elde edilir.
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BOLUM 6
CESITLI TiPTEKI k-JACOBSTHAL LUCAS DIZILERININ BINOM
DONUSUMLERI

Bu béliimde k- Jacobsthal Lucas dizisi kisaca tanitildiktan sonra ¥ - Jacobsthal

Lucas dizisinin binom, k—binom, artan k—binom, azalan K-binom dizileri
tanimlanacaktir. Olusturulan bu dizilerin yineleme bagmtilari, lirete¢ fonksiyonlari,
binet formiilleri, elemanlari veren binom Pascal iicgenleri ve matlab programlari
verilmistir. Bu bolimde bulunan sonuglar degerlendirilmek iizere “Binominal

transforms of k-Jacobsthal Lucas sequences”’basligiyla bir dergiye gonderilmistir.

6.1. k-Jacobsthal Lucas Dizilerinin Binom Doniisiimleri

Her k>0 reel sayis1 ve n>0 tamsayisi i¢in baslangi¢ sartlart ¢, , =2, ¢,, =k

olmak iizere;

Crnsr = kck,ml + 2Ck,n

yineleme bagimtist ile tanimlanan {Ck’n }neN dizisine “k-Jacobsthal Lucas dizisi”

denir. Dizinin her bir elemanina da, k-Jacobsthal Lucas sayist denir. k =1 alinirsa,

Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir. x* =kx+2 karakteristik denkleminin kokleri;

:k+\/k2+8 k—vk*+8

X, , X, =—— seklindedir. k-Jacobsthal Lucas sayilari icin
2 2

Binet formiili,
Con =X +X,
seklindedir

Tamm 6.1.1. {Ck,n }neN k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimii { - }neN

seklinde gosterilir. 5, her pozitif k tam sayis1 igin
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ﬂk,n =

M-

]
S

n
[. ]Ck,i (6.1.1)
I

Lemma 6.1.2. n>1 pozitif tam sayis1 olsun. k- Jacobsthal Lucas dizisinin binom
dontisiimii asagidaki bagintiyr saglar.

l

ile verilir.

By = Z(}:j(ckz T Crin ) (6.1.2)
i=0

. ) n+l1 n n n
Ispat: Tanim 6.1.1ve binom sayilarinin | = |+ . , =0
i i i—1 n+1

ozellikleri kullanilirsa

wlin+1 il fn+1
lBk,n+1 = Z(l }k,i =2+ Z|:( : j}k,i
i=0 i=1

ispat tamamlanur.

Teorem 6.1.3. k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimii asagidaki yineleme
bagintisini saglar.

B =k+2)B, +UA-k)B, ., (6.1.3)

Ispat: k-Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimii igin yukardaki Lemma
kulanilirsa
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" (n
Biwn = Z( ; ] (ck,i T Crin )

i=0
esitligi elde edilir. Burada sifirinci terim seriden ayr1 yazilir ve seri dagitilirsa

n

n
,Bk,nﬂ = Z( ; j((k + 1)Ck,i + 2ck,i—1 )"’ (Ck,o + Ck,l)

i=1

ﬂk,m—l = i(’:j(k + I)Ckyi + Zi (’Z}k’i_l +(k+2)

i=1

elde edilir. S, | tanimindaki serinin sifirinci terimi eklenir ¢ikarilir

ﬁk,m—l =(k+ 1)ﬂk,n + 22(’;}“—1 —k (6.1.4)
i=1

ve son esitlikte n+1 yerine n yazilirsa

n—1{n—1
:Bk,n =(k+1 )ﬂk,n—] +2 ; . ki-l k

l

n-1{m—1 n-1{n—1
lBk,n = kﬂm—[ + ;} ; i T 22 ; k-1 -k

(n N lj — o olmak iizere

n
n—1 in—1
ﬁk,n = kﬂk,n—l + [i_l}k,i—l +2Z[ ; }k,i—l -k
i= i=1

" (n—1 n—-1)_ (n-1
ﬁk,n :kﬁk,n—l + . +2 . +2 . k,i—1 -k
=li—1 I i—1

n [ (n-1 n

/Bk,n = kIBk,n—l + Z _( i _1] + 2[i]}ck,il -k
" (n—1 " (n

:Bk,n = k:Bk,n—l - z i_llck,i—l + 22( -}k,i—l -k
lin—1 " (n

:Bk,n = kﬂk,n—l _z . jck,i + 22[ .}:k,i—l —k

=

—_

=0\ !



bulunur. Burada (6.1.4) esitligi kullanilirsa

n n
,Bk,n+1 =(k+ 1)ﬁk,n + 22( ; }k,il —k
i=1

ﬂk,n = (k- Dﬂk,ml + (ﬂk,nﬂ —(k+ 1)ﬂk,n +k)—k
ﬂk,n = (k- 1)ﬂk,n71 + ﬂk,nﬂ —(k+ 1)ﬂk,n

IBk,n-H =(k+ Z)ﬂk,n +(1- k)ﬂk,n—l

ispat tamamlanir.

Teorem 6.1.4. (Binet Formiilii) k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom déniisiimiiniin

herhangi bir terimi Binet formiiliiniin yardimiyla hesaplanabilir.
ﬂln A /B 2n

5 - 5 _k+2F VK +8
R RV :

Bu kokler asagidaki bagintilar1 saglar:
[12
B +p,=k+2 | B -B,=vk +8 | BB, =k-1

ispat: Yineleme formiiliiniin karakteristik polinom esitligi X - (k+2)x+(k-1)=0

olup kokleri B, ve f,  dir. Binet formiiliinii elde etmek icin B, =¢, B +¢,0;

yazilir. Baslangi¢ degerleri kullanilirsa

n=0igin fy =2=¢ +c,

n=1i¢in f, =k+2=¢f +c,p,
Esitlikleri bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse

k+2=02-c,)p +c,p,
k+2=c,(B,- B )+28

¢, (B = P)=k+2-2p
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k+2+k*+8

—k+2-2( : )

¢, (B, = B)=k+2-k-2-k*+8

o~k +8 )=k +8
¢, =1

2=c, +c, idi. Buradan ¢, =1 bulunur.
Teorem 6.1.5. (k -Jacobsthal dizisinin binom déniisiimiiniin iirete¢ fonksiyonu)

k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin {irete¢ fonksiyonu orijin merkezli
katsayilar1 k -Jacobsthal dizisinin binom doniisiimiiniin elemanlart olan bir kuvvet

serisidir. Ureteg fonksiyonunu b, (x) seklinde gosterelim.

b, (x)= Zbl.xi =b, y +b, . x+b, ,x* +...ile tammlanir. k -Jacobsthal Lucas dizisinin
i=0

binom doniisiimiiniin {irete¢ fonksiyonu

2-x(k+2)
[1—(k+2)x—(1—k)x2]

bk(x):

seklinde verilir.
ispat: b, (x) esitligi —(k+2) ve «(1-k )x” ile carpilirsa

— (k +2)xb, (x) = —(k + 2)xb, , — (k +2)x’b, , —
—(1-k)x’b (x) =—(1-k)x’b,, — (1= k)x’b, | +...

elde edilir.

Bu {ig esitlikten ve (6.1.3) yineleme bagintisi, baslangi¢ degerleri kullanilarak
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[1 —(k+2)x+(1—-k)x* ]bk (x)=b, o+ x(b,, —(k+2)b,)
+x* (b, —(k+2)b,, +(k—Db, ) +...
=2+ x(k+2-2k—4)

bulunur. Bdylece iirete¢ fonksiyonu;

2-x(k+2)
[1—(k+2)x—(1-k)¥ |

bk(x):

olarak elde edilir.
k-Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin Pascal iicgeni

Her bir k degeri icin asagidaki ticgen kullanilarak k - Jacobsthal Lucas sayilarinin

binom doniisiim dizisinin elemanlar1 kolaylikla elde edilebilir:

a) Uggenin sol kdsegen elemanlar1 k - Jacobsthal Lucas sayilarindan olusur.

b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol ¢apraz listlindeki sayilarin toplamindan
olusur.

c) Ucgenin sag kdsegen elemanlart k - Jacobsthal Lucas sayilarinin binom

doniisiim elemanlarini verir.

Ornegin; 3 - Jacobsthal Lucas dizisinin {icgeni ve binom déniisiim elemanlari

asagidaki gibidir:
2
3 5
13 16 21
45 58 74 95
161 206 264 338 433

k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Binom Doniisiimiiniin Matlab Program

% k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Binom Doéniistimii
k=3;

C(1)=2;

C(2)=k;

N=15;
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format long

for n=2:N
C(n+1)=(k+2)*C(n)+(1-k)*C(n-1)
end

C

6.2. k-Jacobsthal Lucas Dizisinin k-Binom Doéniisiimleri

Tanim 6.2.1. k -Jacobsthal Lucas dizisinin k& binom doniisiimii {l// ko }ne  olmak tizere

r(n

Ve, = Z(z Jk"c,ﬁi (6.2.1)
i=0

seklinde tanimlanir.

Vin = k"bkyn Wio=2, W, =2k+ k* oldugu goriiliir.

Lemma 6.2.2. k- Jacobtshal Lucas dizisinin k -binom doniisiimii asagidaki 6zelligi

saglar .

Vinn = i(’:}k " (Ck,i + Ck,i+1) (6.2.2)

i=0

n+1 n n n
Ispat: Tanim 6.2.1 ve binom sayilarinin ( j = ( J + ( J , ( j =0
i

Ozellikleri kullanilirsa istenen sonug elde edilir:

sl n+ ] n+1 nl n+l
l//k,n+1 = ;0 l - 2k ; k Ck
n+l & g on+l n n+l n
=2k"" +Xk (}: +Zk ( }kl”
i=1 1

n n+l
KT (e e )

M-

0\ 1

1

Teorem 6.2.3. Asagidaki yineleme bagintis1 k -Jacobsthal Lucas dizisinin & - binom

doniistimiinii saglar.
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Wins = k(k+2y,, +K>. A=Ky, | (6.2.3)

Ispat: (6.2.2) esitligi ve Wip=2 ve W, = k(k +2) baslangic sartlarin1 kullanalim,

n
_ n n+l ( + )
Vinsl = ; Cri T Crin

i=0

= (k+2)k"" + Z( Jk’”‘ (Cri+Cpin)

=(k+2)k"™" +(k + 1)2( ]k”“ck,l. + 22(7}1&%,{“
i=1 \ !

i=1

i=l

Vi = k" +k(k+ Dy, , +2Z[ ]k'”‘c,”._1 (6.2.4)

(6.2.4) esitliginde n+1yerine n yazilirsa

1
=k(k+1)y,,., +2z(” Jk”cki_, — k"

n—1 _]
Wk - + k|:z ; ke 1 :|+Zz(n l )knck’i_l _kn+1
i=1

l

n — -]
:k2l//k,n—1 +|:Z l;l_ ]knckz 1:|+22[ Jknck,i] _k”"’l

i=1

"(n
Wi, =ktk=Dy,,, +2 (ljknck,i—l -k (6.2.5)

(6.2.5) te (6.2.4) denklemi yerlestirilirse
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i=1

"(n
W, =k(k=Dy, ., + ZZ[ijknck,i—l -k

=k(k=Dy, ,, + W0 —kk+ Dy, , +k") T k—k™
l//k,n = k(k - 1)lyk,n—l + l//k,nJrl / k - (k + l)l//k,n

Bazi basit islemler yapilarak ispat
Vi =k(k+2)y,, - kK (k—1 Winei

olarak bulunur.

Teorem 6.2.4. k -Jacobsthal Lucas dizisinin k-binom doniisiimiiniin Binet formiilii
We, =W+,

olarak elde edilir.

Ispat: (6.2.3) yineleme bagintisinin karakteristik denklemi
k+2+ VK +8
x* —k(k+2)x+k*>(k—1)=0 dir ve bu denklemin kokleri y, =k P
k+2— Nk’ +8 : N n .
ve v, =k P olarak bulunur. Binet formiiliinii w,, =c ;" +c,p,

seklinde kabul edip w, , =2 ve w,, =k(k +2) baslangi¢ degerleri kullanilirsa
¢, +c,=2
W, (2—c )y, =k(k+2)
esitlikleri elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse Binet formiilii
Wen =W H9]
olarak elde edilir
w,+y, =k(k+2), v, —w,=kNk’+8, wuw,=k(k-1)

bagintilari saglanir.
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Teorem 6.2.5. (k -Jacobsthal Lucas dizisinin k -binom doéniisiimiiniin iiretec
fonksiyonu) k -Jacobsthal Lucas dizisinin k-binom doniigiimiiniin iirete¢ fonksiyonu
orijin merkezli katsayilar1 k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin
elemanlari olan bir kuvvet serisidir. Urete¢ fonksiyonunu ¥, (X) seklinde gosterilir
Ureteg fonksiyonu;

2 — x[k(k +2)]
1—k(k+2)x+k*(1-k)x*

Vi (X) =

.le tanimlanir.
Ispat: w, (x) esitligini —k(k +2)x ve k>(1—k)ile carpilirsa

—k(k+2)xy, (x) =~k + 2)xp, o — (k+2)x7p,, — ...
(1= 0)x’y, () = k> (1= )Xy, + k2 (1= k) Xy, | +...

Bu ii¢ esitlikten ve (6.2.3) yineleme bagintisindan

[k + 23+ K2 A= 002 [ () =y + s — Kk + 2w =040

=2+ [-k(k+2)]x
=2 — x[k(k +2)]

Ureteg fonksiyonu;

2 — xlk(k +2)]
1—k(k +2)x+k>(1—k)x?

Yy (X) =

olarak elde edilir.
k-Jacobsthal Lucas Dizisinin k- Binom Déniisiimiiniin Pascal Ucgeni

Her bir k degeri i¢in asagidaki tiggeni kullanarak Jacobsthal Lucas sayilarmin k -

binom doniisiim dizisinin elemanlarini kolaylikla elde edebiliriz:
a) Ucgenin sol kdsegen elemanlar1 k - Jacobsthal Lucas sayilarindan olusur.

b) Diger elemanlar sol yanindaki ve sol ¢apraz iistiindaki sayilarin toplamiin &

katindan olusur.
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c¢) Uggenin sag kdsegen elemanlar1 k - Jacobsthal Lucas sayilarimin k-binom

doniisiim elemanlarini verir.

2
3 15
13 48 189
45 174 666 2565
161 618 2376 9126 35073

k-Jacobsthal Lucas Dizisinin k-Binom Doniisiimiiniin Matlab Program

% k-Jacobsthal Lucas Dizisinin k-Binom Doniistimii
k=3;

C(1)=2;

C(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N

C(n+1)=k*(k+1)*C(n)-k*2*(k-1)*C(n-1)

end

C

6.3. k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Artan k-Binom Doéniisiimii

Tanim 6.3.1. k -Jacobsthal Lucas dizisinin artan k binom doniisiimii {7 ko }  olmak

ne

luzere

" nj .
Vi =Z[. }k’ck,,- (6.3.1)

i=0 \ !
seklinde tanimlanir.

Teorem 6.3.2. (Binet Formiilii) k-Jacobsthal Lucas dizisinin k -binom

doniisiimiiniin herhangi bir terimi Binet formiiliiniin yardimiyla hesaplanabilir.

Va=(ad =1) +(p2=1) (6.3.2)
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. 1 1
Ispat: &® =ka+2, y,,=2,vey,, = [O]koco +(Jklcl =2+ k’ kullanilarak

Fin = 2K @(“ +p)= i[’i’j[(ak)" +(BhY |

(ak+1) +(Pk+1) =(a’” 1) +(p°>—1)
istenen elde edilir.

Teorem 6.3.3. Asagida verilen yineleme bagintist k - Jacobsthal Lucas dizisinin artan

k binom doniisiimii i¢indir.
yn+1 :(k2+2)7n _(]_k2 )7/,1,1 (633)

Ispat: Binet formiiliinii kullanarak yineleme bagmntis1 bulunur:

(K +2)y, —(1=K )y, =(K +2)[(a’ =1) +( B =1)" ]
—(1-k)[(a” =1)" +(p =1)" ]

= (ak +1)"ok® + k* + 20k +2— 1+ k> [+ (B + )" + k> + 28 +1+ k7
= (ak +1)"" k> (ot +2) + 20k + 1]+ (B + 1) k> (B +2) + 28k +1]
= (ak +1)"" K2 + 20k +1]+ (B + 1) [k (B +2) + 2k +1]

=(ak+1)"(ak+1) +(Bk+1)"(Bk+1)
=(ak+1)"" +(pk+1)" =y

n+l

Teorem 6.3.4. k -Jacobsthal Lucas dizisinin artan k-binom doniisiimiiniin tireteg
fonksiyonu orijin merkezli katsayilar1 k -Jacobsthal Lucas dizisinin artan k-binom

doniisiimiiniin elemanlar1 olan bir kuvvet serisidir. Urete¢ fonksiyonu;

2— k> +2]
1= (k* +2)x+(1—k")x°

y(x) =

seklindedir.
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Ispat: y(x) =y, + y,x+7,x” +...lireteg fonksiyonunu —(k*> +2)x ve (1—k*)x*ile

carpilir

—(k* +2)xy(x) = —(k* + D)xy, + ...
(1-kHxXy(x) =(1-k*)Xy, +...

y( x ) ortak parantezine alinirsa

Y[ 1= (& +2x+ (A= k)x" | =y, + x| 7, = (K +2)7, |+0
=2-x[ k> +2]

2— k> +2]
1-(k* +2)x+(1—k*)x*

y(x) =

istenen elde edilir.
k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Artan k- Binom Déniisiimiiniin Pascal Ucgeni

Her bir k degeri i¢in asagidaki tiggeni kullanarak k-Jacobsthal Lucas artan k- binom

binom doniisiim dizisinin elemanlarini kolaylikla elde edebiliriz:

a) Ucgenin sol kdsegen elemanlar1 k - Jacobsthal Lucas sayilaridan olusur.

b) Diger elemanlar sol yanindaki saymin k ile garpilip sol ¢apraz istlindeki
sayilarin toplamiyla olusur.

¢) Ucgenin sag kosegen elemanlar1 k - Jacobsthal Lucas sayilarinmn artan k-

binom doniisiim elemanlarini verir.

2
3 11
13 42 137
45 148 486 1595
161 528 1732 5682 18641

k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Artan k-Binom Doniisiimiiniin Matlab Programm

% k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Artan k-Binom Déniistimii

k=3;
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C(1)=2;

C(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N
C(n+1)=3*k*C(n)-2*(k"2-1)*C(n-1)
end

C

6.4. k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Azalan k-Binom Doniisiimii

Tamim 6.4.1. k-Jacobsthal Lucas dizisinin azalan k& binom donilisimii {ak’n }neN

olmak lizere

L n X
a,, = Z(. jk’“ck,i (6.4.1)

seklinde tanimlanir.

Lemma 6.4.2. k -Jacobsthal Lucas dizisinin azalan k -binom doniigiimii ¢, , =2 ve

a, , = 3k baglangig sartlariyla asagidaki bagintiy1 saglar.

=

n .
Cxk,n+l = ( . }(ll (ka’i + Ck,,q.] ) (642)

i=0 \ !

. . n+1 n n n .
Ispat: Tanim 6.4.1 ve binom sayilarinin | =  [+]. " ; =0 ozelligi
i i— n+

kullanilirsa istenen sonug elde edilir:

wifn+l)
Qe = 2 . Cri
i=0 l
SRR Sl iy () R S e
=2+ . ot 2| Cr
=1\ 1 =1\ 1—1

nn n—i
= ;} ; (key, +¢iir)
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Teorem 6.4.3. Asagidaki yineleme bagintis1 k -Jacobsthal Lucas dizisinin azalan k-

binom donilisiimiinii saglar.
& = 3kay, =20 =Dy, (6.4.3)

Ispat: Lemma (6.4.2) kullanilarak,

n(n . n(n .
Qi = Z( -}nl(kck,i +Cpipr )= 3k + é[i}(”l(kck,i +Cpivr )

i=0\ 1
n+l npn n—i L n n—i
=3k"" +2kY| | Cri +23| . Cri-i
i=1\ 1 i=1\ 1
BRI (v
k,n+l k.n < i ki1, (644)

elde edilir.

Bu esitlikte n+1 yerine n yazilirsa,

n-1
( J = 0 oldugu dikkate alinirsa,
n

z n_] 2 n_] n—I1-i n
a, :kak,n7]+§ 2 ; +k - K"™e, —k
Lo n—1 ,(n—1 n—1 n—=1\ .
=ka,, ,—k"+2|2| | |+k7| . +2| -2| . CLi
’ i1 I i—1 i—1 i—1 ‘
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n 2 n—1 n n—I1—i n
~kay,, +5 (0 =2) " L2l e e, -k
i=1 1— l

n L [ (8 I 2 nd(n—1 n-2—i
=kay, , —k"+2% ; k™ e, +(k _2)23 ; Cr.i

i=1
a,, =k, +a,. k=2a, +k"+ (k* - 2) fina I k—K" (6.4.5)
ka,, =k*a,,  +o ., —2ka,, + (k> -2,
(6.4.5) esitliginde (6.4.4) esitligini yerine koyulursa,
A =3k, —2(k> =D,

elde edilir.

Teorem 6.4.4. (Binet Formiilii) (6.4.3) yineleme bagintisinin karakteristik denklemi

x* =3kx+2(k*> —1) = 0dir. k -Jacobsthal Lucas dizisi i¢in azalan k -binom déniisiimii

i¢in Binet formiilii «, , = ' + &, ile gosterilir.

=3k+\/k2+8 3k —vk* +8

a a
1 2 2 2
Kokler asagidaki bagintiyr saglar:
a+a, =3k o —a,=Vvk’+8 a,.a, =2(k* =1).

Ispat: Ay =3k, , — 2(k* —De,,, yineleme formiiliiniin  karakteristik

- s . 3k+ Jk*+8
denkleminin  kokleri «, ve «, olmak lizere ¢, :fve

a, = olarak bulunur.

a,,=c,a +c,a," yazip @, =0 ve a,, =1 alinirsa

¢ +c,=0

qoy —co, =1
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esitlikleri elde edilir.

Binet formuli
fk,n = aln + a2n
olarak elde edilir.

Teorem 6.4.5. (Urete¢ Fonksiyonu)

X

2
a(x)=a,,+to x+a, ,x +...

(6.4.6)

Ispat: a, (x) esitligi —3kx ve 2(k* —1)x” ile carpilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 6.4.6. k-Jacobsthal Lucas dizisinin azalan k-binom doniisiimiiniin

kombinasyonel formiilii

[N~

i

n n—1
i0 2

n
i

(2 j(3k)“" (k* +8) (6.4.7)

k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Azalan k- Binom Déniisiimiiniin Pascal Ucgeni

Bu bolimde asagidaki kurallart kullanarak her bir k sayist i¢in yeni bir iiggen
tanitilacaktir: Uggenin sol kdsegeni k -Jacobsthal Lucas sayilarinin elemanlarindan
olusmaktadir. Uggenin diger elemanlari sol iist capraz kdsedeki elemanlarin k sayis

ile ¢arpilip bir sol alt kosedeki elemanla toplanip sag tarafina yazilarak bulunur.

Ornegin asagidaki iiggen 3 -Jacobsthal Lucas dizisi ve azalan 3 - binom doniisiimii

icindir.
2
3 9
13 22 49
45 84 150 297
161 296 548 998 1889
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k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Azalan k-Binom Déniisiimiiniin Matlab Program

% k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Azalan k- Binom Doniistimii
k=3;

C(1)=2;

C(2)=k;

N=15;

format long

for n=2:N

C(n+1)=3*k*C(n)-2*(k"2-1)*C(n-1)

end

C

6.5. k-Jacobsthal Lucas Binom Déniisiimlerinin Matris Formu

k -Jacobsthal Lucas dizinin elemanlarmin matris formu S = [ck’o,ckgl,...]Tile ifade

edilsin.

K =diag [ko,kl,...]T ve Pascal liggen matrisi

1 000

I 100
P=

1 210

1 3 3 1

olsun.

S.P,K kullanarak k-Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimiiniin matrisini

bulmak istiyoruz.

k -Jacobsthal Lucas dizisinin binom doniisiimlerinin matrisi B = [bkqo,bk,l,...]T,k -
Jacobsthal Lucas dizisinin k -binom doéniisiimlerinin matrisi W = [wk,o,wk,] ,...]T k-

Jacobsthal Lucas dizisinin artan binom doniisiimlerinin matrisi R = [rk O,rkl,...] ve
son olarak k -Jacobsthal Lucas dizilerinin azalan binom doniisimlerinin matrisi

F = [ Seoo Jfe ,...]T olarak tanimlanir.
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B binom doéniisiimii, W k -binom doniisiimii, R artan binom doniistimii, F azalan

binom doniisiimii asagidaki bagintilar: karsilar.

B=P.S, W =K.P.S, R=PK.S, F=KPK'S

P ve K matrisleri tersinirdir. Ve P ’nintersi P~ matrisinin elemanlari (=1)""’ ( J ve
J

K’nin tersi K' =diag(k’k™',k7,..)diagonal matrisi seklindedir. S asagidaki

bagintilar1 saglar, sonug olarak bu bagintilar kullanilarak k - Jacobsthal Lucas dizisinin

elemanlarn elde edilir.

S=P'B=P'K'W=K'P'R=KP'K'F
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BOLUM 7
SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada oncelikle gesitli say1 dizileri ve temel bazi 6zellikleri verilmistir.
Fibonacci, Lucas say1 dizilerinin genellestirilmesiyle olusan k- Fibonacci, Lucas say1
dizilerinin ¢esitli binom doéniisiimleri tanitilmistir. Bu doniisiimlerden yararlanarak k-
Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas say1 dizilerinin binom, k-binom, artan k -binom, azalan

k-binom doniisiimleri ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Calismamizla ilgili “Binominal transforms of k-Jacobsthal sequences” adli
makalemiz Journal of Mathematical and Computational Science adli dergide
yaymlanmistir. Ayrica “Properties of Binominal transforms of k-Jacobsthal
sequences” baglikli caligmamiz International Conference on Mathematics and
Mathematics Education isimli konferansta ve k- Jacobsthal Lucas dizilerinin binom
dontistimleri baslikli ¢alismamiz 13. Ankara Matematik Giinleri’nde sunulmustur.
“Properties of Binominal transforms of k-Jacobsthal Lucas sequences” adl1 calismamiz

incelenmek tizere bir dergiye gonderilmistir.
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