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1. GIRIS

Say1 dizileri Cebir ve Sayilar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Say1 dizileri igerisinde
en c¢ok bilinen dizi Fibonacci dizisidir. Fibonacci dizisi ilk olarak Leonardo Fibonacci
tarafindan bulunmustur. Fibonacci dizisi ilk iki terimi 1 olmak tizere ilk iki terimi harig
sonraki her terim kendisinden dnceki iki terimin toplanmasiyla elde edilir. Yani Fibonacci

dizisinin terimleri 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... seklindedir.

Sayi dizileri hakkinda onemli bilgiler elde eden Leonardo Fibonacci 12.-13. yiizyillarda
yasamis Italyan matematikcidir. Pisa sehrinde dogan Leonardo Fibonacci ¢ocuklugunu
Cezayir'de gecirmistir. ilk matematik bilgilerini Miisliiman egitimcilerden almis olup
kiiciik yasta Arap sayi sistemini 6grenmistir. Leonardo Fibonacci 1201°de “Liber Abaci”
isimli kitabin1 yazmistir. Bu kitap Arap sayi sisteminin bat1 Avrupa’ya girmesinde biiyiik
rol oynamistir. Bu kitapta bulunan bir problem, ortagcag matematigine biiylik katkilar

saglamistir. Bu problem su sekildedir;

“Dort yani duvarlarla ¢evrili bir yere bir ¢ift tavsan konulmustur. Her ¢ift tavsanin bir ay
icinde yeni bir ¢ift tavsan yavruladigi, her yeni ¢iftin de erginlesmesi i¢in bir ay gerektigi
ve tavsanlarin 6lmedigi varsayilirsa, 100 ay sonunda dort duvarin arasinda kag ¢ift tavsan

olur?”’

Tavsan problemi ¢oziildiigii takdirde tavsan g¢iftleri aylara gore su siralamayr ortaya
cikmaktadir: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,... Goriildiigii gibi ilk iki say1 harig, her

say1 kendisinden dnce gelen iki saymin toplamina esittir.

Fibonacci dizisinde yer alan altin oran, Leonardo Fibonacci tarafindan bulunmustur.
Fibonacci dizisindeki sayilarin kendinden Onceki sayiya boliinmesiyle altin orana
yaklasilmas1 ve altin oranin da hayatimizdaki objelerin i¢inde yer almasi bu sayilar
onemli ve gizemli kilmistir. Ornegin, kulaklarimizin, burnumuzun altindan cenemize
kadar olan alan altin orani igermesi ve Misir Piramitlerinde de tabaninin yiiksekligine
orani altin orani1 vermesi diziye olan ilginin artirmasinin birkag sebebidir. Birgok millet
Fibonacci dizisinin 6zelliklerini kullanmislardir. Ornegin; Yunanhlar ve Misirlilar bu

sayilart mimaride kullanmislardir.

Son yillarda Fibonacci say: dizileri ile ilgili birgok ¢alisma yapilmistir (Ozkan, 2017;

Ozkan, 2017; Tastan, 2021; Yilmaz, 2021). Omegin Falco’n ve Plaza tarafindan
1



Fibonacci sayilarinin genellestirilmesi olan k-Fibonacci sayilari tanimlanip bu dizinin
terimleri elde edilmistir. Falco’n ve Plaza k-Fibonacci sayilarinin binet formiiliinii bulup
bu sayilar arasindaki iligkileri incelemistir. Daha sonra da bu genellestirme ile baska
dizilere de bu genellestirmeler yapilip 6zellikleri incelenmistir. Ornegin; k-Lucas sayilari,
k-Jacobsthal sayilari, k-Pell sayilar1 gibi (Ozkan, 2020; Tastan, 2020; Ozkan, 2021;
Kuloglu, 2022; Ozkan, 2022).

Bu yapilan ¢alismada da ilk olarak genel say1 dizileri yani Fibonacci dizisi, Lucas dizisi,
Pell dizisi, Pell-Lucas dizisi, Jacobsthal dizisi, Jacobsthal-Lucas dizisinin tanimlari
verilmistir. Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal sayilarmin o&zellikleri birbirleri
arasindaki iligkileri incelenmistir. Ayrica Catalan sayilarinin tanimi ve sayilarin Hankel

doniisiimiiniin determinant1 incelenmistir (Ozkan, 2012).

Falco’n ve Plaza tarafindan Fibonacci sayilarinin genellestirmesi olan k-Fibonacci
sayilarinin tanimi verilip bu sayilarin 6zellikleri incelenmistir. Yapilan bu ¢alismalardan
yararlanilarak bulunan k-Jacobsthal say1 dizisi, k-Lucas say1 dizisi, k-Pell say1 dizisi
incelenip bu dizilerin Catalan doniisiimii ve Hankel déniisiimii incelenmistir (Ozkan,
2020; Tastan, 2020; Tastan, 2021; Ozkan, 2022).

Falco’n ve Plaza tarafindan ortaya atilan k-Fibonacci sayilarinin tanimindan yararlanarak
k-Jacobsthal-Lucas sayilarmin tanimi yapilmistir.  k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin
tanimmdan kullanilarak k-Jacobsthal-Lucas dizisinin diger terimleri bulunmustur. k-
Jacobsthal-Lucas sayilarinin 6zellikleri bulunmus ve binet formiili elde edilmistir. Binet
formiiliinden yararlanarak k-Jacobsthal-Lucas sayilari ile ilgili bazi teoremler ve ispatlari
verilmistir. Catalan sayilar1 tamimlanip ve k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin Catalan
dontigtimiiniin - formiilleri elde edilmistir. Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin
formiiliinden yararlanilarak dizinin diger terimlerinin Catalan sayilar1 bulunmustur. k-
Jacobsthal-Lucas sayilarinin Catalan doniisiimii alt tiggen matris olan Catalan matrisi C
ile n x 1 tipindeki S; matrisinin ¢arpimi olarak yazilmistir. Hankel doniisiimii tanimlanip
ve baz1 k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin Hankel doniisiimii elde edilmistir (Akkus vd.,
2021).



2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde, kaynaklar kisminda kullandigimiz ¢aligmalardan kisa 6zet verilecektir.

(Falcon, 2013) ¢alismasinda k-Fibonacci sayilarinin tanimi, k-Fibonacci sayilarinin
ozellikleri, k-Fibonacci sayilari arasindaki iligki, Katalan k-Fibonacci sayilarinin tanimi,
Catalan k-Fibonacci sayilari, Catalan k-Fibonacci sayilarinin Catalan doniisiimii ve bazi

Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin Hankel doniisiimii incelenmistir.

(Tasg1 ve Kilig, 2004) calismalarinda k-Lucas sayilarinin tanimi, k-Lucas sayilarinin

ozellikleri ve k-Lucas sayilarinin arasindaki iliskileri incelenmistir.

(Tastan ve Ozkan, 2020) calismalarinda k-Jacobsthal sayilarmin tanimini, k-Jacobsthal
sayilarinin 6zelliklerini, k-Jacobsthal sayilari, Catalan k-Jacobsthal sayilarinin tanimi k-
Jacobsthal-Lucas sayilarinin Catalan doniigiimii ve bazi k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin

Hankel doniisiimii incelenmistir.

(Larcombe ve Wilson, 2001) ¢alismalarinda Catalan sayilarinin genel tanimi ve Catalan
sayillarinin ~ nasil elde edildigi ve bu Catalan sayilarinin arasindaki 6zellikler

incelenmistir.

(Falcon, 2011) calismasinda k-Lucas sayilari, k-Lucas sayilarmin 6zellikleri, k-Lucas

sayilarinin binet formiilii ve k-Lucas sayilarinin arasindaki 6zellikleri incelenmistir.

(Bilgici vd., 2015) ¢alismalarinda k-Fibonacci sayilari, k-Lucas sayilari, k-Fibonacci
sayilarinin ozellikleri, k-Lucas sayilarinin 6zellikleri, k-Fibonacci ve k-Lucas sayilari
arasindaki iligki, k-Fibonacci sayilarinin binet formiili ve k-Lucas sayilarinin binet

formiilii incelenmistir.

(Barry vd., 2015) ¢alismalarinda Hankel doniisiimiiniin tanimi1, Catalan sayilarinin tanimi

ve bazi1 Catalan sayilarinin Hankel doniisiimiiniin hesaplanisi incelenmistir.

(Falco’'n ve Plaza, 2007) calismalarinda k-Fibonacci sayilarinin tanimi, k-Fibonacci
sayilarinin Ozellikleri, k-Fibonacci sayilarinin binet formiilii ve k-Fibonacci sayilari

arasindaki ozellikler incelenmistir.



(Koshy, 2001) calismasinda Fibonacci sayilarmin tanimi, Lucas sayilarinin tanimi,
Fibonacci sayilarinin binet formiilli, Lucas sayilarmin binet formiilii, Fibonacci sayilari
arasindaki ozellikler, Lucas sayilar1 arasindaki 6zellikler, Fibonacci ve lucas sayilari
arasindaki ozellikler, Pell sayilarinin tanimi, Pell sayilarinin binet formiilii, Pell sayilari
arasindaki 6zellikler, Jacobsthal sayilarinin tanimi, Jacobsthal sayilarinin binet formiili,
Jacobsthal sayilarinin 6zellikleri, Jacobsthal-Lucas sayilarinin tanimi, Jacobsthal-Lucas
sayilarinin 6zellikleri, Jacobsthal-Lucas sayilarinin binet formiilii ve Fibonacci, Lucas,

Pell, Jacobsthal sayilar1 arasindaki iliskiler incelenmistir.

(Ozkan ve Dervisoglu, 2012) calismalarinda Catalan sayilarinin tanimi ve Catalan

sayilarinin 6zellikleri incelenmistir.

(Bala, 2017) ¢alismasinda Catalan doniisiimiiniin tanimi ve Catalan sayilarinin doniistimi

incelenmistir.

(Barry, 2005) calismasinda Catalan doniisiimiiniin tanimi ve Catalan sayilariin

doniigiimii incelenmistir.

(Ozkan vd., 2020) calismalarinda k-Lucas sayilarmmn tanimi, K-Lucas sayilarmnin
ozellikleri, k-Lucas sayilarinin Catalan doniigiimii ve k-Lucas sayilarmin Hankel

dontlisiimii incelenmistir.

(Catarino ve Vasco, 2013) calismalarinda k-Pell-Lucas sayilarmin tanimi, k-Pell-Lucas

sayilarinin 6zellikleri incelenmistir.



3. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Pell sayilari, Pell-Lucas sayilari,
Jacobsthal sayilari, Jacobsthal-Lucas sayilari, Mersenne sayilari ve Fermat sayilarinin
tanimlart verilmistir. Ayrica Fibonacci sayilar ile ilgili 6zdeslikler, ardisik Fibonacci
sayilar1 arasindaki iliski, Lucas sayilar ile ilgili 6zdeslikler ve Fibonacci ve Lucas sayilari
ile ilgili ozdeslikler verilmistir. Son olarak da Catalan DoOniisiimii ve Hankel

dontisimiiniin tanimi verilmistir.
3.1.Fibonacci Dizisi : Fy=0, F; = 1 ve n >1 olmak {izere
Foyn =F +Foy

ile tamimlanan {F,} say1 dizisine Fibonacci dizisi veya kisaca F dizisi denir (Koshy,
2001).

Ornek 3.1.1. Fibonacci dizilerinden en 6zel olan1 0 ve 1 ile baslayan yani,

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

dizisidir.
145 1-V5 ; . .
a= 2\/_ ve bZT\/— olmak iizere n. Fibonacci sayist
an _ le
fn - a— b

seklinde bir formiille ifade edilmekte ve bu formiile binet formiilii denilmektedir (Koshy,
2001).

3.2.Lucas Dizisi: [, = 2,1, = 1ve
ln+1 = ln + ln—l, n=1

1+/5 1-5

, b= — olmak tizere n.

ile tanimlanan {[,,} say1 dizisine Lucas dizisi denir ve a=

Lucas sayis1

l,=a™+b"



seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.3.Pell Dizisi: py = 0,p; = 1 ve
Pn+1 = an + pn—l, nz= 1

ile tanimlanan {p, } say1 dizisine Pell dizisi denir. a=1++/2 ve b=1-v/2 olmak iizere n.

Pell sayisi

_a"-p"

Pn=—"3

seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.4. Pell — Lucas Dizisi:q, = 2,q, = 2 ve
Gn+1=2qn + qpq, n 21

ile tanimlanan {q,,} say1 dizisine Pell-Lucas say1 dizisi denir. a=1-v2 ve b=1++/2 olmak

tizere Nn. Pell-Lucas sayisi
qn=a™ + b"
seklindeki binet formiili ile bulunur (Koshy, 2001).
3.5.Jacobsthal Dizisi: j, =0, j;, =1ve
Jn+15nt2jp-q, n21
ile tanimlanan {j,} say1 dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir. n. Jacobsthal say1s1
jn=3@" = (=DM
seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.6.Mersenne Sayi Dizisi : my =0,m; = 1ve
My =3My -2my_; n=1

ile tamimlanan {m,,} say1 dizisine Mersenne say1 dizisi denir. N. Mersenne say1si



m,=2"—-1
seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.7.Fermat Say Dizisi : vy = 2,7, = 3 Vve
Tne1 =31 - 21y n =21
ile tanimlanan {r;,} say1 dizisine Fermat say1 dizisi denir. n. Fermat sayisi
,=2"+1
seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.8. Jacobsthal — Lucas Dizisi:cy = 2,c; = 1 ve
Cnt1=Cp t2cp_y n=1

ile tanmimlanan {c, } say1 dizisine Jacobsthal-Lucas say1 dizisi denir. n. Jacobsthal-Lucas

say1s1

cp=2"+ (1"
seklindeki binet formiilii ile bulunur (Koshy, 2001).
3.9. Fibonacci Sayilari ile ilgili Ozdeslikler

Asagida bu ¢alisma igin gerekli olan Fibonacci sayisinin Cassini Formiilii, Fibonacci
sayilarmin binet formiilii, Fibonacci sayilar1 arasindaki iliskiler, d’Ocagne Ozdesligi ve

Honsberger Formiilii verilmistir.

1. Cassini’s Formili

Fp 1. Fpy — B2 =" n>1

2. Fibonacci Binet Formiilii @ > 0 ve § < 0 olmak iizere

an_ﬁn

14++/5 1—+/5
E, = , 0 = =

a—p 2 2 2

ve n=>1



3. Fibonacci Sayilar1 Arasindaki Iliski

Fn+Fn—2=I:§n_2 , n=1

n-1

4. d’Ocagne Ozdesligi

Fn-Fnir — By Fppr = (CD)"Fpey o, mmn 20

5. Honsberger Formiilii

Foym = FopiFn + BiFpr o omn 20
(Koshy, 2001).
Teorem 3.9.1. (Cassini Formiilii) Bir F°- dizisinin herhangi ardisik ii¢ terimi a,_;

, Ay, QAn4q arasinda

An-1 An+1 - a% = ( -1 )n (3-1)

bagintis1 vardir (Koshy, 2001).
Ispat. A,_1 Gn4q - a2 = d,, olsun. Bu durumda
d =a, a,,, - a>
n+1 n “n+2 n+1
_ 2
= an (an T ans ) “An+1
- 2 2
=ap tayaneq - an+1
_ 2
=anp — Qp41 (_an + Ap+1 )
-2
=0an - Ap-10n+1
= 'dn

elde edilir. Buradan

=(-1)*dp
= ( -1 )3 dn—3

=(—1)"dy—q



=(-1)"1d,
=(=1)""(a0a; - af)
bulunur. aya, - a? = -1 oldugundan
An-1 Anyq -az = (=1)"
elde edilmis olur.

Teorem 3.9.2. F° dizisinin ardigik dort terimi a,,_; @y, Apyq1, Anyy arasinda

An—1 An42 - Ay Apyr = ( -1 )n

esitligi yazilabilir (Koshy, 2001).
ispat.

An—1 Ap42 - Ap Apgq = an—l( an + an+1) - Qp Apiq

ap—1 Ap + An—1 Ap41 - Apn Apya

An-1 Ant1 - An (Ans1 — An-1)
= Qp_q Gpyq - A7
olup (3.1)’e gore ( —1)™ = a,,_; ap4q - a2 esitligi var oldugundan
Q-1 Atz = An A= (—1)7
esitligi elde edilir ve ispat biter.

3.10. Lucas Sayilari ile Tlgili Ozdeslikler
Asagida yararlanacagimiz Lucas sayilart ile ilgili ozellikler, ardistk Lucas sayilar

arasindaki 6zellik ve Lucas sayilarinin binet formiilii verilmistir.



1. (Lucas sayilar arasindaki iligki) n > 2 i¢cin L%, — L2 = L,_1Ln4-

:1+\/§ ve B= 1-/5

2. (Lucas Sayilarinin Binet Formiilii)) n > O i¢in L, = a™ + ", a >

3. (Lucas sayilar i¢in Cassini Formiilii) L2 — L, 1L,—; =5.(-1)" , n>1

4. (Lucas sayilan arasindaki iliski) L3 = Ly, + 2.(—-1)" , n>0
(Koshy, 2001).

3.11. Fibonacci Sayilar ile Lucas Sayilar1 Arasindaki Ozdeslikler

Asagida Fibonacci ve Lucas sayilart arasindaki bagintilar verilmistir.

1.n>1igin F,_ 1 +Fy1 =Ly,

2.n=2icinFy., —F,_, =1L,

3. L‘I’H—l +L7’l—1 = 5Fn , n = 1

4 Fypy =EL, ,n>0

5.5E2=14—-4(-1D)",n=0
(Koshy, 2001).
3.12. Catalan Sayilar

Catalan sayilari, C,,: N> R , n€ N seklinde tanimlanip C,, doniigiimii yardimiyla

bulunur ve

Co=-=(*") nz0 (3.2)

n+i\n

seklindedir. Ayrica Catalan geren fonksiyonu

Clx) = 1—V1—4x (3.3)
2x
dir. Herhangi ardisik iki Catalan sayisindan biiyligiiniin kiigiigline orani
@ — 2n+1 (34)

Cn n
seklindedirve n = 0,1, 2, ... i¢in Catalan sayilar1

{1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796, ... }

10



elde edilmistir (Barry, 2005).

3.13. Hankel Doniisiimii

A ={ay, aq,a, ...} sayilari reel sayilar olmak iizere asagida tanimlanan H,: N - R,
n € N doniisiimiine Hankel Donitistimii denir ve

apa, a,as ..

a, a, az ay ...

H, =|a, az a, as ... (3.5)
az Qa4 As Ag -

seklindedir. A, nxn tiirlinde matris, Hankel donlisim matrisinin alt kare matrisidir.

(Barry, 2005).

11



4. MATERYAL ve YONTEM

Bu boélimde k-Fibonacci sayilarinin tanimi, k-Fibonacci sayilarmin ozellikleri, k-
Fibonacci sayilari arasindaki 6zdeslikler, k-Lucas sayilarinin tanimi, k-Lucas sayilarinin
ozellikleri, k-Lucas ve k-Fibonacci sayilar1 arasindaki baginti, k-Pell sayilarinin tanimi,
k-Pell sayilarinin 6zellikleri, k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell sayilarinin Catalan doniigiimii

ve k-Fibonacci, k-Lucas ve k-Pell sayilarinin Hankel dontisiimii verilmistir.

4.1. k-Fibonacci Sayilari

k —Fibonacci sayilari, Fibonacci sayilarinin bir genellestirilmesi olup ilk olarak Falco’n
ve Plaza tarafindan gelistirilmistir. Bu kisimda k —Fibonacci sayilar1 konusunda yapilan

calismalar incelenecektir.
Tanim 4.1.1. Her k > 0 reel sayist i¢gin;

{ Fyn+1 = kFen + Fign-1, n=1
Fk’o == O , Fk,l = 1

denklemi sabit katsayil1 ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi;
r2—kr—1=0
seklindedir. r; ve rp; 17 > 1, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak iizere;

k+VETTA
LA

"

_k—VkZ+4

T, = >
olup bu iki kokten hareketle;
n+r==k

.7, =—1
rn—r,=vVk?+4

12



e +rf=k%+2
bagintilari elde edilmistir (Falco’n, 2013).

k —Fibonacci sayilar igin binet formiilii asagidaki gibi tanimlanir:

=y k+Vk?+ 4 k—+vVkz+4
Fen = — . nh=E—0  h=
=T 2 2

,n=20,1,2,..

{Fin}. ., Fibonacci dizisinde;

e k=1 alindiginda {Fl,n}nEN = {E,}nen = {0,1,1,2,3,5,8, ...} Fibonacci dizisi
e k =2 alindiginda {Fz_n}nEN = {P.}nen = {0,1,2,5,12,29,70, ...} Pell dizisi

elde edilir.
Fynyr =kFen+Feny, n21
bagintisiyla,
Fro=0
Fri=1

Fro=kFy1+F o=k
Fos=kF,+F,=kk+1=k*+1
Fo4o =kFy3+F, =k(k*+1) +k
Fra=k3+k*+k
Fps =kFys+Fzs=k(k®+k*+k)+k*>+1
Fs =k*+k3+2k*+1
Fro=kFys+Fra=k(k*+k3+2k*+ 1)+ k3 +k*+k
Fre = k>4 k* +3k3 + k? + 2k

Fi7 = kFye + Fis
13



=k(k>+k*+3k3+k?>+2k) +k* + k3 +2k% +1
= kO + k° + 4k* +2k3 +4k* + 1
k-Fibonacci sayilar1 bulunur.
k - Fibonacci sayilarinin genel terimleri,
, 7] i | |
Fun = ), (204 1) K727 + 0
i=0

ya da;

7]

Fin = Z (n r Ll 3 i) fn—2i-1

bagintilariyla da elde edilebilir (Falco’n, 2013).
4.1.2. k —Fibonacci Sayilan i¢in Ozdeslikler

Falco’n ve Plaza ¢aligmalarinda k-Fibonacci sayilari ile ilgili asagidaki 6zdeslikleri elde

etmistir.
1. Fk,n—rFk,n+r - Fnz,r = (_1)n_r+1Fk2,r ,n=0,r=0

2. Fk,r+s = Fk,r+1Fk,s + Fk,rFk,s—l 720,520

3. Fk,ka,n+1 - Fk,m+1Fk,n = (_1)an,m—n , m=20,n=0

Fi2
4. Fyn-1+ Fene1 = F_n , n20

kn
n .
5. Fion = Nio (;) ki 1m0
6. Flg,n' Fk,n—l- Fk,n+1= (_1)n+1
1
7. %00 Fr i1 = « Flean+2

(Falco’n ve Plaza, 2007).
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4.2. k —Lucas Sayilar

Her k > 0 reel sayisi i¢in;

{ Lin+r = kLin + Lign-1, nz1
Lk,O == 2 , Lk,l = 1

denklemi sabit katsayil1 ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklem:i;

r2—kr—1=0
seklindedir. ryve r,; 1y > 1, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak iizere;

k+Vk? +4

r 2

_k—Vk?+4

T, = >
olup bu iki kokten hareketle;
n+r,==k
.7, =—1
SN
réi+rf=k*+2
esitlikleri elde edilir (Ozkan vd., 2020).
Lignyr = klgn +Lgpn-1, n=1
indirgeme bagintisi yardimiyla k- Lucas sayilari
Lyo=2
Ly, =1
Ly, =kLy1+Lgo=k+2

Lys=kLyo,+ L, =k(k+2)+1=k*+2k+1
15



Lig=kLys+ Ly, =k(k*+2k+1)+k+2
Lis =k>+ 2k* + 2k + 2
Lis=kLygy+Lgsz=k(k®+2k*>+2k+2)+k*+2k+1
Lis=k*+2k® +3k* +4k + 1
Lie =kLygs + Lyy = k(k* 4+ 2k> + 3k* + 4k + 1) + k3 + 2k* + 2k + 2
Lie = k> + 2k* + 4k® + 6k* + 3k + 2
L7 = kLge + Ly s
= k(k® + 2k* + 4k3® + 6k? + 3k + 2) + k* + 2k3 + 3k? + 4k + 1
= k® + 2k> + 5k* + 8k> + 6k* + 6k + 1

seklinde verilmistir (Ozkan vd., 2020).
Teorem 4.2.1. k -Lucas ve k -Fibonacci sayilar1 arasinda

Lin = Fen-1+ Fiensr n=1
bagintis1 vardir (Falco’n, 2013).
Ispat. Ispat: timevarim ispat yontemi ile yapalim. Buna gore
Egern = 1i¢in

Fio+ Frz2 =k =1Ly,
olup esitlik n=1 i¢in dogrudur.
n - 1’e kadar ifadenin dogru oldugunu varsayalim.
Lin-2 = Fen-3 + Fien—

ve

Lk,n—l = Fk,n—Z + Fk,n
16



esitligi taraf tarafa toplandiginda ve gerekli islemler yapildiginda
Lk,n = k. Lk,n—l + Lk,n—z = k. (Fk,n—z + Fk,n) + Fk,n—3 + Fk,n—l
(ka,n—Z + Fk,n—3) + (ka,n + Fk,n—l) = Fk,n—l + Fk,n+1

teoremin n i¢inde dogrulugu gosterilmis olur ve ispat biter.

4.3. k —Pell Sayilar:
Her k > 0 reel sayist icin;

{ Pk,n+1 - ZkPk,Tl + Pk,n—lr n 2 1
Pk,O == O , Pk,l = 1

denklemi sabit katsayili ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi;

r2—2kr—1=0
seklindedir. ryve ry; 13 > 1, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak iizere;

n=k+Vk?+1

T'2=k— k2+1

ve

olup bu iki kdkten hareketle;
n+1r, =2k
.1, = —1
T — Ty, = zm
2+ 18 =4k*+2
esitlikleri elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013).
Piny1 = 2kPin+ Prpoqy, n=1
bagintis1 yardimiyla k-Pell sayilari

Pk,0=0

17



Ppi=1
Pey = 2kPyq + Py o = 2k
Py3 =2kPy, + Py =2k.2k+1 = 4k? +1
Py = 2kPy 3 + Py = 2k(4k* + 1) + 2k
P4 = 8k + 4k
Pys = 2kPy 4 + P s = 2k(8k® + 4k) + 4k* + 1
Pys = 16k* + 12k? + 1
Pre = 2kPy s + Py = 2k(16k* + 12k% + 1) + 8k> + 4k
Pye = 32k° + 32k3 + 6k
Py7 = 2kPyg+ Pys

= 2k(32k® + 32k3 + 6k) + 16k* + 12k*> + 1

= 64k® + 80k* + 24k? + 1

elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013).

4.4. k - Fibonacci Sayillarinda Catalan Doniisiimii

Falco’n, (2013) tarafindan k - Fibonacci sayilaria Catalan doniisiimiinii uygulayip, CFj,

yani Catalan k-Fibonacci polinomlarini elde etmistir.

i (2n—1i
Chen = oz () e n 21 (4.1)

doniistimii yardimiyla

1 ‘
CF’”:Zzl—i@:;)Fk'izl

18



2 .
_ LA _
CFy.» _24——i(2—i)Fk'i —k+1
1

3 .
i .
CFk,3=Z6_l(g_i)Fk,l=k2+2k+3
1
CFoa=k*+3k*+7k+8
CFys = k* + 4k® + 12k* + 22k + 24

CFye = k> + 5k* + 18k3 + 43k? + 73k + 75

seklinde bulunur. Bu denklemleri n x 1 tiiriinde alt iiggen matris seklinde belirtip,

CFea]l 11 [Fie1
CFy 1 1 Fr2
CFy3 2 21 Fr3
CFoa|=|55 3 1 Fos
Chs| (14149 41 ||,
CFeo| [*24228145 1|k,

C matrisinin carpimi seklinde yazilabilir ve C matrisinin 1. ve 2. siitunlari Catalan

sayilarindan olusmaktadir.

Yani;

T

k?+ 2k +3

[1 |

11 . |
=l221 .. || k%+1
K3 +3k%+ 7k +8 [5553--- Jk3+k2+k

esitligi elde edilir (Falco’n, 2011).
4.5. k - Lucas Sayillarinda Catalan Doniisiimii

Daha once Falco’n, (2013) tarafindan verilen k —Fibonacci sayilar1 i¢in kullanilan

Catalan doniisiimii yardimiyla Catalan k— Lucas polinomlari elde edilmistir.

Falco’n, (2013) tarafindan verilen,
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i (Zn—1
CFin = S0 ( T )Fep n2 1
doniistimi kullanilarak;
i (2n—1i
Clign = 2105 T Lo n2 1 (4.2)

doniistimii elde edelmistir ve bu doniisiim daha once elde edilen k - Lucas polinomlarina

uygulandiginda Catalan k-Lucas polinomlar1 elde edilmistir (Ozkan vd., 2020).

1 _
Cly, = ZZ l_l(i ") b= Ly =1
=
2 _
Clysy = 24;—1(‘2} ")l = %(i) Lt + (é) Lio =k +3
-

3 .
{1 TRV PR

1 2 3
=§10.1+Z.4.(k+2)+§.1(k2+2k+1)=k2+4k+7

4 . '
S YL IV RS- RS- T TR 9

1 2 3 4
=7.35.1+g.15.(k+2)+§.5(k2+2k+1)+z.1.(k3+2k2+2k+2)

= k3 +5k%*+ 13k + 20

5 .
~ i 10-iy,
CLk's_ZlO—i(S—i)Lk"
l:

= ) a2 () a2 () s + 2 (%) e + 2 (5) s

= %.126.1+§.56. (k + 2) +§.21(k2 +2k+1) +§.6. (k3 + 2k? + 2k + 2)

20



5
+§.1. (k* +2k3 +3k?> + 4k + 1)

= k* 4+ 6k3 4+ 20k? + 44k + 60

6 . ]
Chics = ; 121— i (162—_ il) L
= (M) s+ () iz + 5 (D) s+ (8) 42 (]) s + 2 (8) L

1 2 3
[ — - _ 2
= 11.462.1+10.210.(k+2)+9.84(k +2k+1)

+§.28. (k3 + 2Kk2 +2k+2)+§.7. (k* + 2k3 + 3k% + 4k + 1)

6
+g.1. (k> + 2k* + 4k3 + 6k + 3k + 2)

= k> + 7k* + 28k3 + 77k?* + 149k + 189
7 .
_ I (14—
CLk’7_Zl4—i(7—i)Lk'i
1=

113 2 12 3 (11 4 110 59 6 (8
=13 ) bea + 15 (g ) ez + 77 () e+ 75 (5) s +5 () s + 5 () L
707
+7(O)Lk,7
792 3
=132.1+T.(k+2)+ﬁ.330(k2+2k+1)
+i 120 (k3+2k2+2k+2)+E 36.(k* +2k3 +3k? + 4k + 1)
5 120 536
6
+§.8.(k5+2k4+4k3+6k2+3k+2)
7
+§.1.(k6+2k5+5k4+8k3+6k2+6k+1)
= k® + 8k> + 37k* + 120k® + 288k? + 412k + 615

elde edilir.
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Elde edilen CLy, polinomlarin1 C {iggen matrisi ve n x 1 boyutlu L, matrisinin ¢arpimi

olarak yazilabilir.

CLy1 1 [Lra]
CLy, 11 oo || Lk2|
CLpsz|=1221 .. Ly 3
(Cles| 32337 L’f"*}

Yani;

k
k?+2
k3 + 3k

e I
55 |l

1
| k? +k+2 |
| k3 + 2k%* + 5k + 4 I
lk4+3k3+9k2+14k+12J

1

11
221
555

-

[
|
I[
esitligi elde edilir (Ozkan vd., 2020).

4. 6. k - Pell Sayilarinda Catalan Doniisiimii

Falco’n, (2013) tarafindan verilen k —Fibonacci sayilar1 i¢in kullanilan Catalan

dontisimii kullanilarak Catalan k-Pell polinomlari elde edilmistir.

Falco’n, (2013) tarafindan verilen,

i (2n—1
CFen = oz (57 ) e n =1

doniisiimii yardimuiyla;

i (2n—1i
CPen = Yoz (/) P 2 1 (4.3)

dontisimii elde edilmistir ve doniisimden hareketle daha once elde edilen k - Pell
sayilarina uygulayarak Catalan k-Pell polinomlari elde edilmistir. Catalan k-Pell

polinomlar asagidaki gibidir (Catarino ve Vasco, 2013).

1 .
P :ZZL—L‘G:;)P’”
=1

:1.Pk,1 = 1
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2 _
iz = ) 5o )P
i=

=3() Pea + (o) e

=2k +1
3 .
_ L 6—1i
CPy3 —26_i(3_i)Pk,i
=1

() Peat (1) Pea 3 () Pes

=2 101+ = 4.2k + 2.1.(4k2 +1)

1
5

=4k? + 4k + 1
4 .
_ I (8—i
CP"’4_Z8—i(4—i)P"'i
1=

ST TR PRSI TAETFA

=—.351+ .15 2k + 2 .5. (4k? + 1) + 7. 1. (8k* + 4k)

=8k3 + 12k?* + 14k + 8

5
B [ 10—1i
CPk’S_Zlo—i(S—i)Pk’i
i=1

=3 ()P 5 3) Pz +3(5) P+ £(7) Pra + () s

= 2.126.1+2.56.2k + 2. 21 (4k? + 1) + 2 .6.(8K> + 4k)

+ g 1.(16k* 4+ 12k% + 1)

=16k* + 32k3 4+ 48k? + 44k + 1
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6 ] _
CPre = Z 121_ : (162—_il) Py ;
i=1
= () Pea+55(04) Pz +5(3) Pea +5 (5) Pea 3 (1) P2 (0) P
=——.462.1 +—.210.2k + 2.84. (4k? + 1) +=28(8k° + 4k)

5 6
+ —7.7.(16k4 + 12k% + 1) +g.1.(32k5 + 32k3 + 6k)

= 32k° + 80k* + 144k3 + 172k? + 146k +75
7 .
_ I (14—
CPk’7_Zl4—i(7—i)Pk'i
=

o) Pea + 35 (5) Pea + 51 () Pes +55(5) P #35) Pes +§() Prs +

7 (0) Per
792

= 132.1+?.2k+%.330. (42 + 1) +=.120.( 8k® + 4k )

+ g .36, (16k* + 12k2 +1) 2 .8.(32k® + 32k> + 6k )
+2.1.( 64k + 80k* + 24k% +1)
= 64 kS + 192k5 + 400k* + 576k3 + 624k? + 492k + 243

elde edilir.

Elde edilen CPy,,, polinomlarini C liggen matrisi ve n x 1 boyutlu P, matrisinin ¢arpimi

olarak yazilabilir.

[CPr1) r 1 Pr 1
|CPr2| [11 |[Pk,2l
CPesl=221 | P
CPk,4J [5 553 HPkAJ
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Yani;

1 1 1

I[ 2% +1 ]I 11 I[ 2k ]|
4k? + 4k + 3 =221 4k + 1
|l8k3+12k2+14k+8J| 5553 |l8k3+4kJ|

esitligi elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013).
4.7. k-Fibonacci Sayilarinin Hankel Doniisiimii

k - Fibonacci sayilara Catalan doniisiimii uygulanip bulunan CF, polinomlar1 Hankel

determinant1 uygulanirsa;

HCF, = Det[1] = 1

11 k+1 |
HCF2_|k+1 k2+2k+3_2
1 k+1 k?+2k+3
HCF; = k+1 k% + 2k + 3 k3+3k*+ 7k +8 =5

k?+2k+3 k3+3k*?4+7k+8 k*+4k3+12k? +22k + 24

sonuglar1 elde edilmis olur (Falco’n, 2011).
4.8. k-Lucas Sayilarimin Hankel Déniisiimii

k - Lucas sayilarina Catalan doniisiimii uygulanip elde edilen CL; polinomlarina Hankel

doniistimii uygulandiginda;

HCL, = Det[1] = 1

11 k+3 — oL 9 — o1 _
HCL2_|k+3 K2 4 4k 471 = T2~ 2=200k=1)
1 k+3 k? + 4k +7
HCL; = k+3 k? + 4k + 7 k3 + 5k? + 13k + 20

k?+ 4k +7 k®+5k*+ 13k +20 k*+ 6k*+ 20k + 58k + 88
= 4k? — 10k — 23
sonuglarina ulasilir (Ozkan vd., 2020).
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4.9. k-Pell Sayilarinin Hankel Doniisiimii

k -Pell sayilarina Catalan doniisiimii uygulanip bulunan CP, polinomlarina Hankel

dontigiimii uygulandiginda;

HCP, = Det[1] = 1

1 2k + 1
HCP2_2k+1 4k% + 4k + 1
=4k®+ 4k +1—(4k* + 4k + 1)
=0
1 2k +1 4k? + 4k + 1
HCP; = 2k +1 4k% + 4k + 1 8k3 + 12k% + 14k + 8

4k%? + 4k +1 8k3+12k? + 14k +8 16k* +32k3 +48k? + 44k + 1
=-64k? — 112k — 49

sonuglari elde edilmis olur (Catarino ve Vasco, 2013).
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin tanimi, karakteristik denklemi, k-Jacobsthal-
Lucas sayilarinin binet formiilii ve k-Jacobsthal-Lucas sayilar1 ile ilgili 6zellikler
verilmistir. Ayrica k-Jacobsthal-Lucas sayilari elde edildikten sonra bu sayilara Catalan
doniistimii uygulanip Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayilar1 elde edilmistir. Son olarak da
Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin Hankel doniisiimiiniin determinant sonuglari

hesaplanmustir.

5.1. k-Jacobsthal-Lucas Sayilar

Tamm 5.1.1. Her k > 0 reel sayist1 igin;

{ Skn+1 = Sk + 2K Sgn-1, n=1
Sk,O = 2 ) Sk,l = 1

denklemi sabit katsayili ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi
r2—r—2k=0

seklindedir. r; Ve ry; 11 > 1, olacak sekilde karakteristik denklemin kdkleri olmak iizere;

1++v1+8k
nETT
1-+v1+8k
TZ = —2
olup bu iki kokten hareketle;
rnt+r=1
.7y = _Zk
rn—Trn=y 1 + 8k

ré+ri=1+4k
esitlikleri elde edilir.
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k-Jacobsthal-Lucas sayilar1 agagidaki gibidir.
Skn+1 = Sign + 2k Sgn—1
Sko = 2
Sea=1
Sz =Sk +2k.Sio = 4k +1
Sk3 = Sk2t 2k.Sy 4
= 4k+1+2 k.1
=6k +1
Sia = Sks + 2k. S5
= 6k+1+2k.(4k+1)
= 8k? + 8k+1
Sks = Skat 2k.Sy3
= 8k? + 8k + 1 + 2k.(6k+1)
=20 k*+ 10k + 1
Ske = Sks + 2k.Si4
= (20k? + 10k + 1) + 2k.(8k? + 8k+1)
= 16k3 +36k? + 12k + 1
Sk7 = Sket 2kSys
= 16k3 + 36k? + 12k + 1+ 2k (20 k? + 10k + 1)

=56k3 +56k*+ 14k + 1
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Teorem 5.1.2. (Binet Formiilii) k-Jacobsthal-Lucas say1 dizisinin binet formiilii

Sk,n: a™ + b",nZO

o= 1+V1+8k b= 1-v1+8k
B 2 U 2

seklindedir.
Ispat. k-Jacobsthal-Lucas sayilarmin karakteristik denklemi

1+V178K 1-Vit8K .
r2—r—-2k=0, a= _ veb= _ dir.

Skn=c.a®+d.b"
Denkleminde n = 0 i¢in Sy o= 2 ve n=1 i¢in S} ; = 1 elde edilir. Buradan
c+d=2
c.a+d.b=1

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden c=1 ve d=1 elde edilir. Buna gore

k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin binet formiilii
Skn=a*+b"
elde edilir ve ispat biter.
Teorem 5.1.3. S ,, k-Jacobsthal-Lucas say1 dizisi olsun. Buna gore
Sen = (=2K)".S¢_ ,n =0
dir.

Ispat. k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin binet formiilii kullanilirsa

_ _ 14+VIT8R 1-VIT8K
Skn=a "+ b7 (a= > veb= > )
1 1
Skn= gt



_ a+p™
(a.p)™

((ab)™ = (=2k)")

— Sk,n
(=2k)"

Sin= (—2k)".S,—n
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem 5.1.4. (Cassini Formiilii) Sy ,,, k-Jacobsthal-Lucas say1 dizisi olsun. Buna gore
Skn+1-Skn—1- Sicn= (=2k)"1.(8k+1) ,n =1
dir.

1+V1+8k 1-V1+8k, .
veb= ) ise

2

Ispat. S, =a™+b",(a=
Sk,n+1 : Sk,n—l - SI%,n
— (an+1 ny bn+1). (an—l + bn—l)_ (an + bn)Z
— aZn + an+1_bn—1 + an—l_ bn+1 + b2n _ aZn _ Zanbn _ bZn

= (ab)" 2 + (ab)" 2 -2.(ab)"

= (ab)"(5+2—2)

4k+1

—_ (__ ne_-- —

= (2l - 2)

=(=2k)" 1. (8k + 1)
olup ispat tamamlanmis olur.

Tammm 5.2. (k-Jacobsthal-Lucas sayilarmmin Catalan Doéniisiimii) k - Fibonacci
sayilaria Catalan doniistimii uygulandiginda CF;, polinomlar elde edilmistir. Bu tanim
yardimiyla Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayilar1 asagidaki doniisiim yardimiyla

hesaplanmustir.
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CSim = Tio—(

U

2n —1i
) Sk n= 1

doniigiimii yardimiyla

1

05 = 7= ()5

=1

=1.8., = 1,

= 4k +2
3 i )
2= ), 53— )
=1(3) s 2 () st 2(0) S

== 101+ = 4. (4k +1) +2.1.(6k + 1)

=14k + 5
4 -
3 [ (8—i
€Sk _ZS—i(4—i)S"'i
1=

=3(3)5ka + £ (5) Sk 3(3) Sk + 3 (g) s

=—.351+ 2 .15.(4k + 1) + 2 .5.(6k + 1) +7.1.(8k? + 8k + 1)

= 8k? + 46k + 14
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ST @sm 2050 129500+ 1)

= 2.126.1 +-.56. (4k + 1)+=. 21.(6k+1) += .6.(8k? + 8k + 1)

+2.1.(20k? + 10k + 1)

=52k? 4+ 152k + 42

12—
CSk6_212—l )S’“

()5 30 23 20 25 25

=1 .462.1+=.210. (4k + 1) +>.84.(6k + 1)
11 10 9

+2.28.(8Kk% + 8k +2.7.(20k? + 10k + 1)+2. 1. (16k* + 56k + 14k + 1)

= 16k> + 268k? + 512k +132

CS7 = 214—L<174 L)Skl
=5 () Sea 55 () ke +35() Sea +55(5) St 3 (5) Ses

+2(9) e+ 2(1) S
792

=1321+—. (4k+1)+— 330(6k+1)+— 120.(8k* +8k+ 1)

+ g 36.(20k? + 10k +1). 2. 8. (16k> + 36k? + 12k + 1)

+;.1(56k3+56k2+14k+1)
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=152k3 + 1056k? + 1354k + 813

elde edilir. Elde edilen CSy, polinomlarmi C iiggen matrisi ve nx 1 boyutlu Sy

matrisinin ¢arpimi olarak agagidaki gibi yazilabilir.

[CSka]l 11 - [Pka]
[CSk2| 11 v |Sk2]
Icsk,3l=|2 21 .. |I5k,3l
lcskAJ 5553 J[S""*J
Yani;
[ 1 1 [t 1T 1 ]
| 4k + 2 | |11 [| 4k+1 |
|  14k+5 l=|221 [l 6k+1 |
|l8k2 + 46k + 14J| ls 553 JllBkz + 8k + 1J|

esitligi elde edilmistir.
5.3. k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin Hankel Doniisiimii
Elde edilen CS;, polinomlarina Hankel doniisiimii uygulandiginda

HCS, = Det[1] = 1

HES, = 4k1+ 2 144kk—|-_|-25
= 14k+5— (16k? + 16k + 4)
=-16k? — 2k+1
1 4k + 2 14k + 5
HCS; = |4k +2 14k + 5 8k? + 16k + 14

14k +5 8k?+ 16k + 14 52k? + 152k + 42

=-384k* — 3232k3 + 2024k? + 2282k — 255

sonuglarma ulasilir.
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6.SONUC VE ONERILER

Fibonacci sayilarmin yeni bir genellestirmesi olan k —Fibonacci ailesinin 6zellikleri
dikkate alinarak Jacobsthal-Lucas sayilarinin yeni bir genellestirilmesi olan k-Jacobsthal-
Lucas ailesinin tanimi ve 6zellikleri verilmistir. Ayrica k-Jacobsthal-Lucas sayilarinin
Catalan ve Hankel doniisiimlerini veren bagint1 ve bu bagmntilar sonucunda elde edilen

Jacobsthal-Lucas sayilarinin terimleri bulunmustur.

Bu calisma incelendigi takdirde Jacobsthal-Lucas sayilarina benzer olarak farkli say1

dizilerinin de Catalan ve Hankel doniisiimlerinin belli 6zellikleri bulunabilir.
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