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In this thesis, 𝐶𝑆𝑘,𝑛 of 𝑆𝑘,𝑛 Catalan transformation of 𝑘−Jacobsthal-Lucas sequences is 

defined. 𝑆𝑘,𝑛 Catalan transformation of 𝑘−Jacobsthal-Lucas 𝑆𝑘,𝑛 sequences is obtained. 

In addition the transformation of C𝑆𝑘,𝑛 is written as the product of the Catalan matrix 
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1. GİRİŞ 

Sayı dizileri Cebir ve Sayılar teorisinde önemli bir yere sahiptir. Sayı dizileri içerisinde 

en çok bilinen dizi Fibonacci dizisidir. Fibonacci dizisi ilk olarak Leonardo Fibonacci 

tarafından bulunmuştur.  Fibonacci dizisi ilk iki terimi 1 olmak üzere ilk iki terimi hariç 

sonraki her terim kendisinden önceki iki terimin toplanmasıyla elde edilir. Yani Fibonacci 

dizisinin terimleri 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … şeklindedir. 

Sayı dizileri hakkında önemli bilgiler elde eden Leonardo Fibonacci 12.-13. yüzyıllarda 

yaşamış İtalyan matematikçidir. Pisa şehrinde doğan Leonardo Fibonacci çocukluğunu 

Cezayir`de geçirmiştir. İlk matematik bilgilerini Müslüman eğitimcilerden almış olup 

küçük yaşta Arap sayı sistemini öğrenmiştir. Leonardo Fibonacci 1201’de “Liber Abaci” 

isimli kitabını yazmıştır. Bu kitap Arap sayı sisteminin batı Avrupa’ya girmesinde büyük 

rol oynamıştır. Bu kitapta bulunan bir problem, ortaçağ matematiğine büyük katkılar 

sağlamıştır. Bu problem şu şekildedir; 

“Dört yanı duvarlarla çevrili bir yere bir çift tavşan konulmuştur. Her çift tavşanın bir ay 

içinde yeni bir çift tavşan yavruladığı, her yeni çiftin de erginleşmesi için bir ay gerektiği 

ve tavşanların ölmediği varsayılırsa, 100 ay sonunda dört duvarın arasında kaç çift tavşan 

olur?’’ 

Tavşan problemi çözüldüğü takdirde tavşan çiftleri aylara göre şu sıralamayı ortaya 

çıkmaktadır: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,… Görüldüğü gibi ilk iki sayı hariç, her 

sayı kendisinden önce gelen iki sayının toplamına eşittir. 

Fibonacci dizisinde yer alan altın oran, Leonardo Fibonacci tarafından bulunmuştur. 

Fibonacci dizisindeki sayıların kendinden önceki sayıya bölünmesiyle altın orana 

yaklaşılması ve altın oranın da hayatımızdaki objelerin içinde yer alması bu sayıları 

önemli ve gizemli kılmıştır. Örneğin, kulaklarımızın, burnumuzun altından çenemize 

kadar olan alan altın oranı içermesi ve Mısır Piramitlerinde de tabanının yüksekliğine 

oranı altın oranı vermesi diziye olan ilginin artırmasının birkaç sebebidir. Birçok millet 

Fibonacci dizisinin özelliklerini kullanmışlardır. Örneğin; Yunanlılar ve Mısırlılar bu 

sayıları mimaride kullanmışlardır. 

Son yıllarda Fibonacci sayı dizileri ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır (Özkan, 2017; 

Özkan, 2017; Taştan, 2021; Yılmaz, 2021). Örneğin Falco’n ve Plaza tarafından 
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Fibonacci sayılarının genelleştirilmesi olan k-Fibonacci sayıları tanımlanıp bu dizinin 

terimleri elde edilmiştir. Falco’n ve Plaza k-Fibonacci sayılarının binet formülünü bulup 

bu sayılar arasındaki ilişkileri incelemiştir. Daha sonra da bu genelleştirme ile başka 

dizilere de bu genelleştirmeler yapılıp özellikleri incelenmiştir. Örneğin; k-Lucas sayıları, 

k-Jacobsthal sayıları, k-Pell sayıları gibi (Özkan, 2020; Taştan, 2020; Özkan, 2021; 

Kuloğlu, 2022; Özkan, 2022). 

 

Bu yapılan çalışmada da ilk olarak genel sayı dizileri yani Fibonacci dizisi, Lucas dizisi, 

Pell dizisi, Pell-Lucas dizisi, Jacobsthal dizisi, Jacobsthal-Lucas dizisinin tanımları 

verilmiştir. Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal sayılarının özellikleri birbirleri 

arasındaki ilişkileri incelenmiştir. Ayrıca Catalan sayılarının tanımı ve sayıların Hankel 

dönüşümünün determinantı incelenmiştir (Özkan, 2012). 

 Falco’n ve Plaza tarafından Fibonacci sayılarının genelleştirmesi olan k-Fibonacci 

sayılarının tanımı verilip bu sayıların özellikleri incelenmiştir. Yapılan bu çalışmalardan 

yararlanılarak bulunan k-Jacobsthal sayı dizisi, k-Lucas sayı dizisi, k-Pell sayı dizisi 

incelenip bu dizilerin Catalan dönüşümü ve Hankel dönüşümü incelenmiştir (Özkan, 

2020; Taştan, 2020; Taştan, 2021; Özkan, 2022). 

Falco’n ve Plaza tarafından ortaya atılan k-Fibonacci sayılarının tanımından yararlanarak 

k-Jacobsthal-Lucas sayılarının tanımı yapılmıştır. k-Jacobsthal-Lucas sayılarının 

tanımından kullanılarak k-Jacobsthal-Lucas dizisinin diğer terimleri bulunmuştur. k-

Jacobsthal-Lucas sayılarının özellikleri bulunmuş ve binet formülü elde edilmiştir. Binet 

formülünden yararlanarak k-Jacobsthal-Lucas sayıları ile ilgili bazı teoremler ve ispatları 

verilmiştir. Catalan sayıları tanımlanıp ve k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Catalan 

dönüşümünün formülleri elde edilmiştir. Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayılarının 

formülünden yararlanılarak dizinin diğer terimlerinin Catalan sayıları bulunmuştur. k-

Jacobsthal-Lucas sayılarının Catalan dönüşümü alt üçgen matris olan Catalan matrisi C 

ile n x 1 tipindeki 𝑆𝑘 matrisinin çarpımı olarak yazılmıştır. Hankel dönüşümü tanımlanıp 

ve bazı k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Hankel dönüşümü elde edilmiştir (Akkuş vd., 

2021).  
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2. KAYNAK ÖZETLERİ 

Bu bölümde, kaynaklar kısmında kullandığımız çalışmalardan kısa özet verilecektir.  

(Falcon, 2013) çalışmasında k-Fibonacci sayılarının tanımı, k-Fibonacci sayılarının 

özellikleri, k-Fibonacci sayıları arasındaki ilişki, Katalan k-Fibonacci sayılarının tanımı, 

Catalan k-Fibonacci sayıları, Catalan k-Fibonacci sayılarının Catalan dönüşümü ve bazı 

Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Hankel dönüşümü  incelenmiştir. 

(Taşçı ve Kılıç, 2004) çalışmalarında k-Lucas sayılarının tanımı, k-Lucas sayılarının 

özellikleri ve k-Lucas sayılarının arasındaki ilişkileri  incelenmiştir. 

(Taştan ve Özkan, 2020) çalışmalarında k-Jacobsthal sayılarının tanımını, k-Jacobsthal 

sayılarının özelliklerini, k-Jacobsthal sayıları, Catalan k-Jacobsthal sayılarının tanımı k-

Jacobsthal-Lucas sayılarının Catalan dönüşümü ve bazı k-Jacobsthal-Lucas sayılarının 

Hankel dönüşümü  incelenmiştir. 

(Larcombe ve Wilson, 2001) çalışmalarında Catalan sayılarının genel tanımı ve Catalan 

sayılarının  nasıl elde edildiği ve bu Catalan sayılarının arasındaki özellikler 

incelenmiştir. 

(Falcon, 2011) çalışmasında k-Lucas sayıları, k-Lucas sayılarının özellikleri, k-Lucas 

sayılarının binet formülü ve k-Lucas sayılarının arasındaki özellikleri incelenmiştir. 

(Bilgici vd., 2015) çalışmalarında k-Fibonacci sayıları, k-Lucas sayıları, k-Fibonacci 

sayılarının özellikleri, k-Lucas sayılarının özellikleri, k-Fibonacci ve k-Lucas sayıları 

arasındaki ilişki, k-Fibonacci sayılarının binet formülü ve  k-Lucas sayılarının binet 

formülü incelenmiştir.   

(Barry vd., 2015) çalışmalarında Hankel dönüşümünün tanımı, Catalan sayılarının tanımı 

ve bazı Catalan sayılarının Hankel dönüşümünün hesaplanışı incelenmiştir. 

(Falco’n ve Plaza, 2007) çalışmalarında k-Fibonacci sayılarının tanımı, k-Fibonacci 

sayılarının özellikleri, k-Fibonacci sayılarının binet formülü ve k-Fibonacci sayıları 

arasındaki özellikler incelenmiştir.  
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(Koshy, 2001) çalışmasında Fibonacci sayılarının tanımı, Lucas sayılarının tanımı, 

Fibonacci sayılarının binet formülü, Lucas sayılarının binet formülü, Fibonacci sayıları 

arasındaki özellikler, Lucas sayıları arasındaki özellikler, Fibonacci ve lucas sayıları 

arasındaki özellikler, Pell sayılarının tanımı, Pell sayılarının binet formülü, Pell sayıları 

arasındaki özellikler, Jacobsthal sayılarının tanımı, Jacobsthal sayılarının binet formülü, 

Jacobsthal sayılarının özellikleri, Jacobsthal-Lucas sayılarının tanımı, Jacobsthal-Lucas 

sayılarının özellikleri, Jacobsthal-Lucas sayılarının binet formülü ve Fibonacci, Lucas, 

Pell, Jacobsthal sayıları arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

(Özkan ve Dervişoğlu, 2012) çalışmalarında Catalan sayılarının tanımı ve Catalan 

sayılarının özellikleri incelenmiştir. 

(Bala, 2017) çalışmasında Catalan dönüşümünün tanımı ve Catalan sayılarının dönüşümü 

incelenmiştir. 

(Barry, 2005) çalışmasında Catalan dönüşümünün tanımı ve Catalan sayılarının 

dönüşümü incelenmiştir. 

(Özkan vd., 2020) çalışmalarında k-Lucas sayılarının tanımı, k-Lucas sayılarının 

özellikleri, k-Lucas sayılarının Catalan dönüşümü ve k-Lucas sayılarının Hankel 

dönüşümü incelenmiştir. 

(Catarino ve Vasco, 2013) çalışmalarında k-Pell-Lucas sayılarının tanımı, k-Pell-Lucas 

sayılarının özellikleri incelenmiştir. 
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3. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, Pell sayıları, Pell-Lucas sayıları, 

Jacobsthal sayıları, Jacobsthal-Lucas sayıları, Mersenne sayıları ve Fermat sayılarının 

tanımları verilmiştir. Ayrıca Fibonacci sayıları ile ilgili özdeşlikler, ardışık Fibonacci 

sayıları arasındaki ilişki, Lucas sayıları ile ilgili özdeşlikler ve Fibonacci ve Lucas sayıları 

ile ilgili özdeşlikler verilmiştir. Son olarak da Catalan Dönüşümü ve Hankel 

dönüşümünün tanımı verilmiştir.  

3.1.Fibonacci Dizisi : 𝐹0= 0, 𝐹1 = 1 ve n ≥1 olmak üzere 

𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1 

ile tanımlanan {𝐹𝑛} sayı dizisine Fibonacci dizisi veya kısaca F dizisi denir (Koshy, 

2001). 

Örnek 3.1.1. Fibonacci dizilerinden en özel olanı 0 ve 1 ile başlayan yani, 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, … 

dizisidir. 

a= 
1+√5

2
   ve b=

1−√5

2
 olmak üzere n. Fibonacci sayısı 

𝑓𝑛 =
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

𝑎 − 𝑏
 

şeklinde bir formülle ifade edilmekte ve bu formüle binet formülü denilmektedir (Koshy, 

2001). 

3.2.Lucas Dizisi: 𝑙0 = 2, 𝑙1 = 1 ve 

𝑙𝑛+1 = 𝑙𝑛 + 𝑙𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑙𝑛} sayı dizisine Lucas dizisi denir ve a= 
1+√5

2
 , b= 

1−√5

2
 olmak üzere n. 

Lucas sayısı 

𝑙𝑛= 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 
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şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

3.3.Pell Dizisi: 𝑝0 = 0, 𝑝1 = 1 ve 

𝑝𝑛+1 = 2𝑝𝑛 + 𝑝𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑝𝑛} sayı dizisine Pell dizisi denir. a=1+√2 ve b=1-√2 olmak üzere n. 

Pell sayısı 

𝑝𝑛= 
𝑎𝑛−𝑏𝑛

𝑎−𝑏
 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

3.4. 𝐏𝐞𝐥𝐥 − 𝐋𝐮𝐜𝐚𝐬 𝐃𝐢𝐳𝐢𝐬𝐢: 𝑞0 = 2, 𝑞1 = 2 ve  

𝑞𝑛+1 = 2𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑞𝑛} sayı dizisine Pell-Lucas sayı dizisi denir. a=1-√2 ve b=1+√2 olmak 

üzere n. Pell-Lucas sayısı  

𝑞𝑛=𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

𝟑. 𝟓. 𝐉𝐚𝐜𝐨𝐛𝐬𝐭𝐡𝐚𝐥 𝐃𝐢𝐳𝐢𝐬𝐢:   𝑗0 = 0, 𝑗1 = 1 ve 

𝑗𝑛+1 = 𝑗𝑛 + 2 𝑗𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑗𝑛} sayı dizisine Jacobsthal sayı dizisi denir. n. Jacobsthal sayısı  

𝑗𝑛 = 
1

3
(2𝑛 − (−1)𝑛) 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

𝟑. 𝟔.𝐌𝐞𝐫𝐬𝐞𝐧𝐧𝐞 𝐒𝐚𝐲ı 𝐃𝐢𝐳𝐢𝐬𝐢 : 𝑚𝟎 = 0,𝑚1 = 1 ve 

𝑚𝑛+1 = 3𝑚𝑛 - 2𝑚𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑚𝑛} sayı dizisine Mersenne sayı dizisi denir. n. Mersenne sayısı  
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𝑚𝑛 = 2𝑛 − 1 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

𝟑. 𝟕. 𝐅𝐞𝐫𝐦𝐚𝐭 𝐒𝐚𝐲ı 𝐃𝐢𝐳𝐢𝐬𝐢 : 𝑟𝟎 = 2, 𝑟1 = 3 ve 

𝑟𝑛+1 = 3𝑟𝑛 - 2𝑟𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑟𝑛} sayı dizisine Fermat sayı dizisi denir. n. Fermat sayısı 

𝑟𝑛 = 2𝑛 + 1 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

3.8. 𝐉𝐚𝐜𝐨𝐛𝐬𝐭𝐡𝐚𝐥 − 𝐋𝐮𝐜𝐚𝐬 𝐃𝐢𝐳𝐢𝐬𝐢: 𝑐𝟎 = 2, 𝑐1 = 1 ve 

𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛 + 2𝑐𝑛−1,  𝑛 ≥ 1 

ile tanımlanan {𝑐𝑛} sayı dizisine Jacobsthal-Lucas sayı dizisi denir. n. Jacobsthal-Lucas 

sayısı 

𝑐𝑛 = 2𝑛 + (−1)𝑛 

şeklindeki binet formülü ile bulunur (Koshy, 2001). 

3.9. Fibonacci Sayıları ile İlgili Özdeşlikler 

 

Aşağıda bu çalışma için gerekli olan Fibonacci sayısının Cassini Formülü, Fibonacci 

sayılarının binet formülü, Fibonacci sayıları arasındaki ilişkiler, d’Ocagne Özdeşliği ve 

Honsberger Formülü verilmiştir. 

1. Cassini’s Formülü 

 

𝐹𝑛−1. 𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛+1  , 𝑛 ≥ 1 

 

2. Fibonacci Binet Formülü  𝛼 > 0 𝑣𝑒 𝛽 < 0 olmak üzere 

 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝑎 − 𝛽
, 𝛼 =  

1 + √5

2
 , 𝛽 =

1 − √5

2
 𝑣𝑒   𝑛 ≥ 1 
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3. Fibonacci Sayıları Arasındaki İlişki 

 

𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−2 =
𝐹2𝑛−2

𝐹𝑛−1
     ,     𝑛 ≥ 1 

4. d’Ocagne Özdeşliği 

 

     𝐹𝑚. 𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛. 𝐹𝑚+1 = (−1)𝑛𝐹𝑚−𝑛   , 𝑚, 𝑛 ≥ 0 

5. Honsberger Formülü 

 

        𝐹𝑛+𝑚 = 𝐹𝑛+1𝐹𝑚 + 𝐹𝑛𝐹𝑚−1   , 𝑚, 𝑛 ≥ 0 

                                                                              (Koshy, 2001). 

Teorem 3.9.1. (Cassini Formülü)  Bir 𝐹0- dizisinin herhangi ardışık üç terimi 𝑎𝑛−1 

, 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 arasında  

                                𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛
2  = ( −1 )𝑛                                        (3.1) 

bağıntısı vardır (Koshy, 2001). 

İspat.         𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛
2  = 𝑑𝑛 olsun. Bu durumda 

                                  𝑑𝑛+1  = 𝑎𝑛 𝑎𝑛+2 - 𝑎𝑛+1
2  

                                           = 𝑎𝑛 (𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 ) - 𝑎𝑛+1
2  

                                           = 𝑎𝑛
2  + 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛+1

2  

                                           = 𝑎𝑛
2  −  𝑎𝑛+1 (−𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 ) 

                                           = 𝑎𝑛
2  - 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 

                                           = -𝑑𝑛 

elde edilir. Buradan  

                                      𝑑𝑛 = -𝑑𝑛−1 

                                           = ( −1 )2 𝑑𝑛−2 

                                           = ( −1 )3 𝑑𝑛−3 

                                           = ( −1 )4 𝑑𝑛−4 
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                                                       . 

                                                       .                          

                                                       . 

                                               = ( −1 )𝑛−1 𝑑1 

                                               = ( −1 )𝑛−1 (𝑎0𝑎2 - 𝑎1
2 ) 

bulunur.  𝑎0𝑎2 - 𝑎1
2 = -1 olduğundan  

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛
2 = ( −1 )𝑛 

elde edilmiş olur. 

Teorem 3.9.2. 𝐹0 dizisinin ardışık dört terimi 𝑎𝑛−1 , 𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1 , 𝑎𝑛+2 arasında  

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+2 - 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 = ( −1 )𝑛 

eşitliği yazılabilir (Koshy, 2001). 

İspat. 

                   𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+2 - 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛−1( 𝑎𝑛 +  𝑎𝑛+1) - 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 

                                                      =  𝑎𝑛−1 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 

                                                      = 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛 (𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛−1) 

                                                       = 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛
2  

olup (3.1)’e göre ( −1 )𝑛 = 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+1 - 𝑎𝑛
2  eşitliği var olduğundan  

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛+2 - 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1= ( −1 )𝑛 

eşitliği elde edilir ve ispat biter. 

3.10. Lucas Sayıları ile İlgili Özdeşlikler 

Aşağıda yararlanacağımız Lucas sayıları ile ilgili özellikler, ardışık Lucas sayıları 

arasındaki özellik ve Lucas sayılarının binet formülü verilmiştir. 
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1. (Lucas sayıları arasındaki ilişki)  𝑛 ≥ 2 𝑖ç𝑖𝑛 𝐿𝑛+1
2 − 𝐿𝑛

2 = 𝐿𝑛−1𝐿𝑛+2 

2. (Lucas Sayılarının Binet Formülü) 𝑛 ≥ 0 için 𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 , a= 
1+√5

2
   ve   𝛽 = 

1−√5

2
 

 

3. (Lucas sayıları için Cassini Formülü) 𝐿𝑛
2 − 𝐿𝑛+1𝐿𝑛−1 = 5. (−1)𝑛  ,   𝑛 ≥ 1 

 

4. (Lucas sayıları arasındaki ilişki)  𝐿𝑛
2 = 𝐿2𝑛 + 2. (−1)𝑛  ,   𝑛 ≥ 0   

                                                                                     (Koshy, 2001). 

3.11. Fibonacci Sayıları ile Lucas Sayıları Arasındaki Özdeşlikler 

Aşağıda Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki bağıntılar verilmiştir. 

1.  𝑛 ≥ 1  𝑖ç𝑖𝑛  𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 = 𝐿𝑛 
 

2.  𝑛 ≥ 2  için 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2 = 𝐿𝑛 
 

3.  𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1 = 5𝐹𝑛 , 𝑛 ≥ 1 

 

4.  𝐹2𝑛 = 𝐹𝑛𝐿𝑛  , 𝑛 ≥ 0 

 

5.  5𝐹𝑛
2 = 𝐿𝑛

2 − 4(−1)𝑛 , 𝑛 ≥ 0         

                                                                                   (Koshy, 2001). 

3.12. Catalan Sayılar 

Catalan sayıları, 𝐶𝑛: ℕ → ℝ , n ∈ ℕ şeklinde tanımlanıp  𝐶𝑛 dönüşümü yardımıyla 

bulunur ve 

                                     𝐶𝑛 =
1

𝑛+1
(
2𝑛
𝑛

)   , 𝑛 ≥ 0                                                                (3.2) 

şeklindedir. Ayrıca Catalan geren fonksiyonu 

                                         𝐶(𝑥) =
1−√1−4𝑥

2𝑥
                                                                       (3.3) 

dir. Herhangi ardışık iki Catalan sayısından büyüğünün küçüğüne oranı 

                                         
𝐶𝑛+1

𝐶𝑛
=

2𝑛+1

𝑛
                                                                              (3.4) 

şeklindedir ve  𝑛 =  0, 1, 2, … için Catalan sayıları 

{1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, … }  
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elde edilmiştir (Barry, 2005). 

3.13. Hankel Dönüşümü 

𝐴 = {𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 …} sayıları reel sayılar olmak üzere aşağıda tanımlanan   𝐻𝑛: ℕ → ℝ , 

n ∈ ℕ dönüşümüne Hankel Dönüşümü denir ve  

                                  𝐻𝑛 = ||

𝑎0

𝑎1

𝑎2
𝑎3

⋮

 𝑎1 
 𝑎2

 𝑎3
 𝑎4

⋮

 

𝑎2

𝑎3

𝑎4 
𝑎5

⋮

𝑎3

 𝑎4

𝑎5
𝑎6

⋮

 …
…
…
…
⋱

||                                                                (3.5) 

şeklindedir. A, 𝑛𝑥𝑛 türünde matris, Hankel dönüşüm matrisinin alt kare matrisidir. 

(Barry, 2005). 
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4. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde k-Fibonacci sayılarının tanımı, k-Fibonacci sayılarının özellikleri, k-

Fibonacci sayıları arasındaki özdeşlikler, k-Lucas sayılarının tanımı, k-Lucas sayılarının 

özellikleri, k-Lucas ve k-Fibonacci sayıları arasındaki bağıntı, k-Pell sayılarının tanımı, 

k-Pell sayılarının özellikleri, k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell sayılarının Catalan dönüşümü 

ve k-Fibonacci, k-Lucas ve k-Pell sayılarının Hankel dönüşümü verilmiştir. 

4.1. k-Fibonacci Sayıları 

𝑘 −Fibonacci sayıları, Fibonacci sayılarının bir genelleştirilmesi olup ilk olarak Falco’n 

ve Plaza tarafından geliştirilmiştir. Bu kısımda 𝑘 −Fibonacci sayıları konusunda yapılan 

çalışmaları incelenecektir. 

Tanım 4.1.1. Her  𝑘 > 0 reel sayısı için; 

{  
𝐹𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1, 𝑛 ≥ 1

𝐹𝑘,0 = 0                              , 𝐹𝑘,1 = 1
 

denklemi sabit katsayılı ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi;  

𝑟2 − 𝑘𝑟 − 1 = 0 

şeklindedir. 𝑟1 ve 𝑟2;   𝑟1 > 𝑟2 olacak şekilde karakteristik denklemin kökleri olmak üzere; 

𝑟1 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
 

𝑟2 =
𝑘 − √𝑘2 + 4

2
 

olup bu iki kökten hareketle; 

𝑟1 + 𝑟2 = 𝑘 

𝑟1. 𝑟2 = −1 

𝑟1 − 𝑟2 = √𝑘2 + 4 
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𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 𝑘2 + 2 

bağıntıları elde edilmiştir (Falco’n, 2013). 

𝑘 −Fibonacci sayıları için binet formülü aşağıdaki gibi tanımlanır: 

𝐹𝑘,𝑛 =
𝑟1

𝑛 − 𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
,     𝑟1 =

𝑘 + √𝑘2 + 4

2
, 𝑟2 =

𝑘 − √𝑘2 + 4

2
  , 𝑛 = 0, 1, 2, … 

{𝐹𝑘,𝑛}
𝑛∈𝑁

 Fibonacci dizisinde;  

 𝑘 = 1 alındığında {𝐹1,𝑛}
𝑛∈𝑁

= {𝐹𝑛}𝑛∈𝑁 = {0,1,1,2,3,5,8, … } Fibonacci dizisi 

 𝑘 = 2 alındığında {𝐹2,𝑛}
𝑛∈𝑁

= {𝑃𝑛}𝑛∈𝑁 = {0,1,2,5,12,29,70, … } Pell dizisi 

elde edilir. 

𝐹𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1,     𝑛 ≥ 1 

bağıntısıyla, 

𝐹𝑘,0 = 0 

𝐹𝑘,1 = 1 

𝐹𝑘,2 = 𝑘𝐹𝑘,1 + 𝐹𝑘,0 = 𝑘 

𝐹𝑘,3 = 𝑘𝐹𝑘,2 + 𝐹𝑘,1 = 𝑘. 𝑘 + 1 = 𝑘2 + 1 

𝐹𝑘,4 = 𝑘𝐹𝑘,3 + 𝐹𝑘,2 = 𝑘(𝑘2 + 1) + 𝑘 

𝐹𝑘,4 = 𝑘3 + 𝑘2 + 𝑘 

𝐹𝑘,5 = 𝑘𝐹𝑘,4 + 𝐹𝑘,3 = 𝑘(𝑘3 + 𝑘2 + 𝑘) + 𝑘2 + 1 

𝐹𝑘,5 = 𝑘4 + 𝑘3 + 2𝑘2 + 1 

𝐹𝑘,6 = 𝑘𝐹𝑘,5 + 𝐹𝑘,4 = 𝑘(𝑘4 + 𝑘3 + 2𝑘2 + 1) + 𝑘3 + 𝑘2 + 𝑘 

𝐹𝑘,6 = 𝑘5 + 𝑘4 + 3𝑘3 + 𝑘2 + 2𝑘 

𝐹𝑘,7 = 𝑘𝐹𝑘,6 + 𝐹𝑘,5 
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        = 𝑘(𝑘5 + 𝑘4 + 3𝑘3 + 𝑘2 + 2𝑘) + 𝑘4 + 𝑘3 + 2𝑘2 + 1 

        = 𝑘6 + 𝑘5 + 4𝑘4 + 2𝑘3 + 4𝑘2 + 1 

k-Fibonacci sayıları bulunur. 

𝑘 – Fibonacci sayılarının genel terimleri, 

𝐹𝑘,𝑛 =
1

2𝑛−1
∑ (

𝑛
2𝑖 + 1

) 𝑘𝑛−2𝑖−1(𝑘2 + 4)𝑖

⌊
𝑛−1
2

⌋

𝑖=0

 

ya da; 

𝐹𝑘,𝑛 = ∑ (
𝑛 − 1 − 𝑖

𝑖
) 𝑘𝑛−2𝑖−1

⌊
𝑛−1
2

⌋

𝑖=0

 

bağıntılarıyla da elde edilebilir (Falco’n, 2013). 

4.1.2. 𝒌 −Fibonacci Sayıları İçin Özdeşlikler 

Falco’n ve Plaza çalışmalarında k-Fibonacci sayıları ile ilgili aşağıdaki özdeşlikleri elde 

etmiştir. 

1. 𝐹𝑘,𝑛−𝑟𝐹𝑘,𝑛+𝑟 − 𝐹𝑛,𝑟
2 = (−1)𝑛−𝑟+1𝐹𝑘,𝑟

2   , 𝑛 ≥ 0, 𝑟 ≥ 0 

2. 𝐹𝑘,𝑟+𝑠 = 𝐹𝑘,𝑟+1𝐹𝑘,𝑠 + 𝐹𝑘,𝑟𝐹𝑘,𝑠−1 , 𝑟 ≥ 0, 𝑠 ≥ 0 

3. 𝐹𝑘,𝑚𝐹𝑘,𝑛+1 − 𝐹𝑘,𝑚+1𝐹𝑘,𝑛 = (−1)𝑛𝐹𝑘,𝑚−𝑛 ,  𝑚 ≥ 0, 𝑛 ≥ 0 

4. 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1 =
𝐹𝑘,2𝑛

𝐹𝑘,𝑛
  ,   𝑛 ≥ 0 

5.  𝐹𝑘,2𝑛 = ∑ (
𝑛
𝑖
) 𝑘𝑖𝐹𝑘,𝑖

𝑛
𝑖=0    , 𝑛 ≥ 0 

6. 𝐹𝑘,𝑛
2 - 𝐹𝑘,𝑛−1. 𝐹𝑘,𝑛+1= (−1)𝑛+1 

7. ∑ 𝐹𝑘,2𝑖+1
𝑛
𝑖=0 = 

1

𝑘
 𝐹𝑘,2𝑛+2 

                                                                        (Falco’n ve Plaza, 2007). 
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4.2. 𝒌 −Lucas Sayıları 

 Her  𝑘 > 0 reel sayısı için; 

{
𝐿𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐿𝑘,𝑛 + 𝐿𝑘,𝑛−1, 𝑛 ≥ 1

   𝐿𝑘,0 = 2                               ,      𝐿𝑘,1 = 1
 

denklemi sabit katsayılı ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi;  

𝑟2 − 𝑘𝑟 − 1 = 0 

şeklindedir. 𝑟1ve 𝑟2; 𝑟1 > 𝑟2 olacak şekilde karakteristik denklemin kökleri olmak üzere; 

𝑟1 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
 

𝑟2 =
𝑘 − √𝑘2 + 4

2
 

olup bu iki kökten hareketle; 

𝑟1 + 𝑟2 = 𝑘 

𝑟1. 𝑟2 = −1 

𝑟1 − 𝑟2 = √𝑘2 + 4 

𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 𝑘2 + 2 

eşitlikleri elde edilir (Özkan vd., 2020). 

𝐿𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐿𝑘,𝑛 + 𝐿𝑘,𝑛−1,     𝑛 ≥ 1 

indirgeme bağıntısı yardımıyla k- Lucas sayıları 

𝐿𝑘,0 = 2 

𝐿𝑘,1 = 1 

𝐿𝑘,2 = 𝑘𝐿𝑘,1 + 𝐿𝑘,0 = 𝑘 + 2 

𝐿𝑘,3 = 𝑘𝐿𝑘,2 + 𝐿𝑘,1 = 𝑘(𝑘 + 2) + 1 = 𝑘2 + 2𝑘 + 1 
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𝐿𝑘,4 = 𝑘𝐿𝑘,3 + 𝐿𝑘,2 = 𝑘(𝑘2 + 2𝑘 + 1) + 𝑘 + 2 

𝐿𝑘,4 = 𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2 

𝐿𝑘,5 = 𝑘𝐿𝑘,4 + 𝐿𝑘,3 = 𝑘(𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2) + 𝑘2 + 2𝑘 + 1 

𝐿𝑘,5 = 𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1 

𝐿𝑘,6 = 𝑘𝐿𝑘,5 + 𝐿𝑘,4 = 𝑘(𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1) + 𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2 

𝐿𝑘,6 = 𝑘5 + 2𝑘4 + 4𝑘3 + 6𝑘2 + 3𝑘 + 2 

𝐿𝑘,7 = 𝑘𝐿𝑘,6 + 𝐿𝑘,5 

        = 𝑘(𝑘5 + 2𝑘4 + 4𝑘3 + 6𝑘2 + 3𝑘 + 2) + 𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1 

        = 𝑘6 + 2𝑘5 + 5𝑘4 + 8𝑘3 + 6𝑘2 + 6𝑘 + 1 

şeklinde verilmiştir (Özkan vd., 2020). 

Teorem 4.2.1. 𝑘 –Lucas ve 𝑘 –Fibonacci sayıları arasında 

𝐿𝑘,𝑛 = 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1, 𝑛 ≥ 1 

 bağıntısı vardır (Falco’n, 2013). 

İspat. İspatı tümevarım ispat yöntemi ile yapalım. Buna göre 

Eğer 𝑛 =  1 için 

𝐹𝑘,0 + 𝐹𝑘,2 = 𝑘 = 𝐿𝑘,1 

olup eşitlik n=1 için doğrudur. 

𝑛 –  1’e kadar ifadenin doğru olduğunu varsayalım. 

         𝐿𝑘,𝑛−2 = 𝐹𝑘,𝑛−3 + 𝐹𝑘,𝑛−1   

ve 

𝐿𝑘,𝑛−1 = 𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛 
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eşitliği taraf tarafa toplandığında ve gerekli işlemler yapıldığında 

       𝐿𝑘,𝑛 = 𝑘. 𝐿𝑘,𝑛−1 + 𝐿𝑘,𝑛−2 = 𝑘. (𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛) + 𝐹𝑘,𝑛−3 + 𝐹𝑘,𝑛−1 

(𝑘𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛−3) + (𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1) = 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1 

teoremin n içinde doğruluğu gösterilmiş olur ve ispat biter. 

4.3. 𝒌 −Pell Sayıları 

Her  𝑘 > 0 reel sayısı için; 

{
𝑃𝑘,𝑛+1 = 2𝑘𝑃𝑘,𝑛 + 𝑃𝑘,𝑛−1, 𝑛 ≥ 1

   𝑃𝑘,0 = 0                               ,      𝑃𝑘,1 = 1
 

denklemi sabit katsayılı ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi;  

𝑟2 − 2𝑘𝑟 − 1 = 0 

şeklindedir. 𝑟1ve 𝑟2; 𝑟1 > 𝑟2 olacak şekilde karakteristik denklemin kökleri olmak üzere; 

𝑟1 = 𝑘 + √𝑘2 + 1 
ve 

𝑟2 = 𝑘 − √𝑘2 + 1 

olup bu iki kökten hareketle; 

𝑟1 + 𝑟2 = 2𝑘 

𝑟1. 𝑟2 = −1 

𝑟1 − 𝑟2 = 2√𝑘2 + 1 

𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 4𝑘2 + 2 

eşitlikleri elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013). 

𝑃𝑘,𝑛+1 = 2𝑘𝑃𝑘,𝑛 + 𝑃𝑘,𝑛−1,     𝑛 ≥ 1 

bağıntısı yardımıyla k-Pell sayıları 

𝑃𝑘,0 = 0 
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𝑃𝑘,1 = 1 

𝑃𝑘,2 = 2𝑘𝑃𝑘,1 + 𝑃𝑘,0 = 2𝑘 

𝑃𝑘,3 = 2𝑘𝑃𝑘,2 + 𝑃𝑘,1 = 2𝑘. 2𝑘 + 1 = 4𝑘2 + 1 

𝑃𝑘,4 = 2𝑘𝑃𝑘,3 + 𝑃𝑘,2 = 2𝑘(4𝑘2 + 1) + 2𝑘 

𝑃𝑘,4 = 8𝑘3 + 4𝑘 

𝑃𝑘,5 = 2𝑘𝑃𝑘,4 + 𝑃𝑘,3 = 2𝑘(8𝑘3 + 4𝑘) + 4𝑘2 + 1 

𝑃𝑘,5 = 16𝑘4 + 12𝑘2 + 1 

𝑃𝑘,6 = 2𝑘𝑃𝑘,5 + 𝑃𝑘,4 = 2𝑘(16𝑘4 + 12𝑘2 + 1) + 8𝑘3 + 4𝑘 

𝑃𝑘,6 = 32𝑘5 + 32𝑘3 + 6𝑘 

𝑃𝑘,7 = 2𝑘𝑃𝑘,6 + 𝑃𝑘,5 

        = 2𝑘(32𝑘5 + 32𝑘3 + 6𝑘) + 16𝑘4 + 12𝑘2 + 1 

        = 64𝑘6 + 80𝑘4 + 24𝑘2 + 1 

elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013). 

4.4. 𝒌 – Fibonacci Sayılarında Catalan Dönüşümü 

Falco’n, (2013)  tarafından 𝑘 – Fibonacci sayılarına Catalan dönüşümünü uygulayıp, 𝐶𝐹𝑘 

yani Catalan k-Fibonacci polinomlarını elde etmiştir. 

                                       𝐶𝐹𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝐹𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                                    (4.1) 

dönüşümü yardımıyla 

𝐶𝐹𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

1

𝐹𝑘,𝑖 = 1 
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𝐶𝐹𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

1

𝐹𝑘,𝑖 = 𝑘 + 1 

 𝐶𝐹𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

1

𝐹𝑘,𝑖 = 𝑘2 + 2𝑘 + 3 

𝐶𝐹𝑘,4 = 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8 

𝐶𝐹𝑘,5 = 𝑘4 + 4𝑘3 + 12𝑘2 + 22𝑘 + 24 

𝐶𝐹𝑘,6 = 𝑘5 + 5𝑘4 + 18𝑘3 + 43𝑘2 + 73𝑘 + 75 

şeklinde bulunur. Bu denklemleri 𝑛 𝑥 1 türünde alt üçgen matris şeklinde belirtip, 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝐶𝐹𝑘,1

𝐶𝐹𝑘,2

𝐶𝐹𝑘,3

𝐶𝐹𝑘,4

𝐶𝐹𝑘,5

𝐶𝐹𝑘,6

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
1
1
2
5
14
42
⋮

 

1
2
5
14
42
⋮

 
1
3
9
28
⋮

 1
4
14
⋮

 
1
5
⋮

 

1
⋮ ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
𝐹𝑘,1

𝐹𝑘,2

𝐹𝑘,3

𝐹𝑘,4

𝐹𝑘,5

𝐹𝑘,6

⋮ ]
 
 
 
 
 
 

 

𝐶 matrisinin çarpımı şeklinde yazılabilir ve 𝐶 matrisinin 1. ve 2. sütunları Catalan 

sayılarından oluşmaktadır. 

Yani; 

[
 
 
 
 

1
𝑘 + 1

𝑘2 + 2𝑘 + 3
𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

1
𝑘

𝑘2 + 1
𝑘3 + 𝑘2 + 𝑘

⋮ ]
 
 
 
 

 

eşitliği elde edilir (Falco’n, 2011). 

𝟒. 𝟓. 𝒌 – Lucas Sayılarında Catalan Dönüşümü 

Daha önce Falco’n, (2013) tarafından verilen 𝑘 −Fibonacci sayıları için kullanılan 

Catalan dönüşümü yardımıyla Catalan k– Lucas polinomları elde edilmiştir. 

Falco’n, (2013) tarafından verilen, 
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𝐶𝐹𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝐹𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                                           

dönüşümü kullanılarak; 

                                𝐶𝐿𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝐿𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                                      (4.2) 

dönüşümü elde edelmiştir ve bu dönüşüm daha önce elde edilen 𝑘 – Lucas polinomlarına 

uygulandığında Catalan k-Lucas polinomları elde edilmiştir (Özkan vd., 2020). 

        𝐶𝐿𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 = 1. 𝐿𝑘,1 = 1    

𝐶𝐿𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

3
(
3
1
) 𝐿𝑘,1 + (

2
0
) 𝐿𝑘,2 = 𝑘 + 3 

𝐶𝐿𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

5
(
5
2
) 𝐿𝑘,1 +

2

4
(
4
1
) 𝐿𝑘,2 +

3

3
(
3
0
) 𝐿𝑘,3  

          =
1

5
10.1 +

2

4
. 4. (𝑘 + 2) +

3

3
. 1(𝑘2 + 2𝑘 + 1) = 𝑘2 + 4𝑘 + 7             

𝐶𝐿𝑘,4 = ∑
𝑖

8 − 𝑖
(
8 − 𝑖
4 − 𝑖

)

4

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

7
(
7
3
) 𝐿𝑘,1 +

2

6
(
6
2
) 𝐿𝑘,2 +

3

5
(
5
1
) 𝐿𝑘,3 +

4

4
(
4
0
) 𝐿𝑘,4   

      =
1

7
. 35.1 +

2

6
. 15. (𝑘 + 2) +

3

5
. 5(𝑘2 + 2𝑘 + 1) +

4

4
. 1. (𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2) 

            = 𝑘3 + 5𝑘2 + 13𝑘 + 20                                                                                  

𝐶𝐿𝑘,5 = ∑
𝑖

10 − 𝑖
(
10 − 𝑖
5 − 𝑖

)

5

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

 =
1

9
(
9
4
) 𝐿𝑘,1 +

2

8
(
8
3
) 𝐿𝑘,2 +

3

7
(
7
2
) 𝐿𝑘,3 +

4

6
(
6
1
) 𝐿𝑘,4 +

5

5
(
5
0
) 𝐿𝑘,5 

=
1

9
. 126.1+

2

8
. 56. (𝑘 + 2) +

3

7
. 21(𝑘2 + 2𝑘 + 1) +

4

6
. 6. (𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2) 
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+
5

5
. 1. (𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1) 

= 𝑘4 + 6𝑘3 + 20𝑘2 + 44𝑘 + 60 

𝐶𝐿𝑘,6 = ∑
𝑖

12 − 𝑖
(
12 − 𝑖
6 − 𝑖

)

6

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

 =
1

11
(
11
5

) 𝐿𝑘,1 +
2

10
(
10
4

) 𝐿𝑘,2 +
3

9
(
9
3
) 𝐿𝑘,3 +

4

8
(
8
2
) 𝐿𝑘,4 +

5

7
(
7
1
) 𝐿𝑘,5 +

6

6
(
6
0
) 𝐿𝑘,6 

     =
1

11
. 462.1 +

2

10
. 210. (𝑘 + 2) +

3

9
. 84(𝑘2 + 2𝑘 + 1) 

+
4

8
. 28. (𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2)+ 

5

7
. 7. (𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1) 

          +
6

6
. 1. (𝑘5 + 2𝑘4 + 4𝑘3 + 6𝑘2 + 3𝑘 + 2) 

= 𝑘5 + 7𝑘4 + 28𝑘3 + 77𝑘2 + 149𝑘 + 189 

𝐶𝐿𝑘,7 = ∑
𝑖

14 − 𝑖
(
14 − 𝑖
7 − 𝑖

)

7

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

=
1

13
(
13
6

) 𝐿𝑘,1 +
2

12
(
12
5

) 𝐿𝑘,2 +
3

11
(
11
4

) 𝐿𝑘,3 +
4

10
(
10
3

) 𝐿𝑘,4 +
5

9
(
9
2
) 𝐿𝑘,5 +

6

8
(
8
1
) 𝐿𝑘,6

+
7

7
(
7
0
) 𝐿𝑘,7      

= 132.1 +
792

6
. (𝑘 + 2) +

3

11
. 330(𝑘2 + 2𝑘 + 1)

+
4

10
. 120. (𝑘3 + 2𝑘2 + 2𝑘 + 2) +

5

9
. 36. (𝑘4 + 2𝑘3 + 3𝑘2 + 4𝑘 + 1)

+
6

8
. 8. (𝑘5 + 2𝑘4 + 4𝑘3 + 6𝑘2 + 3𝑘 + 2)

+
7

7
. 1. (𝑘6 + 2𝑘5 + 5𝑘4 + 8𝑘3 + 6𝑘2 + 6𝑘 + 1) 

         = 𝑘6 + 8𝑘5 + 37𝑘4 + 120𝑘3 + 288𝑘2 + 412𝑘 + 615 

elde edilir. 
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Elde edilen  𝐶𝐿𝑘,𝑛 polinomlarını 𝐶 üçgen matrisi ve 𝑛 𝑥 1 boyutlu 𝐿𝑘 matrisinin çarpımı 

olarak yazılabilir. 

[
 
 
 
 
𝐶𝐿𝑘,1

𝐶𝐿𝑘,2

𝐶𝐿𝑘,3

𝐶𝐿𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝐿𝑘,1

𝐿𝑘,2

𝐿𝑘,3

𝐿𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

 

Yani; 

[
 
 
 
 

𝑘
𝑘2 + 𝑘 + 2

𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4
𝑘4 + 3𝑘3 + 9𝑘2 + 14𝑘 + 12

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

𝑘
𝑘2 + 2
𝑘3 + 3𝑘

𝑘4 + 4𝑘2 + 2
⋮ ]

 
 
 
 

 

eşitliği elde edilir (Özkan vd., 2020). 

𝟒. 𝟔. 𝒌 – Pell Sayılarında Catalan Dönüşümü 

Falco’n, (2013) tarafından verilen 𝑘 −Fibonacci sayıları için kullanılan Catalan 

dönüşümü kullanılarak Catalan k-Pell polinomları elde edilmiştir. 

Falco’n, (2013) tarafından verilen, 

𝐶𝐹𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝐹𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                                      

dönüşümü yardımıyla; 

                                            𝐶𝑃𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝑃𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                               (4.3) 

dönüşümü elde edilmiştir ve dönüşümden hareketle daha önce elde edilen 𝑘 – Pell 

sayılarına uygulayarak Catalan k-Pell polinomları elde edilmiştir. Catalan k-Pell 

polinomları aşağıdaki gibidir (Catarino ve Vasco, 2013). 

𝐶𝑃𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

=1. 𝑃𝑘,1 = 1 
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𝐶𝑃𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

= 
1

3
(
3
1
)𝑃𝑘,1 + (

2
0
)𝑃𝑘,2 

= 2k +1 

𝐶𝑃𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

= 
1

5
(
5
2
)𝑃𝑘,1+ 

2

4
(
4
1
)𝑃𝑘,2+ 

3

3
(
3
0
)𝑃𝑘,3 

= 
1

5
 .10 .1 + 

2

4
 .4. 2𝑘 + 

3

3
. 1. (4𝑘2 + 1) 

= 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 

𝐶𝑃𝑘,4 = ∑
𝑖

8 − 𝑖
(
8 − 𝑖
4 − 𝑖

)

4

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

= 
1

7
(
7
3
)𝑃𝑘,1 + 

2

6
(
6
2
)𝑃𝑘,2+ 

3

5
(
5
3
)𝑃𝑘,3 + 

4

4
(
4
0
)𝑃𝑘,4 

= 
 1

7 
. 35.1 + 

2

6
 . 15 .2𝑘 + 

3

5
 . 5. (4𝑘2 + 1) + 

4

4
. 1. (8𝑘3 + 4𝑘 ) 

           = 8𝑘3 + 12𝑘2 + 14𝑘 + 8     

𝐶𝑃𝑘,5 = ∑
𝑖

10 − 𝑖
(
10 − 𝑖
5 − 𝑖

)

5

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

=
1

9
(
9
4
)𝑃𝑘,1 +

2

8
(
8
3
)𝑃𝑘,2 +

3

7
(
7
2
)𝑃𝑘,3 +

4

6
(
6
1
)𝑃𝑘,4 +

5

5
(
5
0
)𝑃𝑘,5  

=
1

9
. 126.1 +

2

8
. 56.2𝑘 + 

3

7
. 21. (4𝑘2 + 1) + 

4

6
 . 6. ( 8𝑘3 + 4𝑘) 

+ 
5

5
. 1. (16𝑘4 + 12𝑘2 + 1) 

= 16𝑘4 + 32𝑘3 + 48𝑘2 + 44𝑘 + 1 
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𝐶𝑃𝑘,6 = ∑
𝑖

12 − 𝑖
(
12 − 𝑖
6 − 𝑖

)

6

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖           

=
1

11
(
11
5

) 𝑃𝑘,1 +
2

10
(
10
4

)𝑃𝑘,2 +
3

9
(
9
3
)𝑃𝑘,3 +

4

8
(
8
2
)𝑃𝑘,4

5

7
(
7
1
)𝑃𝑘,5+

6

6
(
6
0
)𝑃𝑘,6 

= 
1

 11
. 462.1 +

2

10
. 210.2𝑘 + 

3

9
. 84. (4𝑘2 + 1) + 

4

8
28(8𝑘3 + 4𝑘) 

             +  
5

 7
. 7. ( 16𝑘4 + 12𝑘2 + 1) +

6

6
. 1. ( 32𝑘5 + 32𝑘3 + 6𝑘) 

= 32𝑘5 + 80𝑘4 + 144𝑘3 + 172𝑘2 + 146k +75 

𝐶𝑃𝑘,7 = ∑
𝑖

14 − 𝑖
(
14 − 𝑖
7 − 𝑖

)

7

𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖 

= 
1

 13
(
13
6

)𝑃𝑘,1 +
2

12
(
12
5

)𝑃𝑘,2  +
3

11
(
11
4

)𝑃𝑘,3  +
4

10
(
10
3

)𝑃𝑘,4 +
5

9
(
9
2
)𝑃𝑘,5 +

6

8
(
8
1
)𝑃𝑘,6 +

7

7
(
7
0
)𝑃𝑘,7 

= 132.1 + 
792

6
 .2k + 

3

11
 .330. (4𝑘2 + 1 ) + 

4

10
. 120. ( 8𝑘3 + 4𝑘 ) 

+ 
5

9
 . 36. ( 16𝑘4 + 12𝑘2 + 1) 

6

8
 .8.( 32𝑘5 + 32𝑘3 + 6𝑘 ) 

+ 
7

7
. 1. ( 64𝑘6 + 80𝑘4 + 24𝑘2 + 1 ) 

= 64 𝑘6 + 192𝑘5 + 400𝑘4 + 576𝑘3 + 624𝑘2 + 492𝑘 + 243 

elde edilir. 

Elde edilen  𝐶𝑃𝑘,𝑛 polinomlarını 𝐶 üçgen matrisi ve 𝑛 𝑥 1 boyutlu 𝑃𝑘 matrisinin çarpımı 

olarak yazılabilir. 

[
 
 
 
 
𝐶𝑃𝑘,1

𝐶𝑃𝑘,2

𝐶𝑃𝑘,3

𝐶𝑃𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑃𝑘,1

𝑃𝑘,2

𝑃𝑘,3

𝑃𝑘,4

⋮ ]
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Yani; 

[
 
 
 
 

1
2𝑘 + 1

4𝑘2 + 4𝑘 + 3
8𝑘3 + 12𝑘2 + 14𝑘 + 8

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

1
2𝑘

4𝑘2 + 1
8𝑘3 + 4𝑘

⋮ ]
 
 
 
 

 

eşitliği elde edilir (Catarino ve Vasco, 2013). 

4.7. k-Fibonacci Sayılarının Hankel Dönüşümü 

𝑘 – Fibonacci sayılarına Catalan dönüşümü uygulanıp bulunan 𝐶𝐹𝑘 polinomları Hankel 

determinantı uygulanırsa; 

𝐻𝐶𝐹1 = 𝐷𝑒𝑡[1] = 1 

𝐻𝐶𝐹2 = |
1 𝑘 + 1

𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3
| = 2 

𝐻𝐶𝐹3 = |
1 𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3

𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8
𝑘2 + 2𝑘 + 3 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8 𝑘4 + 4𝑘3 + 12𝑘2 + 22𝑘 + 24

| = 5 

sonuçları elde edilmiş olur (Falco’n, 2011). 

4.8. k-Lucas Sayılarının Hankel Dönüşümü 

𝑘 – Lucas sayılarına Catalan dönüşümü uygulanıp elde edilen 𝐶𝐿𝑘 polinomlarına Hankel 

dönüşümü uygulandığında; 

𝐻𝐶𝐿1 = 𝐷𝑒𝑡[1] = 1 

𝐻𝐶𝐿2 = |
1 𝑘 + 3

𝑘 + 3 𝑘2 + 4𝑘 + 7
| = −2𝑘 − 2 = 2(−𝑘 − 1) 

𝐻𝐶𝐿3 = |
1 𝑘 + 3 𝑘2 + 4𝑘 + 7

𝑘 + 3 𝑘2 + 4𝑘 + 7 𝑘3 + 5𝑘2 + 13𝑘 + 20
𝑘2 + 4𝑘 + 7 𝑘3 + 5𝑘2 + 13𝑘 + 20 𝑘4 + 6𝑘3 + 20𝑘2 + 58𝑘 + 88

| 

= 4𝑘2 − 10𝑘 − 23 

sonuçlarına ulaşılır (Özkan vd., 2020). 
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4.9. k-Pell Sayılarının Hankel Dönüşümü 

𝑘 –Pell sayılarına Catalan dönüşümü uygulanıp bulunan 𝐶𝑃𝑘 polinomlarına Hankel 

dönüşümü uygulandığında; 

𝐻𝐶𝑃1 = 𝐷𝑒𝑡[1] = 1 

 𝐻𝐶𝑃2 = |
1 2𝑘 + 1

2𝑘 + 1 4𝑘2 + 4𝑘 + 1
| 

                                                      = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 – (4𝑘2 + 4𝑘 + 1) 

                                                      = 0 

𝐻𝐶𝑃3 = |
1 2𝑘 + 1 4𝑘2 + 4𝑘 + 1

2𝑘 + 1 4𝑘2 + 4𝑘 + 1  8𝑘3 + 12𝑘2 + 14𝑘 + 8
4𝑘2 + 4𝑘 + 1  8𝑘3 + 12𝑘2 + 14𝑘 + 8 16𝑘4 + 32𝑘3 + 48𝑘2 + 44𝑘 + 1

| 

= -64𝑘2 − 112𝑘 − 49 

sonuçları elde edilmiş olur (Catarino ve Vasco, 2013).  
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5. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde k-Jacobsthal-Lucas sayılarının tanımı, karakteristik denklemi, k-Jacobsthal-

Lucas sayılarının binet formülü ve k-Jacobsthal-Lucas sayıları ile ilgili özellikler 

verilmiştir. Ayrıca k-Jacobsthal-Lucas sayıları elde edildikten sonra bu sayılara Catalan 

dönüşümü uygulanıp Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayıları elde edilmiştir. Son olarak da 

Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Hankel dönüşümünün determinant sonuçları 

hesaplanmıştır.      

5.1. k-Jacobsthal-Lucas Sayıları 

Tanım 5.1.1. Her  𝑘 > 0 reel sayısı için; 

{
𝑆𝑘,𝑛+1 = 𝑆𝑘,𝑛 + 2𝑘 𝑆𝑘,𝑛−1, 𝑛 ≥ 1

   𝑆𝑘,0 = 2                               ,      𝑆𝑘,1 = 1
 

denklemi sabit katsayılı ikinci mertebeden bir fark denklemi olup karakteristik denklemi 

𝑟2 − 𝑟 − 2𝑘 = 0 

şeklindedir. 𝑟1 ve 𝑟2; 𝑟1 > 𝑟2 olacak şekilde karakteristik denklemin kökleri olmak üzere; 

𝑟1 =
1 + √1 + 8𝑘

2
 

𝑟2 =
1 − √1 + 8𝑘

2
 

olup bu iki kökten hareketle; 

𝑟1 + 𝑟2 = 1 

𝑟1. 𝑟2 = −2𝑘 

𝑟1 − 𝑟2 = √1 + 8𝑘 

𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 1 + 4𝑘 

eşitlikleri elde edilir. 
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k-Jacobsthal-Lucas sayıları aşağıdaki gibidir. 

𝑆𝑘,𝑛+1 = 𝑆𝑘,𝑛 + 2𝑘. 𝑆𝑘,𝑛−1 

 

𝑆𝑘,0 = 2 

𝑆𝑘,1 = 1 

𝑆𝑘,2 = 𝑆𝑘,1 + 2𝑘. 𝑆𝑘,0 = 4𝑘 + 1 

𝑆𝑘,3 = 𝑆𝑘,2 + 2𝑘. 𝑆𝑘,1 

= 4k+1+2 k.1 

= 6𝑘 + 1 

𝑆𝑘,4 = 𝑆𝑘,3 + 2𝑘. 𝑆𝑘,2 

= 6k+1+2k.(4k+1) 

= 8𝑘2 + 8𝑘+1 

𝑆𝑘,5 = 𝑆𝑘,4 + 2𝑘. 𝑆𝑘,3 

= 8𝑘2 + 8𝑘 + 1 + 2k.(6k+1) 

         = 20 𝑘2 + 10𝑘 + 1 

𝑆𝑘,6 =  𝑆𝑘,5 + 2𝑘. 𝑆𝑘,4 

= ( 20𝑘2 + 10𝑘 + 1 ) + 2k.( 8𝑘2 + 8𝑘+1) 

       = 16𝑘3 + 36𝑘2 + 12𝑘 + 1 

𝑆𝑘,7 = 𝑆𝑘,6 + 2𝑘𝑆𝑘,5 

= 16𝑘3 + 36𝑘2 + 12𝑘 + 1+ 2k (20 𝑘2 + 10𝑘 + 1) 

= 56𝑘3 + 56𝑘2 + 14𝑘 + 1 
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Teorem 5.1.2. (Binet Formülü) k-Jacobsthal-Lucas sayı dizisinin binet formülü 

 𝑆𝑘,𝑛 = 𝑎𝑛 +  𝑏𝑛 ,  𝑛 ≥ 0 

a = 
1+√1+8𝑘

2
 , b = 

1−√1+8𝑘

2
 

şeklindedir. 

İspat. k-Jacobsthal-Lucas sayılarının karakteristik denklemi 

𝑟2 − 𝑟 − 2𝑘 = 0 ,   𝑎 = 
1+√1+8𝑘

2
  ve b = 

1−√1+8k

2
 dir. 

 

𝑆𝑘,𝑛 = 𝑐. 𝑎𝑛 + 𝑑. 𝑏𝑛 

Denkleminde n = 0 için 𝑆𝑘,0= 2 ve n=1 için 𝑆𝑘,1 = 1 elde edilir. Buradan 

c+d=2 

c.a+d.b=1 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin çözümünden c=1 ve d=1 elde edilir. Buna göre 

k-Jacobsthal-Lucas sayılarının binet formülü 

𝑆𝑘,𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 

elde edilir ve ispat biter. 

Teorem 5.1.3. 𝑆𝑘,𝑛, k-Jacobsthal-Lucas sayı dizisi olsun. Buna göre 

 𝑆𝑘,𝑛 = (−2𝑘)𝑛. 𝑆𝑘,−𝑛  , 𝑛 ≥ 0 

dır. 

İspat. k-Jacobsthal-Lucas sayılarının binet formülü kullanılırsa 

𝑆𝑘,−𝑛 = 𝑎−𝑛 +  𝑏−𝑛,  (𝑎 = 
1+√1+8𝑘

2
  ve b = 

1−√1+8k

2
 ) 

𝑆𝑘,−𝑛= 
1

𝑎𝑛 +  
1

𝑏𝑛 
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  = 
 𝑎𝑛+𝑏𝑛

(𝑎.𝑏)𝑛
  ( (𝑎𝑏)𝑛 = (−2𝑘)𝑛) 

=
𝑆𝑘,𝑛

(−2𝑘)𝑛
 

𝑆𝑘,𝑛= (−2𝑘)𝑛.𝑆𝑘,−𝑛 

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 5.1.4. (Cassini Formülü)  𝑆𝑘,𝑛, k-Jacobsthal-Lucas sayı dizisi olsun. Buna göre 

𝑆𝑘,𝑛+1.𝑆𝑘,𝑛−1- 𝑆𝑘,𝑛
2 = (−2𝑘)𝑛−1.(8k+1)  , 𝑛 ≥ 1 

dir. 

İspat.  𝑆𝑘,𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 , (𝑎 = 
1+√1+8𝑘

2
  ve b = 

1−√1+8k

2
 ) ise 

𝑆𝑘,𝑛+1 . 𝑆𝑘,𝑛−1 - 𝑆𝑘,𝑛
2  

= (𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1). (𝑎𝑛−1 + 𝑏𝑛−1)- (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)2 

= 𝑎2𝑛 + 𝑎𝑛+1. 𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑛−1. 𝑏𝑛+1 + 𝑏2𝑛 − 𝑎2𝑛 − 2𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑏2𝑛 

        = (𝑎𝑏)𝑛 𝑎

𝑏
 + (𝑎𝑏)𝑛 𝑏

𝑎
 -2.(𝑎𝑏)𝑛 

= (𝑎𝑏)𝑛( 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
− 2) 

= (−2𝑘)𝑛(
4𝑘+1

−2𝑘
− 2) 

= (−2𝑘)𝑛−1. (8𝑘 + 1) 

olup ispat tamamlanmış olur. 

Tanım 5.2. (k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Catalan Dönüşümü) 𝑘 – Fibonacci 

sayılarına Catalan dönüşümü uygulandığında 𝐶𝐹𝑘 polinomları elde edilmiştir. Bu tanım 

yardımıyla Catalan k-Jacobsthal-Lucas sayıları aşağıdaki dönüşüm yardımıyla 

hesaplanmıştır. 
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                             𝐶𝑆𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛−𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)𝑛
𝑖=0 𝑆𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1                                                            (5.1) 

dönüşümü yardımıyla 

𝐶𝑆𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

=1. 𝑆𝑘,1 = 1, 

 𝐶𝑆𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

= 
1

3
(
3
1
) 𝑆𝑘,1 + (

2
0
) 𝑆𝑘,2 

= 4k +2 

𝐶𝑆𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

= 
1

5
(
5
2
) 𝑆𝑘,1+ 

2

4
(
4
1
) 𝑆𝑘,2+ 

3

3
(
3
0
) 𝑆𝑘,3 

= 
1

5
 .10 .1 + 

2

4
 .4. (4𝑘 + 1) +

3

3
. 1. (6𝑘 + 1) 

= 14𝑘 + 5 

𝐶𝑆𝑘,4 = ∑
𝑖

8 − 𝑖
(
8 − 𝑖
4 − 𝑖

)

4

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

= 
1

7
(
7
3
) 𝑆𝑘,1 + 

2

6
(
6
2
) 𝑆𝑘,2+ 

3

5
(
5
3
) 𝑆𝑘,3 + 

4

4
(
4
0
) 𝑆𝑘,4 

= 
 1

7 
. 35.1 + 

2

6
 . 15 . (4𝑘 + 1) + 

3

5
 . 5. (6𝑘 + 1) + 

4

4
. 1. (8𝑘2 + 8𝑘 + 1 ) 

           = 8𝑘2 + 46𝑘 + 14 
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𝐶𝑆𝑘,5 = ∑
𝑖

10 − 𝑖
(
10 − 𝑖
5 − 𝑖

)

5

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

=
1

9
(
9
4
) 𝑆𝑘,1 +

2

8
(
8
3
) 𝑆𝑘,2 +

3

7
(
7
2
) 𝑆𝑘,3 +

4

6
(
6
1
) 𝑆𝑘,4 +

5

5
(
5
0
) 𝑆𝑘,5  

=
1

9
. 126.1 +

2

8
. 56. (4𝑘 + 1)+

3

7
. 21.(6k+1) + 

4

6
 . 6. ( 8𝑘2 + 8𝑘 + 1) 

+ 
5

5
. 1. (20𝑘2 + 10𝑘 + 1) 

=52𝑘2 + 152𝑘 + 42 

𝐶𝑆𝑘,6 = ∑
𝑖

12 − 𝑖
(
12 − 𝑖
6 − 𝑖

)

6

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖   

= 
1

11
(
11
5

) 𝑆𝑘,1 +
2

10
(
10
4

) 𝑆𝑘,2++
3

9
(
9
3
) 𝑆𝑘,3 +

4

8
(
8
2
) 𝑆𝑘,4 +

5

7
(
7
1
) 𝑆𝑘,5 +

6

6
(
6
0
) 𝑆𝑘,6 

=
1

11
. 462.1 +

2

10
. 210. (4𝑘 + 1) + 

3

9
. 84. (6𝑘 + 1) 

+ 
4

8
. 28. (8𝑘2 + 8𝑘 +

5

7
. 7. ( 20𝑘2 + 10𝑘 + 1)+

6

6
. 1. ( 16𝑘3 + 56𝑘2 + 14𝑘 + 1) 

= 16𝑘3 + 268𝑘2 + 512k +132 

𝐶𝑆𝑘,7 = ∑
𝑖

14 − 𝑖
(
14 − 𝑖
7 − 𝑖

)

7

𝑖=1

𝑆𝑘,𝑖 

= 
1

 13
(
13
6

) 𝑆𝑘,1 +
2

12
(
12
5

) 𝑆𝑘,2  +
3

11
(
11
4

) 𝑆𝑘,3  +
4

10
(
10
3

) 𝑆𝑘,4+ 
5

9
(
9
2
) 𝑆𝑘,5 

+
6

8
(
8
1
) 𝑆𝑘,6 +

7

7
(
7
0
) 𝑆𝑘,7 

= 132.1 + 
792

6
 . (4k+1) + 

3

11
 . 330 (6𝑘 + 1 ) + 

4

10
 . 120 . ( 8𝑘2 + 8𝑘 + 1 ) 

+ 
5

9
 .36.( 20𝑘2 + 10𝑘 + 1). 

6

8
 . 8. ( 16𝑘3 + 36𝑘2 + 12𝑘 + 1 ) 

+ 
7

7
 . 1 ( 56𝑘3 + 56𝑘2 + 14𝑘 + 1 ) 
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= 152𝑘3 + 1056𝑘2 + 1354𝑘 + 813 

elde edilir. Elde edilen  𝐶𝑆𝑘,𝑛 polinomlarını 𝐶 üçgen matrisi ve 𝑛 𝑥 1 boyutlu 𝑆𝑘 

matrisinin çarpımı olarak aşağıdaki gibi yazılabilir. 

[
 
 
 
 
𝐶𝑆𝑘,1

𝐶𝑆𝑘,2

𝐶𝑆𝑘,3

𝐶𝑆𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑆𝑘,1

𝑆𝑘,2

𝑆𝑘,3

𝑆𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

 

Yani; 

[
 
 
 
 

1
4𝑘 + 2
14𝑘 + 5

8𝑘2 + 46𝑘 + 14
⋮ ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

1
4𝑘 + 1
6𝑘 + 1

8𝑘2 + 8𝑘 + 1
⋮ ]

 
 
 
 

 

eşitliği elde edilmiştir. 

5.3. k-Jacobsthal-Lucas sayılarının Hankel Dönüşümü 

Elde edilen 𝐶𝑆𝑘  polinomlarına Hankel dönüşümü uygulandığında 

 𝐻𝐶𝑆1 = 𝐷𝑒𝑡[1] = 1 

𝐻𝐶𝑆2 = |
1 4𝑘 + 2

4𝑘 + 2 14𝑘 + 5
| 

                   = 14𝑘+5 – (16𝑘2 + 16𝑘 + 4) 

= - 16𝑘2 − 2𝑘+1 

𝐻𝐶𝑆3 = |
1 4𝑘 + 2 14𝑘 + 5

4𝑘 + 2 14𝑘 + 5 8𝑘2 + 16𝑘 + 14
14𝑘 + 5 8𝑘2 + 16𝑘 + 14 52𝑘2 + 152𝑘 + 42

| 

= -384𝑘4 − 3232𝑘3 + 2024𝑘2 + 2282𝑘 − 255 

sonuçlarına ulaşılır. 
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6.SONUÇ VE ÖNERİLER  

Fibonacci sayılarının yeni bir genelleştirmesi olan 𝑘 −Fibonacci ailesinin özellikleri 

dikkate alınarak Jacobsthal-Lucas sayılarının yeni bir genelleştirilmesi olan k-Jacobsthal-

Lucas ailesinin tanımı ve özellikleri verilmiştir. Ayrıca k-Jacobsthal-Lucas sayılarının 

Catalan ve Hankel dönüşümlerini veren bağıntı ve bu bağıntılar sonucunda elde edilen 

Jacobsthal-Lucas sayılarının terimleri bulunmuştur. 

Bu çalışma incelendiği takdirde Jacobsthal-Lucas sayılarına benzer olarak farklı sayı 

dizilerinin de Catalan ve Hankel dönüşümlerinin belli özellikleri bulunabilir. 
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