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Danisman: Prof. Dr. Engin OZKAN

Bu galigmada, Falcon tarafindan verilen k~Lucas dizisinin {Z, ,} Catalan dontislimiiniin
CLyy tanmm verildi. k-Lucas dizisinin {L, ,} Catalan doniisiimiiniin CLj, geren

fonksiyonu elde edildi. Ayrica, CLy , doniisiimii, alt liggen matris olan Catalan matrisi C

ile n x 1 tipindeki L, matrisinin ¢arpimi olarak yazildi. Hankel fonksiyonu kullanilarak

CLy  ler ile olusturulan matrislerin determinantlar1 hesaplandi.

2019, 31 sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

CATALAN TRANSFORMATION IN NUMBERS OF k-LUCAS
Olcay GUNGOR
Erzincan Binali Yildirim University

Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Engin OZKAN

In this study, the CLy, description of Catalan transformation of k-Lucas {L, ,} series

given by Falcon was explained. The CLy ,, generating function of Catalan transformation

of k-Lucas {L, ,} series was ensued. And also, CLy ,, transformation was written as the

multiplying of Catalan matris C which is the lower triangular matris, and the L, matris of
n x 1 type. Determinants of matrises which were formed with CLj ,, by using Hankel

function were calculated.

2019, 31 pages
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1. GIRIS

1.1. Fibonacci Sayilar

Tanim 1.1.1. Her bir terimi, kendinden Onceki iki terimin toplami olarak ifade edilen
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... sayilarinin dizisi Fibonacci dizisi olarak bilinir. Bu sayilarin

her birine Fibonacci Sayilar1 denir ve n. Fibonacci Sayis1 F, ile gosterilir.
Bu say1 dizisi asagidaki tavsan probleminden yola ¢ikarak ortaya ¢ikmistir.

1.1.1. Tavsan Problemi

Biri disi, biri erkek olan yeni dogmus iki tavsan oldugunu farz edelim;
1) Her ¢iftin olgun olmasi i¢in bir ayin gectigi,
2) 2.aydan sonra, her ¢iftin, her ay bir ¢ift dogurdugu,
3) Y1l boyunca higbir tavsanin 6lmedigi,
sartlar1 altinda bir yi1lda dogan tavsan ¢iftlerinin sayisini bulalim (Yosma, 2008).

[k tavsan ¢iftinin 1 Ocak’ta dogdugunu farz edelim. Bu ilk tavsan ¢iftinin olgunlasmasi
bir ay alir. Bu yiizden 1 Subat’ta, hala, yalniz bir ¢ift vardir. 1 Mart’ta bu tavsan cifti iki
ayliktir. Ve yeni bir ¢ift dogururlar. Toplamda iki ¢ift olur. Bu sekilde devam ederek, 1
Nisan’da 3 ¢ift olacak, 1 Mayis’ta 5 ¢ift olacak ve boylece asagidaki tablo olusacaktir:

Tablo 1.1. Aylara gore tavsan ciftlerinin sayilari

Ciftlerin

Ocak Subat Mart Nisan Mayis Haziran Temmuz Agustos
Sayisi
Bebekler 1 0 1 1 2 3 5 8
Yetiskinler 0 1 1 2 3 5 8 13
Toplam 1 1 2 3 5 8 13 21




1.1.2. Rekiirans Belirleme
Fi=F,=1 (Baslangi¢ Kosullar1)
n > 3ise F,=F,_1+F,_, (Rekiirans Bagintisi)

Tablo 1.1.; yetiskin ciftler, bebek ciftler ve toplam c¢iftler arasinda birkag ilging baginti
oldugunu gosterir. Bu bagintilar1 gérmek igin, n. aydaki yetiskin ¢iftlerin sayisini A4,

bebek ciftlerin sayisini ise B,, ile gdsterelim. Burada n > 1 dir. Baslangi¢ kosullart;
A;=0veAd,=1=B;

dir.

n = 3 oldugunu varsayalim:

n. aydaki her yetiskin ¢ift, yeni (bebek) bir ¢ift doguracagi i¢in, n. aydaki bebek ¢iftlerin

sayis1, bundan Onceki yetigkin ¢iftlerin sayisina esittir.

(n. aydaki yeti$kin) _ ((n —1).aydaki yetiskin) + ((n — 1).aydaki bebek)
ciftlerin sayist ) ciftlerin sayist ciftlerin sayist

Yani;
A=A, 1+By4 n=3
veya
A=A, 1+4,, n=3
Bundan boyle 4,,, Fibonacci Rekiirans Bagintisina karsilik gelecek. Burada
A, =1 = A3 dir. Sonug olarak

Fy = Ansa n=1



dir.

(n. aydaki giftlerin) _ (n. aydaki yeti$kin) (n. aydaki bebek)
toplam sayist — \ ciftlerin sayist ciftlerin sayist

olduguna dikkat edilmelidir. Yani;
n=>3icinE, = A, +B,
dir. Bundan boyle;
n=>3icink, =F,_ 1+ F,_,

dir. Burada n = 2 oldugunda F, = F; + F, dir. Ve F, = 1 = F; oldugundan 1 =1 + F,

ise Fy = 0 olur.

1.1.3. Fibonacci Sayilar ile Tlgili Ozdeslikler

Bu ¢alisma i¢in kullanilan 6zdeslikler asagida verilmistir (Atalay, 2013).

1) (Cassini’s Formiilii)

FpoiFpp—FB2=(CD"  nz1

2) (Fibonacci Binet Formiilii) @ > 0 ve f < 0 olmak lizere

an_ﬁn
F,=—+— n>1
a—p
3)
FZ -2
E,+F,,= F:_l

4) (d’Ocagne Ozdesligi)
Fn-Fpp1 — FoFppr = (1) Fpp

S) (Honsberger Formiilii)
Foom = Foy1bm + BB



1.2. Lucas Sayilarn

Fibonacci rekiirans bagintis1 kullanilarak, farkli baslangic kosullart altinda, yeni say1

dizileri elde edilebilir. Bu say1 dizilerinden biri de Lucas say1 dizileridir.
Tanim 1.2.1. L,,, Lucas sayilari;

{Ln =Lp1+ Ly
LO = 2, Ll =71

seklinde tanimlanir. Lucas sayilari i¢in Binet Formiilii;
L, =a™+ ", n=0,1,..

seklinde verilir. Daha sonra Lucas sayilari ile Fibonacci sayilarinin

L,=E,+F,_,=

formiilii ile baglantili oldugunu goriiliir.
Bu béliimde yararlanacagimiz bazi 6zdeslikler asagida verilmistir.

1) n 2 2 l(;ln L?’H‘l - L121 = Ln—an+2
2) Lf = Lpy1ln-1 = 5. ="
3) 12 =L,, +2.(-1)"

1.3. Fibonacci Sayilar ile Lucas Sayilar1 Arasindaki Ozdeslikler

1) n>1icinF,_1 +F,;1 =L,
2) n>2icinF,,, —F,_, =L,
3) Lyt1+Lp-1 =5F,

4) Fpp =FElLy,

5) 5FE2 =12 —4(—-1)"

6) m > n olmak iizere, 2F,, ., = F,L, + E, L,



1.4. Anten Geometrisi

Daha 6nce incelenmis olan agac¢ antenler genel olarak Sekil 1°de gosterildigi gibi kapali
dal geometrisine sahiptirler. Bir sonraki dal uzunlugu 6ncekinin iki kat1 olan fraktal agac
antenler ise Sekil la’da verilmekte ve D antenler olarak adlandirilmislardir. Dal
uzunluklar1 Fibonacci say1 dizisine gore degisen antenler Fibonacci fraktal aga¢ antenleri
olarak Sekil 1b’de gosterilmekte ve bu antenler F antenleri olarak adlandirilmiglardir. Dal
uzunluklari, degistirilmis Fibonacci dizisine gére uyarlanan agag¢ antenler ise F,, anteni

olarak adlandirilirlar.

Ayni dal uzunluguna sahip antenlerin geometrilerinin rezonans frekansina etkisini
anlayabilmek icin birbiri ardina siralanan dallarin saga ve sola 30° ag¢1 yaparak
olusturdugu yeni uyarlanan agac antenler, ayni1 sekilde adlandirilmis agik geometriye
sahip antenlerdir. Bu yolla uyarlanan D antenleri Sekil 2°de ve F antenleri ise Sekil 3’te
verilmektedir. F, anteninin geometrisi ise diisiik iterasyonlar da F anteninden biraz
degiskenlik gostermekle beraber iterasyon sayisi arttikca iki anten birbirine oldukca

benzer hale gelmektedir (Ozbakis ve Kustepeli, 2004).

o

(a) (b)

Sekil 1. Fraktal aga¢ antenlerin dordiincii iterasyonlar1 a) D anteni b) F anteni



ITTTT

Sekil 2. D anteninin geometrisi

SRRE1

Sekil 3. F anteninin geometrisi

D

Fo



2. KAYNAK OZETLERI

Son yillarda Fibonacci, Lucas ve Catalan ile ilgili asagida 6zetleri verilen ¢alismalar

yapilmustir.

Atalay vd. (2013) tarafindan Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesi olan k —Fibonacci ve

k —Lucas ailelerini elde etmis ve ¢esitli teoremler ve 6zdeslikler verilmistir.

Ekici (2013) Binom katsayilarini ve binom katsayilarinin 6zelliklerini kullanarak Catalan

sayilarinin 6zelliklerini incelemis ve Catalan Matrisleri tizerinde durulmustur.

Bilgici vd. (2017) calismalarinda k —Fibonacci ve k —Lucas kuaterniyonlar1 ve geren

fonksiyonlarini,

{Fuln=o, {Ln}n=o altinda

vermislerdir.
Tasc1 ve Kilig (2004) ¢alismalarinda Lucas sayilarinda matris temsillerini vermislerdir.
Rekiirans bagintisi,

F,=F,_1+F,_,,n=3, Fi=1veF, =1

[Fil] =4 [(1)]

Burada,

_o 1
11



dir.

Kalman (1982) Generalized Fibonacci Numbers isimli ¢alismasinda bunun 6zel bir dizi

oldugunu belirtti.
Lineer kombinasyonlari,
Anik = Coln + C10p_q + **+ Cr_1Anik—1

Co,C1, -, Cx—q1 sabitleri reel sayilardir. Kalman da genellestirilmis matris dizileri elde

etmistir.
Yukaridaki k dizileri, k —Fibonacci dizilerinden olacak sekilde,
n>0vel <i<kigin
.91i1 = 2 ng‘ril— j
j=1
1-k<n<O0;

i_{l, egeri=1—n
9n =0, diger durumlarda

¢, 1<j<k, ghninn. terimleri

%1 4]
9n =4l 9n
l 'g;'l—k+2‘| [ g1i1—k+1J

verilmistir.

Ozkan ve Dervisoglu (2012) Modiiler aritmetikte Catalan Sayilar1 asal sayilar icin
incelemisler ve onunla ilgili bazi teoremler vermislerdir. Ayrica, p asal say1 olmak {izere,

modp, modp?, modp? i¢in Catalan Sayilarla ilgili teoremleri vermislerdir.

Say1 dizileri ve onlarin polinomlart ile ilgili bir¢ok ¢aligsma yapilmistir.



Ozkan vd. (2017) Lucas sayilar1 ve yeni Fibonacci dizi ailesi arasindaki bazi bagintilari
vermislerdir. Ayrica onlar k-Lucas sayilarinin yeni bir ailesini tanimlamiglardir. Ve bu

dizinin Ozelliklerini vermislerdir.

Ozkan vd. (2018) yeni bir 2-Fibonacci polinomlar1 tanimladilar. Onlar 2-Fibonacci
polinomlariin katsayilar1 ile Pascal iiggeni arasindaki bagintiy1 verdiler. Ayrica bu
polinomlarin bazi 6zelliklerini ifade ettiler. Bu polinomlarin tiirevlerini de ¢aligmalarinda

vermisglerdir.
Barry (2005) makalesinde ki Hankel doniisiimiinde Catalan sayilar1 kullanilarak;

A ={ay,ay,a,, ...} ve Hankel determinant1 {hy h4, hy, ...}

Ap = {an}neNo - h= {hn}neNO

Qo 4 an
7 4 .a1 a.z an:+1
an  Apy1 Apy2 azn
ve Catalan sayilar1 L parametresiyle ap = L + 1
a, =a,(L)=C(n;L)+C(n+1,L) (n€N)

Cn;L) =TQ2n,n;L) —T(2n,n—1;L)
n—k K K
rokn =S (4"
i \] J
Jj=0
seklinde belirtmistir.
Bala (2017) yilindaki makalesinde,

A(x) = ag + a;x + ax? + ..

geren fonksiyonu olan bir say1 dizisinde Barry (2005)’nin verdigi



A(xC(x)) = ag + a;x + (a1 + az)x? + (2a, + 2a, + az)x®
+ (5a; + 5a, + 2a3 + ag)x* + -

Catalan doniistimiinii uygulayarak

B 1 ‘ao‘ [ aO
11 aq a1
111 az a4 + a;
1221 as| = Zal + 2(12 + as
1 553 1 Ay 5a1 + 5(12 + 3a3 + a,

yukarida sol tarafta verilen alt {iggen matrisin, Catalan dizisi oldugu durumda, bu
dizilimin Bell tarafindan verilen bir yar1 grup olan Riorda grubunun bir eleman1 oldugunu

belirtmistir.

10



3. KURAMSAL TEMELLER

Teorem3.1.n>1ve Q = [1 é] matrisi verilsin. Bu takdirde,

Qn: Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

dir (Koshy, 2001).
Ispat: Ispat1 n iizerinden tiimevarimla verelim.
n = 1icin,
F, F 1 1
1 _|"2 1| — —
q _[F1 Fo]_[1 0]_0
n = 1 i¢in iddia dogrudur.

n = k i¢in iddia dogru olsun. O halde,

0k = Fryw  Fy ]
Fr  Frq

dir. Bu takdirde;

F F 1 1
k+1 — 0kl — [Tk+1 k
¢ =0 Fy Fk—l] [1 0

n = k + 1 ig¢in,

Qk+1 = Fi41 + F Fk+1]

Fi, + F_4 Fy
_ [Fre+2 Fk+1]
Fry1  Fy

olup, ispat tamamlanir.
Teorem 3.2. n = 1 olsun. Bu takdirde,

Fp_1Fn4q — Fn2 = (_1)71

11



dir (Koshy, 2001).
Ispat: |Q| = (—=1) ve |Q™| = (—1)" dir. Teorem 3.2’den
Q™| = Fre1Fny1 — Fn2
dir.
Teorem 3.3. (Cassini Formiilii)
FoiFop —F=(1)" nx1

esitligi mevcuttur.

Ispat: Bir onceki teoreme gore, A = (1 1) ise det(4) = —1’dir.

10
Ayrica
(=D" = (det(A))" = det(4") = FH 1 Ffil
oldugundan
Fpo1Fpyr — B2 = (D"
bulunur.
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4. MATERYAL VE YONTEM

k —Fibonacci sayilari, Fibonacci sayilarinin yeni bir genellestirilmesi olup Falcon ve
Plaza tarafindan gelistirilmistir. Bu kisimda k —Fibonacci sayilar1 konusunda

yararlandigimiz tanim ve 6zdeslikleri ele alacagiz.
4.1. k —Fibonacci sayilar

Tamm 4.1.1. k-Fibonacci sayisi; her k > 0 reel sayist i¢in F, o = 0 ve F,; = 1 olmak

uzere
Fin+1 = kFn + Figno1, nz1
seklinde tanimlanir ve {Fk'”}nezvﬂe gosterilir.

Burada k = 1 i¢in bilinen Fibonacci dizilerini, k = 2 i¢in Pell dizilerini elde edilir.

k —Fibonacci sayilarinin karakteristik kokleri o; ve g, olmak iizere,

o2 =ko+1
rekiirans bagintistyla,
o' — o}
Fen =
01— 02

olur.

Burada karakteristik kokler,

k+VETTA

01 >

k—VkZ+4

()] )

13



B o™ —(-o0)™

oc—o"1
Iki terimin limitleri

Fk,n+r

n-o [y,
dir.
Teorem 4.1.2. k -Lucas ve k -Fibonacci sayilar1 arasinda
Lin = Fen-1t Fiener, n21
bagintis1 vardir (Koshy, 2001).
Ispat: Egern = 1’den
Fyo+ Frp =k =Ly,
n - 1’e kadar formiiliin dogru oldugunu varsayalim.
Lin-2 = Fn-3 + Fyn-1 ve
Lin-1 = Fen-2 + Fin
Lin = k. Lin-1+ Lign—z = k. (Fin—z + Fin) + Fin-z + Fin—1
(ka,n—Z + Fk,n—3) + (ka,n + Fk,n—l) = Fyn-1 + Finst
Teorem 4.1.3. n,r = 0 olmak iizere asagidaki esitlik vardir (Koshy, 2001).
Lin-Lin+r = Liansr + (=1 Ly,
Ispat:
r=20,

Lin = (0f + (=0)™™)?

14



= 0" + (o) 72" + 2(-D)"
= Lian + (=1)"Lio
dogru oldugunu kabul edelim.
r — 1 i¢in;
Lin-Lin+r-1 = Li2ntr-1 + (_1)nLk,r—1
Lin-Lignsr = Lin + (K Lk nar—1 + Lignsr—2)
= k. (Liansr—1 + (1)"Lr—1) + Ly 2ntr—2 + (=1)"Lg r_;
= k. (Lk,2n+r—1 + Lk,2n+r—2) + (—1)n(k- Liyr-1+ Lk,r—z)
= L ontr + (=1)" Ly,
Ozel durumlar
Egerr =0, Lyoy = Li, +2(-1)"*!
r=1,
Lin-Lin+r = Lgants + k(=1)"
ve
Lizn+1 = Lign- Ligner + k(=1
Eger k = 1 olursa Lucas sayilarda
Lyns1 = Lplpyq + (=)™
Eger r = n olursa

Lk,3n = Lk,n(L%c,n + 3(_1)n+1)

15



Ozel denklemi k = 1 i¢in altin oran yani

1445
)

7]

Verir.

k - Fibonacci sayilarinin genel terimleri,
-1
=]
_ n n-2i-1(7,2 i
Fn =1 ) (o' 1) 2702 4 )

i=0

veya

bagntilariyla elde edilir.

Ozdeslikler:

1) (Falcon ve Plaza)

2 _ n-r+1lpg2
Fk,n—rFk,n+r - Fn,r - (_1) Fk,r

2) (Falcon ve Plaza)

Fk,r+s = Fk,r+1Fk,s + Fk,rFk,s—l

3) (Falcon ve Plaza)

Fk,ka,n+1 - Fk,m+1Fk,n = (_1)an,m—n

4)

Fk,Zn

Fk,n—l + Fk,n+1 = F
kn

16



5)

n

Fion = z (?) k'Fy

i=0
6) (Falcon ve Plaza)

Flg,n - Fk,n—le,n+1 = (_1)n+1

4.2. k - Lucas Sayilari

Bu boliimde k —Lucas sayilarini kullanarak k —Lucas polinomlar1 elde edildi ve

k —Lucas polinomlarin rekiirans bagintisi yardimiyla Binet formiilleri verildi.

Tanim 4.2.1. Her k > 0 reel sayis1 i¢in k—Lucas sayilar; Ly o = 2 ve Ly ; = k olmak

uzere
Lin+1 = kLgn + Lgn-1
seklinde tanimlanir ve {Lk’n}nEN ile gosterilir.
k - Lucas sayilarinin formiilleri karakteristik denklemi,
r2—kr—1=0

ve 17 > 1, olmak lizere denklemin kokleri;

k+Vk?+4 k—Vk?+4
Hn=—- r, = —
2 2
olur. Burada
n+nr =k, rr, =—1

T'l—T'Z: k2+4‘
r2+rf=k%+2

dir.
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Lk,n+1 = kLk,n + Lk,n—l: n=1

bagintistyla,
Lyo =2
Lk,l = k

Ly =kLg,+Lgo=k*+2
Lys=kLgy+Lg; =kk*+2)+1=£k%+3k
Lig =kLgz+ Li, = k(k®+3k) +k*+2
Lis = k*+4k* + 2
Lis =kLgs+ Lz = k(k* + 4k® + 2) + k3 + 3k
Lys = k® + 5k® + 5k
Lie = kLys + Lis = k(k® + 5k3 + 5k) + k* + 4k? + 2
Lo = k® + 6k* + 9k? + 2
Ly7 = kLge + Ly
= k(k® + 6k* + 9k? + 2) + k° + 5k3 + 5k
= k7 + 7k° + 14k3 + 7k
polinomlar1 bulunur (Falcon, 2011).

Teorem 4.2.1. k - Lucas dizileri

k+VkZ+4

Lyn =0y + (—ox) " ve o, = >

bagintilart ile elde edilir.

Ispat: Karakteristik denklemi
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r2—kr—1=0
¢Oziimleri,

_k+VkE+4 k—VkZ + 4

Ox > ve gy, = 3

Ly n = ci0y + 07,

n = 0iginL,g =2ven=1i¢inL,, = kvec; = c, = 1elde ederiz ve sonunda oy, 0, =

—1 oldugundan,

1
o =—— Lgn=0¢ + (=g)™"
Ok
bulunur (Falcon, 2011).
4.3. Catalan Sayilar
Catalan sayilar,
1 on
b= ( n )
formiilii ve Catalan geren fonksiyonu
1—-+vV1—4x
Cx) = T

ile elde edilmistir. Daha sonran = 0, 1, 2, ... i¢in Catalan sayilarini

Cop1 _ 2(2n+ 1)

Cn 2n

{1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,16796, ... }

seklinde elde edilmistir (Falcon, 2013).
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4.4. k - Fibonacci Sayillarinda Catalan Doniisiimii

Falcon (2013), daha sonra k - Fibonacci sayilarda Catalan doniisimii uygulayip, CFj

polinomlarini elde etmistir.

n .

_ l 2n—i

CFk’"_ZZn—i(n—i)Fk'i' n=1
i=0

doniistimii ile

1 -
— P2 -
CFk’l_ZZ—i(l—i)Fk’i_l

1

2 3

— P4t 4
CFk,Z_Z4_i(2_i)Fk_i_k+1
1

3
CFk,3 == Z
1

CFrq=k*+3k*+ 7k +38

6ii(g_§)Fki=k2+2k+3

CFis = k* + 4k® + 12k? + 22k + 24
CFie = k® + 5k* + 18k3 + 43k? + 73k + 75

Bu denklemleri n x 1 tiirlinde alt liggen matris seklinde belirtip,

[CFaT 1 Fie1
CFk,Z 1 1 Fk,z
CFy3 2 21 Fy3
CFea|=]55 3 1 Fy 4
CFps 1414 9 4 1 Fys
CFrg 4‘2 4.2 28145 1 Fie

C matrisinin elemanlar1 tekrarlama iliskisini dogrular ve € matrisinin 1. ve 2. siitunlari

Catalan sayilarindan olusmaktadir.
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4.5. k-Fibonacci Fonksiyonun Catalan Doniisiimiiniin Geren Fonksiyonu

fi) =

kx — x?

olmak tizere, Catalan sayilarin geren fonksiyonu

1—-+vV1—4x
Clx) =——F—"
2x
ve Catalan sayilarin formiilii
2n)!
oo _Gm
(n+ 1D!n!

burada C(x) Catalan say1 dizisinin geren fonksiyonu oldugu ispatlanmis ve A(x) geren

fonksiyonunun goriintiisii altinda A(x * C(x)) bir geren fonksiyon oldugu ispatlanmistir.

Sonug olarak k - Fibonacci sayilarin Catalan doniigiimiiniin geren fonksiyonu

1—V1—4x

I = el CON = T T VT a2

elde edilmistir (Falcon, 2013).

4.6. k-Fibonacci Dizisinin Catalan doniisiimii icin Hankel Fonksiyonu

A ={ay, aq,a, ...} sayilar reel sayilar olmak tizere

apga, aas ..
al az a3 a4 nen
H, =la, a3 a, as ...
asz Q4 As Qg -

yani, H, = Det[a;,;_,] say1 dizisinin determinantina Hankel fonksiyonu denir.
A, nxn tirinde matris, Hankel determinantinin bir alt determinantidir.

k - Fibonacci sayilarina Catalan doniisiimii uygulayip bulunan CF; polinomlar1 Hankel

determinantina tabi tutulursa;
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HCF, = Det[1] = 1

k+1

_| 1 _
HCF2_|k+1 k2+2k+3_2
1 k+1 k?+2k+3
HCF; = k+1 k?+2k+3 k3 +3k*+7k+8 =5

k?4+2k+3 k3+3k*4+7k+8 k*+4k3+12k?* 4+ 22k + 24

elde edilir (Falcon, 2013).

Teorem 4.6.1. k- Fibonacci sayilarin Catalan doniisiimiiniin Hankel dontistimii

Fibonacci sayilarini iki kisima ayirir (Falcon, 2013).
k € N olmak iizere,
{HCFk,n} = {F2n+1}
dir.
Ispat: H,, # 0 oldugundan dolay1 H,, tekil olmayan matris, L,, ve U,matrislerinin
L, .Uy,
carpimu olarak yazilabilir. Sirasiyla
L,, alt tiggen matris ve kdsegeni
{1,1,1,..}
ve birinci siitunu
{CF,,CF,,CF;, ...}

dir. Uy, ise list liggen matristir. Matrisin ilk satir1 da

{CF,,CF,,CF3,}

dir ve esas kdsegeni
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dir.
H, = Det(L,).Det(U,) = Det(U,,)

= all. azz ann

determinantina esittir. Yani,

{HCFk,n} = {F2n+1}

dir.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde k-Lucas dizilerde Catalan doniisiimii tanimlanip Catalan k-Lucas polinomlari
elde edildi. Daha sonra bulunan Catalan k-Lucas polinomlarin matris gosterimi yapildi.
Catalan k-Lucas sayilarin Geren fonksiyonu elde edildi. Catalan k-Lucas polinomlari

Hankel determinantina tabi tutularak degerleri hesaplandi.

5.1. k - Lucas Dizilerinde Catalan Doniisiimii

Tanim 5.1.1. n > 1 ve k > 0 olmak tlizere

n Il
_ [ 2n—i
CLk‘"_ZZn—i(n—i)Lk'i
i=0

esitligine k—Lucas dizilerinde Catalan doniistimii denir.

Yukaridaki tanimi kullanarak;

1 =
i (2
Clat =Zz—i(1—i)l’k’i = ea =k
i=1

2 .
Cly, = 24 — (5" e = %(T)Lm + (D) bz = k2 +k+2
=
3 _
Clyz = Z 5 (g : i) Ly; = %(g) Ly, + % (411-) Ly, + % ((5;) Ly
=1

1 2 3
=§10.k+1.4.(k2+2)+§.1(k3+3k) =k3+2k?>+5k +4

4 . .
Clys = Z 8 l— i (2 _ i) Lii = ;(g) Lia + % (g) Liz + % (i) Ligs + % (g) Lica
s

1 2 3 4
=;.35.k+€.15.(k2 +2) +§.5(k3 + 3k) +Z'1'(k4+4k2 +2)

=k*+3k3+9k? + 14k + 12
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5
_ P 10—
CLk'S_ZIO—i(S—i)Lk’i
i=1

ST TR TR TR PR T

1 2 3 4
=§.126.k+§.56. (k? +2) +§.21(k3 + 3k) +€.6. (k* + 4k? + 2)

5
+§.1. (k> + 5k3 + 5k)

= k5 + 4k* + 14k3 + 30k? + 46k + 36

6 ) _
Chics = Z =il )b
i=1
=17 (5 35.(9) e 5 ) oo + 5 G s 5 (D s+ Q) s

4 462.k + 2 210 (k2+2)+3 84(k3+3k)+4 28.(k* + 4k?> + 2)
_11- . 10. . 9. 8. .

5 6
+7.7. (k> + 5k3 + 5k) "'3'1' (k® + 6k* + 9k? + 2)

= k® + 5k5 + 20k* + 53k3 + 107k? + 151k + 114

= () bia + () ez + o () s + 25 (20 i 2 (3) s

+ g (213) Ly + ;(g) Ly 7
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792 3 4
=132.k +T'(k2 +2) +ﬁ-330("3 + 3k) +E'120'(k4 + 4k? + 2)
5 6
+§.36. (k° + 5k3 + 5k) +§.8. (k® + 6k* + 9k? + 2)

7
+ = 1.(k7 + 7k> + 14k3 + 7k)

= k7 + 6k® + 27k> + 84k™* + 204k> + 378k? + 509k + 372
polinomlar elde edilir.

Elde edilen CLj, polinomlarini C alt liggen matrisi ve nx 1 boyutlu L, matrisinin

carpimi olarak yazilabilir.

[CLk,1] r . ][Lm]
[CLrz| |11 v |1 Lk2
|CLk’3|:|2 21 - IlLk‘3|
|lCLk,4J| [5 553 “LMJ
Yani;
k 1 k
k?+k+2 11 k% +2
k3 4+ 2k? + 5k + 4 =221 .. k3 + 3k
k* + 3k3 +9k? + 14k + 12 5553--.- k* + 4k + 2
esitligi elde edilir.

5.2. k - Lucas Sayilarinda Catalan Déniisiimiiniin Geren Fonksiyonu

Wilf (1994) tarafindan k - Lucas geren fonksiyonu kullanilarak Catalan geren fonksiyonu
Li(x) = Lo+ LygaXx + Ly ox? 4 -+ L px™ + -
kox.Li(x) = k.Liox 4+ k. L 1x% + k. Ly ,x3 + -+ 4 k. L px™1 4 -
X2 Li(x) = Ly ox? 4 Ly x3 + L px® + oo 4 L px™2 + -

(1 —kx —x¥)L,(x) =2 —kx
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2 —kx
L) = 1—kx — x?
seklinde elde edilmistir.

Catalan fonksiyonlarinin geren fonksiyonu;

Larcombe ve Wilson (2001)

1—-+v1—4x
G(x) =
2x
G(x) = Z Cpx™
m=0
00 o m
2 Cps1 XM —x Z Z CkCm—k X
m=0 m=0 k=0
co = 1igin,
G(x) —1=xG*(x)
1
G(x) = 5(1 +V1 - 4x)
G(x)=1+x+2x?+5x3 + 14x* + -
seklinde elde edilmis.

Yukaridaki bilgilerden hareketle sonug olarak;

k-Lucas sayilarinda Catalan doniisiimiiniin geren fonksiyonunu, k-Lucas geren

fonksiyonunu Catalan fonksiyonunun goriintiisii altinda yazilarak

4 —k+kV1—4x
142x —k+ (k+ DV1— 4x

CLp(x) = Lg(x * C(x)) =

elde edilir.
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5.3. k - Lucas Dizisinin Catalan doniisiimii icin Hankel Fonksiyonu
Ik alt1 CL;, polinomu i¢in Hankel fonksiyonunu uygularsak
HCL, = Det[k] =k

k k?+k+2

HCL, = = —4
27 k2 4+ k+2 k3+2k? +5k+4
Ve
HCL,
k k?+k+2 k34 2k*+5k+4
= k*?+k+2 k3 +2k*+5k+4 k* +3k3 +9k% + 14k + 12

k3 +2k?+5k+4 k*+3k3+9k%*+ 14k +12 k° + 4k* + 14k3 + 30k? + 46k + 36
= k3 — 4k%? -8k — 16

determinant degerleri elde edilir.
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6. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu ¢aligmada, Falcon tarafindan verilen k-Lucas dizisinin {L, ,} Catalan doniisiimiiniin
CLyy tanmm verildi. k-Lucas dizisinin {, ,} Catalan doniisiimiiniin CLj, geren

fonksiyonu elde edildi. Ayrica, CLy , doniisiimii, alt liggen matris olan Catalan matrisi C
ile n x 1 tipindeki L, matrisinin ¢arpimi olarak yazildi. Hankel fonksiyonu kullanilarak
CLgn ler ile olusturulan matrislerin determinantlari hesaplandi. Ancak bulunan

determinant degerlerinin genellestirilemedigi goriildii.

Bu calisma incelendigi takdirde Pell ve Pell — Lucas sayilar1 ve Jacobsthal sayilarinda

Catalan ve Hankel doniisiimlerinin belli 6zellikleri bulunabilir.

k — Lucas Dizisinin Catalan doniisiimii i¢in Hankel Fonksiyonu ile elde edilen
determinant degerlerini bir dizi olarak gbéz Oniline alindiginda uygun k degerleri icin

bilinen herhangi bir say1 dizisine karsilik gelip gelmedigi arastirilabilir.
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