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Bu tez g¢alismasinda, ilk olarak (k, p)-parakontak metrik manifoldlarin Riemann egrilik,
projektif egrilik, concircular egrilik ve quasi-konformal egrilik tensorlerinin birbirleri
tizerindeki etkileri detayli analiz edildi. Ayrica bir (k, p)-parakontak metrik manifoldun
psedoparalel invaryant altmanifoldu, Ricci pseudoparalel ve 2-Ricci pseudoparalel
altmanifoldlarin temel tanim, teorem ve sonuglar1 verildi. Buna ek olarak bir (k, p)-
parakontak metrik manifoldun pseudoparalel invaryant altmanifoldunu ve pseudoparalel,
Ricci-pseudoparalel ve 2-Ricci-pseudoparalel altmanifoldlart geometrisi ile ilgili 6zellikler

arastirildu.
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Parakontak Metrik Manifold, n-Einstein Manifold, Ricci Egrilik Tensorii, Semiparalel
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AND
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Advisor: Prof. Dr. Mehmet Atc¢eken

December 2021, vi + 110 pages

In this thesis, firstly Riemannian curvature, projectif curvature, concircular curvature and
quasi-conformal curvature tensors of (k, p)-paracontact metric manifold on each other impact
were analyzed in detail. Also, basic definition, theorem and results about pseudoparallel
invariant submanifold and pseudoparallel, Ricci-pseudoparallel and 2-Ricci-pseudoparallel
submanifolds of a (k, p)-paracontact metric manifold were emphasized. In addition, the
properties of geometry of invariant pseudoparallel, Ricci-pseudoparallel, 2-Ricci-
pseudoparallel, 2-Ricci generalized pseudoparallel of a (k, u)-paracontact metric manifold

were searched.
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1. GIRIS

Geometrinin ilk kilometre taslar M.O Thales, Euclides, Apollonios ve Archimedes
ilk akla gelenlerdir. Daha sonra Descartes, Desarques, Carnot, Poncelet, Bolyai,
Chasles, Lobacgevsky, Riemann, Felix Klein, Hilbert ve Einstein oldugu soylenebilir.
Daha sonralar1 insanoglunun zamanla ihtiyaclarina gore cesitli dallara ayrilmistir.
Bundan sonra ¢alismalar daha orijinal olarak ytriitilmistir. Bu 6zgiin alanlardan
biri de diferansiyel hesaplamanin geometriye tatbik edildigi diferansiyel geometridir.
Diferensiyel geometri, matematigin tiirev islemi kullanmilarak ¢alisilan geometrinin
bir koludur.

Manifoldlar tizerinde tanimli olan esas kavram tanjant vektorleridir. Tanjant vektor
kavrami pek ¢ok bigimde tanimlanmakla beraber, geometrik olarak en uygun yontem
manifold tizerinde egri kavramini kullanarak tanimlamaktir. Manifold tizerinde bir
egri, I C R agik araligindan M manifolduna bir diferensiyellenebilir doniisiim olarak
tanimlanir. Manifold tizerinde bir p noktasindan gegen iki egrinin bu noktadaki
birinci tiirevleri ayni ise bu iki egriye denktir denir. Vektor alani, manifoldun her
bir noktasina bir tanjant vektorii karsilik getiren bir diferensiyellenebilir dontistim
olarak tanimlanabilir.

Manifoldlarin 6énemli bir konusu olan parakontak manifoldlar tizerindeki egrilikler
giincel bir konudur. Yukarida bahsetmis oldugumuz tarihsel akistan sonra konunun
yapalim.

Bir (2n + 1)—boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu ¢ de (1,1) tipinde tensor

alani, & bir vektor alani ve n da 1 — form olmak tizere

P =1-n®E ¢ =0, nE)=1, nop=0, D= Cekn

sartini saglayan bir (¢, £, n) tiglisiine hemen hemen parakontak yapisi denir. (¢, ¢, n)
hemen hemen parakontak yapisi ile verilen diferensiyellenebilir M manifolduna hemen

hemen parakontak manifold adi verilir. M (¢, £, n) hemen hemen parakontak manifoldu



uzerinde

9(0Z,¢V) = —g(Z,V) +0(Z)n(V), 9(Z,§) =n(Z), Z,V € x(M)

sartini saglayan bir g semi-Riemann metrigi ile ifade edilen bir hemen hemen parakontak
M manifolduna bir hemen hemen parakontak metrik manifold ad1 verilir. M (¢,&,n, g)
bir hemen hemen parakontak metrik manifold olmak tizere M iizerinde temel 2 form
)

dn(Z,V) = ®(Z,V)

seklinde tanmimlanir. Hemen hemen parakontak metrik yap: normal ise manifolda,
parakontak metrik manifold denir. (k, u)—parakontak metrik uzay1 £ vektor alam

ve

R(Z,V)§=k(n(V)Z —=n(Z)V) + p(n(V)hZ —n(Z)hV)
2h = Le

egrilik tensorii (M, ¢, €, n, g) nin kontak Riemann manifoldudur. Burada k ve p reel
sayilar ve 2h da ¢ nin ¢ yoniindeki Lie tiirevini gostermektedir. (k, u)—parakontak
uzaylar1 ve parakontak geometri arasinda bir baglant1 Cappelletti Montano ve Di
Terlizzi tarafindan olusturuldu (Cappelletti ve Terlizzi, 2010). Ayrica Kaneyuki ve
Williams parakontak geometri alaninda inceleme yapmislardir (Kaneyuki ve Williams,
1985). Son zamanlarda, parakontak metrik manifoldlar ve bunlarmm altsimflarina
ait (para-Sasakian) calismalar Zamkovoy tarafindan yiiriitiilmiistiir. Hemen hemen
parakontak metrik manifoldlarin temel ozellikleri ve parakontak metrik manifoldlarda
konformal déniisiimler Zamkovoy tarafindan arastirilmistir (Zamkovoy, 2009).
Yukaridaki ¢alismalar dogrultusunda orijinal bu tez ¢alismasinda, parakontak metrik

manifoldlarim altmanifoldlar: ve egrilik 6zellikleri geometrik olarak incelenmistir.
Tezin Yapisi

Bu tez calismasi alt1 boliimden olusmaktadir ve birinci boliimde kisa olarak tezde
islenecek konulardan bahsedilerek tezin yapisi ve isleyisi anlatilmstir. Tkinci boliimde

tez icin gerekli olan bazi kavram, tamim ve teoremlere yer verilmistir. Uglincii



boliimde parakontak manifoldlar hakkinda bilgi verildi. Dordiinci béliim tezin
orjinal boliimii olup (k, p)-parakontak metrik manifold Riemann egrilik, projektif
egrilik, concircular egrilik ve quasi-konformal egrilik tensorlerinin birbirleri iizerindeki
etkileri ayrmtil olarak incelendi. Besinci boliimde ise bir (k, u)-parakontak metrik
manifoldun pseudoparalel bir invaryant altmanifoldunun pseudoparalel, Ricci-pseudo-
paralel ve 2-Ricci pseudoparalel gibi ozellikleri arastirildi. Sonug¢ kisminda ise elde

edilen veriler ile geometriye katki yapacagimi dustundiigimiiz bazi sonuglar elde

edildi.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Manifoldlar

Bu kisimda sonraki boliimlerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bazi temel kavramlara

yer verildi.

Tanim 2.1.1. Z bir Hausdorff uzayi olsun. Bu durumda herhangi bir U C Z agik

ciimlesinden V' C R" bolgesine tanimlanan
p:U—VCR"

seklindeki homeomorfizmine Z de tanimlanan n— boyutlu koordinat sistemi (harita),
ayni zamanda U agik climlesine de, ¢ haritasinin koordinat komsulugu (koordinat

bolgesi) adi verilir. Bu harita (U, ¢) seklindedir. O zaman, z € U ise
o(2) = (21,...,2n) ER"

dir. Burada verilen zy, ..., z, reel sayilarina ¢ haritasina gore z noktasinin koordinatlar

adi verilir.

Tamm 2.1.2. M bostan farkli bir ciimle olmak iizere M nin her noktasmn E" e
ya da E™ in bir U agik altciimlesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu varsa,
M ye n—boyutlu topolojik manifold denir (Boothby, 1986).

Ornegin; M = {(t,u, z) : z = t*> + u?} ciimlesi icin

f:E* - MCE®

(t,u) —  f(t,u) = (t,u,t* +u?)

tanimlanan doniisiim bir homeomorfizm oldugundan M, 2-topolojik manifolddur.

Tanim 2.1.3. f, R"® uzaymin bir U agik ciimlesi iizerinde tanimli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevleri var ve k < r

olmak ftizere siirekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilir denir ve bu



f € C"(U,R) ile gosterilir. Eger her r € Z* i¢in f € C"(U,R) ise f fonksiyonuna
diferensiyellenebilir denir ve bu f € C*°(U, R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamm 2.1.4. M bir topolojik manifold ve M nin bir agik drtiisii {U,} olsun.
Bu durumda U, agik cimlelerinin « indislerinin ctimlesi A olmak sartiyla {U,} acik
ortiisti igin {U, }aea dir. E™ de U, ya bir ¢, homeomorfizmi altinda homeomorf olan
acik ciimle ¢, olsun. Buna gore (¢4, Uy) haritalarimin {(pq, Uy ) }aca koleksiyonuna

bir atlas (koordinat komsulugu sistemi) denir.

Tamm 2.1.5. M bir n—boyutlu topolojik manifold ve S = {(Ua,%a)}a de M nin

bir atlasi olsun. r > 1 olmasi durumunda, eger S atlasi U, N Ug # 0 olmak tizere

her a, f € A igin

Pap = Ya 05" Y3(Ua N Up) — ta(Ua N Up)

ve

Voo =Y oy Ya(Ua NUs) — 1p(Us N Up)

ozelligine sahip ise S ye C"-smifindadir denir. Burada ¢,g ve g, fonksiyonlar1 da
ikiser ikiser homeomorfizmalarin bileskesi oldugundan birer homeomorfizmadirlar.
Bu sekilde tanimlanan ¢.3 ve g, fonksiyonlar1 C"-simmfindan diferensiyellenebilir
ise S atlasina C"-Sinifindan diferensiyellenebilirdir denir.

Eger, S atlasi M iizerinde C"-smifindan ise S ye M fizerinde bir C"-simifindan
diferensiyellenebilir yapi denir.

O zaman bir M manifoldu iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas
meveut ise M manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold adi verilir

(Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.1.6. M bir topolojik manifold ve p € M olsun. M nin p noktasinin bir

komsulugu U olmak iizere

C*(U,R) = {f | f : U"""""R}

ciimlesini ele alalim. Bu ciimlede her f,g € C*°(U,R) ve ¢,d € R igin
i) Lineerlik



Vplef +dg) = cV,(f) + dVi(g)
ii) Leibnitz
Vo(f.9) = Vu(f)-9(p) + f(»)V;(9)

seklindeki V), fonksiyonuna M nin p noktasindaki tanjant vektorii adi verilir.
M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin climlesi Tyg(p) ile gosterelim.

Buna gore

lineer

Tg(p) = {Vp | V1 C%(M,R), i, R}

leibnitz

seklinde ifade edilebilir. Bu ciimlede i¢ islem

© : Tglp) x Tglp) — Tgp)
(V;pr> —VyeW,: COO(MvR) — R

ve [ € C"O(M,R) icin
(Vo + Wi)lf1 = Vol f] + Whlf]

seklinde tanimlanir. Boylece (T (p), @) ikilisi bir abel grup olur. Bu ciimlede dis

islem de

©® : RxTgp) — Twp)
A\V,) > A0V, : C®(M,R) >R

ve [ € C"O(M,R) icin
Ao V) 1= AV, /]

seklindedir. Ayrica Tyg(p), reel sayilar cismi iizerinde bir vektoér uzayidir. Bu uzaya

M nin p—noktasindaki tanjant uzayi adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.1.7. f : E" — R diferensiyellenebilir fonksiyon ve ‘—/p € Tgn(p) olmak
iizere P, () € E™ i¢in, \_/>p = P—Q> ise

VU= SO+ 1Q — P)).n F(Pa + @~ P

reel sayisina f nin 1_/>p vektort yoniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1980).



Tanim 2.1.8. Reel sayilar cismi iizerinde ¢ tane vektor uzay1 Vq, Vs, Vs, ..., V; olsun.
fVixVox Vs . V=R

fonksiyonu 1 < i <t olmak tizere u;, v; € V; ve a,b € R i¢in

flug, ooy i1, aU+bU;, Vi1, ooy V) = af (U1, oy U1, Uy ey ) f (01, oy U1, Uy ey V)

sartini sagliyorsa f ye t—lineer fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.9. M bir n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve p € M noktasindaki
tanjant uzay Tg(p) olsun. Bu durumda Tyg(p) nin dual uzayma M nin p noktasindaki
kotanjant uzay1 denir. M nin p noktasindaki kotanjant uzay1 T]_ff(p) ile gosterilir.

Boylece
Tg(p) = {w | w : Tg(p)™ R}

dir. Tig(p) uzaymm her bir elemanina da M nin p noktasindaki kotanjant vektorii

denir (O’ Neill, 1983).

Tanim 2.1.10. V, reel sayilar cismi tlizerinde bir vektor uzay1 ve V* dual uzayi

olsun. Bu durumda V* =V x V x ... x V, olmak ftizere

(u+v)—lineer

LV VY Ry ={f]| f:Vix VYV

R }

uzayinda i¢ ve dis islemler sirasiyla

(f D g)(ala ~-'>auaﬁla --'7611) = f(ala --'7au7517 --'7ﬁv) + g(ala '-'7O‘ua51a '-'7611)

ve

()\f)(al, ...,Oéu7ﬁ1, ...,61)) = )\f(Oél, ...7061“51, ...751))

seklindedirler. Bu uzaya u. mertebeden kovaryant ve v. mertebeden kontravaryant
tensor uzay olarak adlandirilir. Bu uzayin elemanlarina da (u, v)—tipinde bir tensor

adi verilir (Boothby, 1986).



Tanim 2.1.11. M diferensiyellenebilir bir manifold ve M fizerindeki diferensiyellenebilir
fonksiyonlarm ciimlesi C*°(M,R) olsun. Her f,g € C*°(M,R) ve ¢,d € R olmak

uzere
X : C®(M,R) — C*(M,R)

dontisiminde
i) X(cf +dg) = cX(f) +dX(g)
i) X(f g) = X(f)g + fX(9)
sartlar gegerliyse X ye M fizerinde bir vektér alani adi verilir. M iizerindeki vektor
alanlarinin ctimlesi X(]\Z ) seklindedir (Boothby, 1986).
Buna gore bir manifold tizerinde bir vektor alani, manifoldun her bir noktasina

bir tanjant vektori karsihik getiren doniistim olarak goriilebilir.

Tanim 2.1.12. M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki vektor alanlar:

ciimlesi x(M) olsun. O zaman Z,V € x(M) i¢in

[ ] x(M) x x (M) — x (M)
(Z,V) — [2,V]

dontisiimiinde

i) 2-lineer, yani her ¢,d € R igin Z,V,T € X(]Tf) icin
[cZ +dV,T)=¢c|Z,T|+d[V,T],

ii) Anti-simetrik yani

[Z,V]=—-[V,Z]

iii) 1.Bianchi esitligi saglanir. Yani

[z, V], T)+ ([T, Z],V]+ [[V,T],Z] = 0
ozellikleri saglaniyorsa [ ,] ye M —iizerinde bir Lie operatorii denir (Boothby, 1986).



Tanim 2.1.13. M bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M izerindeki vektor

alanlar1 climlesi x (M) olmak tizere Z,V € x(M) igin

—~ —~ —

]2 Xx(M) x X(M) — x(M)

(2,V) = [2,V]
doniistimii her f € C"O(M ,R) fonksiyonu igin

2, V| =2V (f) = V(Z(])) (2.1.1)

seklinde tanmimlansim. [,], X(]T] ) lizerinde bir Lie oparatoridiir. Burada Z(f), f

fonksiyonunun Z vektor alanina gore yone gore tiirevidir.

Tanim 2.1.14. M bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. Her 4,V e X(M )

olmak tizere f,g € C*°(M,R) fonksiyonlari, A € R ve [,]| Lie operatorii igin

i) [Z,VI(f +9) =[2,VI()) +12,V](9)
i) [Z, VI(Af) = AlZ, V]S

i) [Z,V](fg) = 912, VI(f) + 12, V](9)
ozelliklerini saglar (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.15. M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. O zaman her Z,V &

X(M) ve f,g € C(M,R) i¢in

[fZ.9V] = (f9)Z. V] + [Z(g)V — gV () Z (2.1.2)

dir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.16. M ve N sirasiyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olmak ftizere f : M — N fonksiyonu p noktasinda diferensiyellenebilir ise

fe + Tg(p) = Te(f(p))



seklinde tanimh f, dontisiimiine f nin tiirev dontisiimii denir. O zaman g € C (N ,R),

f(p) nin komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(f+(V2))g = Vi(gof)

seklindedir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.17. M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar olmak tizere f : M — N
diferensiyellenebilir bir dontisiim olsun. Boylece f. tiirev dontisiimii lineerdir ve M

de segilen egriden bagimsizdir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.18. M bir C® manifold olmak iizere

g 1+ T,M xT,M — R

(2,1) = gp(2,1)

seklinde tanimli, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli 2. mertebeden
kovaryant tensor alani olmak sartiyla M bir g metrik tensori ile donatilmissa (]Tf )

ye bir semi-Riemann manifoldu adi verilir (O’ Neill, 1983).

Tanim 2.1.19. M bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki C® vektor
alanlarinin ctimlesi X(M ) ve M den R ye C* fonksiyonlarm ciimlesi de COO(]/\Z ,R)

—~

olsun. Her Z,V,T € x(M) ve ¢, d € R i¢in

—~

g+ X(M) x x(M) — C*(M,R)

dontisimi

i) Simetrik, yani

9(2,V) =g(V, 2),

ii) Pozitif tamimhilik ve non-dejenere

Z#0i¢in g(Z,2) 20,ve g(Z,Z) =0« Z =0, her V € x(M) igin
g Z,V)=0=2=0

iii) Bilineer;

g(cZ +dV,T) =cg(Z,T)+ dg(V,T)
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sartlarim saghyorsa g ye M fiizerinde bir Riemann metrigi ayrica (M ,g) ye de bir

Riemann manifoldu denir (O’ Neill, 1983).

Tanim 2.1.20. M bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki C® vektor

alanlar1 ciimlesi x (M) olsun. Buna gore,

Voo x(M) x x (M) (M)
(Z,V) — N(Z,V)=V,V

doniisiimii her Z,V,T € x(M) ve f,g € C**(M,R) i¢in

) Vi(V+T)=V,V+V,T

i) VigigvT = V4T +gVyT

iii) V4 (fV) = fVZV + Z(f)V

bi¢imindeki v ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ayrica Z ye gore Vz

ye de kovaryant tiirev operatorii adi verilir (Yano ve Kon, 1979).

Tanim 2.1.21. (]T/[/ ,¢) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir
afin konneksiyon olsun. Bu durumda her Z, VT € X(M ) olmak {izere \Y dontisimu
i) V4V — VyZ = [Z,V] (Konneksiyonun sifir torsiyon dzelligi)

i) Zg(V,T) = g(VV,T)+ g(V,V,T)(Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zelligi)
seklindeki v ya M iizerinde Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu

adi verilir (Yano ve Kon, 1979).

Tanim 2.1.22. (]\7 , 9), n-boyutlu Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her Z, VT € x(M) i¢in

29(V,V,T) = Zg(V,T)+Vy(T,Z)~Tg(Z,V)
—9(Z,[V,T)) — g(V,[2,T]) + g(T.[Z.V]) (2.1.3)

seklindeki esitlige Kozsul formilii ad: verilir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.23. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her Z € y(M) icin Ly

keyfi (r, s)-tipinde tensor alanim (r, s)-tipindeki tensor alanina gotiiriirse, Z vektor

11



alanina gore Lie tlirev oparatorii denir.

(Lz0)(Zy, ..., Zr, Vi, . Vs) = Zo(Zy, ..., Zr, V1, .. Vs)
—gb(LZZl, ceey ZT‘, ‘/17 Vs) - gb(Zl, ceey ZT,‘/l, L2VS)

Ozel olarak V € y(M) igin
LV =1Z,V]

seklinde tanmimhidir. Ayrica f € C’(M, R) igin Lyf = Z(f) dir. Her VT € X(M)

icin g-Riemann metrik tensoriin Z vektor alanina gore Lie tiirevi de

(Lzg)(V,T) = Lzg(V.T)—g(LzV,T) —g(V,L;T)
= Z(gV.T))—9([Z,V],T) - 9(V,[Z,T])
= g(VzV,T)+g(V,VzT) —g(VzV.T)
+9(VvZ,T) = g(V,V7T) + g(V,VrZ)
= 9(VWwZ,T)+g(V,VrZ)

seklinde tanimlanir. Eger Lzg = 0 ise Z vektor alanina Killing vektor alani adi

verilir (Chen, 1973).

Tanim 2.1.24. (M , g) bir Riemann manifoldu olmak iizere M iizerinde verilen her
bir diferensiyel r-formuna bir diferensiyel (r+1)-form karsihik getiren diferensiyel
oparatore dis tiirev oparatori denir ve d ile gosterilir.

Eger w bir r—form ise, Zy, Z1, ..., Z, € x(M) igin

|- .
dw(Zo, Zy, ..., Zy) = T+1{Z(—l)’Zi(w(Zo,...,Zz-_l,ZZ» o Zy)
=1
1 < o
g D (VM2 2], Zoy s D i ) 3

i.j=0

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 1 — form ve 2 — form icin d oparatori Z,V,T €

X(]T/[/ ) olmak iizere

2dw(2,V) = Z(w(V)) — V(w(Z)) — w([Z,V]) (2.1.4)

12



ve

3d®(Z,V,T) = Z(®(V, 1))+ V(®(T,Z)) +T(®(Z,V))
—®([2,V],T) - ®([V,T],2) — ®([T, Z],V) (2.1.5)

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.25. Bir (0, k) tipinde tensor alani T, k > 1 ve (M, g) Riemann manifoldu

tizerinde (0, 2) tipinde tensor alam A, V21, Zy  Zy, Z, W € x(M) i¢in Q(A, T) tensor

77777

alam

QA TN Zy, Zs,... 21 Z W) = =T(ZNaY)Z1, 2

----------

Zo1,(Z NaW)Zy),  (2.1.6)

.....

seklinde tanimlamir. Burada
(ZANaWU = AW, U)Z — A(Z, U)W (2.1.7)

dir (Verstraelen, 1994).

Tanim 2.1.26. (]T/[/ , ¢) bir Riemann manifoldu, V de M iizerinde Levi-Civita konnek-

siyonu olsun. Her Z, VT € x(M) olmak {izere

R X(M) x x(M) x x(M) — x(M)

(Z,V,T) — R(Z,V)T
ve
R(Z, V)T =V ;VyT —VyVT —VizyT (2.1.8)

seklindeki R fonksiyonuna M fizerinde bir (3,1)— tipindeki tensér alanina M nin
Riemann egrilik tensorii denir. Ayrica her Z,V, T, X € X(M ) igin K (Z,V,T,X) =
g(é(Z V)T, X) seklinde tanimh K, ya M nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii

ad1 verilir. Riemann egrilik tensorii sifir olan manifolda flat manifold denir.
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(]T] , g) Riemann manifoldu iizerindeki konneksiyon V olmak iizere VR = 0 ise M. -ye
lokal simetrik manifold denir.

Burada Riemann egrilik tensorii R olmak tizere, her Z, V., T, X € X(M ) igin

i) R(Z,V)T = —R(V, Z)T

i) g(R(Z,V)T,X)=—g(R(Z,V)X,T)

iii) R(Z, V)T + R(V,T)Z + R(T, Z)V = 0 (. Bianchi ozdesligi)

iv) g(R(Z,V)T,X) =g(R(T,X)Z,V)
ozelliklerine sahiptir (O’ Neill, 1983).

Tanim 2.1.27. (]\7, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey,es, ..., e, }, lokal

ortonormal vektér alanlarn y(M ) in bir baz1 olmak iizere

— —

Q : x(M)— x(M)

Z—QZ)=QZ=>> R(Ze)e (2.1.9)
i=1
seklindeki () operatoriine M nin Ricci operatorii ad verilir (O’ Neill, 1983).
(M, g), n— boyutlu bir Riemann manifoldu R ve M Riemann manifoldunun
Riemann egrilik tensorii olsun. {ey,es,...,e,} climlesi X(M ) nin ortonormal baz

vektor alanlari olmak sartiyla her Z,V € x(T'M) igin

S+ x(M) x x(M) — C>®(M,R)
(Z2,V) = S(2,V)=>_ g(R(V,e))ei, Z) (2.1.10)

ile tammlanan (2, 0)— tipindeki tensore M nin Ricci tensérii denir. Kolayca goriilebilir

ki Ricci tensort simetriktir. Ayrica M nin Ricci oparatorii () olmak tizere
S(Z,V)=9(QZ,V) (2.1.11)

seklinde tanimlanabilir (Yano ve Kon, 1984).

(]Tj ,g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, ey, ..., e, } lokal ortonormal
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vektor alanlar: olsun. Bu durumda
p=>Y _ See) (2.1.12)

degerine M nin skaler egrilik fonksiyonu olarak adlandirilir(Yano ve Kon, 1984).
Diger taraftan bir (]\7 ,9), Riemann manifoldunun Z dogrultusundaki Ricci

egriligi

k(Z) = (2.1.13)

ile tanimlanair.

—~

(M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere her Z,V € y(M) icin
S(Z,V) = \g(Z,V) (2.1.14)

olacak sekilde M dizerinde bir A fonksiyonu varsa, yani Ricci tensorii metrik tensortin
bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu denir. Burada (2.1.14) de Z = V = ¢,
1 <i < n, ortonormal bazi secilirse A = £ oldugu goriilebilir.

(]\7 ,9), n— boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O zaman S Ricci tensorii

—~

olmak iizere her Z,V € x(M) i¢in
S(Z,V)=1cg(Z,V)+en(Z)n(V) (2.1.15)
denklemine gore M ye n—Einstein manifoldu denir. Bu durumda c ve d, M iizerinde

fonksiyonlar ve n-da 1-formdur (Yano ve Kon, 1979).

Tamm 2.1.28. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. O zaman T'g(p) tanjant

uzayin iki boyutlu alt uzay: I olmak tizere Z,V € II tanjant vektorleri i¢in
9(2,2)g(V.V) — g(Z,V)* # 0

olmak lizere
9(R(Z, V)V, Z)

KNV = 5z gy - g2V

(2.1.16)
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ile tanimli K(Z A V) ye II diizleminin kesit egriligi olarak adlandirilir ve K (II)
seklinde gosterilir. Buradan kolayca goriilebilir ki kesit egriligi T (p) tanjant uzaym
iki boyutlu alt uzay1 IT den segilen bazlardan bagimsizdir(Yano ve Kon, 1984).

Her p € M ve Zy, V, € Tyg(p) icin K(Z,,V,) sabitse Mye c-sabit kesit egrilikli
uzay ya da reel uzay form adi verilir ve n-boyutlu bir M uzay formu M "(c) ile
gosterilir. Bu durumda M Riemann manifoldu c-sabit egrilikli reel uzay form ise M

nin Riemann egrilik tensérii R, her Z,V,T € X(]Tf ) icin

R(Z V)T = c{g(V,T)Z — ¢(Z,T)V} (2.1.17)

seklinde verilir. Ozel olarak;

¢ =0ise M(c) = E" Oklid uzayma

c= 2 ise ]\A/[/(c) ~ S™(r) kiiresine

c=—% ise M (c) & H"(r) Hiperbolik uzayma izomorfiktirler.

Burada, sabit egrilikli bir Riemann manifoldunun egriligi pozitif ise eliptik, negatif
ise hiperbolik ve sifir ise diizlemsel (flat) veya lokal cklidyen uzayi adim alir. Boylece

flat manifoldlar Riemann egrilik tensorii sifir olan manifoldlardir.

2.2. Altmanifoldlar

Bu kisimda, yiizeyler teorisinin genellestirilmisi olarak bir Riemann manifoldun
altmanifoldu tanmimlanip, temel 6zellikleri incelenecektir. Altmanifold tizerine indirgenen
metrik tensor ve indirgenmis konneksiyonun Levi-Civita konneksiyonu olma durumlar:
gozden gecirilerek, altmanifold tizerinde tanimli Weingarten temel tensori ve ikinci
temel formun ozellikleri hatirlatilarak Riemann manifoldu ile altmanifoldunun egrilikleri
arasindaki bagintilar sunulacaktir. Ayrica total geodezik, total umbilik, pseudo-umbilik

ve minimal altmanifoldlar1 kavramlar: verilecektir.

Tanim 2.2.1. M ve M sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar olmak iizere
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diferensiyellenebilir doniisiimiinde boy( f.(Ta(p))) = g olursa f nin p € M noktasindaki
ranki ¢ dur denir ve rank,(f) = ¢ seklinde gosterilir.

O zaman boy(M) = rank(f) ise f ye immersiyon (daldirma) ayn zamanda
f(M) ye de M nin immersed (gomiilmiis) altmanifoldu adi verilir.

Eger f immersiyonu bire-bir ise f ye imbeding (gémme) ve f(M) ye de M nin

gomiilen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu adi verilir (Chen, 1973).

Tamim 2.2.2. (M,g) ve (M ,g) swrasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar

olmak tizere f: M — M bir immersiyon olsun. Her Z,V € T)/(p) igin

g(f*pZ7 f*pv) =3 g<Z7 v)

ile tamml f ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) denir (Chen,

1973).

Tanim 2.2.3. M , bir m—boyutlu manifold ve M nin bir p noktasindaki tanjant
uzayl Tw(p) olsun. M fizerinde bir r—boyutlu D distribiisyon, M nin her bir D

noktasimi r—boyutlu altuzaymma gotiiren doniisiimdur. Yani,

D : M — Tg(p)

p— D, C Tﬁ(p)

seklindeki D doniistimiine bir distribiisyon adi verilir. Her Z € X(]f\\/[/ ) i¢in p € M
olmak tizere Z, € D, ise Z vektor alanina D distribiisyonuna aittir denir. Ayrica
her p noktasinda D ye ait r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor mevcut

ise D ye diferensiyellenebilir distribiisyon olarak adlandirihr (Duggal ve Bejancu,

1996).

Tamim 2.2.4. (]Téf ,g) bir Riemann manifoldu M nin bir altmanifoldu M olmak

izere, her p € M icin

M = {V, € Ty (p) : §(Z,V},) = 0,¥Z, € Tu(p) }
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bicimindeki altuzayma M nin normal uzay1 denir. V) vektorine M nin normal
vektori V, nin birim vektor oldugunda V), vektoriine M nin birim normal vektori
ad1 verilir. M nin tiim normal vektorlerini iceren T+ M uzayma da M nin normal

demeti denir.

M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olmak iizere TM , M altmani-
foldunun tanjant demetini ve 7+ M de M altmanifoldunun biitiin normal vektorlerin

vektor demetini gostersin. Bu durumda, M manifoldunun tanjant demetini
TM =TM & T*M

seklinde yazabiliriz.

Tanim 2.2.5. (]T/[/ ,g) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu
olmak iizere V ve V da sirasiyla M ve M da Riemann konneksiyonlar olsun. Her

Z,V e x(M) igin

o 1 X(M)x x(M) = x*(M)

(Z, V) = o(Z,V)=V,V = V,V

ile taniml o simetrik iki-lineer forma M nin ikinci temel formu denir. Bu durumda

o =0 ise M ye total geodezik altmanifold ad1 verilir.
ViV =V,V+0(ZV) (2.2.18)

seklinde tanimlanan esitlige de Gauss formiilii denir. Burada VzV ve o(Z,V), \a%
nin sirasiyla teget ve normal bilesenleridir.

(M,§) Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu M olmak iizere M
tizerindeki bir p € M igin Ty;(p) nin lokal otonormal bazi {ey, e, ..., e,} olsun. Bu

durumda M nin ikinci temel formu ¢ nun normu

lo||® = Z g(o(ei e5),0(eie5)) (2.2.19)

ile tanimhidir.
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Tanim 2.2.6. (]/\Z ,g) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu
olmak iizere M nin normal demetindeki konneksiyon V+ olsun. Her Z € (M) ve

V e xH(M) icin

A X (M) x x (M) — x(M)
(V,Z) = A(V,Z) = Ay Z = V3V = V,V

ile taniml iki-lineer doniisiimiine M nin sekil operatorii denir (Chen, 1973).
ViV =—AvZ+ VLV (2.2.20)

ifadesine de Weingarten formiilii denir. A nin bu durumda sekil operatoriiniin

kovaryant tiirevi de
(V2A>VW = VZAVW — AVJZ-VW - Avvzw (2.2.21)

seklinde verilir (Chen, 1973, 1990).
M altmanifoldunun ikinci temel formu o nun kovaryant tiirevi Vo de her Z ST €

X(M) igin
(V20)(W,T) = Vio(W,T) — o(V,W,T) — o(W,V,T) (2.2.22)

seklinde tanimlanir. o nun kovaryant tiirevi Vo ya M nin ti¢tlincii temel formu denir
(Chen, 1973).
Her W € x(M) ve V € x+(M) icin g(W,V) = 0 ifadesinin Z € y(M) gore

kovaryant tiirevi alinirsa
ZgW,V) = g(V W, V) 4 g(W,V,V) =0 (2.2.23)
olur. Burada Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa

g(V W, V) 4+ g(a(Z,W), V) — g(W, Ay Z) 4+ g(W,VZV) =0
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dir. Buradan gerekli sadelestirmelerle
9(AvW, Z) = g(o(Z, W), V) (2.2.24)

oldugu goriiliir. Bu son esitlik M nin ikinci temel formu o ile Ay sekil oparatori

arasindaki bagmtiy1 verir (Chen, 1973).

Tamm 2.2.7. (M , g) Riemann manifoldunun n—boyutlu bir altmanifoldu M olmak
iizere M nin egrilik tensorii R olsun. Her Z,W, T € x(M) igin

R(Z,W)T =V VT —VwV 5T = VizwT

bi¢iminde tanimlanan Riemann egrilik tensorii olsun. Gauss ve Weingarten formiillerinden

R(Z,W)T = VzVwT —VwVsT —VigwT

= Vu(VwT +0(W,T)) = Vw (VT +0(Z,T))
—(ViwT +o([Z,W],T))

= VYT +Vzo(W,T) = VwV T —Vyo(Z,T)
~Vizw T — o([Z,W],T)

= VYT +0(Z VwT) — AswryZ + Vzo(W,T)
~VwV T —o(W,V;T) + AgizryW — Viyo(Z,T)
—Ve,wT 4+ Vy,zT — (N, W, T)+0(VwZ,T)

esitligi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(Z, W)T = Vw1l —VywVzT — szwT + vazT
+Vzo(W,T) — a(V W, T) — o(W,V,T)
—Vio(Z,T) +o(Z,VwT) +o(VwZ,T)

+Aszm)W — Agowr)Z
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dir. Boylece yukaridaki denklem tekrar diizenlenirse

R(Z,W)T = V;VuwT —VwVT —VizwT
+V50(W,T) — o(V W, T) — o(W,VT)
~Viyo(Z,T)+0(Z,VwT) +o(VwZ,T)

+AszmyW — Agwr)Z

yazilabilir. Buradan da (2.2.22) denklemi kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(ZW)T = R(ZW)T + Ayzn)W — AswiryZ
+(V20)(W,T) = (Vwo)(Z,T) (2.2.25)

oldugu goriiliir. (2.2.25) in her iki tarafi U € x(M) ile garpilirsa,

R(Z,VV,T,U) = R(Z,VV,T,U)—g(O’(VV,T),O'(Z,U))
+9(0(Z,T), o(W, 1)) (2.2.26)

bulunur. (2.2.26) ye Gauss denklemi denir (Chen, 1990). Ayrica (2.2.25) denkleminin

teget ve normal bilesenleri sirasiyla
(R(Z,W)T)T = R(Z,W)T + ApzryW — AgwrZ (2.2.27)

ve

(R(Z,W)T)" = (V20)(W,T) = (Vwo)(Z,T) (2.2.28)

verilir. (2.2.28) esitligine Codazzi denklemi adi verilir. Eger Codazzi denkleminde
(R(Z,W)T)* = 0 ise altmanifolda egrilik-invaryant altmanifold denir. Buna gore
%, M tizerinde Riemann konneksiyonudur. Boylece M nin normal demetinin egrilik

tensorii her Z, W € x(M) ve V € x(M) olmak iizere

RYZ,W)V = VzVyV =V ViV = VizwmV (2.2.29)
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ile verilir. Yukaridaki islemler tekrarlanirsa

R(Z,W) = VVwV = VywViV = ViV

= ViV V = AyW) = Vi (VLV — Ay Z)
~(VizwV — Av[Z, W)

= VyViV = A vZ =V AVW — a(Z, AyW)
Vg VzV + Agy W + Vw Ay Z + o(W, Ay Z)
~VizmV + Av[Z, W]

yazilabilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(Z,W)V = VzVyV =V VzV = ViguV
—0(Z, AyW) 4+ (W, Ay Z)
—VzAVW + AguyW + Ay VW
+VwAyZ — AgyvZ — AyVwZ

oldugu goriiliir. Bu denklemde (2.2.21) ve (2.2.29) kullanilirsa

R(ZW)YW = RYZ,W)V —a(Z, AyW) + o(W, Ay Z)

—(V2A)W + (VA Z (2.2.30)

olur. Bu esitliginin her iki tarafi X € y*(M) ile garpilirsa

g(R(ZW)V,.X) = g(R(Z,W)V,X) = g(a(Z, AyW), X) + g(c(W, Ay Z), X)
—g((VzA)WW, X) + g(Vw A Z, X)
= g(R(Z W)V, X)+ g(Ax Z, AyW) — g(AxW, Ay Z)

dir. Buradan da [Ax, Ay] = AxAy — Ay Ax oldugundan

g(R(Z, W)V, X) = g(RH(Z, W)V, X) + g([Ax, Av]Z, W) (2.2.31)
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bulunur. (2.2.31) esitligine Ricci denklemi adi verilir. Eger R+ = 0 ise altmanifolda

normal flat konneksiyona sahiptir denir (Chen, 1973, 1990).
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3. PARAKONTAK MANIFOLDLAR

Bu kisimda konunun anlasilabilirligini saglayacak temel kavramlara yer verilecektir.

3.1. Hemen Hemen Parakontak Manifoldlar

Bu boliimde, hemen hemen parakontak manifoldlar ile ilgili tanim ve teoremler

verilmistir.

Tanim 3.1.1. M, (2n + 1)—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ¢, £, n da
M?*t1 {izerinde sirasiyla, (1, 1)—tipinde bir tensor alani, bir vektor alani ve 1— form

olmak tizere, bu durumda (¢, &, n) yapist M?" ! {izerinde,

nE€) =1, ¢*=Id—n®¢ D =cekn (3.1.32)

(D; n tarafindan iiretilen distriblisyondur ve hemen hemen parakompleks yapiya
sahiptir.) denklemleri saglaniyorsa, bu halde (¢, &, n) tglisiine M {izerinde bir
hemen hemen parakontak yapi ve bu yapi ile beraber (M, ¢, £, n) dortlisiine bir

hemen hemen parakontak manifold denir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.1.2. (M?"™! ¢, £ n) dortliisii hemen hemen parakontak manifold olmak

uzere,

P(€) =0, nop=0, ranky =2n (3.1.33)

dir (Zamkovoy, 2009).

3.2. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen parakontak manifoldlar tizerinde bir metrik tanimlanacak

ve baz1 temel ozellikleri verilecektir.

Teorem 3.2.1. (M, ¢,&, 1), (2n+1)—boyutlu bir hemen hemen parakontak manifold
olmak iizere, buna gore M manifoldu tizerinde bir g semi-Riemann metrik tensor

alani

9(Z,§) =n(Z), ¥Z € x(M) (3.2.34)
seklinde tanimlanir (Zamkovoy, 2009).
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Teorem 3.2.2. (M?""! ¢ £ n) bir hemen hemen parakontak diferensiyellenebilir
semi-Riemann manifoldu tizerinde V¥ Z,V € x(M) ve £ € x(M) igin,

9(02,0V) = —g(Z,V) +n(Z)n(V), 9(Z,&) =n(Z) (3.2.35)

sartlarii saglayan bir g semi-Riemann metrigi vardir (Zamkovoy, 2009).

Sonug 3.2.3. M hemen hemen parakontak manifoldu iizerinde

9(@Z,0V) = —g(Z,V)+n(Z)n(V)
9(Z,§) = n(Z)

olacak bigimde g semi-Riemann metrigi
9(0Z, V) +9(Z,¢V) =0

seklindedir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.2.4. (M1 ¢ £ n) bir hemen hemen parakontak manifold olmak iizere
(3.2.35) kosulunu gergeklestiren g semi-Riemann metrigine (M?**1 ¢ & n) tizerinde
hemen hemen parakontak metrik, (¢,&,n,g) yapisina da hemen hemen parakontak
metrik yap1, (M?"*! ¢, &, n, g) beslisine de hemen hemen parakontak metrik manifold

ad1 verilir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.2.5. M {izerinde bir (¢,&,7n,9) hemen hemen parakontak metrik yapisi
olsun. V Z,V € x(M) icin,
(2, V) =9(Z,¢V) (3.2.36)

bigiminde tanmiml antisimetrik ¢ déniisiimiine (¢, £, n, g) hemen hemen parakontak

metrik yapisinin temel 2-formu adi verilir (Zamkovoy, 2009).

Sonug¢ 3.2.6. M?*"*! semi-Riemann manifoldu olmak iizere ® temel 2-formu anti

simetriktir ve n A ®" # 0 dir.
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3.3. K-Parakontak Manifoldlar

Tanim 3.3.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olmak tizere M nin her p
noktast i¢in J? = I olacak bigimde 7, M tanjant uzaymm bir J endomorfizmas: var
ise, bu durumda M f{izerindeki (1, 1)-tipindeki J tensor alanma bir hemen hemen
parakompleks yapi olarak adlandirilir. O zaman, bir J hemen hemen parakompleks
yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold adi verilir

(Bucki, 1985).
Tanim 3.3.2. J , M"™ tlizerinde bir hemen hemen parakompleks yapi1 olmak tizere

M™ tizerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii;

Ny(Z,V) = Pz V)+[JZ,JV]|=JJZ, V] - J[Z, JV]
— (2 V]+[JZ,JV] = JJZ,V] - J|Z, V]
seklindedir (Bucki, 1985).

Tanim 3.3.3. (M?",J) hemen hemen parakompleks manifold olmak iizere Ny = 0

ise, J lineer doniistimiine integrallenebilirdir denir (Bucki, 1985).

Tanmim 3.3.4. M?" xR iizerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapisi integrallene-

bilirse, (¢, &, n) hemen hemen parakontak yapisina normaldir denir.
Tanim 3.3.5. (2n+1)—boyutlu hemen hemen parakontak metrik manifoldu (M, ¢, &, n, g)
olmak tizere V Z,V € x(M) igin,
1
dn(2,V) = 5(Zn(V) = Vi(Z) = n([Z,V]))
tanimlandiginda
O(Z,V)=9(Z,¢(V)) = dn(Z,V)

seklindeki (¢, &, n, g) dortliisiine parakontak metrik yapi ve (M, ¢, €, 7, g) ye de parakontak
metrik manifold adi verilir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.3.6. (2n + 1)-boyutlu bir M parakontak metrik manifoldu olmak iizere

(¢,€,m, g) hemen hemen parakontak metrik yapisinda yer alan £ vektor alani g ye
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gore bir Killing vektor alaniysa, buna gore M tizerindeki kontak yapiya K-parakontak
yap1 ve M ye de K-parakontak manifold adi verilir (Zamkovoy, 2009).

Onerme 3.3.7. M2 bir parakontak metrik manifoldu olsun. O zaman M2+ in

K-parakontak manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Vz€=—0Z (3.3.37)

dir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.8. Bir parakontak metrik manifoldda & nin integral egrisi bir geodeziktir

(Zamkovoy, 2009).

Bir parakontak manifold iizerinde

hix(M) — x(M)
1

Z — h(Z)=

1
(Lep)Z = 5{Le¢Z — ¢LeZ}
olacak bi¢imde bir h tensor alani verilsin. Z yerine £ yazilirsa
1
e = (Leo)(E) = 016, €] — (66,6 = 0

h& = 0 dir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.9. Bir parakontak metrik manifoldda, h bir simetrik operatordiir. Aym

zamanda
hé =0, he¢ =—o¢h, Trh=Troh =0, (3.3.38)
2hZ = (Lep)Z = Le¢pZ — 9L Z = [§, 90 Z] — ¢[€, Z] (3.3.39)
Vi€ =—0Z + ohZ (3.3.40)

dir. Burada L, Lie tiirevini gosterir ayrica h, ¢ ile anti-simetriktir (Zamkovoy, 2009).

Tanim 3.3.10. (2n + 1)-boyutlu bir parakontak metrik manifold, (M, ¢,&,n,9)
olmak iizere M nin parakontak metrik yapisi normal ise bu halde M manifoldu bir

para-Sasakian yapidir ve ayni zamanda M manifolduna da para-Sasakian manifolddur
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ad1 verilir. Ayrica bir para-Sasakian manifold, bir parakontak metrik manifolddur

ancak tersi her zaman dogru degildir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.11. M 2! bir parakontak metrik manifold olmak iizere M?"*! de bir

(¢,&,m, g) hemen hemen parakontak metrik yapisi bir para-Sasakian yap1 olmasi igin

(Vz0)V = —g(Z,V)E+n(V)Z (3.3.41)

esitliginin saglanmasi gerekir. Burda V, g ye gore semi-Riemann konneksiyondur.

Ayni zamanda bir para-Sasakian manifold, K-parakontaktir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.12. Bir para-Sasakian manifoldda R Riemann egrilik tensorii olmak

uzere,

R(Z,V)§ =n(2)V —n(V)Z

dir (Zamkovoy, 2009).
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4. (k,n)-PARAKONTAK MANIFOLDLAR

Bu béliimde (k, 1) —parakontak manifoldlar tanitihip, bazi karakterizasyonlar: verildi.

4.1. (k,;)—Parakontak Manifoldlar ile Ilgili Temel Kavramlar

Bu kisimda parakontak metrik manifoldlarin bazi temel ozelliklerini ve daha sonra

verecegimiz teoremlerden bazilarini saglayan bir ornek verecegiz.
Tamm 4.1.1. (M*"* £ n, ¢, g)—parakontak metrik manifoldunun Riemann egrilik
tensor alanm R olmak iizere, her Z,V € x(M) igin

R(Z,V)§ = kn(V)Z =n(Z)V) + u(n(V)hZ — n(Z)hV) (4.1.42)
esitligini sagliyorsa manifolda (k, u)—parakontak manifold denir. Burada Z,V; M
tizerindeki vektor alanlaridir ve k ve u reel sabitlerdir (Cappelletti ve Terlizzi, 2010).

Teorem 4.1.2. (M, ®,&,1,9) (2n+ 1)-boyutlu (k, u)—parakontak metrik manifold

olmak tlizere

h* = (k+1)¢?, icin k # —1, (4.1.43)
(Vzd)V = —g(Z — hZ, Ve +n(V)(Z — hZ), (4.1.44)
S(Z, V) = 20 —=n)+nulg(Z,V)+[2(n — 1) + plg(hZ, V)

+2(n — 1) 4+ n(2k — w)n(Z)n(V), (4.1.45)
S(Z,€) = 2nkn(Z), (4.1.46)

QV = 21 —n)+nu]V +[2(n—1)+ plhV
+2(n — 1) +n(2k — p)n(V)E, (4.1.47)
Q€ = 2nk¢, (4.1.48)
Qo — ¢Q = 2[2(n — 1) + plho (4.1.49)
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ozellikleri gegerlidir. Burada Z ve V', M iizerindeki vektor alanlaridir. (Cappelletti
ve ark., 2012).

Ornek 4.1.3. M = {(x,y,2) € R®: z # 0} 3-boyutlu manifoldunu goz o6niinde
bulunduralim. Bu durumda (z,y, z), R? de standart koordinatlardir. M nin her

bir noktasinda lineer bagimsiz vektor alanlarini ise

0 0 0 0
e =+ +tz2/—, €= 7, €3 = 5>

ox dy dy

olacak sekilde secelim. Ayrica g Riemann metrigini ise

1, eger 1 = j # 3,

g(ei,e5) = —1, egeri=j =3,

0, eger i # j; 1,5 = 1,2, 3.

seklinde tanimlayalim.
M {izerinde her bir Z vektor alam igin 7 1-formu n(Z) = g¢(Z,§) seklindedir.

(1,1)-tipinden tensor alani ¢ ise
¢(e2) =0, P(e3) = —ex, ple1) = —e3
seklinde tanimlansi. Burada V Z,V € x(M) i¢in ve ¢ tensoriiniin lineerliginden

nles) = 1, ¢*Z=7—n(2)ey,

9g(@Z,¢V) = —g(Z,V)+n(Z)n(V)

esitlikleri saglanir. Boylece e; = & olmak tizere, (M, ¢, &, n, g) beslisi bir (k, i) —parakontak

metrik manifoldudur. Burada (2.1.2) formiilii yardimiyla

ler, 6] = [ 42 —y] =[5,



olarak hesaplanir. Benzer sekilde [eq, es] ve [e, e3] degerleri de hesaplandiginda

le1, e2] = 0, le1, e3] = —eq, le2,e3] =0

ifadeleri bulunur. V, g metrigine gore Levi-civita konneksiyonu olmak tizere Kozsul

formiilii yardimiyla

€3 €2
velel = 0, V62€1 = —37 Ve3€1 = 57
€3 €1
V61€2 = _57 vegeZ = Oa vegeQ = _57
€2 €1
Ve1€3 = —57 V62€3 = 57 Ve3€3 =0,

degerleri hesaplanir. Daha sonra yukaridaki esitliklerden ve Vzey = —¢Z + ¢phZ

formiilii yardimiyla

h€1 = —5617 h63 =3 —563, h62 = 0.

elde edilir. R(Z,V)T =V zVyT —VyV;T — V iz T formiili kullanildiginda

Rler.ea)es = () nlener —nlenea} + (Dfn(eadhes — nlenhes) =
R(es, e3)e2 = (Z){U(es)ez —n(ez)es} + (1){n(es)hes — n(ea)hes} = -

R(ei,e3)es = (Z){U(&z)@l —n(er)es} + (1){n(es)her —n(er)hes} = 0.

bulunur. Béylece yukaridaki esitliklerle k = (2) ve p = (1) ile M nin bir (k, j)—parakontak

metrik manifold oldugu goriiliir.

4.2. (k,p)—Parakontak Manifoldlarin Baz1 Egrilik Tensorleri

Bu boliimde ¢alismamizda elde edilen orijinal sonuclara hizmet edecek kavramlara
yer verilmistir. Riemann egrilik tensort, projektif egrilik tensorti, concircular egrilik
tensori ve quasi-konformal egrilik tensoriiniin birbirleri tizerindeki etkileri ayrintili

olarak incelenmis olup, elde edilen sonuclar degerlendirilmistir.
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Tanim 4.2.1. M, (2n+1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman quasi-konformal

egrilik tensérii C olmak iizere, her Z,V,T € X(M) igin

C(Z V)T = aR(Z V)T +b[S(V,T)Z - S(Z,T)V + g(V,T)QZ
~9(2.T)QV] ~ 55+ 20lg(V.T)Z

—9(Z,T)V] (4.2.50)

seklinde tanimhdir. Burada a ve b birer sabittir. Eger C = 0 ise, 0 zaman manifolda
quasi-konformal flat denir. Quasi-konformal egrilik tensori kavrami Yano ve Sawaki
tarafindan galisilmistir (Yano ve Sawaki, 1968).

1 . .
Burada a = 1 ve b = —5-— secildiginde

GZ V)T = R(ZVIT+ 5

——[S(V.T)Z = S(Z. 1)V +g(V.T)QZ

-9(Z, T)QV] — m@n =1
— C(Z, V)T (4.2.51)

9(V,T)Z — g(Z,T)V]

esitligine indirgenir. Burada C tensoriine ise konformal egrilik tensorii denir. Boylece

konformal egrilik tensorii C', quasi-konformal egrilik tensori C' nin bir 6zel durumu

oldugu goriiliir.

Tanim 4.2.2. M, (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman projektif
egrilik tensorii P olmak tizere, her Z,V,T € x(M) igin

P(Z,V)T = R(Z, V)T — 2i[S(v, TVZ = S(Z,T)V] (4.2.52)

n

seklinde tanimhdir (Yano ve Sawaki, 1968).

Tanim 4.2.3. M, (2n+ 1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman concircular

egrilik tensérii Z olmak iizere, her Z,V,T € X(M) igin

~ r

22T = RZVIT = oo S lo(V TV Z = g(Z,T)V) (4.2.53)

bigiminde tanimhidir. Burada r manifoldun skaler egriligidir (Yano, 1940).
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M, (2n + 1)-boyutlu bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu ve Riemann egrilik

tensorii R olmak tizere, (4.1.42) den
R(E V)T = klg(V,T)§ = n(T)V] + plg(hV, T)§ — n(T)hV] (4.2.54)

esitligi elde edilir. Ayni sekilde (4.2.54) denkleminde 7" = ¢ segersek

R(&,V)E = k[n(V)E = V] — phV (4.2.55)
bulunur. Diger taraftan (4.2.52) de Z = ¢ segtigimizde
1
P(&, V)T = kg(V, T)E + ulg(AV, T)E — n(T)HV] = 5-S(V,T)E  (4.256)

dir. Aymi sekilde (4.2.52) denkleminde 7" = ¢ secersek

P(Z, V)¢ =pun(VYhZ —n(Z)hV] (4.2.57)
ve (4.2.57) de Z = & segtigimizde ise
P, V)¢ = —uhV (4.2.58)

elde edilir. Yine benzer sekilde (4.2.53) de Z = & sectigimizde

r

Z(EWVT = (k- YT

Ng(V, T)§ —n(T)V]+ ulg(hV,T)§ —n(T)RV] (4.2.59)

olur. (4.2.53) denkleminde T" = £ secersek

~ r

2(2,V)§ = (k - m)[ﬁ(‘/)z — (2] + pln(V)hz —n(Z)hV]  (4.2.60)

ve (4.2.60) de Z = & segtigimizde

r

2 V) = (k- m@n 1)

)In(V)§ = V] — phV (4.2.61)
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bulunur. Ayrica (4.2.50) de Z = ¢ sectigimizde

(o + )V T)E = n(T)V]

+aplg(hV, T)§ = n(T)hV] +b[S(V,T)§ = n(T)QV] (4.2.62)

CEVT = [ak + 2nkb —

elde edilir ve (4.2.50) denkleminde T = ¢ segersek

~ r

C(Z, V)¢ = [ak + 2nkb —

(e + 2V Z = n(2)V]

+ap[n(V)hz = n(Z)hV] +0n(V)QZ —n(2)QV] (4.2.63)
bulunur. (4.2.63) de Z = ¢ segtigimizde

C(e.V)E = lak +2nkb — e (5 4 20)][1(V)E — V]

—aphV + b2nkn(V)§ — QV] (4.2.64)

olur.
4.3. Semi-Simetrik (k, u)—Parakontak Manifoldlar

Bu kisimda (k, ) —parakontak metrik manifoldunun Riemann egrilik tensoériiniin
Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensorti, concircular egrilik tensorti, Ricci
egrilik tensorii ve quasi-konformal egrilik tensort tzerindeki etkileri incelenmistir.
Bir (k, u)—parakontak metrik manifoldunun semi-simetrik, projektif semi-simetrik,
concircular semi-simetrik, Ricci semi-simetrik ve quasi-konformal semi-simetrik olmasi

durumunda ortaya ¢ikan sonuglar ayrintili incelenip, degerlendirilmistir.

Teorem 4.3.1. M*""Y($, & n, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. Bu
durumda M nin semi-simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart M nin n—Einstein

manifold olmasidir.
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ispat. Kabul edelim ki M?"*1(¢, £, n, g)-parakontak metrik manifoldu semi-simetrik
olmak iizere, V Z,V, T, X € x(M) igin,

(R(& Z)R)(T, X)V = R(¢,Z)R(T, X)V — R(R(E, 2)T, X)V
—R(T,R(&, 2)X)V
—R(T, X)R(¢,2)V =0, (4.3.65)

oldugunu biliyoruz. Bu denklemde V' = ¢ yazlip (4.1.42) ve (4.2.55) kullanilirsa,

(R(& Z)R)(T, X)§ = R(&, Z)(k(n(X) —n(T)) + p(n(X)hT = n(T)hX)
—R(k(9(2,T)§ —=n(T)Z) + n(g(hZ,T)E — n(T)hZ), X)§
—R(T, k(g(Z, X)§ = n(X)Z) + p(g(hZ, X)§ — n(X)hZ)¢
—R(T, X)(k(n(2)¢ — Z) — phZ) =0 (4.3.66)

bulunur. Bu denklemde (4.1.43), (4.2.54) kullanilip ve (4.3.66) nin her tarafi W €
X(M) ile carpilirsa,

kg(R(T, X)Z,W) + ng(R(T, X)h2Z, W) + kpn(X)n(W)g(Z, hT)
+*(L+ k)n(T)n(W)g(Z,hT) — kun(T)n(W)g(Z, hX)

+k2g(T, 2)g(W, X) + kpg(Z, T)g(hX, W) + kug(hZ, T)g(X, W)
+u*g(hZ, T)g(hX, W) — k*g(T,W)g(Z, X) — kng(Z, X)g(hT, W)
~kpg(hZ, X)g(T. W) — p*g(hZ, X)g(hT, W)

—12(1+ E)n(T)n(W)g(Z, X) = 0. (4.3.67)

bulunur. (4.3.67) de (4.1.43),(4.1.46) yazilip ve x (M) nin ortonormal bazi1 W =T =

e, & 1 < i < n, uygulanirsa,

kS(X, Z) + nS(X, hZ) — 2nk®g(X, Z)

—2nkug(hZ, X) + kun(X)n(Z) = 0. (4.3.68)
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olur. (4.3.68) da (4.1.43) kullamlip Z yerine hZ yazilirsa,
kS(X,hZ) + u(1+ k)S(X, Z) — 2nk2g(X, hZ) — 2nku(1 + k)g(X, Z) = 0. (4.3.69)

elde edilir. (4.3.68) ve (4.3.69) esitliklerinden

K

S(X,Z) =2nkg(X, Z) — (k% — 12)(1 + k)

n(X)n(2).

Boylece, M nin n-Einstein manifold oldugu gortiliir.
Tersine kabul edelim ki M (k, u)—parakontak metrik manifoldu n—FEinstein manifold
olmak iizere, V Z, X € x(M) i¢in

k2

S(X,Z) =2nkg(X,Z) — (k2 — u2)(1+ k)

n(X)n(Z) (4.3.70)

oldugunu biliyoruz. Ayrica

(R(&, Z)R)(T, X)V = R(&Z)R(T,X)V — R(R(E, Z)T, X)V
—R(T,R(¢, 2)X)V — R(T, X)R(£, Z)V =0

oldugundan bu esitlikte (4.3.70) ve (4.1.42) kullanildiginda

(R(&, Z)R)(T, X)V = k(g(Z, R(T, X)V)§ —n(R(T, X)V)Z)
+u(g(hZ, R(T, X)V)€ — n(R(T, X)V)hZ)
—R(k(9(2,T)6 —=n(T)Z) + (g(hZ,T)E
—n(T)hZ), X)V — R(T, k(9(Z, X)§
—n(X)Z) + p(g(hZ, X)§ —n(X)hZ)V)
—R(T, X)(k(9(Z, V)€ —n(V)Z)

+u(g(hz,V)§ = n(V)hZ)) (4.3.71)
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elde edilir. (4.3.71) de (4.1.42) ve (4.2.54) uygulandiginda

(R(E&Z2)R)(T, X)V = k(g(Z, R(T, X)V){+n(V)R(T, X)Z — n(R(T, X)V)Z)
+n(T)R(Z, X)V = n(X)R(T, Z)V) + p(g(hZ, R(T, X)V)§
—g(hZ,T)g(hX, V)¢ +n(V)R(T, X)hZ — n(R(T, X)V)hZ))
—k*(9(Z, T)n(V)X — g(Z,T)g(X, V)& — g(Z,V)n(X)T
+9(Z, X)g(T, V)¢ — 9(Z, X)n(V)T + g(Z,V)n(T) X)
+u((T)R(WZ, X)V = n(X)R(T, hZ)V) + p*(g(hZ, T)n(V)h X
+g(hZ, X)g(WT, V)€ — g(hZ, VYn(X)WT + g(hZ, V)n(T)hX
—g(hZ, X)n(T)hV) + ku(g(Z, X)g(hT, V) — g(Z, X)n(T)hV
+9(hZ, X)g(T,V)Eg(Z, T)n(V)hX — g(Z,T)g(hX, V)¢
—9(hZ, T)g(X, V)¢ + g(hZ, T)n(V )€ — g(hz, X)n(V)T
+9(Z,V)n(T)hX — g(Z,V)n(X)hT + g(hZ,V)n(T) X
(

—g(hZ, V' )n(X)T) (4.3.72)
olarak yazilir. Son olarak (4.3.72) de gerekli sadelestirmeler yapildiginda ise
(R(&, Z)R)(T,X)V =0

sonucuna ulasiir. Boylece, (k,pu)—parakontak metrik manifoldunun semi-simetrik

oldugu gortlir.

Teorem 4.3.2. M*"*(¢$, & n, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. Bu
halde M nin projektif semi-simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein

manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki M manifoldu projektif semi-simetrik olsun. O zaman her

X, Z, T,V € x(M) igin

(R(&, X)P)(Z,T)V = R(¢X)P(Z,T)V — P(R(X)Z,T)V
—P(Z,R(&, X)T)V
—P(Z, T)R(, X)V =0, (4.3.73)
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dir. Simdi (4.1.42) esitligi (4.3.73) da kullanilirsa

(R(E,X)P)(Z,T)V = k(g(X,P(Z,T)V)§ —n(P(Z,T)V)X))
+u(g(hX, P(Z, T)V)§ —n(R(Z,T)V)hX)
—P(k(9(X, Z2)§ = n(Z2)X) + n(g(hX, Z)¢
—n(Z)hX),T)V — P(Z, k(g9(X,T)¢
—n(T)X) + u(g(hX, T)E — n(T)h X))V

—P(Z,T)(k(9(X, V)€ —n(Z)X)
+u(g(hX, V)€ = n(V)hX)) = 0. (4.3.74)

Burada V = Z = £ yazilip (4.2.54), (4.2.57) kullamilip ve (4.3.74) nun her iki tarafi
¢ € x(M) ile garpilirsa

%S(X, hT) = k2g(X,T) + kug(X, hT) — %S(X, 7). (4.3.75)

olur. (4.3.75) de (4.1.43) ve (4.1.46) esitlikleri kullamlip, T" yerine hT yazilirsa

%S(X, hT) = —%(k; + 1)S(X,T) + k*g(X,hT) + ku(l + k)g(X,T)  (4.3.76)

elde edilir. (4.3.75) ve (4.3.76) denklemlerinden

pk — k3 + pk?
12kt 2 — k2

S(X,T)=2n g(X,T).

bulunur. M nin Einstein manifold oldugu goriiliir.

Tersine kabul edelim ki M (k, u)—parakontak metrik manifoldu Einstein manifold
olsun. O zaman V X, T € (M) i¢in

pk — Kk + pk?

S(X,T)=2
( Y ) n’u2k+'u2_k2

9(X,T) (4.3.77)
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oldugunu biliyoruz. Ayrica

(R(&, X)P)(Z,T)V = R, X)P(Z,T)V — P(R(¢,X)Z,T)V
—P(Z,R(&X)T)V — P(Z, T)R((, X)V =0

oldugundan bu esitlikte (4.3.77) ve (4.2.54) kullamldiginda

(R(& X)P)(2,T)V = k(g(X,P(Z,T)V)§—n(P(Z T)V)X)
+u(g(hX, P(Z, T)V)§ —n(P(Z,T)V)hX)
—P(k(9(X, 2)§ = n(2)Y) + n(g(hX, Z)¢
—n(Z2)hX), T)V — P(Z, k(g(X,T)¢
—n(T)X) + pu(g(hX, T)§ — n(T)hX)V)

—P(Z,T)(k(g(X,V)E —n(V)X)
+ulg(hX, V)E - n(V)hX)) (4.3.78)

elde edilir. (4.3.78) de (4.2.52) ve (4.2.57) uygulanip ve gerekli sadelestirmeler
yapildiginda ise
(R(§, X)P)(Z, T)V =0

sonucuna ulasilir. Béylece M, (k, u)—parakontak metrik manifoldunun projektif

semi-simetrik oldugu gortilir.

Teorem 4.3.3. M*""(¢, £, n, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olmak iizere
M nin concircular semi-simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein

manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki M parakontak metrik manifoldu concircular semi-simetrik

olsun. O halde V Z, T, W, X € x(M) igin

(R(&, 2)Z)(T,W)X = R(&,2)Z(T,W)X — Z(R(§, 2)T, W)X
—Z(T,R(&, Z)W)X
—Z(T,W)R(£,Z)X =0, (4.3.79)
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oldugunu biliyoruz. (4.3.79) da (4.1.42), (4.2.55) kullanihp, X = ¢ yazilip,
A=Fk— 57

#ﬂ) kisaltmasi kullanilirsa

(R(& 2)Z)(T,W)§ = R(& Z)(A((W) = n(T)) + p(n(W)hT
—n(T)hW) = Z(k(9(Z,T)s = n(T)Z)
+u(g(hZ,T)E —n(T)hZ),W)§

—Z(T, k(g(2,W)¢ = n(W)Z)
+u(g(hZ, W)E = n(W)hZ)E
—Z(T,W)(k(n(2)¢ — Z) — phZ) =0 (4.3.80)

elde edilir. (4.3.80) de (4.2.60), (4.2.61) denklemleri kullanilip ve denklemin her
tarafi Y € x(M) ile carpilirsa

kg(Z(T,W)Z,Y) 4+ pg(Z(T,W)hZ,Y)

+kp(nW)n(Y)g(Z, hT) —n(T)n(Y)g(Z, hW))

+?(k+ 1) ((W)n(Y)g(Z,T) = n(T)n(Y)g(Z, W)

+Ak(g(Z, T)gW,Y) — g(Z,W)g(T,Y))

+Au(g(hZ, T)gW,Y) — g(hZ,W)g(T,Y))

+kp(9(Z,T)g(hW.Y) — g(Z,W)g(hT,Y))

+12(g(hZ, T)g(hW,Y) — g(hZ, W)g(hT,Y)) = 0. (4.3.81)

bulunur. (4.3.81) denkleminde (4.2.53), (4.1.46) esitlikleri kullanip ve x(M) nin

ortonormal baz1 Y =T =e¢;, £, 1 < i < n, yazilirsa
kS(W, Z) + uS(W,hZ) — 2nk*q(W, Z) — 2nkug(W,hZ) = 0. (4.3.82)
dir. (4.3.82) da Z yerine hZ yazlip ve (4.1.43) kullanilirsa

kES(W,hZ) + (1 +k)S(W, Z) — 2nk?*q(W, hZ) — 2nku(1+k)g(W, Z) = 0. (4.3.83)
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elde edilir. (4.3.82) ve (4.3.83) denklemlerinden
(2 (1+ k) — kHSW, Z) + (2nk® — 2nkp> (1 + k))g(W, Z) =0 (4.3.84)
dir. (4.3.84) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa
S(Z,W) =2nkg(Z, W)

bulunur. Boéylece M, Einstein manifolddur.

Teorem 4.3.4. M?*"*1(¢,&,n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu olmak
tizere M nin Ricci semi-simetrik olmasi icin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein

manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki, M manifoldu Ricci semi-simetrik olsun. Burada

VV,Z, X € x(M) igin
S(R(EV)Z,X) + S(Z,R(§,V)X) =0, (4.3.85)
dir. (4.1.42) ve (4.3.85) denklemlerinden

S(k(g(V, Z2)§ —=n(Z)V) + u(g(hV, Z)§ = n(Z)hV), X)
+S(Z, k(g(V, X)& = n(X)V) + pu(g(hV, X)§ —n(X)hV) = 0. (4.3.86)

bulunur. (4.3.86) de (4.1.46) denklemi kullanihip, Z = £ yazilip ve denklemin her iki
tarafi & € x(M) ile ¢arpilirsa

uS(hV, X) = 2nk2g(V, X) + 2nkug(hV, X) — kS(V, X). (4.3.87)
elde edilir. (4.3.87) de (4.1.43), (4.1.46) esitlikleri kullanilip, V' yerine AV yazilirsa
kS(WV,X) = —pu(1+k)S(V, X) + 2nk3g(hV, X)

+2nku(l+ k)g(V, X). (4.3.88)
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olur. Ayrica (4.3.87) ve (4.3.88) denklemlerinden
(K* — 12(1+ k)S(V, X) + (2nkp*(1 + k) — 2nk*)g(V, X) =0 (4.3.89)
dir. (4.3.89) denkleminde gerekli sadelestirme yapilirsa
S(V,X) =2nkg(V, X).

bulunur. M nin Einstein manifold oldugu gortiliir.

Teorem 4.3.5. M*"*1(¢, &, n, g) bir (k, u)—parakontak uzay olmak iizere bu durumda,
M nin quasi-konformal semi-simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir

Einstein manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki M quasi-konformal semi-simetrik olsun. O halde

VUV, W)Y, Tée x(M) igin

(R(U,V)C)(W,Y)T = R(U,V)C(W,Y)T —C(R(U,V)W,Y)T
—C(W, R(U,V)Y)T
—C(W,Y)R(U, V)T =0, (4.3.90)

olarak yazilir. Burada U = T = ¢ yazilip (4.1.42), (4.2.63), (4.2.64) uygulanip ve

A = [ak + 2nkb — m(% + 2b)] kisaltmas: yapilirsa

(REVIO)W.Y)E = REVAMY)W = n(W)Y) + ap(n(Y)hW
—n(W)hY) +b(n(Y)QW — n(W)QY))
—C(k(g(V,W)E = n(W)V) + u(g(hV, W)¢
—n(W)AV),Y ) = C(W, k(g(V, Y )& = n(Y)V)
+u(g(hV,Y)§ = n(Y)RV))E
—C(W,Y)(k(n(V)E = V) = uhV = 0. (4.3.91)
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elde edilir. (4.3.91) nin her iki tarafi 7" € x(M) ile garpihp, (4.2.54), (4.2.55),
(4.2.63) denklemleri de yerine yazihirsa

kg(CW,Y)V.T) + pg(CW.Y)RV,T) + Ap(n(Y )n(T)g(V, AW)
—n(W)n(T)g(V,hY)) + ap(1 + &) (n(Y)n(T)g(V, W) — n(W)n(T)g(V,Y))
+ou(n(Y)n(T)S(V,hW) = n(W)n(T)S(V, hY)) + Ak(g(V, W)g(Y, T)
—g(V.Y)gW,T)) + apk(n(Y )n(T)g(V, hW) — n(W)n(T)g(V, hY))
+bk(n(Y)n(T)S(V, W) = n(W)n(T)S(V,Y)) + bu(g(hV, W)S(Y,T)
—g(hV,Y)S(W,T)) + ap®(g(hV, W)g(hY, T) — g(hV,Y )g(hW,T))
+apk(g(V,W)g(hY,T) — g(V,Y)g(hW,T)) + bk(g(V,W)S(Y, T)
—g(V.Y)S(W,T)) + 2nkbu(n(W)n(T)g(RV,Y) — (Y )n(T)g(hV,W))
+2nk*b(n(W)n(T)g(V,Y) = n(Y)n(T)g(V, W)) = 0. (4.3.92)

elde edilir. (4.3.92) de (4.2.50), (4.1.43) kullanmlip ve x(M) nin ortonormal baz

W=T=¢;, & 1 <1i<n, yazilirsa
ES(Y, V) + uS(Y,hV) — 2nk*q(Y, V) — 2nkug(Y, hV) = 0. (4.3.93)
bulunur. Simdi (4.3.93) de V' yerine AV konulup ve (4.2.50) denklemi de kullanilirsa

kS(Y, hV) + u(1+ k)S(Y, V) — 2nk(1 + k)g(Y, hV')

—2nkp(l+k)g(Y,V) =0. (4.3.94)
olur. (4.3.93), (4.3.94) denklemlerinden ve (4.1.45) den
S(Y,V) =2nkg(Y,V).

elde edilir. Boylece, M nin Einstein manifold oldugu goriiliir.
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4.4. (k,p)—Parakontak Metrik Manifoldun Projektif Egrilik Tens6riiniin
Bazi1 Egrilikler Uzerine Etkileri

Bu kisimda bir (k, ) —parakontak metrik manifoldunun projektif egrilik tensoriiniin
Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii, concircular egrilik tensorii, Ricci
egrilik tensorti ve quasi-konformal egrilik tensorleri tizerindeki etkileri arastirilarak

ortaya ¢ikan sonuglar verilmistir.

Teorem 4.4.1. M?" (¢ & n, g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak
tizere, bu durumda P(&,U)- R = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein

manifold olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki P(¢,U)- R =0. O zaman ¥ U, T, X,V € x(M) icin

(P(&,U)R)(T,X)V = P(U)R(T,X)V — R(P(&,U)T, X)V
—R(T, P&, U)X)V = R(T, X)P(&,U)V = 0(4.4.95)

oldugunu biliyoruz. (4.2.57), (4.4.95) de kullanilirsa

(PEU)R)T, X)V = kg(U,R(T, X)V)§ + pg(hU, R(T, X)V)¢
—im(R(T, X)V)hU — %S(U, R(T, X)V)¢
—R(kg(U, T)¢ + pg(hU, T)§ — pn(T)RU
—%S(U, T)e, X)V — R(T, kg(U, X)¢
(WU, X)E — pm(X)RU — 5S(U, X)E)V
—R(T, X)(kg(U, V)& + ng(hU, V)§
— (V)R — %S(U, V)e) = 0. (4.4.96)

olur. Burada T'=V = ¢ yazilip (4.1.42), (4.2.55) denklemleri kullanihip ve (4.4.96)
nun her iki tarafi & € x(M) ile ¢arpilirsa

%S(U, hX) = k*q(U, X) + kug(U,hX) — %S(U, X). (4.4.97)
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elde edilir.(4.4.97) de (4.1.43), (4.1.46) denklemleri kullanilip ve X yerine h.X yazilirsa

%S(U, hX) = —%(k +1)S(U, X) + K2g(U, hX) + ku(1 + k)g(U, X)  (4.4.98)

dir. (4.4.97) ve (4.4.98) denklemlerinden

(k* — (L + k)
2n

S(U, X))+ (k*(1+ k) — k*g(U, X) =0 (4.4.99)
bulunur. (4.4.99) de gerekli sadelestirmeler yapilirsa
S(U, X) = 2nkg(U, X).

olur. M nin bir Einstein manifold oldugu goriiliir.

Teorem 4.4.2. M?*"*1(¢,&,n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu olmak
tizere P(¢,X) - P = 0 olmast icin gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki P(£,X)-P=0olsun. BuradaV X, Y, T, W € x(M) i¢in

(P&, X)P)(T, W)Y = P(&,X)P(T,W)Y — P(P(,X)T, W)Y
—P(T, P&, X\)W)Y
—P(T,W)P(¢, X)Y =0. (4.4.100)

oldugunu biliyoruz. (4.4.100) de Y = £ yazilip ve (4.2.57) denklemi kullanilirsa

P(E X)uln(WAT = y(T)RW) — P(kg(X, T)E + ng(hX, T)E
—pn(TYX ~ S S(X, T)E W)E — P(T, kg (X, W)E + g (hX, W)

—p(W)hX — %S(X, WHEE + pP(T, W)hX = 0. (4.4.101)
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bulunur. Simdi (4.4.101) de (4.2.56), (4.2.58) uygulanip ve her iki tarafa V' € y (M)

uygulanirsa

2ng(P(T,W)hX, V) + 2nk(n(W)n(V)g(X, AT) = n(T)n(V)g(X, W)
+2np(L + k) (n(W)n(V)g(X, T) = n(T)n(V)g(X, W)) + (n(T)n(V)S(X, W)
—n(W)n(V)S(X, hT)) + 2nk(g(X, T)g(hW, V) — g(X, W)g(hT,V))
+2nu(g(hX, T)g(hW, V) — g(hX,W)g(hT,V)) + (S(X, W)g(hT,V)
~S(X,T)g(hW,V)) = 0. (4.4.102)

elde edilir. (4.4.102) de (4.2.52) denklemi uygulanp ve x (M) nin ortonormal baz

icin W =X =¢; & 1 <1< n, yazilirsa

2nS(T,hY) + (2n(1 + k)[2(n — 1) + p] + 2np(1 + k) g(T,Y)
—(4n’k +1r)g(T,hY) + (2n(1 + k)[2(n — 1) + ]

—2nu(l1+k)(2n+1))n(T)n(Y) = 0. (4.4.103)
olur. (4.4.103) de Y yerine hY yazilip ve (4.1.43) denklemi uygulanirsa

2n(1 + k)S(T,Y) — 4n’k(1 + k)n(T)n(Y) + (2n(1 + k)[2(n — 1) + ]
+2nu(1 4+ k) g(T,hY) — (4n2k +r)(1 4+ k)g(T,Y)

+(@n*k + 7)1+ E)n(T)n(Y) = 0. (4.4.104)
bulunur. (4.4.104) ve (4.1.45) denklemlerinden

A = 2n(1+k)2(n—1) + p] + 2nu(1 + K)])[2(1 = n) + npy)

+(4n2k +r)(1+k)[2(n — 1) + ul,
B = 2n(1+k)_2n—1)+pul+ 2n(1+k)[2(n — 1) + p] + 2nu(1 + k)]),
C = 2n(1+k)[2mn—1)+u]+2nu(l+k)])[2(n — 1) + n(2k — )]

—r(1+k)[2(n — 1) + y
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kisaltmalar1 yapilirsa kolayca gorebiliriz ki
BS(T,Y) = Ag(T,Y) + Cn(T)n(Y').

dir. Boylece M, bir n—Einstein manifolddur.

Teorem 4.4.3. M*""(¢, &, 1, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, P(&,U) - Z=0 gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki P(,U) - Z =0 olsun. Burada V U, T, X,V € X(M) igin

(P(&,U)Z) (T, X)V = P(&U)Z(T, X))V — Z(P(&,U)T, X)V
—Z(T, P&, U)XV — Z(T, X)P(€,U)V =(@.4.105)

oldugunu biliyoruz. (4.4.105) de (4.2.56) uygulanirsa

(P& U)Z)T,X)V = kg(U,Z(T,X)V)é + pg(hU, Z(T, X)V)§
(BT, X)VIRU — 3 S(V, Z(T, X)V )¢
—Z(kg(U, T)¢ + ng(hU, T)¢ — un(T)hU
—%S(U, TVe, X)WV — Z(T, kg(U, X)é
(WU, X)E — pm(X)RU — SS(U, X)E)V
—Z(T, X)(kg(U, V)¢ + ng(hU, V)€
—m(V)hU — %S(U, V)e) = 0, (4.4.106)

bulunur. (4.4.106) denkleminde 7' =V = ¢ secip, (4.2.60), (4.2.61) denklemlerini
kullanip ve her iki tarafi £ € x(M) ile garparsak

%S(U, hX) = akg(U, X) + pkg(U, hX) — %S(U, X). (4.4.107)

ki buarada a = k " dir. (4.4.107) denkleminde (4.1.43), (4.1.46) uygulanp

T 2n(2n+1)

ve X yerine hX yazilirsa

%S(U, hX) = —%(k +1)S(U, X) + akg(U, hX) + pk(k + 1)g(U, X). (4.4.108)
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elde edilir. (4.4.107) ve (4.4.108) denklemlerinden

(a® — p?(1 + k)

5 S(U,X) + (kp*(1 + k) — a®k)g(U, X) =0 (4.4.109)

dir. (4.4.109) de gerekli sadelestirme yapilirsa
S(U, X) =2nkg(U, X).

bulunur. Boylece, M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.4.4. M?" (¢, & n, g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak
tizere P(&,W) - S = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifold

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki P(&, W) -S = 0 olsun. Burada ¥V W, X, T € x(M) icin
S(P(&, W)X, T) + S(X, P(¢,W)T) =0, (4.4.110)
olur. (4.4.110) ve (4.2.56) denklemlerinden

Shg(W, X)E -+ pg(HIV, X)6 — pm(X )R — 2 S(W, X)&, )

FS(X kg(W, T + g (AW, T)E — phn(T)IV — - S(W,T)€) = (4.4.111)

bulunur. (4.4.111) denkleminde X = ¢ alinip, (4.1.46) denklemi kullanilip ve her
taraf € € x(M) ile garpilirsa

pS(hW,T) = 2nk*g(W, T) + 2nkug(hW,T) — kS(W, T). (4.4.112)

elde edilir. (4.4.112) de W yerine hW yazilip, (4.1.43) denkleminin kullanmilmasiyla

ES(RW,T) = —pu(1 + k)S(W, T) + 2nk*g(hW, T) + 2nku(1 + k)g(W,T). (4.4.113)
elde edilir. (4.4.112) ve (4.4.113) denklemlerinden

(K* — 1>(1+ k)SW, T) + (2nkp*(1 + k) — 2nk®)g(W,T) = 0 (4.4.114)
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dir. (4.4.114) de gerekli islemler yapilirsa
S(W,T) = 2nkg(W,T).

bulunur. Bu da bize M (k, u)—parakontak manifoldunun bir Einstein manifoldu

oldugunu gosterir.

Teorem 4.4.5. M*"*1(¢, & n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, P - C=0 gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold olmasidir.
Ispat. Kabul edelim ki P-C = 0 olsun. BuradaV Z,T, X, V,W € X(M) igin

(P(Z, T)C)X, V)W = P(Z,T)C(X,V)W —C(P(Z,T)X,V)W
—C(X,P(Z, T)\V)W
—~C(X,V)P(Z, T)W =0, (4.4.115)

oldugunu biliyoruz. (4.4.115) de W = Z = ¢ segilip, (4.2.56), (4.2.63), (4.2.64)

denklemleri kullanilirsa ve A = [ak + 2nkb — (2;—“)(% + 2b)| kisaltmas1 yapilirsa

(PETIONXVIE = PETAGVIX —n(X)V) + apl(V)AX — n(X)hV)
+b((n(V)QX = n(X)QV)) = C(kg(T, X)& + p(g(hT, X )¢
~(XOT) ~ 5-S(T, X)&, V)& — COX, k{g(T, V)g
Fulg(AT, V)~ n(VINT) — =S¥, V))E

+C(X, V)phT = 0. (4.4.116)

bulunur. (4.4.116) denkleminde (4.2.56), (4.2.58), (4.2.63) uygulamp, X = £ yazihp
ve her tarafa & € x(M) ile carpilirsa

apS (T, hV') — 2napkg(T, hV') — 2nbkS(T, V)
+bS(T,QV) — 2nkAg(T,V) + AS(T,V) = 0. (4.4.117)
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elde edilir. (4.4.117) de (4.1.43) ve (4.1.47) den

(A+0b2(1 —n) + nu| — 2nkb)S(T,V)
+(ap +b2(n — 1) + u|)S(T,hV)
+(—2nkA)g(T, V) + (—2nkau)g(T, hV)

+(2nkb2(n — 1) + n(2k — p)])n(T)n(V) = 0. (4.4.118)

olur. (4.4.118) denkleminde V' yerine AV yazilip ve (4.1.43) denkleminden

(A+b[2(1 — n) + ] — 2nkb)S(T, hV)
+(1+ k) (ap + b[2(n — 1) + u])S(T, V)
—2nk(1 + k)(ap + b[2(n — 1) + p)n(T)n(V)
—onkAg(T, hV) + (1 + k)(=2nkap)g(T, V)

—(1 4 k)(—2nkap)n(T)n(V) = 0. (4.4.119)

olarak yazilir. (4.4.118), (4.4.119) ve (4.1.45) den

DS(T,V) = Eg(T,V) + Fn(T)n(V),

elde edilir ki M nin bir n-Einstein manifold oldugu goriiliir. Burada

¢ = (A+0b2(1 —n)+nu| — 2nkbd),
d = (ap+b20n—1)+ 4],

e = —2nkA,

f = —2nkap,

t = (2nkb[2(n — 1) + n(2k — p)))
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ve

E = (fd(1+k)—ec)2(n—1)+ p]+ (fc—ed)[2(1 —n) + npyl,
D = (—=d*(1+k)2n—1)+pu]+ (fc— de),
F = (fc—de)2(n—1)+n(2k — p)] — (ct + 2nkd*(1 + k) + fd(1 + k))[2(n — 1) + 4]

dir.

4.5. (k,p)—Parakontak Metrik Manifoldun Concircular Egrilik Tens6riiniin
Baz1 Egrilikler Uzerine Etkileri

Bu kisimda (k, u) —parakontak metrik manifoldunun concircular egrilik tensoriiniin
Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii, concircular egrilik tensorii, Ricci
egrilik tensorii ve quasi-konformal egrilik tensorleri tizerindeki etkileri incelenerek

elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Teorem 4.5.1. M?" "1 (¢ & n, g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak

iizere Z - R = 0 olmast icin gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.
ispat. Kabul edelim ki Z - R =0 olsun. Burada V V, X, T,Y,W € x(M) i¢in

(Z(V,X)R)(T, Y)W = R(V,X)R(T,Y)W — R(Z(V,X)T,Y)W
—R(T, Z(V, X)Y)W

—R(T,Y)Z(V, X)W =0, (4.5.120)
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oldugunu biliyoruz. (4.5.120) de (4.1.42) kullanilip, V' = W = ¢ yazilip ve
A=Fk— 2n(

#ﬂ) kisaltmasi yapilirsa

(Z(&X)R)(T,Y)E = Z(&X)(k(n(Y) = n(T)) + p(n(Y)RT — n(T)hW)
—R(A(g(X, T)¢ = n(T)X) + p(g(hX, T)E
—n(T)hX),Y)§ = R(T, A(g(X,Y)§ —n(Y)X)
+1(g(hX,Y)E = n(Y)hX)E — R(T, Y )(A(n(X)§
—X) — phX) = 0. (4.5.121)

bulunur. (4.5.121) denkleminde (4.2.59), (4.1.42), (4.2.55) yazilip ve her tarafa

U € x(M) uygulanirsa

Ag(R(T,Y)X,U) + pg(R(T,Y)hX,U)

+p2(k + Dn(Y)n(U)g(X, T) + Akg(X. T)g(Y,U)
—En(T)n(U)g(X,Y) = Aun(T)n(U)g(X, hY')

+Apg(X, T)g(hY,U) + kug(hX, T)g(Y,U)

+12g(h X, T)g(hY,U) — Akg(X,Y)g(T,U)

—Apg(X,Y)g(hT.U) — kpg(hX,Y)g(T,U)

+Aun(Y)n(U)g(X, hT) — p*g(hX,Y)g(hT,U) = 0. (4.5.122)

olur. (4.5.122) de (3.1.32), (3.2.35) kullanilip ve x(M) nin ortonormal bazi i¢in

T=U=¢; & 1< 1<n segilirse
AS(Y, X))+ pS(Y,hX) —2nAkg(Y, X) — 2nkug(Y,hX) = 0. (4.5.123)
elde edilir. (4.5.123) de (4.1.43) uygulamp ve X yerine h X yazilirsa

AS(Y, hX)+ p(1+Ek)S(Y, X) — 2nkAg(Y, hX) — 2nkpu(1+k)g(Y, X) = 0. (4.5.124)
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olarak hesaplanir. (4.5.123) ve (4.5.124) den
(2 (1+ k) — AHS(Y, X) + (2nk A% — 2nkp*(1+k))g(Y, X) =0 (4.5.125)
dir. (4.5.125) de gerekli islemler yapilip,
S(Y,X) = 2nkg(Y, X)

oldugundan M (k, u)—parakontak metrik manifoldunun bir Einstein manifold oldugu

goriliir.

Teorem 4.5.2. M*"" (¢, & n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu olsun. O

zaman, Z (&, W) - P =0 gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki Z(S, W)-P=0olsun. O zaman V W, X, T,V € x(M) i¢in

(Z(&,W)P)(X, TV = Z(&,W)P(X,T)V — P(Z(, W)X, T)V
—P(X,Z(&,W)T)V
—P(X,T)Z(&, W)V =0 (4.5.126)

dir. (4.5.126) de k — STy Yerine o almip (4.2.57) ve (4.2.59) denklemlerinden

(Z(E,W)P)X, T)V = a(g(W, P(X,T)V)¢ —n(P(X,T)V)W)
+u(g(hW, P(X, T)V)& = n(P(X,T)V)hW)
—P(a(g(W, X)§ = n(X)W) + u(g(hW, X )&
—n(X)hW), T)V — P(X, a(g(W, T)¢
—n(T)W) + p(g(hW, T)§ — n(T)RW)V
—P(X,T)(a(g(W, V)¢ = (V)W)
+u(g(hW, V)& —n(V)RW) = 0. (4.5.127)
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olur. (4.5.127) denkleminde X =V = ¢ yazlip (4.2.57) den ve her tarafa £ € x(M)

uygulanirsa

%S(W, hT) = akg(W,T) + pukg(W, hT) — %S(W, 7). (4.5.128)

elde edilir. (4.5.128) de (3.1.32), (4.1.43) den ve T yerine hT yazilirsa,

%S(W, hT) = —%(k + 1)S(W,T) + akg(W, hT) + pk(k + 1)g(W,T). (4.5.129)

bulunur. (4.5.128) ve (4.5.129) denklemlerinden

(0® — p?(1+ k)

. S(W,T) + (*k(1 + k) — a®k)g(W,T) =0 (4.5.130)

dir. (4.5.130) de gerekli islemlerden
S(W,T) = 2nkg(W,T).

sonucuna varilir. Boylece M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.3. M?*""'(¢, & n, g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak

iizere Z - Z = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.
ispat. Kabul edelim ki Z - Z = 0 olsun. Burada V Z, VY, T,U € x(M) igin

(Z(ZVZ)Y,T)U = Z(Z,V)Z(Y,T\U — Z(Z(Z,V)Y, T)U
—Z(Y, Z(Z,V)T)U
—Z(Y,T)Z(Z,V)U = 0. (4.5.131)
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yazilir. (4.5.131) de (4.2.60) kullamilip, U = Z = £ yazilisa ve A = k — T

kisaltmasi kullanilirsa

(ZEV)Z)Y.T)E = Z(EV)AWT) —n(Y)) + pn(T)RY —n(Y)hT)
—Z(A(g(V, V)€ = n(Y)V) + plg(hV, V)&
—n(Y)hV), T)¢ = Z(Y, A(g(V, T)§ = n(T)V)
+p(g(hV, T)é = n(T)RV)E — Z(Y, T)(A(n(V)§
—V) — uhV) =0 (4.5.132)

bulunur. (4.5.132) de (4.2.59), (4.2.61) uygulanip ve her tarafa X € x(M) ile

carpilirsa

Ag(Z(Y, T)V, X) + pg(Z(Y, T)hV, X) + Aun(T)n(X)g(V, hY')

+u2(k + Dn(T)n(X)g(V,Y) — Aun(Y)n(X)g(V, hT)

+Akg(V,Y)g(T, X) + Apg(V,Y)g(RT, X) + Apg(hV, Y )g(T, X)
+uPg(hV,Y)g(hT, X) — A?(V, T)g(Y, X) — Aug(V. T)g(hY, X)
—Apg(hV. T)g(Y, X) — u?g(hV, T)g(hY, X)

—p2(k+ (Y )n(X)g(V,T) = 0 (4.5.133)

elde edilir. (4.5.133) de (3.1.32), (4.1.43), (4.2.53) uygulanip ve x (M) nin ortonormal

baziicin X =Y =¢;, £, 1 < i < n yazilirsa
AS(T, V) + puS(T,hV) — 2nkAg(T,V) — 2nkug(T, hV) = 0. (4.5.134)
esitligi bulunur. Burada V' yerine hV alinirsa
AS(T,hV )+ u(1+k)S(T, V) —2nkAg(T,hV) —2nku(1+k)g(T,V) = 0. (4.5.135)
sonucu elde edilir. (4.5.134) ve (4.5.135) den

(2 (1+ k) — ADS(T, V) + (2nkA? — 2nkp*(1 4+ k))g(T, V) =0 (4.5.136)
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dir. (4.5.136) de gerekli sadelestirmeler yapilirsa
S(T,V) =2nkg(T,V).

olur. Yani M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.4. M*"t1(¢, & n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, A (&,V) - S =0 gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki Z(¢,V)-S = 0 olsun. Burada ¥V V, X, Z € x(M) icin
S(Z(&, V)X, Z) + S(X, Z(¢,V)Z) = 0. (4.5.137)

Burada o = k — 5 kasaltmasi kullamhp, (4.2.60) ve (4.2.61) denklemlerinden

.
2n(2n+1

S(a(g(V, X)§ = n(X)V) + u(g(hV, X)§ —n(X)hV), Z)
+S(X,a(g(V,2)§ =n(Z)V) + u(g(hV, Z)§ —n(Z)hV) =0 (4.5.138)

elde edilir. (4.5.138) de (4.1.46) kullanihp, X = & yazilip ve her tarafa £ € y(M) ile

carpilirsa
uS(hV, Z) = 2nkag(V, Z) + 2nkug(hV, Z) — aS(V, Z). (4.5.139)

oldugu goriiliir. Burada (3.1.32) ve (4.1.43) denklemleri kullanihip ve V' yerine AV

yazilirsa

aS(hV,Z) = —pu(l+k)S(V,Z)+ 2nkag(hV, Z)

Fonku(l + k)g(V, Z). (4.5.140)
esitligi elde edilir. (4.5.139) ve (4.5.140) denklemlerinden

(a® — p2(L+k)S(V, Z) + (2nkp*(1 + k) — 2nka*)g(V, Z) = 0 (4.5.141)
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dir. (4.5.141) de gerekli sadelestirme yapilirsa
S(V, Z) = 2nkg(V, 2).

bulunur. Boylece, M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.5. M?*"*1(¢,&,n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu olmak

iizere Z - C' = 0 olmast icin gerek ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki Z - C = 0 sart1 saglansin. Burada V Z, X, T, V,U € x(M)

icin

(Z(Z,X)C)(T,V)U = Z(Z,X)C(T,V)U — C(Z(Z,X)T,V)U
—C(T, Z(Z, X)V)U
~C(T,V)Z(Z, XU =0 (4.5.142)

yazilir. (4.5.142) da U = Z = £ alir ve (4.2.59), (4.2.61), (4.2.63) denklemleri

kullanilirsa

(Z(EX)ONTV)E = Z(&X)AWV)T = n(T)W) + ap(n(V )T
—n(T)RV) + b(n(V)QT — n(T)QV'))
—C(B(g(X,T)s —n(T)X) + pu(g(hX, T)¢
—n(T)hX), V)¢ = C(T, B(g(X, V)¢
—n(V)X) + u(g(hX, V)€ — n(V)hX)E
—C(T,V)(B(n(X)é — X) — uhX) = 0.  (4.5.143)

Burada A = [ak+2nkb— 554 (5, +20)] ve B =k —
(4.2.63), (4.2.64), (4.2.59) denklemleri de gbz oniine almarak (4.5.143) nin her iki

2—+1 kisaltmalar1 kullanilip,
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yam U € x(M) ile ¢arpilirsa

Bg(C(T. V)X, U) + ug(C(T,V)hX,U) + apB(n(V)n(U)g(X, hT)
—n(T)n(U)g(X,hV)) + ap® (1 + k) (n(V)n(U)g(X, T) — n(T)n(U)g(X,V))
+ou(n(V)n(U)S(X, hT) = n(T)n(U)S(X, hV)) + AB(g(X, T)g(V,U)
—9(X, V)g(T,U)) + Au(g(hX. T)g(V.U) — g(hX,V)g(T,U))
+apB(g(X,T)g(hV,U) — g(X,V)g(hT,U)) + ap®(g(h X, T)g(hV,U)

—g(hX, V)g(hT,U)) + Bb(g(X, T)S(V,U) — g(X,V)S(T,U))

) —
+ub(g(hX, T)S(V,U) = S(T,U)g(hX, V) + Bb(n(V)n(U)S(X,T)
=n(T)n(U)S(X, V) + 20k Bb(n(T)n(U)g(X, V) = n(V)n(U)g(X, T))
+2nkbu(n(U)n(T)g(hX, V) — n(V)n(U)g(hX,T)) = 0. (4.5.144)

elde edilir. (4.5.144) de (4.2.50), (4.1.45), (4.1.46) den ve x(M) nin bir ortonormal

baznn U =T =e;, &£, 1 <1 < n, yazilirsa
BS(V, X))+ uS(V,hX) —2nkBg(V, X) — 2nkug(V, hX) = 0. (4.5.145)
esitligi bulunur. (4.5.145) de (4.1.43) kullanmlip ve X yerine hX secilirse
BS(V,hX)+u(14+k)S(V, X)—2nkBg(V,hX)—2nku(1+k)g(V, X) = 0. (4.5.146)
elde edilir. (4.5.145) ve (4.5.146) denklemlerinden
(2(1+ k) — B*)S(V, X) + (2nkB? — 2nkp*(1 4+ k))g(V, X) = 0 (4.5.147)
dir. Burada gerekli islemler yapilirsa
S(V,X) =2nkg(V, X).

sonuglandirihr. Buradan da M (k, u)—parakontak metrik manifoldunun bir Einstein

manifold oldugu gortiliir.
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4.6. (k,p)—Parakontak Metrik Manifoldun Quasi-Konformal Egrilik

Tensorunun Bazi Egrilikler Uzerine Etkileri

Simdiye kadar inceledigimiz egrilik tensorlerinin en genel olan1 quasi-konformal egrilik
tensorudiir. Boylelikle daha once elde ettigimiz sonuglarin daha genel durumlarini
elde etmis olacagiz. Bu kisimda bir (k, i) —parakontak metrik manifoldunun

quasi-konformal egrilik tensoriiniin Riemann egrilik tensorii, projektif egrilik tensorii,
concircular egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii ve quasi-konformal egrilik tensorleri

tizerindeki etkileri incelenmistir.

Teorem 4.6.1. M?""1(¢ & n,g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak

iizere C'- R = 0 olmas icin gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold olmasidir.
ispat. Kabul edelim ki C' - R = 0 olsun. Burada V¥ Y.T,Z, X,V € x(M) i¢in

(C(Y,T)R)(Z,X)V = C(Y,T)R(Z,X)V — R(C(Y,T)Z, X))V
—R(Z,C(Y,T)X)V

~R(Z, X)C(Y,T)V =0, (4.6.148)

olmasini gerektirir. Burada Y =V = ¢ aliip (4.1.42), (4.2.62), (4.2.64) denklemleri

kullanilip ve A = [ak + 2nkb — @J—H)(% + 2b)] kisaltmas: kullanilirsa

(C(&T)R)(Z,X)s = CE&T)(Rn(X)Z —n(Z2)X) + p(n(X)hZ
—n(Z)hX) — R(A(9(T, Z)§ — n(Z)T)
Vau(g(hT, Z)E — 5(Z)hT + b(S(T, Z)
—n(2)QT), X)§ — R(Z, A(g(T, X)§ — n(X)T)
+ap(g(hT, X)§ = n(X)hT) + b(S(T, X)
—n(X)QT)E — R(Z, X)(An(T)§ = T)
—aphT + b(2nkn(T)E — QT)) = 0. (4.6.149)
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bulunur. (4.6.149) denkleminin her iki tarafi V' € x (M) ile ¢arpilip, (4.1.42), (4.2.62)

kullanilirsa

Ag(R(Z, X)T, V) + apg(R(Z, X )T, V)
+Ap(n(X)n(V)g(T,hz) —n(Z)n(V)g(T', hX))
+ap?(1+ k) (n(X)n(V)g(T, Z) —n(Z)n(V)g(T, X))
+ou(n(X)n(V)S(T,hZ) — n(Z)n(V)S(T, hX))
+Ak(g(T, Z)g(X, V) — g(T, X)g(Z,V))

+Au(g(T, Z)g(hX, V) — g(T, X)g(hZ,V))
+bk(g(T, 2)S(X, V) — g(T, X)S(Z,V))

+ou(g(h X, V)S(T,Z) — g(hZ,V)S(T, X))
+ap*(g(hT, Z)g(hX, V) — g(hT, X)g(hZ, V)
+apk(g(hT, Z)g(X,V) — g(hT, X)g(Z,V'))
+b9(R(Z, X)QT,V) =0 (4.6.150)

halini alir. (4.6.150) denkleminde (3.1.32), (3.2.35) kullanilip ve x (/) nin ortonormal

baz1 X =T =e;, &, 1 <1 < n, segilirse

(A+b[2(1 —n) +nu] +bk)S(Z,V) + (ap + b[2(n — 1) + p]
+bu)S(Z, hV) + (bk[2(n — 1) + n(2k — p)] — 2nkA
+ap®(1+ k) — bkr)g(Z, V) + (—bk[2(n — 1) 4+ n(2k — )]
—ap?(1+k)(2n + 1) — 2nbu(1 + k)[2(n — 1) + @)n(Z)n(V)

+(bu2(n — 1) + n(2k — p)] — pbr + apk — 2nAp)g(Z, hV) = 0(4.6.151)
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esitligi bulunur. (4.6.151) de V' yerine hV yazilip ve (4.1.43) denklemi kullanilirsa

(A+b[2(1 —n) +nu] +bk)S(Z,AV) + (1 + k) (ap + b[2(n — 1) + ]
+bp)S(Z, V) = (1 + k)(ap + 0[2(n — 1) + ] + bu)n(Z)n(V')

+(bk[2(n — 1) + n(2k — p)] — 2nkA + ap*(1 + k) — bkr)g(Z, hV)

(14 k) (bp[2(n — 1) + n(2k — p)] — pbr + apk — 2nAp)g(Z, V)

— (14 k)(bp[2(n — 1) + n(2k — p)] — pbr + apk

—2nApn(Z)n(V) = 0. (4.6.152)

bulunur. (4.6.151) ve (4.6.152) de gerekli kisaltmalar yapilirsa

A+b2(1 —n) + nu] + bk),

ape+ b[2(n — 1) + p] + bp),

(
(
e = (bk[2(n —1) +n(2k — u)] — 2nkA + ap®(1 + k) — bkr),
(=bk[2(n — 1) + n(2k — )] — ap®*(1 + k)(2n + 1) — 2nbu(1 + k)[2(n — 1) + 4]),
(

bu[2(n — 1) + n(2k — p)] — pbr + auk — 2nAu)
ve

E = (td(1+k)—ec)2(n—1)+ p]+ (tc — ed)[2(1 — n) + nul,
D = (—=d*(1+k)[2n—1)+ p]+ (tc — de),

F = (tc—de)2(n —1)+n(2k — p)] — (cf + 2nkd*(1 + k) +td(1 + k))[2(n — 1) + y]
denirse,
DS(2,V) = Eg(Z,V) + Fn(Z)n(V),

sonucuna ulasiriz ki bu da M (k, p)—parakontak metrik manifoldu bir n—Einstein

manifold olmasidir.

Teorem 4.6.2. M?"" (¢, & n,g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, C-P=0dir gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold olmasidur.
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ispat. Kabul edelim ki C'- P = 0 olsun. O zaman V Y, Z, V. T,U € x(M) igin

(C(Y,Z2)P)(V,T)U = C(Y,Z)P(V,T)U — P(C(Y, Z)V,T)U
—P(V,C(Y, Z)T)U
—P(V,T)C(Y, Z)U =0, (4.6.153)

dir. Burada Y = U = ¢ seqilip, (4.2.57), (4.2.62) denklemleri kullamlip ve

A = [ak + 2nkb — + 2b)| kisaltmas1 yapilirsa

(2n+1) (

(CE&2)P)V,T)E = C& Z)(n(T)hV —n(V)hT) — P(A(9(Z, V)¢
—n(V)Z) + ap(g(hZ,V)§ — n(V)hZ)
+b6(S(Z,V)E —n(V)QZ),W)E — P(V, A(g(Z, T)¢
—n(T1)Z) + ap(g(hZ,T)§ —n(T)hZ)
+b(S(Z,T)§ —n(T)QZ))§

—P(V.T)(A(Z2)§ — Z) — aphZ

+b(2nkn(2)§ — QZ)) = (4.6.154)

halini alir. (4.2.58), (4.2.62) denklemleri g6z oniine alinip, (4.6.154) nin her tarafi
X € x(M) ile garpilirsa

Ag(P(V,T)Z,X) + apg(P(V,T)hZ, X) + bg(P(V,T)QZ, X)
+Ap(n(T)n(X)g(Z, hV) —n(V)n(X)g(Z,hT)

+ap* (1 + k) ((T)n(X)g(Z, V) = n(V)n(X)g(Z,T))
+ou(n(T)n(X)S(Z,hV) = n(V)n(X)S(Z, hT))

+Au(9(Z,V)g(hT, X) — g(Z,T)g(hV, X))
+ap*(1+k)(g(hZ,V)g(hT, X) — g(hZ, T)g(hV, X))
+bu(S(Z,V)g(hT, X) — S(Z,T)g(hV, X)) = 0. (4.6.155)
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bulunur. (4.6.155) de (3.1.32), (4.2.52) kullanihp ve x (M) nin ortonormal baz

T=7=¢e¢;,§& 1<1i<nsegilirse

(A4 b[2(1 —n)+nu] + A + i[2(1 —n)+nu])S(V,X)

2n 2n
+(ap +b2(n — 1) + u] + 2—” + ;[Q(n— 1)+ p] +bu)S(V, hX)
(14 k) = 57— ap(1+ R)[200 — 1)+ ) — - [2(0 ) + g

=0[2(n = 1) + p) (L + k))g(V, X) + (bu[2(n — 1) + n(2k — p)]
—2nAp — bur)g(V,hX) — (ap*(1 + k)(2n + 1)
+2nub(1 + k)[2(n — 1) — u])n(V)n(X) = 0. (4.6.156)

esitligi elde edilir. (4.6.156) de X yerine hX yazilip ve (4.1.43) denkleminden

(A+b[2(1 —n) +nu] + E + i[2(1 —n) 4+ nu])S(V,hX)

2n  2n
+(1+k)(ap +b[2(n — 1) + p] + % + %[Q(n — 1)+ p] +bp)S(V, X)
—2nk(1+k)(ap +b[2(n — 1) + p] + % + %[2(71 — 1)+ p] + bp)n(V)n(X)
Har? (LK) — 50— an(L 4 B)2(n— 1) + ] = 2 (20— n) + g

—0[2(n — 1) + p](1 + k))g(V, hX) + (1 + k) (bu[2(n — 1) + n(2k — p)]
—2nAp —bur)g(V, X) — (1 + k) (bu[2(n — 1) + n(2k — p)]
—2nAp — bur)n(Vn(X) = 0. (4.6.157)

bigiminde yazilir. (4.6.156), (4.6.157) ve (4.1.45) den ve gerekli kisaltmalar yapilirsa

¢ = (A+b2(1 —n)+nyl + Ay i[2(1 —n) +npyl),

2n 2n
p o= ()t 20— 1)+ 2 D 1)+ ] + ),
L= (a1 k)~ 5 — (L4 B2~ 1) ] — oo[200— m) g

—b[2(n — 1) + p)(1 + k)),
t = (bpf2(n—1) +n(2k — p)] — 2nAp — bur),

u = (—ap®(1+k)2n+1) = 2nub(1 +k)[2(n — 1) + p])
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olmak lizere

E = (tp(1+k)—1c)[2(n— 1)+ p] + (tc — Ip)[2(1 — n) + nyl,
D = (& =p*(1+k)[2(n —1) + p] + (te — pl),

F = (te—pl)[2(n — 1) +n(2k — p)] — (cu + 2nkp*(1 + k) + tp(1 + k))[2(n — 1) + 4]

denirse

DS(V,X) = Eg(V, X) + Fn(V)n(X),
elde edilir. Boylece M bir n-Einstein manifolddur.

Teorem 4.6.3. M?"T'(¢ & n, g) bir (k,u)—parakontak metrik manifoldu olmak

iizere C'-Z = 0 olmas icin gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold olmasidir.
Ispat. Kabul edelim ki C'- Z =0 olsun. Buarada V Z,T,W,V, X € x(M) igin

(C(Z2,T)2) W, V)X = C(Z,T)Z(W,V)X — Z(C(Z, T)W,V)X
—Z(W,C(Z,T)V)X
—Z(W,V)C(Z,T)X =0, (4.6.158)

olmasini gerektirir. Burda X = Z = ¢ secilip (4.2.60), (4.2.62) denklemleri kullanilip,

A = [ak + 2nkb — 2 4+ 20)ve B=Fk—

ﬁ (50 kisaltmas1 kullanilirsa

_r
2n(2n+1)

(CETZ)YWV)E = CE&THBOVIW = n(W)V) + u(n(V)RW — n(W)hV)
—Z(A(g(T,W)§ = n(W)T) + ap(g(hT, W)§ — n(W)RT)
+b(S(T, W) = n(W)QT.V)E — Z(W, A(g(T, V)€
—n(V)T) + ap(g(hT, V)& = n(V)AT) + b(S(T, V)€
—n(V)QT)é = Z(W,V)(A(n(T)§ — T) — aphT

+b(2nkn(T)¢ — QT)) = 0. (4.6.159)
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bulunur. (4.6.159) de (4.2.62), (4.2.64), (4.2.60) uygulanp ve denklemin her tarafina
X € x(M) ile carpilirsa

Ag(Z(W, V)T, X) + apg(Z(W, V)T, X) + bg(Z(W, V)QT, X)
+Apu(n(V)n(X)g(T,hW) — n(W)n(X)g(T,hV))

+ap? (1 + k) (n(V)n(X)g(T, W) — n(W)n(X)g(T,V))
+bu(n(V)n(X)S(T, kW) — n(W)n(X)S(T, hV))

+AB(g(T,W)g(V, X) — g(T,V)g(W, X))

+Au(g(T, W)g(hV, X) — g(T,V)g(hW, X))

+apB(g(hT, W)g(V, X) — g(hT,V)g(W, X))

+ap*(g(hT, W)g(hV, X) — g(hT, V)g(hW, X))

+Bb(S(T,W)g(V, X) = S(T,V)g(W, X))

+ub(S(T, W)g(hV, X) — S(T,V)g(hW, X)) = 0. (4.6.160)

olur. (4.6.160) de (3.1.32), (3.2.35), (4.2.53) denklemleri kullanildiginda ve x (M)

nin bir ortonormal baz1 V =T =e¢;, ¢ , 1 <1 < n, secilirse

(A+b[2(1 —n) + nu] + kb)S(W, X) + (ap + b[2(n — 1) + ]
—ub)S(W, hX) + (bk[2(n — 1) 4+ n(2k — u)] — 2nkA

—kbr + ap*(1+ k))g(U, Z) + (Ak — AB + bu[2(n — 1)
+n(2k — p)] — pbr + apB — 2nAp)g(W, hX)

—(bk[2(n — 1) + n(2k — p)] — Ap*(1 + k)(2n + 1)

—2nbu(l + k)[2(n — 1) + p))n(W)n(X) = 0. (4.6.161)
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elde edilir. (4.6.161) denkleminde (4.1.43) kullanilip ve X yerine h X yazilirsa

(A+0[2(1 —n) + nu] + kb)S(W,hX) + (1 + k)(ap

+b[2(n — 1) + p] — pub)S(W, X) — 2nk(1 + k) (ap

+b[2(n — 1) + p] — pb)n(W)n(X) + (bk[2(n — 1)

+n(2k — p)] — 2nkA — kbr + ap* (1 + k))g(W, hX)

+(1 4 k)(Ak — AB + bu[2(n — 1) + n(2k — )]

—pbr + apB — 2nAp)g(W, X) — (1 + k)(Ak — AB

+bul2(n — 1) 4+ n(2k — p)] — pbr + apB

—2nAp)n(Wn(X) = 0. (4.6.162)

esitligi bulunur. (4.6.161), (4.6.162) den ve (4.1.45) denklemi kullanilip ve gerekli

kisaltmalar yapilarak

o~

olmak tizere

~
I

A+ b[2(1 —n)+ npl + kb),

(

(ap +b2(n — 1) + p] — pb),

(bk[2(n — 1) 4+ n(2k — )] — 2nkA — kbr + ap®(1 + k),
(Ak — AB + bu2(n — 1) + n(2k — p)] — pbr + auB — 2nAp),
—(bk[2(n — 1) + n(2k — p)] — Ap*(1 + k)(2n + 1)

—2nbp(1 + Ek)[2(n — 1) + u])

A = (fp(1+k) —1)2(n—1) + gl + (fe = Ip)[2(1 — n) + ny),
B = (¢ =p*(1+k)[2(n—1)+ p] + (fc—pl),

C = (fc—pl)[2(n—1)+n(2k — u)] — (ct + 2nkp*(1 + k)

+fp(L+k))2(n — 1) + pl,
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denirse sonucuna varilir ve boylece
BS(W, X) = Ag(W, X) + Cn(W)n(X).

sonucuna ulasiriz ki M nin n—Einstein manifold oldugu goriiltir.

Teorem 4.6.4. M*"*1(¢, & n, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olmak tizere

C - S =0 olmas icin gerek ve yeter sart M nin n—Einstein manifold olmasidir.

ispat. Kabul edelim ki C'- S = 0 olsun. Burada V U, Z, T, X € x(M) igin
S(C(U, Z)T, X) + S(T,C(U, Z2)X) =0 (4.6.163)

seklindedir. Burada U = ¢ secilip, (4.2.62) denklemi kullanilip ve

A = [ak + 2nkb — ﬁ(% + 2b)| kisaltmas1 kullanilirsa

S(A(9(Z.T)¢ = n(T)Z) + au(g(hZ, T)E — n(T)hZ
+0(S(Z,T) —n(T)QZ), X)§ — S(T', A(9(Z, X)§ —n(X)Z)
vaplg(hZ, X)E — n(X)hZ) + b(S(Z, X)E — n(X)QZ)E = 0. (4.6.164)

olur. (4.6.164) de T' = £ almip, (4.1.48) den

(2nkb— A —b2(1 —n) +nu])S(Z, X) + (—ap — b[2(n — 1)
+u)S(Z,hX) + 2nkAg(Z, X) + 2nkaug(Z, hX)

+(—2nkb[2(n — 1) + n(2k — p))n(Z)n(X) = 0. (4.6.165)
bulunur. (4.6.165) de X yerine hX yazilip, (4.1.46) denklemi kullanilirsa

(2nkb — A — b[2(1 — n) +nu))S(Z, hX) + (1 + k)(—ap
—b[2(n — 1)+ u])S(Z,X) — (1 + k)(—ap — b[2(n — 1)
+u)(Z)n(X) + 2nkAg(Z, hX) + 2nkap(1 + k)g(Z, X)

—2nkap(1 + k)n(Z)n(X) = 0. (4.6.166)
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elde edilir. (4.6.165), (4.6.166), (4.1.45) denklemi kullanilip

¢ = (2nkb— A —b2(1 —n) + npyl),
u = (—ap—>02(n —1)+ pl),
vo= (=2nkb2(n — 1) +n(2k — ),

olmak tlzere

G = [2nkapu(l+k)— Ac]2(n — 1) + p] — 2nk(Au — apc)[2(1 — n) + npyl,
B = (¢ —v*(1+k)[2(n— 1)+ p] — 2nk(Au — auc),
= —(cv 4 2nku?(1 + k) + 2nkapu(l + k))[2(n — 1) + p

+2nk(Au — apc) — [2(n — 1) + n(2k — p)]
seklinde gerekli kisaltmalardan sonra
BS(Z,X) = Gg(Z,X) + Cn(Z)n(X).

elde ederiz ki bu da M nin bir n-Einstein manifold oldugunu gosterir.

Teorem 4.6.5. M*""1(¢, £ n, g) bir (k, u)—parakontak metrik manifold olmak iizere

C - C = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin 7—Einstein manifold olmasidir.
Ispat. Kabul edelim ki C' - C = 0 olsun. Burada V T, W,Y,V, X € X(M) igin

(C(T,W)C)(Y,V,X) = C(T,W)C(Y,V)X —C(C(T, W)Y, V)X
—C(Y,C(T,W)V)X
—C(Y,V)C(T,W)X =0, (4.6.167)
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oldugundan, (4.6.167) de X =T = £ almip (4.2.62), (4.2.63) denklemleri kullanilir

ve A = [ak + 2nkb — m(% + 2b)] kisaltmasindan sonra

(CEWO)Y,VIE = CEW)AWV)Y = n(Y)V) + au(n(V)hY
—n(Y)hV) + b(n(V)QY — n(Y)QV))
~C(A(gW,Y)E = n(Y)W) + ap(g(hW, Y)¢
—n(Y)RW) + b(S(W, Y )€ — n(Y)QW, V))&

—C(Y, A(g(W, V)& = n(VIW) + ap(g(hW, V)¢
—n(V)AW) + b(S(W, V)& — n(V)QW))E

~C(Y, V)(Am(W)§ — AW — aph W)

+b(2nkn(W)§ — QW) = 0. (4.6.168)

halini alir. (4.6.168) denkleminde (4.2.50), (4.2.63) kullanilip, her iki tarafa U €
X(M) ile ¢arpilip ve (M) nin ortonormal bazi icin W =V =¢;, £, 1 < i < n,

segilirse

(Aa + ba[2(1 — n) + nu] — b(A — ak — 2nkb) — b*[2(1 — n) 4+ nu])S(Y, U)
+(Aap 4 ba[2(n — 1) 4+ pu])S(Y, hU) + (2nA(A — ak — 2nkb)

+2napb(1 + k)[2(n — 1) + p] + br(A — ak — 2nkb)

+bak2(n — 1) + n(2k — p)] + 6*r*[2(1 — n) + nu))g(Y,U)

+(ap(ak + 2nkb) 4+ bap[2(n — 1) + n(2k — p)] — 2nAap

—abrp)g(Y,hU) + (=bak[2(n — 1) + n(2k — p)] + 2nkb*[2(1 — n)

+np)) — b*r[2(1 — n) + nu) — 2nb*(1 + k)[2(n — 1) + u)?

—(ap)*(1 + k)(2n + 1) — 2nabu(l + k)[2(n — 1) + u] — Abr

—2nabp(1 4 k)[2(n — 1) + p] — (2nkb)?

+2nkAb(2n + 1) + 2nkrb*)n(Y)n(U) = 0. (4.6.169)
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elde edilir. (4.6.169) de U yerine hU yazilip ve (4.1.48), (4.1.43) kullanilirsa

(Aa + ba[2(1 —n) + np] — b(A — ak — 2nkb) — b*[2(1 — n)
+nu))S(Y, hU) + (1 + k)(Aap + ba[2(n — 1) + pu])S(Y, U)
—2nk(1 + k)(Aap + ba2(n — 1) + u])n(Y)n(U)

+(2nA(A — ak — 2nkb) + 2napb(1 + k)[2(n — 1) + 4
+br(A — ak — 2nkb) + bak[2(n — 1) + n(2k — u)]
+0°r?[2(1 — n) +nu))g(Y, hU) + (1 + k) (ap(ak + 2nkb)
tbap2(n — 1) 4+ n(2k — p)] — 2nAap — abrp)g(Y, U)

— (1 + k)(ap(ak + 2nkb) + bau[2(n — 1)

+n(2k — p)] — 2nAap — abrp)n(Y)n(U) = 0. (4.6.170)
esitligi bulunur. (4.6.169) ve (4.6.170) de (4.1.45) kullanilip,

c = (Aa+bal2(1 —n)+nu] — b(A — ak — 2nkb) — b*[2(1 — n) + nul),

I = (Aap+ba2(n—1) + p]),

u = (2nA(A — ak — 2nkb) + 2napb(1 + k)[2(n — 1) + ] + br(A — ak — 2nkb)
+bak[2(n — 1) +n(2k — p)] + 6*r*[2(1 — n) + nul),

v = (ap(ak + 2nkb) + bap[2(n — 1) + n(2k — )] — 2nAap — abru),

t = (=bak[2(n — 1) +n(2k — )] + 2nkb*[2(1 — n) + nu]) — b*r[2(1 — n) + np]
—2nb*(1 + k)[2(n — 1) 4+ p)* — (ap)*(1 + k)(2n + 1) — 2nabu(1 + k)[2(n — 1) + 4]

—Abr — 2nabu(1 + k)[2(n — 1) + p] — (2nkb)* + 2nkAb(2n + 1) + 2nkrb?)
ve

C = l(1+k)—ud2(n—1)+p]+ (ve — lw)[2(1 —n) + npyl,
B = (- P(1+ )20 1)+ u + (ve—ul),

P = (ve—1u)[2(n—1)+n(2k — p)] — (ct + 2nk>(1 + k) + vl(1 + k))[2(n — 1) + ul,
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seklinde gerekli kisaltmalardan sonra
BS(Y,U) = Cyg(Y,U) + Pn(Y)n(U).

elde ederiz ki bu da M nin bir n-Einstein manifold oldugunu gosterir.
Simdi ise daha once verdigimiz teoremlerden bazilarimi saglayan bir 6rnek verecegiz.

Ornek 4.6.6. M = {(z,y,z) € R* : z > 0} 3-boyutlu manifoldunu géz éniinde
bulunduralim. Bu durumda (z,y,2), R?® de standart koordinatlardir. M nin her

bir noktasinda lineer bagimsiz vektor alanlarini ise

0 0 0 0 0
JR— 3 - - — == —
e = 3x 9 + 6\/an + o €2 a9y’ es3 ,

olacak sekilde secelim. Ayrica g Riemann metrigini ise

1, eger i = j # 3,

glei,e5) = —1, egeri=j =3,

0, eger i # j; 1,5 =1,2,3.

seklinde tanimlayalim.
M {izerinde her bir Z vektér alami igin 7 1-formu 7n(Z) = ¢(Z,€) seklindedir.

(1,1)-tipinde tensor alani ¢ ise

¢(e2) =0, p(e1) = —es, P(e3) = —e1

sekklinde tanimlansin. Burada V Z,T € x(M) i¢in ve ¢ tensoriintin lineerliginden

nle) = 1,  ¢*Z=7—n(Z)e,

9(0Z,¢T) = —g(Z,T)+n(Z)n(T)
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esitlikleri saglanir. Boylece e; = & olmak tizere, (M, ¢, &, n, g) beslisi bir (k, i) —parakontak

metrik manifoldudur. Burada (2.1.2) formiilii yardimiyla

0 0 0 0
_ 30 o o g
le1,e0] = [3z % —1—6\/283/ + P ’8y]
0 o 0 0 0
= [3z 8_6_]+[6\/_6 6] [a,a—y]
a0 0 9.0 9, 4 0
= 32° [6_ 6_] + 3z° (8_)8__ (8—y(3$ ))@

HOVEL 4 VA5~ (o (V)5
Hap g+ (g~ () =0

olarak hesaplanir. Benzer sekilde [eq, e3] ve [e, e3] degerleri de hesaplandiginda

3
[617 62] = 07 [ela 63] == _%627 [627 63] =0

bulunur. V, g metrigine gore Levi-civita konneksiyonu olmak tizere Kozsul formiili

yardimiyla
Veer = 0, Ve,€1 = —ieg, Ve,e1 = ieg
2/z 2\/z
Ve e = —%63, Ve,e2 =0, Vese2 = _ﬁel
Vees = —%eg, Ve,€3 = —%61, Veses =0

degerleri hesaplanir. Daha sonra yukaridaki esitliklerden ve Vzey = —¢Z + ¢ohZ

formiilii yardimiyla

2 2
h61:— —3+ \/E s h63:— 3+ \/E s hGQZO.
2z 2\/z

elde edilir. R(Z,T)V =V VoV =VpVzV =V zV formiili kullamldiginda
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R(el, 62)62 = W) - 1> {77(62)61 - 0(61)62}

(
(_Z) {n(es)her — nlen)hesl,
(—)2 — 1) {n(es)es —n(ez)es}
(

z) {77(63)]162 - 7)(62)h63}7

_l’_
R(es, e3)es = <
+
+

R(e1,ez)es = (%)2 - 1) {n(es)er —n(er)es}
(%) {n(es)her — nle1)hes} = 0

N
nin bir genellestirilmis (k, 1) —parakontak metrik manifold oldugu goriiliir.

2
bulunur. Boylece yukaridaki esitliklerle £ = ((3;\2/‘2/5) — 1) ve [ = <i> ile M
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5. (k,1)-PARAKONTAK METRIK MANIiFOLDUN INVARYANT
ALTMANIFOLDLARI

Bir (k, u) —parakontak metrik manifold (M I+l % €, m, g) nin M bir immersed altma-
nifoldu olmak tizere, V x € M igin, eger ¢(T,M) C T, M ise bu durumda M ye
invaryant altmanifold denir. M, M nin bir invaryant altmanifoldu (3.3.38) dan

ohZ = —h¢Z yazilabilir. Buradan da M, h—tensoriine gore de invaryanttir. Her
Z,V € x(M) igin

(Vz0)V = Vz8V —¢V5V = —g(Z — hZ,V)E+n(V)(Z — hZ)
== Vz¢v + O'(Z, gbV) 2 ¢VZV — ¢U(Z, V)

esitlikleri teget ve normal bilesenlerinden sirayla
(Vz9)V = —9(Z = hZ,V)§ +n(V)(Z — hZ)
ve
0(Z,9V) = ¢a(2,V) = 0(¢Z,V)

yazilabilir. Boylece o(Z, &) = 0, (2.2.25) ve (3.3.40) den R(Z, W)¢ = R(Z, W),
Vz{=—¢Z + ¢phZ dir.
5.1. (k,u)—Parakontak Metrik Manifoldun Invaryant Altmanifoldlarinin

Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde (k, p1)-parakontak metrik uzay formlarmin invaryant altmanifoldlar: ele
alimmistir. Ayrica (k, p)-parakontak metrik uzay formun Vo = 0, R-o=0ve
R-Vo = 0 egrilik sartlar1 karakterize edilmistir. Son olarak bu sartlarm o = 0 a

esdeger oldugu goriilmistiir.
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Tanim 5.1.1. Bir Riemann manifoldu (M, ¢g) nin altmanifoldu, eger

R-o ve Q(g,0),
R-Vo ve Q(g,%a),
R-o ve Q(S,0),
R-Vo ve Q(S,%O’)

lineer olarak bagimliysa manifolda pseudoparalel, 2-pseudoparalel, Ricci-genellestirilmis

pseudoparalel ve 2 Ricci-genellestirilmis pseudoparaleldir denir (Hui ve ark., 2018).

Es deger olarak L;, Lo, Ls ve L4 fonksiyonlar;

R-0=1.,Q(g,0), (5.1.171)
R-Vo = LyQ(g, Vo), (5.1.172)
R0 = L3Q(S,0), (5.1.173)
R-Vo = LiQ(S,Vo) (5.1.174)

seklinde ifade edilir. Swrasiyla Ly, Lo, L3 ve L, fonksiyonlar

M, = {zeM:o(x)#g(x)}, My={xeM:Vo(z)+# gz},
My = {xeM:Sx)#£0o(x)} ve My={zxeM:S(x)+#Vo(z)}

iizerinde tammlanir. Ogzellikle, eger Ly = 0 (aym sekilde Lo = 0), altmanifoldun
semiparalel (aym sekilde 2-semiparalel) oldugu séylenmektedir (Atceken ve ark.,

2019).

Bir (k, u) —parakontak metrik manifoldu M I+l (g € n, g) nm invaryant altmanifoldu
M olsun. h tensor alanina gore M invaryanttir. ¥V Z,V € x (M) igin (3.3.40), (4.1.44)
ve (2.2.18) den

0(2,6)=0, o(6Z,V)=0(Z,¢V)=¢o(Z,V) (5.1.175)
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dir.

Teorem 5.1.2. Bir (k, u)-parakontak metrik uzay form M nin bir invaryant altmanifoldu
M olmak tizere, M nin ikinci temel formu o paraleldir gerek ve yeter sart M total

geodezik altmanifolddur (k # 0).

ispat. Ikinci temel form o nin paralel oldugunu farz edelim. Burada V Z,V,T €

X(M) igin, (2.2.22) dan
Vio(V,T) = o(VzV,T) = o(V,V;T) =0 (5.1.176)

bulunur. Ote yandan, (5.1.176) de V = ¢ alnip, Gauss formiilii ve (3.3.40) kullanirsak

0(Vz€,T) =0 dir. Boylece
o(—¢Z+ ohZ,T) =0, yani, o(¢pZ,T)=0c(ohZ,T) (5.1.177)

elde edilir. (5.1.177) de Z yerine hZ yazilirsa,

o(¢hZ,T) o(ph*Z,T) = (1+k)o(6°Z, T) =0

— (1+k)o(6Z,T) =0
(14 k) # 0 oldugundan o(¢Z,T) = ¢o(Z,T) = 0 bulunur.

Ayrica V Z,V € x(M) i¢gin R(Z,V)o = 0 ise, altmanifolda semiparaleldir denir.
Burada E, M nin egrilik tensoriinii gosterir ve V Z,V, T, W € x(M) igin

(R(Z,V)o)(T,W) = RHNZV)o(T,W)—c(R(Z,V)T,W)
—o(T,R(Z, V)W) (5.1.178)
bi¢iminde gosterilir.

Teorem 5.1.3. Bir (k, u)-parakontak metrik uzay M nin bir invaryant altmanifoldu
M olsun. Bu durumda M semiparaleldir gerek ve yeter sart u?(1+k)—k? # 0 olmak

tizere total geodezik altmanifolddur.
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ispat. Kabul edelim ki M semiparalel olsun. Burada V Z,V,W, X € x(M) i¢in
(5.1.178) den

RY(Z,V)o(W,X) —a(R(Z,VIW,X) —a(W,R(Z,V)X) =0 (5.1.179)
dir. (5.1.179) de X = £ almip ve (3.3.40) denklemi uygulamrsa

oW, R(Z,V)E) = oW k(n(V)Z =n(Z)V) + p(n(V)hzZ —n(Z)hV))
= n(V){ka(W, 2) + po(W,hZ)}
—n(Z){uo (W, hV) + ka(W,V)} = 0.

bulunur. Burada V' yerine £ alinirsa,
ko(Z, W)+ uo(W,hZ) =0 (5.1.180)
olur. (5.1.180) de Z yerine hZ yazilirsa
ko(hZ, W) + po(W,h2Z) = ka(hZ, W) + po(W, (1 + K)(Z — n(Z)¢))
= ko(hZ, W)+ u(l+k)o(W,Z)=0. (5.1.181)

elde edilir. (5.1.180) ve (5.1.181) den

(K> — (1 + k)p*)o(W,Z) =0

bulunur.

Teorem 5.1.4. Bir (k, u)-parakontak metrik uzay M nin bir invaryant altmanifoldu
M olsun. O zaman M, 2-semiparaleldir gerek ve yeter sart p?(1+ k) — k? # 0 olmak

tizere M total geodezik altmanifolddur.

77



ispat. EgerVT,Y,Z, UV € x(M) igin R-Vo = 0ise M altmanifolduna 2-semiparaleldir

ve

(RILY)Vo)Z,U.V) = RHT,Y)(V20)(U.V) = (Vi) 20) (U, V)
_(VZU) (R(T> Y)U7 V)
(Vo) (U, R(T,Y)V) = 0 (5.1.182)

seklindedir (Atgeken ve ark., 2019). Buna gore M, 2-semiparalel altmanifold olmak
tizere VI,Y, Z, UV € x(M) i¢in, (5.1.182) de T' = U = £ yazilirsa

R-(§,Y)(V20)(§,V) = (VRey)z0)(€, V)

bulunur. Simdi, bu ifadelerin herbirini hesaplayalm.

RL(&? Y>{VJZ_O-(€7 V) - U(ngv V) - 0-(57 V2V)}
= RL(& Y){_U<_¢Z + ¢hZ> V)}
= RYNEY)o(pZ,V) —a(ohZ,V)}, (5.1.184)

(Vaer)z0)&V) = Vieyz0&V) = 0(VaerzE V) = 0(Vaer)2Vi€)
= —0(Vgev)2z§ V)
= —0(=¢R(,,Y)Z + ¢hR(,Y)Z, V).

(4.2.54) denkleminden

(Vrerzo)(&,V) = o(oR(E,Y)Z,V) —o(¢hR(£,Y)Z, V)
= —kn(2)0(62,V) + p(1 + k)n(Z)g(¢Z, V)
= 0(Z)o(@Y, V)(u(l+ k) — k)
+n(2)(k — p)(phY, V). (5.1.185)
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bulunur.

(Vzo)(R(&,Y)E V) = (Vzo)(k(n(Y)§ = Y) — uhY), V)

= k(Vzo)(n(Y)E, V) = k(Vzo)(Y,V) — (V7o) (RY, V)

= kK{Vzo(n(Y)&,V) = a(Van(Y)E, V) = a(VZV,n(Y)E)}
—k(Vzo)(Y,V) = u(Vzo)(hY,V)

= —ko(Zn(Y)E+n(Y)V V) — k(V50)(Y,V)
—u(Vzo)(hY, V)

= —ko(Vz& V(YY) = k(Vz0)(Y,V) — p(Vz0)(hY,V)

= —kn(Y)o(¢Z + ¢hZ, V) — k(V20)(Y,V) — u(Vz0)(hY, V)

= kn(Y)o (92, V) = kn(Y)o(ohZ,V)
—k(Vz0)(Y,V) = u(Vzo)(hY,V). (5.1.186)

Son olarak

(V20)(R(EY)V,E) = Vzo(R(§Y)V,€) = a(VZzR(§,Y)V.€)
o(R(&Y)V,VzE)

= —0(=0Z+ ¢hZ k(g(Y,V)§ —n(V)Y)
+u(g(hV,Y)E = n(V)RY'))

= kn(V){o(¢hZ,Y) —0(¢Z,Y)}

+un(Y){o(ohZ,hY) — o(¢Z,hY)}.  (5.1.187)

elde edilir. (5.1.183) denkleminde (5.1.184), (5.1.185), (5.1.186) ve (5.1.187) ifadeleri

kullanilirsa

RH(&,Y)o(¢Z — ¢hZ,V) = n(Z)o(Y, V) (u(1 + k) — k)

—(Z)(k — w)o($hY, V) + k(V 70) (Y, V) + u(V 0)(RY, V)
—kn(Y)o(9Z, V) + kn(Y)o(ohZ,V) — kn(V){o(¢hZ,Y)

o (¢Z.Y)} — un(V){o(6hZ, hY) — o(¢Z,hY )} = 0 (5.1.188)
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bulunur. (5.1.188) de V' = ¢ alimirsa

k{o(ohZ,Y) — 0(¢Z,Y)} + u{o(¢hZ,hY) — o (¢ Z,hY)} = 0 (5.1.189)
elde edilir. (5.1.189) de Y yerine hY yazilip ve (4.1.43) uygulamrsa
k{o(phZ,hY ) — a(¢pZ,hY )} + ui{o(phZ,h*Y) — o(¢Z, h*Y)} = 0,
k{o(ohZ,hY) — a(¢Z,hY)} + (1 + k){0(ohZ,¢*Y) — 0(6Z,¢*Y)} = 0
yani
k{o(ohZ,hY) — o (¢Z,hY )} + u(1 + k){o(¢hZ, ¢Y) — o(6Z, 6Y)} = 0. (5.1.190)

bulunur. (5.1.189) ve (5.1.190) den

(8 — 12(1+ )(0(6hZ,Y) — (627, Y)) 0.
dir. Burada k% — p?(1 + k) # 0 oldugundan
o(ShZ,Y) — o(62,Y) = 0. (5.1.191)
olur. (5.1.191) de Z yerine hZ yazilip ve (4.1.43) denklemi kullanilirsa
o(¢h*Z,Y) —a(¢hZ,)Y) = (1 +k)o(¢*Z,Y) — o(phZ,Y) =0

(1+k)o(¢Z,Y) — o(phZ,Y) = 0 (5.1.192)

bulunur. (5.1.191) ve (5.1.192) teoremimizi ispatlar.
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5.2. (k,p)—Parakontak Metrik Manifoldun Paralel Altmanifoldlar: Igin

Karakterizasyonlar

Bu béliimde (k, p)-parakontak metrik manifoldunun pseudoparalel invaryant altma-
nifoldlar: ele alimmistir. Ayrica (k, p)-parakontak metrik manifoldun pseudoparalel,
Ricci-genellestirilmis pseudoparalel ve 2-Ricci-genellestirilmis pseudoparalel invaryant

altmanifoldlar1 sartlar1 karakterize edilmistir.

Teorem 5.2.1. Bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu ]/\\/[/2”+1(¢,§,77,g) nin bir
invaryant altmanifoldu M olsun. M invaryant pseudoparalel ise L1 = k + pv/1 + k
dir. M invaryant altmanifoldu pseudoparalel ve L, # k £ puy/1+k ise M total
geodeziktir.

Ispat. Kabul edelim ki M invaryant pseudoparalel olsun. Burada VZ, W, T, X €
X(M) igin, (5.1.171) den

(R(Z,W)-0)(T,X) = LiQ(g,0)(Z,W; T, X)

dir. Buradan daV Z, W, T, X € x(M) i¢in,

RY(Z,W)o(T, X) — o(R(Z,W)T, X) — o(T, R(Z,IW)X)
= —Li{oc((Z A W)T, X) +0(T,(Z Ny W)X)} (5.2.193)

olup, burada (Z Ay W)U = g(W,U)Z — g(Z, U)W dir. (5.2.193) de X = £ alinip ve
(5.1.175) den

o(R(Z,W)E,T) = —Li{o(T,n(W)Z —n(Z)W)}
= Li{n(W)o(T,Z) —n(Z2)o(T, W)} (5.2.194)

bulunur. (4.4.95) ve (5.2.194) den

k{nW)a(Z,T) =n(Z)o(W,T)} + p{n(W)o(hZ,T)
—n(Z2)o(hW,T)} = Li{n(W)o(Z,T) =n(Z)o(W,T)}  (5.2.195)
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elde edilir. Buradan da

(Ly = K){n(W)a(Z,T) = n(Z2)e(W,T)} = pn(W)a(hz,T)

—n(Z)o(hW,T) (5.2.196)
olur. (5.2.196) de W = ¢ yazilirsa
(Ly — k)o(Z,T) = po(hZ,T) (5.2.197)

bulunur. (5.2.197) de Z yerine hZ yazilip ve (3.3.40), (4.1.43) ve (5.1.175) denklemleri

kullanilirsa

(L1 — k)o(hZ,T) = po(h*Z,T)
= wl+k)o(*Z,T)
= u(l+k)o(2,T) (5.2.198)

yazilir. (5.2.197) ve (5.2.198) den
W1+ k)a(Z,T) = (L, — k)?0(Z,T)

elde edilir.

Sonug 5.2.2. Bir (k, 1) —parakontak metrik manifoldu M2"+1(¢, £, 1, g) mn M bir
invaryant altmanifoldu olsun. Burada M, pseudoparaleldir gerek ve yeter sart M

total geodeziktir.

Teorem 5.2.3. Bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu ]\72”+1(¢,§,77,g) nin bir
invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman M 2-pseudoparalel altmanifold ise, o
zaman Lo = k £ p/1+ k dir. Ayrica, Ly # k £ /1 + k dir gerek ve yeter sart M

2-pseudoparalel invaryant altmanifoldu total geodeziktir.

Ispat. Kabul edelim ki M invaryant altmanifoldu 2-pseudoparalel olsun. Bu durumda

Y Z,T,X,W,U € x(M) icin, (5.1.172) den

(R(Z,T)-Vo)(X,W,U) = L,Q(g, Vo )(X,W,U; Z,T) (5.2.199)
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yazilir. (5.2.199) den

RY(2,T)(Vxo)(W,U) — (Vrzmrxo)(W,U)
~(Vx0)(R(Z, T)W,U) — (Vxo)(W, R(Z,T)U)

= —Lo{(Vza,m)x0)(W,U) + (Vx0)((Z Ay T)W, U)
+(Vx0)(W,(Z A, T)U)} (5.2.200)

bulunur. Buradan da

RY(Z, T)(Vxo)(W,U) — (Vrizrxo)(W,U) — (Vxo)(R(Z, T)W,U)
—(Vxo)(W, R(Z, T)U) = —Lafg(T, X)(Vz0)(W, U)

—9(2, X)(N7o)(W,U) + (Vxo)(g(T,W)Z — g(Z,W)T,U)

+(Vxo )W, g(T,U)Z — g(Z,U)T)} (5.2.201)

olur. (5.2.201) de Z = U = ¢ yazilirsa,

RHET)(Vxo)(W, &) = (Vrerxo)(W,€) — (Vxo)(R(ET)W,¢)
—(Vx0)(W, R(€,T)€) = —Lo{g(T, X)(Veo) (W, €) — n(X) (Vo) (W, )
H(Vx0)(g(T, W)€ — n(W)T, &) + (Vxo)(W,n(T)é - T)} (5.2.202)

elde edilir. Simdi bu ifadelerin herbirini hesaplayalim. (3.3.37), (2.2.22) ve (5.1.175)

den

(Vxo)(W,€) = (Vxo)(W,€) — a(VxW,&) — a(W, VxE)
= —o(W,Vxé) = —a(W,—¢X + ¢hX)
= o(W,¢X) — o(W,phX) (5.2.203)

olur. (2.2.25) den

R(EX)T = k{g(T, X)& —n(T)X} + p{g(T, hX )& = n(T)hX} (5.2.204)
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bulunur. Dahasi (3.3.40) ve (5.1.175) denklemlerinden

(Vienxo)W.€) = (Vi xo)W.€) = o(VrerxW.£)
(W, Ve x§)
= —0(=0R(, T)X + ohR(,T)X, W)
= o(k(=n(X)¢T) — pn(X)ohT, W)
—o(=kn(X)ohT) — un(X)oh*T, W))  (5.2.205)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa (5.2.205) den

(Vrenxo)(W,6) = nX){(u(l+k) — k)o(¢T, W)
+(k — p)o(ohT, W)} (5.2.206)

olur.

(Vxo)(RETIW,6) = Vxo(R(ETIW,€) - o(VxR(E T)W.E) — o(R(E, T)W, VxE)

= —o(R(&, T)W,—¢X + ¢phX)

= o(R(ET)W,9X) — o(R(S, T)W, 0hX)

= ko(g(T\W)§ = n(W)T,0X) + po(g(hW,T)§ — n(W)hT, ¢X)
—ko(g(T, W) = n(W)T, phX) + po(g(hW, T)¢
—n(W)hT, ohX) — kn(W)o(T, pX) — pn(W)o (hT, ¢ X)
+kn(W)a (T, phX) + un(W)o (hT, phX)

= kn(W)[o(T,phX) — o (T, pX)| + un(W)lo (hT, ohX)
—o(hT, X)) (5.2.207)
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(Vxo)(W,R(§,T)) = (Vxo)(W,k[n(T)¢ — T) — puhT)

= k(Vxo)(W,n(T)€) = k(Vxo) (W, T) — u(Vxa)(W, hT)
= K{Vxo)(W.n(D)€) — o(Vx W, n(W)E) — o(W, Vxn(W)E)}
~k(Vxo)(W,T) = u(V xo) (W, hT)

= —ka(W, Xn(T)& +n(T)Vx&) — k(Vxo)(W,T)
—u(Vxo)(W, hT)

= —kn(T)o(W,—¢X + ¢hX) — k(Vxo)(W,T)
—1u(Vx0) (W, hT)

= kn(T){o(W,$X) — o(W,6hX)} — k(Vxo) (W, T)
—u(Vxo) (W, hT). (5.2.208)

(Vro)(W,€) = V3o (W, &) — a(VeW, &) — a(Vr&, W)
—o(W, =¢T + ¢hT) = o(¢T, W) — o(¢phT, W). (5.2.209)

(Vxo)(g(T,W)§ =n(W)T,&) = —(Vxo)n(W)T,¢)
= —Vxo((W)T,&) + o(Vxn(W)T, &)
+o(n(W)T, V&)
= n(W){o(T,ohX) —o(T,0X)}. (5.2.210)

(Vxo)(W,n(T)e=T) = (Vxo)(W,n(T)E) — (Vxo) (W, T)
= (Vxo)(W,n(T)E) = o(VxW,n(T)E)
—o(W, Vxn(T)§) — (Vxo) (W, T)
= —a(W, Xn(T)¢ +n(T)VxE) — (Vxo)(W, T)
= (D){o(W,$X) — o(W,hX)}
—(Vxo)(W,T) (5.2.211)
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Sonug olarak (5.2.203), (5.2.206), (5.2.207), (5.2.208), (5.2.209), (5.2.210) ve (5.2.211)

denklemlerinden

o(¢X, W) —o(ohX, W) — n(X)(u(1 + k) — k)o (T, W)
—(k = Wn(X)o(ohT, W) — kn(W){o(¢hX,T) — o(¢X,T)}
—pun(W){o(¢hX, hT) — o(¢X, hT)} — kn(T){o(¢X, W)
—0(dhX, W)} + k(Vxo)(T, W) + u(Vxo) (W, hT)

= —Lo{-n(X)[o(¢T, W) — o(¢hT, W)] + n(W)o (T, phX)
—n(W)o(T,¢X) +n(T)o (W, $X) — n(T)o (W, $hX)
—(Vxo)(W,T)} (5.2.212)

elde edilir. (5.2.212) de W = ¢ yazihip ve (5.1.175) kullanihirsa,

—ko (T, $hX) + ko (T, ¢X) — po(hT, ophX) + po(hT, ¢ X)
+E(Vx0)(&,T) + (Vx0)(&, hT) = —Lo{o(T, phX)
—o(T,6X) — (Vxo)(£,T)} (5.2.213)

bulunur. Buradan da

(Vxo)(&T) = (Vxo)(T,€) — o(VxT,€) — (T, VxE)
= —0(=¢X + ¢hX,T) = 0(¢X,T) — o(phX,T) (5.2.214)

olur. (5.2.213) ve (5.2.214) den

—ko (T, ohX) + ko (T, $X) — po(hT, phX) + po (hT, $X)
+ko (T, 9X) — ko (ohX, T) + po(¢X, hT) — po(shX, hT)
= —Ly{o(T,¢hX) — (T, pX) + o(ohX,T) — o(¢X, T)}  (5.2.215)

bulunur. (5.2.215) de gerekli diizenlemeler yapilirsa
(Ls = k){o (T, 6X) = o(T, $hX)} = j{o(hT, X) — po (AT, 6hX)}  (5.2:216)
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elde edilir. (5.2.216) de T yerine AT yazilrsa
(Ly— k){o(hT, $X ) — o (KT, $hX)} = p(1+k){o(T, $X) — po (T, phX)} (5.2.217)
dir. (5.2.216) ve (5.2.217) den
(L2 = k)* = (1 + k) (o(T, ¢X) — o(T, ¢hX)) = 0

bulunur. Ayrica (T, pX) — o(T, phX) = 0 gerek ve yeter sart ko(T', X) = 0 dir.

Sonug 5.2.4. Bir (k, pu)—parakontak metrik manifoldu MQ”“(gb,f,n,g) nin bir
invaryant altmanifoldu M olsun. Burada M, 2-pseudoparaleldir gerek ve yeter sart

M total geodeziktir.

Teorem 5.2.5. Bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu ]\72”+1(¢,§,77,g) nin bir
invaryant altmanifoldu M olsun. Eger M, Ricci-genellestirilmis pseudoparalel altmanifold
ise, 0 zaman Lz = 5-(1 + £y/1+ k) dir. Ayrica Ly # 5-(1 £ £v/1+ k) dir gerek ve
yeter sart M total geodeziktir altmanifolddur.

Ispat. Eger M, Ricci-genellestirilmis pseudoparalel ise o zaman V X, W, Z,V €
X(M) igin (2.1.6) ve (5.1.173) denklemlerinden,

(R(X,W)-0)(Z,V) = L3Q(S,0)(Z,V;X,W)
= —Lifo((X AsW)Z, V)
+o(Z, (X A W)V)} (5.2.218)

bulunur. (5.2.218) denkleminden

RY X, W)a(Z,V) - o(R(X,W)Z,V) — o(Z, R(X,W)V)
= —Ls{o(SW,2)X — S(X,Z)W,V) + o(S(V,IW)X
—S(X, VW, Z)} (5.2.219)
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olur. Burada Z = £ alimip ve (4.1.42), (4.1.46), (5.1.175) denklemleri kullanilirsa
k(2nLs — Do(n(W)X —n(X)W, V) = po(n(W)hX —n(X)hW,V)  (5.2.220)
elde edilir. (5.2.220) denkleminde W = £ alimirsa
k(2nLs — 1)o(X,V) = po(hX,V) (5.2.221)
bulunur. (5.2.221) de X yerine hX yazilip, (4.1.43) denkleminden

k(2nLs — 1)o(hX,V) = po(h*X,V)
= p(l+k)o(6°X,V)
= u(l+k)o(X,V) (5.2.222)

yazilir. (5.2.221) ve (5.2.222) den
{k*(2nLs —1)* = (1 + k) }o(X,V) =0

elde edilir.

Teorem 5.2.6. Bir (k, u)—parakontak metrik manifoldu MQ"“((ﬁ,ﬁ,n,g) nin M
bir invaryant altmanifoldu olsun. Eger M 2-Ricci-genellestirilmis pseudoparalel

altmanifold ise, o zaman Ly = 5o2—+/1+ k dir. Diger taraftan Ly # zo2-v/1+k

2nk—1

dir gerek ve yeter sart M total geodeziktir altmanifolddur.

ispat. Kabul edelim ki M 2-Ricci-genellestirilmis pseudoparalel altmanifold olsun.

O zaman V Z,Y, T, V.U € x(M) igin, (5.1.174) den

(R(Z,Y)-No)(T,V,U) = LiQ(S,Vo)(T,V,U; Z,Y) (5.2.223)
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bulunur. Buradan da

R(Z,Y) (V7o) (V,U) = (Vr@yyro)(V.U) = (Vro)(R(Z,Y)V,U)
—(V20)(V,R(Z,Y)U) = Li{(V zrgvyro) (V. U) + (V10)((Z s Y)V,U)
+(Vro)(V,(Z Ns Y)U) (5.2.224)

olur. (5.2.224) de Z =V = ¢ yazlirsa,

RM(&Y)(Vro) (&, U) = (Vaeyyro)(§,U) = (Vro)(R(E,Y)E, U)
—(V70)(& R(EY)U) = Li{(Viersyyro) (6, U) + (Vo) ((§ As Y)E,U)
+(Vro)(&, (€ As Y)U) (5.2.225)

bulunur. Simdi bu ifadelerin herbirini hesaplayalim. Ayni zamanda (3.3.37) ve

(5.1.175) den

R Y)(Vro)(&,U) = RYEY){V7o(€,U) —o(VrE,U)
—o(&,VrU)}
= —RY(&,Y)o(—¢T + ¢hT,U)
= RHEY){o(oT,U) —a(ohT,U)}  (5.2.226)
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dir. Diger taraftan (5.2.225) de (4.1.42) denklemi kullanilirsa

(Vreyyro)(&U)

yazilir.

(V7o) (R(E,Y)E,U)

= Vﬁ(g,Y)TU(f, U) = o(Vrevyr&,U) — (&, Vrey)rU)

—0(—pR(E,Y)T + ohR(£,Y)T,U)

o(k[=n(T)¢Y] + u[=n(T)phY],U) — o (k[-n(T)phY]
+u[=n(T)ph*Y], U)

—kn(T)o(¢Y,U) = i(T)o(¢hY, U) + kn(T)o(¢hY, U)
+u(T) o (ph?Y, U)

N(T){=ka(¢Y,U) — po(¢hY,U) + ko (ohY,U)

+u(1+ K)o (¢°Y, U)}

n(T){ (1 + k) — k)o(¢Y,U)

+(k — p)o(ohY,U)} (5.2.227)

(Vo) (k(n(Y)é = Y) = phY,U)

K(Vro)(n(Y)E =Y, U) = p(Vro)(hY,U)
H(Vro)(n(Y)E,U) = (Vro)(Y,U)} = w(Vro)(hY, U)
K{Vio(n(Y)EU) = o(Vn(Y)E,U) — o(n(Y)E, VrU)
~(V7o)(Y,U)} = (Vo) (hY,U)

—k{o(Tn(Y)E,U) + o (n(Y) V1, U) = (Vro)(Y,U)}
—p(Vr0)(hY,U)

kn(Y){o(¢T,U) — (6T, U)} + k(Vro)(Y,U)
—u(Vro)(hY,U) (5.2.228)
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(Vo) (& REY)U) = Via(&,R(EY)U) — (Ve R(EY)U)

o §,VTR<§,Y>U)

—¢T + ¢hT, k(g(Y,U)§ = n(U)Y)
+u(g(Y, hU)E —n(U)hY)

- U(U){_k0(¢T7 Y) - MU(¢T7 hY)

== o

—o(

= —o(—¢T + ¢hT, R(§,Y)U)
=
(

+ko(¢hT,Y) + po(ohT, hY)} (5.2.229)

Simdi de (5.2.225) esitliginin sol tarafini hesaplayalim. (3.3.40), (4.1.46) ve (5.1.175)

den

(Viersryro)(&,U) =

elde edilir. Ayn: sekilde

(V7o) (€ As Y)E,U)

(Viensyyro) (&, U) = o (Vignsyyr&, U) — 0 (€, ViensyyrU)
—0(Vsvrye-seryé, U)

—o(=¢(S(Y,T){ = S(&T)Y) + oh(S(Y, T)¢
—5(§,1T)Y),U)

S(T,&){o(ohY,U) — o(¢Y,U)}

omkn(T){o(ShY, U) — o(6Y, U)} (5.2.230)

= (Vro)(S(Y,§)¢ =Y, U)
= (V20)(S(Y,€)&,U) — (Vr0)(Y,U)
= V7o (S(Y,6)EU) — o(VrS(Y,£)E,U)
—o(VrU, S(Y;)¢) = (Vro)(Y,U)
= —o(TS(Y, )¢+ S(Y, V€, U) — (Vro) (Y, U)
= —S(Y,§)a(=¢T + ¢hT,U) = (Vro)(Y,U)
= 2kn(Y){o(¢T,U) — o(shT,U)}
—(Vro)(Y,U) (5.2.231)
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bulunur. Son olarak

(Vro)(& (EAsY)U) = (Vro)(& S(Y,U)E — S, U)Y)
= (V20)(& S(Y,U)§) = (V10)(&, 2nkn(U)Y)
= Via(&, S(Y,U)€) = o(Vrg, S(Y, U)E)
—0(&, VrS(Y,U)§) — 2nk(Vro) (&, n(U)Y)
= —20k{Vzo(§,nU)Y) — o(Vré,n(U)Y)
—o (&, Tn(U)Y)}
= 2nko(—¢T + ¢ohT,n(U)Y)
= 2nkn(U){o(ohT,Y) —o(¢T,Y)} (5.2.232)

olur. (5.2.225) de (5.2.226), (5.2.227), (5.2.228), (5.2.229), (5.2.230), (5.2.231) ve
(5.2.232) ifadeleri kullanilirsa,

R(& Yo (¢T,U) — o(¢hT, U)} = n(T){(u(1 + k) — k)o (oY, U)

+(k = w)o(¢hY,U)} = k(Vro) (Y, U) + p(Vro)(hY,U) = kn(Y){o(¢T,U)

—o(¢hT, U} — n(U){ko(dhT,Y) + po(ShT, hY) — ko (6T, Y) — uo(¢T, hY )}
= —Ly{2nkn(T)(0(¢hY,U) = 0(¢Y,U)) + 2nkn(Y ) (0 (¢T,U) — o(¢hT,U))

+2nkn(U)(o(¢hT,Y) — (¢hT,Y)) — (V1o )(Y,U)} (5.2.233)

elde edilir. (5.2.233) de U = ¢ yazilirsa

Li{(Vro)(Y,€) + 2nk{o(shT,Y) — o(¢T,Y)}}
= —k(Vro)(Y,€) + u(Vro)(hY,€) — {ko(¢hT,Y)
+uo(¢hT,hY) — ko(¢T,Y) — po(¢T,hY)} (5.2.234)
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bulunur. Buradan da

Li{V70)(Y,€) = a(VrY,€) = 0(V1E,Y) — o(¢hT,Y)

+a(¢T,Y)} = k{V70)(Y,€) — o(VrY, &) — oY, Vr)}
+1{V70)(hY,&) — o(VrhY, &) — a(hY, VrE)}

—ko(ophT,Y) — po(¢hT,hY ) + ko (¢T,Y) + po(¢T,hY) (5.2.235)

olur. Diger taraftan direk hesaplamayla
(Vro)(Y,€) = o(¢T.Y) — ($hT,Y) (5.2.236)
bulunur. Boylece
Ly{(2nk — 1)(o(Y,phT) — o(Y,¢T))} = 2u{c(¢T, hY) — o(phT,hY )} (5.2.237)
elde edilir. (5.2.237) de Y yerine hY yazlirsa

Li(2nk — D{o(hY, ohT) — o(hY,¢T)} = 2u{c(¢T,h%Y) — o(¢hT, h?Y)}

— 2u(1 + B){o (6T, §*Y) — o(ShT, ¢*Y )}
= 2u(1+ k) {o(4T,Y)
—o(¢hT,Y)} (5.2.238)

yazilir. (5.2.237) ve (5.2.238) den
Li(2nk — 1) = 4°(1 + k){o(¢T,Y) — a(¢hT,Y)}

bulunur.
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5.3. (k,1)—Parakontak Manifoldun Invaryant Altmanifoldlarmm Z-o = 0

ve Z-Vo =0 Sartlarimi Saglayan Simiflar:

Bu béliimde (k, 1)—parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldlar: ele
alinmistir. Ayrica Z-0=0,7-Vo =0, Q(S,0) =0, Q(S, 60) =0, Q(S, E-U) =0,

Q(g, Z - o) = 0 sartlarim saglayan siniflar1 incelenmistir.

Teorem 5.3.1. Bir (k, u)—parakontak metrik manifold M nin bir invaryant altmani-
foldu M olsun. Bu durumda M, concircular semiparaleldir gerek ve yeter ya M total

geodezik altmanifolddur ya da skalar egriligi r = 2n(2n+1)(k—p*(1+k)) seklindedir.

Ispat. Kabul edelim ki M concircular semiparalel altmanifold olsun, yani

ZW,Y)-0=0 (5.3.239)
dir. VW)Y, T,U € x(M) igin, (5.3.239) den
RYW,Y)o(T,U) — o(Z(W,Y)T,U) — o(T, ZW,Y)U) =0 (5.3.240)
yazilir. (5.3.240) de U = ¢ yazilip, (2.2.22) ve (4.2.60) uygulanilirsa

(1. Z(W,Y)E) = [k— }omm(mw—n(vvm

2n(2n + 1)
+po (T, (n(Y)hW — n(W)hY) (5.3.241)

bulunur. (5.3.241) de Y = £ yazilip, (5.1.175) kullanihirsa

r

{k‘ — m] o(T,W) + po(T,hW) =0 (5.3.242)

elde edilir. (5.3.242) de W yerine hW yazlirsa

r

[k — m} o(T,hW) + po (T, h*W) = 0 (5.3.243)

olur. (5.3.243) ve (4.1.43) den
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r

{k — m} o(T,hW) + (1 + k)o (T, *W) = 0

dir. Burada (3.1.32) kullanilirsa

r

{k - m] o(T,hW) + (1 + k)o (T, W) = 0 (5.3.244)

bulunur. (5.3.242) ve (5.3.244) denklemlerinden

r

T 1) o(T,W)=0

{/E(lJrk:) —k+

dir. Bu ifade bize ya 0 = 0 ya da r = 2n(2n + 1)(k — p*(1 + k)) oldugunu gosterir.

Teorem 5.3.2. Bir (k, ;1)—parakontak metrik manifold M nin bir altmanifoldu M
olsun. O zaman M concircular 2-semi-paraleldir gerek ve yeter sart

2
pr(1+k) — [k — m} # 0 sartiyla M total geodezik altmanifolddur.
Ispat. Kabul edelim ki Z(X, V) - Vo =0olsun. O zamanV X,V,Z,T,W € X(M)

icin

(E(X’ V) ’ 6O-)(Z7 T, W) = RL(X’ V) (VZU) (T’ W) - (vg(X,V)ZU) (T’ W)

—(Vz0)(Z(X, V)T, W)
—(V20)(T, Z(X, V)W) =0 (5.3.245)

bulunur. (5.3.245) de X =T = £ yazilirsa

R(EV)(V20) (6 W) = (Ve 20) (& W) = (V20)(Z(§,V)E, W)
—(Vz0)(&, Z(6, V)W) =0 (5.3.246)
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dir.  Simdi, bu ifadelerin her birini hesaplayalim. Burada (2.2.22) ve (3.3.40)

kullanilirsa

RL(&? V) (VZU) (57 W) = RL(f? V){V?O’(f, W) - U(VZ£7 W)
—o(VW,8)}
= R&V)o(¢Z — ¢hZ, W) (5.3.247)

bulunur. (3.3.40) ve (4.2.61) den

(vg(&\/)za)(f? W) = Vg(av)za(g, W) — U(Vg(g,\/)z& W)
_U<V§(§,V)ZVV7 §)
= 0(pZ(&,V)Z, W) = o(¢hZ(E,V)Z, W)
— b= g | 1D ooV W) — atov )}
+un(Z){(1 + k)o(¢pV, W) — a(phV, W)} (5.3.248)

dir. (5.3.246) de (4.2.61) ve (5.1.175) uygulanirsa

(Vo) (Z(EVIEW) = k=5 | (Vao) (n(V)E = V], W)

—u(Vz0)(hV, W)

r

= " D, n(V)(Vzo) (W)

.
a {k C 2n(2n + 1)
T

b g | BV (VA0 €W — o(V 26 )
—o(VzW,§) = (Vzo)(V.W)} = u(Vzo)(hV, W)

} (V20) (VW) — (¥ 1) (WY, )

= - {k‘ - m} n(V)a(VzE,W)
H(V50) (V. W)} — 1(V 7o) (AV, W) (5.3.249)
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dir. (5.3.249) de (3.3.40) denklemi kullanilirsa

V) ZEVIEW) = = [b= gl V(-0 + onz.w)
+(Vzo)(V. W)} + p(Vzo)(RV, W)

[~ s o
—(V20)(V,W)} = u(V20)(hV, W) = 0 (5.3.250)

)
(02, W) =n(V)o(ohZ, W)

q

elde edilir ve son olarak

(V20) & Z(EVIW) = V30(Z(E,V)W,€) — a(V2Z(8, V)W, £)

—0(Z(&, V)W,V 5€)

- {k = m} o(g(V, W) —n(W)V,V z§)
o (g(hV, W)§ —n(W)hV, V z€)

[k T m(2n+ 1)} n(W)o(V:Vzg)

+un(W)a (hV,V z§) (5.3.251)

bulunur. Burada (3.3.40) kullanilirsa

(Vao)€ ZEVIW) = [k gl | W) oV ~02) + oV, 0h2))

+un(W){o(hV, —¢Z) + o(hV, phZ)} (5.3.252)
elde edilir. (5.3.247), (5.3.248), (5.3.250) ve (5.3.252) den

R V)o(6Z — oz W) + [k = 5oL Z)atov.an)
H(Z)o RV, W) (V) (67, W) + n(V)o (0h, W)
H20)(V, W) = (W) (V, 67 + 6h2)}

{n(Z)0(AV V) — (14 Rn(Z)o(9hV, V) + (V50) AV, 1)

—n(W)a(hV, —¢Z + ¢hZ)} =0 (5.3.253)
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elde edilir. (5.3.253) de W = ¢ yazilirsa

r

{k? - m} {o(V,9Z) —a(V,9hZ)}
1o (hV,62) — o(V, 6hZ)} = 0

bulunur. Burada (5.3.254) de V' yerine hV yazilirsa

lk C 2n(2n + 1)
+u{o(h?V,¢Z) — o(h*V.¢hZ)} =0

} (o(hV.62) — o(hV, 61 2)}

olur. (5.3.255) de (4.1.43) ve (3.1.32) denklemleri kullanilirsa

lk C 2n(2n+ 1)
+u(l+ k){o(V,¢Z) — o(V,¢hZ)} =0

} {o(hV.62) — o(hV, 6h2)}

elde edilir. (5.3.255) ve (5.3.256) den

r

k) = [k T 22+ 1)

} Ho(V,0Z) —a(V,phZ)} =0

(5.3.254)

(5.3.255)

(5.3.256)

2
elde edilir. Boylece p?(1 + k) — [k — m] # 0 sartiyla M total geodezik

altmanifolddur.

Teorem 5.3.3. Bir (k, u)-parakontak metrik manifold M (g, m, €, g) bir invaryant

altmanifoldu M olsun. Burada Q(S,0) = 0 ise gerek ve yeter sart k # 0 sartiyla

M total geodezik altmanifolddur.

Ispat. Kabul edelim ki Q(S,0) = 0 olsun. O zaman ¥ Z, W, U, T € x(M) icin

Q(S, o) (U, T; Z,W) = —o((Z As WU, T) — o(U,(Z Ns W)T =0

yazilir. Buradan

o(S(W,U)Z — S(Z, UYW,T) + o(U,S(W,T)Z — S(Z,T)W) =0
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olur. (5.3.257) de W = U = ¢ yazilip, (4.1.45) ve (3.3.40) denklemleri kullanilirsa
o(S(6,67 — S(Z,6)¢,T) +0(£,5(6,T)Z — S(T, 2)¢) = 0 (5.3.258)
bulunur. (5.3.258) ve (4.1.46) den
ko (Z —n(2)E,T) + o€, 2nkn(T)Z — S(T, Z)€) = 0 (5.3.259)
dir. Burada (5.1.175) uygulamrsa
onko(Z,T) =0 (5.3.260)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.4. Bir (k, u)-parakontak metrik manifold M 2ntl(p n, €, g) bir invaryant
altmanifoldu M olsun. Q(S, 60) = 0 dir gerek ve yeter sart k # 0 sartiyla M total

geodezik altmanifolddur.
Ispat. Kabul edelim ki Q(S, %0) = 0 olsun. Bu durumda V Z, T, U, V,W € x(M)

icin

~Q(S, Vo) U, V,W; Z,T) = (Vizaerywo)(V,W) + (Vyo)(Z As T)V, W)
+(Vuo)(V,(Z As T)W) =0

yazilir. Buradan

S(T,U)(Vzo)(V,W) = S(2Z,U)(Vro)(V,W) + (Vo) (S(T,V)Z,W)
—S(Z V)T, W) + (Vo) (V,S(T,W)Z — S(Z,W)T) =0 (5.3.261)

olur. (5.3.261) de T'= W = ¢ kullanilirsa

S(EU)(V20)(V,€) = S(Z,U)(Veo)(V,€)
+(Vuo)(S(,V)Z,€) — (Vyo)S(Z,V)E,€)
+2k(Vyo)(V, Z) — (Vuo)(S(Z,6)E V) =0 (5.3.262)
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bulunur. (5.3.262) de (4.1.45) kullanihirsa

2nkn(U)(V20)(V,€) = S(Z,U)(Veo)(V; €) + 20k(Vuo) (n(V) Z,€)
~(Vuo)(S(V, 2)&,€) + 2nk(Vuo)(S(£,€)V, Z)
—2nk(Vyo)(n(Z)E,V) =0 (5.3.263)

elde edilir. (5.3.263) de kovaryant tiirevler hesaplanirsa

2nkn(U){Vz0(V,§) —a(VV,&) — (V& V)} = S(Z,U){V¢o(V,£)
~0(VeV,€) — a(V. V&) } + 2nk{ Vo (n(V)Z,€) — o(Vun(V)Z.€)
~o(n(V)Z,Vu€)} = {Vyo(S(V, 2)§,€) — o(VuS(V, 2)€,€)

—a(S(V, 2)&, Vu)} — 2k{V5on(2)§,V) — a(Vun(Z)¢, V)
—o(n(Z2)E,VuV)} 4+ 2k(Vyo)(V, Z) = 0 (5.3.264)

bulunur. (5.3.264), (5.1.175) ve (3.3.40) den

—2nkn(U)o(—¢Z + ¢hZ, V) — 2nkn(V)o(—oU + ¢hU, Z)
+2nko(Un(Z)€ + n(Z2)Vué, V) + 20k(Vyo)(V,Z) =0 (5.3.265)

olur. (5.3.265) den

onkn(U)¢{o(V, Z) — o(hZ,V)} + 2nkn(V)¢{o(U, Z) — o(hU, Z)}
—2nkn(Z2)p{o(U,V) — a(hU,V)} + 2nk(Vyo)(V, Z) = 0 (5.3.266)

dir. (5.3.266) de V' = £ yazilirsa
2nk¢{o(Z,U) — o(Z,hU)} + 20k{V;0(Z,€) — 0(VuZ,€) — 0(Z,Vu§)} =0

elde edilir. Buradan

k¢{o(Z,U) — o(Z,hU)} = 0 (5.3.267)
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bulunur. (5.3.267) de U yerine hU yazilip ve (4.1.43) denklemi uygulanirsa

k{o(Z,hU) —o(Z,h*U)} = 0
k{o(Z,hU) — (1 +k)o(Z,U)} = 0 (5.3.268)

olur. (5.3.267) ve (5.3.268) den k%0 (Z,U) = 0 elde edilir.

Teorem 5.3.5. Bir (k, y1)-parakontak metrik manifold M2+ (¢, , €, g) bir invaryant
altmanifoldu M olsun. Q(S, R - o) = 0 dir gerek ve yeter sart p?(1+ k) — k* # 0
sartiyla M total geodezik altmanifolddur.

Ispat. (2.1.6) ve (2.1.7) den ¥V V,T,U,Y, Z,W € x(M) icin

QS R(V.T)-0)(U,Y.W,Z) = (R(V,T)-0)((W As Z)U.Y)

RV, T) - o) (U, (W As Z)Y) =0

olur. Buradan

(R(V,T) - 0)(S(Z.U)W,Y) — (R(V,T) - 0)(S(W.U)Z,Y)

RV, T) - o) (U, S(Y, 2)W) — (R(V, T) - o) (U, S(W, Y) Z) = (5.3.269)
dir. (5.3.269) de T'=U =Y = Z = ¢ yazilirsa

(R(V,€) - 0)(S(&OW,€) — (R(V,€) - 0)(S(W, )€, €)
HR(V,€) - 0)(€, S(E W) — (R(V,€) - 0) (&, S(W,€)€) = 0

bulunur. Burada (4.1.43) denklemi kullanilirsa

2nk(R(V,€) - 0)(W,€) — 2nk(R(V,€) - 0)(n(W)E, €)
+2nk(R(V,€) - 0)(&, W) — 2nk(R(V,€) - o) (n(W)E,€) =0 (5.3.270)

elde edilir. (5.3.270) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

nk{(R(V,€) - a)(W,&) — (R(V,€) - 0)(n(W)E,€)} = 0
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olur. Buradan da

R(V,&)o(W, &) — a(R(V, &)W, €) — o(W, R(V,£)€)

—R(V.&)a(n(W)E, &) + a(n(W)R(V, ). €)
+o(n(W)§ R(V,£)€) =0 (5.3.271)

bulunur. (5.3.271) den
ko(V,W) + po(hV,W) =0 (5.3.272)

dir. (5.3.272) de V yerine hV yazilip ve (4.1.43) kullanilirsa
ko(RV,W) + po(h*V,W) = u(1 + k)a(V,W) + ka(hV,W) = 0 (5.3.273)
elde edilir. (5.3.272) ve (5.3.273) den
(214 k) — k)o(W,V) =0 (5.3.274)

bulunur.

Teorem 5.3.6. Bir (k, u)-parakontak metrik manifold M ntl(p n, €, g) bir invaryant
altmanifoldu M olsun. Q(g, Z- o) = 0 dir gerek ve yeter sart ya M total geodezik
altmanifolddur ya da M2 *! nin skalar egriligi r = 2n(2n + 1)(k £ pv1 + k) sartin

saglar.

Ispat. Kabul edelim ki Q(g, Z'O’) = O olsun. Budurumda VT, U,Y,V,Z W € x(M)

icin

Q<g7 Z(T7 U) : U)<Y7 V7 Z7 W) =0
dir. Buradan

(Z(T,U) - 0)(Z Ag W)Y, V) + (Z(T,U) - 0)((Y, Z Ny W)V),
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olur. Buradan da

(Z(T,U) - o) (g(Y,W)Z,V) — (Z(T.U) - 0)(9(Z,Y)W,V)

HZ(T,U) - o) (Y, g(V,W)Z) — (Z(T,U) - 0)(g(Z, V)W) = 0 (5.3.275)
bulunur. (5.3.275) de U =V = Z =Y = ¢ yazlirsa

(Z(X,€) - 0)(n(W)E,€) — (Z(X,€) - o) (W,€) =0 (5.3.276)

elde edilir. (5.3.276) den

(Z(T.,€) - a)n(W)E,€) = RHT,o(n(W)E,€) — a(n(W)Z(T,€)E, )
—o(n(W)&, Z(T, €)¢) (5.3.277)

olur. Ayni zamanda (5.3.276) den

(Z(T,€)-a)(W,€) = RMT,&)a(W,&) — a(Z(T, )W, &) — a(W, Z(T, €)€)
= —o(W, Z(T,€)¢) (5.3.278)

bulunur. (4.2.53), (3.3.40), (5.3.276), (5.3.277) ve (5.3.278) den

r

(k — m)o(T, W) + po(hT, W) =0 (5.3.279)

dir. (5.3.279) de T yerine hT yazilip ve (4.1.43) kullanilirsa

r

(k — m)a(fﬂ’, W) + po(R*T, W)

r

= u(l+k)o(T,W)+ (k— m)a(hT, W) (5.3.280)
elde edilir. (5.3.279) ve (5.3.280) den
(k——— 20+ k)| (T, W) =0 (5.3.281)

2n(2n + 1)
bulunur.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda (k, ) —parakontak metrik manifoldunun Riemann egrilik tensori,
projektif egrilik tensorii, concircular egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii ve
quasi-konformal egrilik tensorlerinin birbirleri tizerindeki etkileri ayrintili olarak
incelenmistir. Bu tensorler baska manifoldlara uygulanabilir.

Aymi zamanda (k, 1) —parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldlar ele
alimmistir. Vo = 0,R-0=0,R- Vo =0 egrilik sartlar karakterize edilmistir. Bu
sartlarin o = 0 a esdeger oldugu gorilmiistiir.

Ayrica (k, p)—parakontak metrik manifoldunun pseudoparalel, Ricci-genellestirilmis
pseudoparalel ve 2-Ricci-genellestiirlmis pseudoparalel invaryant altmanifoldlar
karakterize edilmistir.

Son olarak (k,u)—parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldlar: ele
alimistir. Z-0=0,7 -Vo=0, Q(S,0) =0,Q(S,Vo) =0, Q(S, R- o) =0,

Q(g, Z - o) = 0 sartlarim saglayan siiflar1 incelenmistir.

Calismadan elde edilen sonuglarin yazildigr makaleler uluslararas: hakemli dergilere
gonderildi. Bunlardan bazilar1 yayimlandi, bazilar1 yayimlanmak iizere kabul aldi,
bazilarinin ise hakem stireci devam etmektedir. Bu calismanmuz ile literatiire Tiirkce
ozgln bir kaynak sunulacaktir. Ayrica ¢alismamizin, kapsami genis olan bu konuda
calisma yapacak arastirmacilara bir 1sik tutacagr ve bu alandaki yeniliklere katkida

bulunacagi kanisindayiz.
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