
T.C.
TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ

LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ

(k, µ)-PARAKONTAK METRİK MANİFOLD
VE

ALTMANİFOLDLARININ GEOMETRİSİ ÜZERİNE

Pakize UYGUN

Doktora Tezi
Matematik Anabilim Dalı

Prof. Dr. Mehmet ATÇEKEN
2021

Her hakkı saklıdır



T.C.
TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ

LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ
MATEMATİK ANABİLİM DALI

DOKTORA TEZİ

(k, µ)-PARAKONTAK METRİK MANİFOLD
VE

ALTMANİFOLDLARININ GEOMETRİSİ ÜZERİNE

Pakize UYGUN

TOKAT
2021

Her hakkı saklıdır



 

 

 

 

JÜRİ KABUL VE ONAY 

 

Pakize UYGUN tarafından hazırlanan “ (𝜿, 𝝁 )-Parakontak Metrik Manifold ve 

Altmanifoldların Geometrisi Üzerine” adlı tez çalışmasının savunma sınavı 23/12/2021 

tarihinde yapılmış olup aşağıda verilen Jüri tarafından Oy Birliği  ile Tokat Gaziosmanpaşa 

Üniversitesi Lisansüstü Eğitim Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı’nda Doktora Tezi olarak 

kabul edilmiştir. 

 
 

Jüri Üyeleri                                                                              İmzası  

Üye (Başkan) : Prof. Dr. Mehmet ATÇEKEN                               ………………... 

Üye : Doç. Dr. Süleyman DİRİK                            .………………. 

Üye : Doç. Dr. Ümit YILDIRIM                              ………………. 

Üye : Dr. Öğr. Üyesi Gülsüm YÜCA                       ……………….. 

Üye : Dr. Öğr. Üyesi Demet BİNBAŞIOĞLU  ÖZATILGAN    ...................... ….. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ONAY 

……./……/……. 

 

Prof. Dr. Mehmet GÜNEŞ 
                                               Lisansüstü Eğitim Enstitüsü Müdürü 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



TEZ BEYANI

Tez yazım kurallarına uygun olarak hazırlanan bu tezin yazılmasında bilimsel ahlâk
kurallarına uyulduğunu, bașkalarının eserlerinden yararlanılması durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atıfta bulunulduğunu, tezin içerdiği yenilik ve sonuçların
bașka bir yerden alınmadığını, kullanılan verilerde herhangi bir tahrifat yapılmadığını,
tezin herhangi bir kısmının bu üniversite veya bașka bir üniversitedeki bașka bir tez
çalıșması olarak sunulmadığını beyan ederim.

Pakize UYGUN
23/12/2021



 

i 
 

                                                                   

                                                                     

 

ÖZET 
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Bu tez çalışmasında, ilk olarak (k, µ)-parakontak metrik manifoldların Riemann eğrilik, 

projektif eğrilik, concircular eğrilik ve quasi-konformal eğrilik tensörlerinin birbirleri 

üzerindeki etkileri detaylı analiz edildi. Ayrıca bir (k, µ)-parakontak metrik manifoldun 

psedoparalel invaryant altmanifoldu, Ricci pseudoparalel ve 2-Ricci pseudoparalel 

altmanifoldların temel tanım, teorem ve sonuçları verildi. Buna ek olarak bir (k, µ)-

parakontak metrik manifoldun pseudoparalel invaryant altmanifoldunu ve pseudoparalel, 

Ricci-pseudoparalel ve 2-Ricci-pseudoparalel altmanifoldları geometrisi ile ilgili özellikler 

araştırıldı. 
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In this thesis, firstly Riemannian curvature, projectif curvature, concircular curvature and 

quasi-conformal curvature tensors of (k, µ)-paracontact metric manifold on each other impact 

were analyzed in detail. Also, basic definition, theorem and results about pseudoparallel 

invariant submanifold and pseudoparallel, Ricci-pseudoparallel and 2-Ricci-pseudoparallel 

submanifolds of a (k, µ)-paracontact metric manifold were emphasized. In addition, the 

properties of geometry of invariant pseudoparallel, Ricci-pseudoparallel, 2-Ricci-

pseudoparallel, 2-Ricci generalized pseudoparallel of a (k, µ)-paracontact metric manifold 

were searched. 
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1. GİRİȘ

Geometrinin ilk kilometre tașları M.Ö Thales, Euclides, Apollonios ve Archimedes

ilk akla gelenlerdir. Daha sonra Descartes, Desarques, Carnot, Poncelet, Bolyai,

Chasles, Lobaçevsky, Riemann, Felix Klein, Hilbert ve Einstein olduğu söylenebilir.

Daha sonraları insanoğlunun zamanla ihtiyaçlarına göre çeșitli dallara ayrılmıștır.

Bundan sonra çalıșmalar daha orĳinal olarak yürütülmüștür. Bu özgün alanlardan

biri de diferansiyel hesaplamanın geometriye tatbik edildiği diferansiyel geometridir.

Diferensiyel geometri, matematiğin türev ișlemi kullanılarak çalıșılan geometrinin

bir koludur.

Manifoldlar üzerinde tanımlı olan esas kavram tanjant vektörleridir. Tanjant vektör

kavramı pek çok biçimde tanımlanmakla beraber, geometrik olarak en uygun yöntem

manifold üzerinde eğri kavramını kullanarak tanımlamaktır. Manifold üzerinde bir

eğri, I ⊂ R açık aralığından M manifolduna bir diferensiyellenebilir dönüșüm olarak

tanımlanır. Manifold üzerinde bir p noktasından geçen iki eğrinin bu noktadaki

birinci türevleri aynı ise bu iki eğriye denktir denir. Vektör alanı, manifoldun her

bir noktasına bir tanjant vektörü karșılık getiren bir diferensiyellenebilir dönüșüm

olarak tanımlanabilir.

Manifoldların önemli bir konusu olan parakontak manifoldlar üzerindeki eğrilikler

güncel bir konudur. Yukarıda bahsetmiș olduğumuz tarihsel akıștan sonra konunun

giriși için bazı kavramlarla tanıtmaya bașlamak gerekirse așağıdaki șekilde giriș

yapalım.

Bir (2n + 1)−boyutlu diferensiyellenebilir M manifoldu φ de (1, 1) tipinde tensör

alanı, ξ bir vektör alanı ve η da 1− form olmak üzere

φ2 = I − η ⊗ ξ, φ(ξ) = 0, η(ξ) = 1, η ◦ φ = 0, D = Çekη

șartını sağlayan bir (φ, ξ, η) üçlüsüne hemen hemen parakontak yapısı denir. (φ, ξ, η)

hemen hemen parakontak yapısı ile verilen diferensiyellenebilir M manifolduna hemen

hemen parakontak manifold adı verilir. M(φ, ξ, η) hemen hemen parakontak manifoldu

1



üzerinde

g(φZ, φV ) = −g(Z, V ) + η(Z)η(V ), g(Z, ξ) = η(Z), Z, V ∈ χ(M)

șartını sağlayan bir g semi-Riemann metriği ile ifade edilen bir hemen hemen parakontak

M manifolduna bir hemen hemen parakontak metrik manifold adı verilir. M(φ, ξ, η, g)

bir hemen hemen parakontak metrik manifold olmak üzere M üzerinde temel 2 form

Φ

dη(Z, V ) = Φ(Z, V )

șeklinde tanımlanır. Hemen hemen parakontak metrik yapı normal ise manifolda,

parakontak metrik manifold denir. (k, µ)−parakontak metrik uzayı ξ vektör alanı

ve

R(Z, V )ξ = k(η(V )Z − η(Z)V ) + µ(η(V )hZ − η(Z)hV )

2h = Lξ

eğrilik tensörü (M,φ, ξ, η, g) nin kontak Riemann manifoldudur. Burada k ve µ reel

sayılar ve 2h da φ nin ξ yönündeki Lie türevini göstermektedir. (k, µ)−parakontak
uzayları ve parakontak geometri arasında bir bağlantı Cappelletti Montano ve Di

Terlizzi tarafından olușturuldu (Cappelletti ve Terlizzi, 2010). Ayrıca Kaneyuki ve

Williams parakontak geometri alanında inceleme yapmıșlardır (Kaneyuki veWilliams,

1985). Son zamanlarda, parakontak metrik manifoldlar ve bunların altsınıflarına

ait (para-Sasakian) çalıșmalar Zamkovoy tarafından yürütülmüștür. Hemen hemen

parakontak metrik manifoldların temel özellikleri ve parakontak metrik manifoldlarda

konformal dönüșümler Zamkovoy tarafından araștırılmıștır (Zamkovoy, 2009).

Yukarıdaki çalıșmalar doğrultusunda orĳinal bu tez çalıșmasında, parakontak metrik

manifoldların altmanifoldları ve eğrilik özellikleri geometrik olarak incelenmiștir.

Tezin Yapısı

Bu tez çalıșması altı bölümden olușmaktadır ve birinci bölümde kısa olarak tezde

ișlenecek konulardan bahsedilerek tezin yapısı ve ișleyiși anlatılmıștır. İkinci bölümde

tez için gerekli olan bazı kavram, tanım ve teoremlere yer verilmiștir. Üçüncü
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bölümde parakontak manifoldlar hakkında bilgi verildi. Dördüncü bölüm tezin

orjinal bölümü olup (k, µ)-parakontak metrik manifold Riemann eğrilik, projektif

eğrilik, concircular eğrilik ve quasi-konformal eğrilik tensörlerinin birbirleri üzerindeki

etkileri ayrıntılı olarak incelendi. Beșinci bölümde ise bir (k, µ)-parakontak metrik

manifoldun pseudoparalel bir invaryant altmanifoldunun pseudoparalel, Ricci-pseudo-

paralel ve 2-Ricci pseudoparalel gibi özellikleri araștırıldı. Sonuç kısmında ise elde

edilen veriler ile geometriye katkı yapacağını düșündüğümüz bazı sonuçlar elde

edildi.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Manifoldlar

Bu kısımda sonraki bölümlerin daha iyi anlașılabilmesi için bazı temel kavramlara

yer verildi.

Tanım 2.1.1. Z bir Hausdorff uzayı olsun. Bu durumda herhangi bir U ⊂ Z açık

cümlesinden V ⊂ Rn bölgesine tanımlanan

ϕ : U −→ V ⊂ Rn

șeklindeki homeomorfizmine Z de tanımlanan n− boyutlu koordinat sistemi (harita),

aynı zamanda U açık cümlesine de, ϕ haritasının koordinat komșuluğu (koordinat

bölgesi) adı verilir. Bu harita (U,ϕ) șeklindedir. O zaman, z ∈ U ise

ϕ(z) = (z1, ..., zn) ∈ Rn

dir. Burada verilen z1, ..., zn reel sayılarına ϕ haritasına göre z noktasının koordinatları

adı verilir.

Tanım 2.1.2. M̃ boștan farklı bir cümle olmak üzere M̃ nin her noktasının En e

ya da En in bir U açık altcümlesine homeomorf olan bir koordinat komșuluğu varsa,

M̃ ye n−boyutlu topolojik manifold denir (Boothby, 1986).

Örneğin; M = {(t, u, z) : z = t2 + u2} cümlesi için

f : E2 → M ⊂ E3

(t, u) → f(t, u) = (t, u, t2 + u2)

tanımlanan dönüșüm bir homeomorfizm olduğundan M , 2-topolojik manifolddur.

Tanım 2.1.3. f, Rn uzayının bir U açık cümlesi üzerinde tanımlı reel değerli bir

fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonunun k. mertebeden kısmi türevleri var ve k ≤ r

olmak üzere sürekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilir denir ve bu
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f ∈ Cr(U,R) ile gösterilir. Eğer her r ∈ Z+ için f ∈ Cr(U,R) ise f fonksiyonuna

diferensiyellenebilir denir ve bu f ∈ C∞(U,R) ile gösterilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.1.4. M̃ bir topolojik manifold ve M̃ nin bir açık örtüsü {Uα} olsun.

Bu durumda Uα açık cümlelerinin α indislerinin cümlesi A olmak șartıyla {Uα} açık

örtüsü için {Uα}α∈A dir. En de Uα ya bir ϕα homeomorfizmi altında homeomorf olan

açık cümle ϕα olsun. Buna göre (ϕα, Uα) haritalarının {(ϕα, Uα)}α∈A koleksiyonuna

bir atlas (koordinat komșuluğu sistemi) denir.

Tanım 2.1.5. M̃ bir n−boyutlu topolojik manifold ve S = {(Uα, ψα)}α de M̃ nin

bir atlası olsun. r ≥ 1 olması durumunda, eğer S atlası Uα ∩ Uβ 6= ∅ olmak üzere

her α, β ∈ A için

ϕαβ = ψα ◦ ψ−1
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) −→ ψα(Uα ∩ Uβ)

ve

ϕβα = ψβ ◦ ψ−1
α : ψα(Uα ∩ Uβ) −→ ψβ(Uα ∩ Uβ)

özelliğine sahip ise S ye Cr-sınıfındadır denir. Burada ϕαβ ve ϕβα fonksiyonları da

ikișer ikișer homeomorfizmaların bileșkesi olduğundan birer homeomorfizmadırlar.

Bu șekilde tanımlanan ϕαβ ve ϕβα fonksiyonları Cr-sınıfından diferensiyellenebilir

ise S atlasına Cr-Sınıfından diferensiyellenebilirdir denir.

Eğer, S atlası M̃ üzerinde Cr-sınıfından ise S ye M̃ üzerinde bir Cr-sınıfından

diferensiyellenebilir yapı denir.

O zaman bir M̃ manifoldu üzerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas

mevcut ise M̃ manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold adı verilir

(Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.1.6. M̃ bir topolojik manifold ve p ∈ M̃ olsun. M̃ nin p noktasının bir

komșuluğu U olmak üzere

C∞(U,R) = {f | f : U
dif−bilir−−−−−−→R}

cümlesini ele alalım. Bu cümlede her f, g ∈ C∞(U,R) ve c, d ∈ R için

i) Lineerlik
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Vp(cf + dg) = cVp(f) + dVp(g)

ii) Leibnitz

Vp(f.g) = Vp(f).g(p) + f(p)Vp(g)

șeklindeki Vp fonksiyonuna M̃ nin p noktasındaki tanjant vektörü adı verilir.

M̃ manifoldunun p noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesi TfM(p) ile gösterelim.

Buna göre

TfM(p) = {Vp | Vp : C∞(M̃,R)
lineer−−−→
leibnitzR}

șeklinde ifade edilebilir. Bu cümlede iç ișlem

⊕ : TfM(p)× TfM(p) → TfM(p)

(Vp,Wp) → Vp ⊕Wp : C∞(M̃,R) → R

ve f ∈ C∞(M̃,R) için

(Vp + Wp)[f ] = Vp[f ] + Wp[f ]

șeklinde tanımlanır. Böylece (TfM(p),⊕) ikilisi bir abel grup olur. Bu cümlede dıș

ișlem de

¯ : R× TfM(p) → TfM(p)

(λ, Vp) → λ¯ Vp : C∞(M̃,R) → R

ve f ∈ C∞(M̃,R) için

(λ¯ Vp) [f ] = λVp [f ]

șeklindedir. Ayrıca TfM(p), reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayıdır. Bu uzaya

M̃ nin p−noktasındaki tanjant uzayı adı verilir (Hacısalihoğlu, 1980).

Tanım 2.1.7. f : En → R diferensiyellenebilir fonksiyon ve
−→
V p ∈ TEn(p) olmak

üzere P, Q ∈ En için,
−→
V p =

−→
PQ ise

−→
V p [f ] =

d

dt
(f(P1 + t(Q1 − P1)), ..., f(Pn + t(Qn − Pn)))t=0

reel sayısına f nin
−→
V p vektörü yönündeki türevi denir (Hacısalihoğlu, 1980).
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Tanım 2.1.8. Reel sayılar cismi üzerinde t tane vektör uzayı V1, V2, V3, ..., Vt olsun.

f : V1 × V2 × V3, ..., Vt → R

fonksiyonu 1 ≤ i ≤ t olmak üzere ui, vi ∈ Vi ve a, b ∈ R için

f(u1, ..., ui−1, avi+bui, vi+1, ..., vt) = af(v1, ..., vi−1, vi, ..., vt)+bf(v1, ..., vi−1, ui, ..., vt)

șartını sağlıyorsa f ye t−lineer fonksiyon denir (Hacısalihoğlu, 1983).

Tanım 2.1.9. M̃ bir n−boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve p ∈ M̃ noktasındaki

tanjant uzay TfM(p) olsun. Bu durumda TfM(p) nin dual uzayına M̃ nin p noktasındaki

kotanjant uzayı denir. M̃ nin p noktasındaki kotanjant uzayı T ?
fM(p) ile gösterilir.

Böylece

T ∗
fM(p) = {ω | ω : TfM(p)lineer−−−→R}

dir. T ∗
fM(p) uzayının her bir elemanına da M̃ nin p noktasındaki kotanjant vektörü

denir (O’ Neill, 1983).

Tanım 2.1.10. V , reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı ve V ∗ dual uzayı

olsun. Bu durumda V u = V × V × ...× V, olmak üzere

L(V u, V v∗ ; R) = {f | f : V u × V v∗ (u+v)−lineer−−−−−−−−−−→R }

uzayında iç ve dıș ișlemler sırasıyla

(f ⊕ g)(α1, ..., αu, β1, ..., βv) = f(α1, ..., αu, β1, ..., βv) + g(α1, ..., αu, β1, ..., βv)

ve

(λf)(α1, ..., αu, β1, ..., βv) = λf(α1, ..., αu, β1, ..., βv)

șeklindedirler. Bu uzaya u. mertebeden kovaryant ve v. mertebeden kontravaryant

tensör uzayı olarak adlandırılır. Bu uzayın elemanlarına da (u, v)−tipinde bir tensör
adı verilir (Boothby, 1986).
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Tanım 2.1.11. M̃ diferensiyellenebilir bir manifold ve M̃ üzerindeki diferensiyellenebilir

fonksiyonların cümlesi C∞(M̃,R) olsun. Her f, g ∈ C∞(M̃,R) ve c, d ∈ R olmak

üzere

X : C∞(M̃,R) → C∞(M̃,R)

dönüșümünde

i) X(cf + dg) = cX(f) + dX(g)

ii) X(f g) = X(f)g + fX(g)

șartları geçerliyse X ye M̃ üzerinde bir vektör alanı adı verilir. M̃ üzerindeki vektör

alanlarının cümlesi χ(M̃) șeklindedir (Boothby, 1986).

Buna göre bir manifold üzerinde bir vektör alanı, manifoldun her bir noktasına

bir tanjant vektörü karșılık getiren dönüșüm olarak görülebilir.

Tanım 2.1.12. M̃ diferensiyellenebilir bir manifold ve M̃ üzerindeki vektör alanları

cümlesi χ(M̃) olsun. O zaman Z, V ∈ χ(M̃) için

[ , ] : χ(M̃)× χ(M̃) → χ(M̃)

(Z, V ) → [Z, V ]

dönüșümünde

i) 2-lineer, yani her c, d ∈ R için Z, V, T ∈ χ(M̃) için

[cZ + dV, T ] = c [Z, T ] + d [V, T ],

ii) Anti-simetrik yani

[Z, V ] = − [V, Z]

iii) 1.Bianchi eșitliği sağlanır. Yani

[[Z, V ] , T ] + [[T, Z] , V ] + [[V, T ] , Z] = 0

özellikleri sağlanıyorsa [ , ] ye M̃−üzerinde bir Lie operatörü denir (Boothby, 1986).
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Tanım 2.1.13. M̃ bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M̃ üzerindeki vektör

alanları cümlesi χ(M̃) olmak üzere Z, V ∈ χ(M̃) için

[ , ] : χ(M̃)× χ(M̃) → χ(M̃)

(Z, V ) → [Z, V ]

dönüșümü her f ∈ C∞(M̃,R) fonksiyonu için

[Z, V ] f = Z(V (f))− V (Z(f)) (2.1.1)

șeklinde tanımlansın. [ , ] , χ(M̃) üzerinde bir Lie oparatörüdür. Burada Z(f), f

fonksiyonunun Z vektör alanına göre yöne göre türevidir.

Tanım 2.1.14. M̃ bir diferensiyellenebilir manifold M̃ olsun. Her Z, V ∈ χ(M̃)

olmak üzere f, g ∈ C∞(M,R) fonksiyonları, λ ∈ R ve [, ] Lie operatörü için

i) [Z, V ](f + g) = [Z, V ](f) + [Z, V ](g)

ii) [Z, V ](λf) = λ[Z, V ]f

iii) [Z, V ](fg) = g[Z, V ](f) + f [Z, V ](g)

özelliklerini sağlar (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.15. M̃ bir diferensiyellenebilir manifold olsun. O zaman her Z, V ∈
χ(M̃) ve f, g ∈ C∞(M,R) için

[fZ, gV ] = (fg)[Z, V ] + fZ(g)V − gV (f)Z (2.1.2)

dir (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.1.16. M̃ ve Ñ sırasıyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar

olmak üzere f : M̃ → Ñ fonksiyonu p noktasında diferensiyellenebilir ise

f∗ : TfM(p) → T eN(f(p))

Vp → f∗ |p (Vp) = (
−→
V p[f1] |f(p),...,

−→
V p[fn] |f(p))
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șeklinde tanımlı f∗ dönüșümüne f nin türev dönüșümü denir. O zaman g ∈ C(Ñ ,R),

f(p) nin komșuluğunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise

(f∗(Vp))g = Vp(gof)

șeklindedir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.17. M̃ ve Ñ diferensiyellenebilir manifoldlar olmak üzere f : M̃ → Ñ

diferensiyellenebilir bir dönüșüm olsun. Böylece f∗ türev dönüșümü lineerdir ve M̃

de seçilen eğriden bağımsızdır (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.1.18. M̃ bir C∞ manifold olmak üzere

gp : TpM × TpM → R

(z, t) → gp(z, t)

șeklinde tanımlı, simetrik, iki-lineer, dejenere olmayan ve sabit indeksli 2. mertebeden

kovaryant tensör alanı olmak șartıyla M̃ bir g metrik tensörü ile donatılmıșsa (M̃, g)

ye bir semi-Riemann manifoldu adı verilir (O’ Neill, 1983).

Tanım 2.1.19. M̃ bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M̃ üzerindeki C∞ vektör

alanlarının cümlesi χ(M̃) ve M̃ den R ye C∞ fonksiyonların cümlesi de C∞(M̃,R)

olsun. Her Z, V, T ∈ χ(M̃) ve c, d ∈ R için

g : χ(M̃)× χ(M̃) → C∞(M̃,R)

dönüșümü

i) Simetrik, yani

g(Z, V ) = g(V, Z),

ii) Pozitif tanımlılık ve non-dejenere

Z 6= 0 için g(Z,Z) > 0, ve g(Z, Z) = 0 ⇔ Z = 0, her V ∈ χ(M) için

g(Z, V ) = 0 =⇒ Z = 0

iii) Bilineer;

g(cZ + dV, T ) = cg(Z, T ) + dg(V, T )
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șartlarını sağlıyorsa g ye M̃ üzerinde bir Riemann metriği ayrıca (M̃, g) ye de bir

Riemann manifoldu denir (O’ Neill, 1983).

Tanım 2.1.20. M̃ bir diferensiyellenebilir bir manifold ve M̃ üzerindeki C∞ vektör

alanları cümlesi χ(M̃) olsun. Buna göre,

∇̃ : χ(M̃)× χ(M̃)
2−lineer−−−−−−→χ(M̃)

(Z, V ) −→ ∇̃(Z, V ) = ∇̃ZV

dönüșümü her Z, V, T ∈ χ(M̃) ve f, g ∈ C∞(M̃,R) için

i) ∇̃Z(V + T ) = ∇̃ZV + ∇̃ZT

ii) ∇̃fZ+gV T = f∇̃ZT + g∇̃V T

iii) ∇̃Z(fV ) = f∇̃ZV + Z(f)V

biçimindeki ∇̃ ya M̃ manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ayrıca Z ye göre ∇̃Z

ye de kovaryant türev operatörü adı verilir (Yano ve Kon, 1979).

Tanım 2.1.21. (M̃, g) bir Riemann manifoldu ve ∇̃ da M̃ üzerinde tanımlanan bir

afin konneksiyon olsun. Bu durumda her Z, V, T ∈ χ(M̃) olmak üzere ∇̃ dönüșümü

i) ∇̃ZV − ∇̃V Z = [Z, V ] (Konneksiyonun sıfır torsiyon özelliği)

ii) Zg(V, T ) = g(∇̃ZV, T )+ g(V, ∇̃ZT )(Konneksiyonun metrikle bağdașma özelliği)

șeklindeki ∇̃ ya M̃ üzerinde Riemann konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu

adı verilir (Yano ve Kon, 1979).

Tanım 2.1.22. (M̃, g), n-boyutlu Riemann manifoldu ve ∇̃ da M̃ üzerinde tanımlanan

Levi-Civita konneksiyonu olsun. Her Z, V, T ∈ χ(M̃) için

2g(∇̃ZV, T ) = Zg(V, T ) + V g(T, Z)− Tg(Z, V )

−g(Z, [V, T ])− g(V, [Z, T ]) + g(T, [Z, V ]) (2.1.3)

șeklindeki eșitliğe Kozsul formülü adı verilir (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.1.23. (M̃, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her Z ∈ χ(M̃) için LZ

keyfi (r, s)-tipinde tensör alanını (r, s)-tipindeki tensör alanına götürürse, Z vektör
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alanına göre Lie türev oparatörü denir.

(LZφ)(Z1, ..., Zr, V1, ...VS) = Zφ(Z1, ..., Zr, V1, ...VS)

−φ(LZZ1, ..., Zr, V1, ...VS)...− φ(Z1, ..., Zr, V1, ...LZVS).

Özel olarak V ∈ χ(M̃) için

LZV = [Z, V ]

șeklinde tanımlıdır. Ayrıca f ∈ C(M̃,R) için LZf = Z(f) dir. Her V, T ∈ χ(M̃)

için g-Riemann metrik tensörün Z vektör alanına göre Lie türevi de

(LZg)(V, T ) = LZg(V, T )− g(LZV, T )− g(V, LZT )

= Z(g(V, T ))− g([Z, V ] , T )− g(V, [Z, T ])

= g(∇ZV, T ) + g(V,∇ZT )− g(∇ZV, T )

+g(∇V Z, T )− g(V,∇ZT ) + g(V,∇T Z)

= g(∇V Z, T ) + g(V,∇T Z)

șeklinde tanımlanır. Eğer LZg = 0 ise Z vektör alanına Killing vektör alanı adı

verilir (Chen, 1973).

Tanım 2.1.24. (M̃, g) bir Riemann manifoldu olmak üzere M̃ üzerinde verilen her

bir diferensiyel r-formuna bir diferensiyel (r+1)-form karșılık getiren diferensiyel

oparatöre dıș türev oparatörü denir ve d ile gösterilir.

Eğer ω bir r−form ise, Z0, Z1, ..., Zr ∈ χ(M̃) için

dω(Z0, Z1, ..., Zr) =
1

r + 1
{

r∑
i=1

(−1)iZi(ω(Z0, ..., Zi−1, Zi, ..., Zr)

+
1

r + 1

r∑
i,j=0

(−1)i+jω([Zi, Zj] , Z0, ..., Zi−1, Zi, ..., Zr) } ,

șeklinde tanımlanır. Özel olarak 1 − form ve 2 − form için d oparatörü Z, V, T ∈
χ(M̃) olmak üzere

2dω(Z, V ) = Z(ω(V ))− V (ω(Z))− ω([Z, V ]) (2.1.4)
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ve

3dΦ(Z, V, T ) = Z(Φ(V, T )) + V (Φ(T, Z)) + T (Φ(Z, V ))

−Φ([Z, V ] , T )− Φ([V, T ] , Z)− Φ([T, Z] , V ) (2.1.5)

șeklinde tanımlanır (Yano ve Kon, 1984).

Tanım 2.1.25. Bir (0, k) tipinde tensör alanı T, k ≥ 1 ve (M, g) Riemann manifoldu

üzerinde (0, 2) tipinde tensör alanı A, ∀Z1, Z2,...,Zk, Z,W ∈ χ(M) için Q(A, T ) tensör

alanı

Q(A, T )(Z1, Z2,...,Zk; Z, W ) = −T ((Z ∧A Y )Z1, Z2,...,Zk)...

−T (Z1, Z2,...,Zk−1, (Z ∧A W )Zk), (2.1.6)

șeklinde tanımlanır. Burada

(Z ∧A W )U = A(W,U)Z − A(Z, U)W (2.1.7)

dır (Verstraelen, 1994).

Tanım 2.1.26. (M̃, g) bir Riemann manifoldu, ∇̃ de M̃ üzerinde Levi-Civita konnek-

siyonu olsun. Her Z, V, T ∈ χ(M̃) olmak üzere

R̃ : χ(M̃)× χ(M̃)× χ(M̃) → χ(M̃)

(Z, V, T ) → R̃(Z, V )T

ve

R̃(Z, V )T = ∇̃Z∇̃V T − ∇̃V ∇̃ZT − ∇̃[Z,V ]T (2.1.8)

șeklindeki R̃ fonksiyonuna M̃ üzerinde bir (3, 1)− tipindeki tensör alanına M̃ nin

Riemann eğrilik tensörü denir. Ayrıca her Z, V, T, X ∈ χ(M̃) için K̃(Z, V, T, X) =

g(R̃(Z, V )T, X) șeklinde tanımlı K̃, ya M̃ nin Riemann-Christoffel eğrilik tensörü

adı verilir. Riemann eğrilik tensörü sıfır olan manifolda flat manifold denir.
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(M̃, g̃) Riemann manifoldu üzerindeki konneksiyon ∇̃ olmak üzere ∇̃R̃ = 0 ise M̃ -ye

lokal simetrik manifold denir.

Burada Riemann eğrilik tensörü R̃ olmak üzere, her Z, V, T, X ∈ χ(M̃) için

i) R̃(Z, V )T = −R̃(V, Z)T

ii) g(R̃(Z, V )T, X) = −g(R̃(Z, V )X, T )

iii) R̃(Z, V )T + R̃(V, T )Z + R̃(T, Z)V = 0 (I. Bianchi özdeșliği)

iv) g(R̃(Z, V )T, X) = g(R̃(T,X)Z, V )

özelliklerine sahiptir (O’ Neill, 1983).

Tanım 2.1.27. (M̃, g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en}, lokal
ortonormal vektör alanları χ(M̃) in bir bazı olmak üzere

Q : χ(M̃) → χ(M̃)

Z → Q(Z) = QZ =
n∑

i=1

R̃(Z, ei)ei (2.1.9)

șeklindeki Q operatörüne M̃ nin Ricci operatörü adı verilir (O’ Neill, 1983).

(M̃, g), n− boyutlu bir Riemann manifoldu R̃ ve M̃ Riemann manifoldunun

Riemann eğrilik tensörü olsun. {e1, e2, ..., en} cümlesi χ(M̃) nin ortonormal baz

vektör alanları olmak șartıyla her Z, V ∈ χ(TM̃) için

S : χ(M̃)× χ(M̃) → C∞(M̃,R)

(Z, V ) → S(Z, V ) =
n∑

i=1

g(R̃(V, ei)ei, Z) (2.1.10)

ile tanımlanan (2, 0)− tipindeki tensöre M̃ nin Ricci tensörü denir. Kolayca görülebilir

ki Ricci tensörü simetriktir. Ayrıca M̃ nin Ricci oparatörü Q olmak üzere

S(Z, V ) = g(QZ, V ) (2.1.11)

șeklinde tanımlanabilir (Yano ve Kon, 1984).

(M̃, g), n- boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e1, e2, ..., en} lokal ortonormal
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vektör alanları olsun. Bu durumda

ρ =
n∑

i=1

S(ei, ei) (2.1.12)

değerine M̃ nin skaler eğrilik fonksiyonu olarak adlandırılır(Yano ve Kon, 1984).

Diğer taraftan bir (M̃, g), Riemann manifoldunun Z doğrultusundaki Ricci

eğriliği

k(Z) =
S(Z,Z)

g(Z,Z)
(2.1.13)

ile tanımlanır.

(M̃, g), n−boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere her Z, V ∈ χ(M̃) için

S(Z, V ) = λg(Z, V ) (2.1.14)

olacak șekilde M̃ üzerinde bir λ fonksiyonu varsa, yani Ricci tensörü metrik tensörün

bir katı ise M̃ ye Einstein manifoldu denir. Burada (2.1.14) de Z = V = ei,

1 ≤ i ≤ n, ortonormal bazı seçilirse λ = ρ
n
olduğu görülebilir.

(M̃, g), n− boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. O zaman S Ricci tensörü

olmak üzere her Z, V ∈ χ(M̃) için

S(Z, V ) = cg(Z, V ) + eη(Z)η(V ) (2.1.15)

denklemine göre M̃ ye η−Einstein manifoldu denir. Bu durumda c ve d, M̃ üzerinde

fonksiyonlar ve η-da 1-formdur (Yano ve Kon, 1979).

Tanım 2.1.28. (M̃, g) bir Riemann manifoldu olsun. O zaman TfM(p) tanjant

uzayın iki boyutlu alt uzayı Π olmak üzere Z, V ∈ Π tanjant vektörleri için

g(Z, Z)g(V, V )− g(Z, V )2 6= 0

olmak üzere

K(Z ∧ V ) =
g(R(Z, V )V, Z)

g(Z,Z)g(V, V )− g(Z, V )2
(2.1.16)
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ile tanımlı K(Z ∧ V ) ye Π düzleminin kesit eğriliği olarak adlandırılır ve K(Π)

șeklinde gösterilir. Buradan kolayca görülebilir ki kesit eğriliği TfM(p) tanjant uzayın

iki boyutlu alt uzayı Π den seçilen bazlardan bağımsızdır(Yano ve Kon, 1984).

Her p ∈ M̃ ve Zp, Vp ∈ TfM(p) için K(Zp, Vp) sabitse M̃ ye c-sabit kesit eğrilikli

uzay ya da reel uzay form adı verilir ve n-boyutlu bir M̃ uzay formu M̃n(c) ile

gösterilir. Bu durumda M̃ Riemann manifoldu c-sabit eğrilikli reel uzay form ise M̃

nin Riemann eğrilik tensörü R̃, her Z, V, T ∈ χ(M̃) için

R̃(Z, V )T = c {g(V, T )Z − g(Z, T )V } (2.1.17)

șeklinde verilir. Özel olarak;

c = 0 ise M̃(c) u En Öklid uzayına

c = 1
r2 ise M̃(c) u Sn(r) küresine

c = − 1
r2 ise M̃(c) u Hn(r) Hiperbolik uzayına izomorfiktirler.

Burada, sabit eğrilikli bir Riemann manifoldunun eğriliği pozitif ise eliptik, negatif

ise hiperbolik ve sıfır ise düzlemsel (flat) veya lokal öklidyen uzayı adını alır. Böylece

flat manifoldlar Riemann eğrilik tensörü sıfır olan manifoldlardır.

2.2. Altmanifoldlar

Bu kısımda, yüzeyler teorisinin genelleștirilmiși olarak bir Riemann manifoldun

altmanifoldu tanımlanıp, temel özellikleri incelenecektir. Altmanifold üzerine indirgenen

metrik tensör ve indirgenmiș konneksiyonun Levi-Civita konneksiyonu olma durumları

gözden geçirilerek, altmanifold üzerinde tanımlı Weingarten temel tensörü ve ikinci

temel formun özellikleri hatırlatılarak Riemann manifoldu ile altmanifoldunun eğrilikleri

arasındaki bağıntılar sunulacaktır. Ayrıca total geodezik, total umbilik, pseudo-umbilik

ve minimal altmanifoldları kavramları verilecektir.

Tanım 2.2.1. M ve M̃ sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar olmak üzere

f : M → M̃
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diferensiyellenebilir dönüșümünde boy(f∗(TM(p))) = q olursa f nin p ∈ M noktasındaki

rankı q dur denir ve rankp(f) = q șeklinde gösterilir.

O zaman boy(M) = rank(f) ise f ye immersiyon (daldırma) aynı zamanda

f(M) ye de M̃ nin immersed (gömülmüș) altmanifoldu adı verilir.

Eğer f immersiyonu bire-bir ise f ye imbeding (gömme) ve f(M) ye de M̃ nin

gömülen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu adı verilir (Chen, 1973).

Tanım 2.2.2. (M, g) ve (M̃, g̃) sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldları

olmak üzere f : M → M̃ bir immersiyon olsun. Her Z, V ∈ TM(p) için

g̃(f∗pZ, f∗pV ) = g(Z, V )

ile tanımlı f ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) denir (Chen,

1973).

Tanım 2.2.3. M̃, bir m−boyutlu manifold ve M̃ nin bir p noktasındaki tanjant

uzayı TfM(p) olsun. M̃ üzerinde bir r−boyutlu D distribüsyon, M̃ nin her bir p

noktasını r−boyutlu altuzayına götüren dönüșümdür. Yani,

D : M̃ → TfM(p)

p → Dp ⊂ TfM(p)

șeklindeki D dönüșümüne bir distribüsyon adı verilir. Her Z ∈ χ(M̃) için p ∈ M̃

olmak üzere Zp ∈ Dp ise Z vektör alanına D distribüsyonuna aittir denir. Ayrıca

her p noktasında D ye ait r tane diferensiyellenebilir lineer bağımsız vektör mevcut

ise D ye diferensiyellenebilir distribüsyon olarak adlandırılır (Duggal ve Bejancu,

1996).

Tanım 2.2.4. (M̃, g̃) bir Riemann manifoldu M̃ nin bir altmanifoldu M olmak

üzere, her p ∈ M için

T⊥M =
{
Vp ∈ TfM (p) : g̃(Zp, Vp) = 0,∀Zp ∈ TM(p)

}
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biçimindeki altuzayına M̃ nin normal uzayı denir. Vp vektörüne M nin normal

vektörü Vp nin birim vektör olduğunda Vp vektörüne M nin birim normal vektörü

adı verilir. M nin tüm normal vektörlerini içeren T⊥M uzayına da M nin normal

demeti denir.

M̃ Riemann manifoldunun altmanifoldu M olmak üzere TM, M altmani-

foldunun tanjant demetini ve T⊥M de M altmanifoldunun bütün normal vektörlerin

vektör demetini göstersin. Bu durumda, M̃ manifoldunun tanjant demetini

TM̃ = TM ⊕ T⊥M

șeklinde yazabiliriz.

Tanım 2.2.5. (M̃, g̃) bir Riemann manifoldu ve M de M̃ nin bir altmanifoldu

olmak üzere ∇ ve ∇̃ da sırasıyla M ve M̃ da Riemann konneksiyonlar olsun. Her

Z, V ∈ χ(M) için

σ : χ(M)× χ(M) → χ⊥(M)

(Z, V ) → σ(Z, V ) = ∇̃ZV −∇ZV

ile tanımlı σ simetrik iki-lineer forma M nin ikinci temel formu denir. Bu durumda

σ = 0 ise M ye total geodezik altmanifold adı verilir.

∇̃ZV = ∇ZV + σ(Z, V ) (2.2.18)

șeklinde tanımlanan eșitliğe de Gauss formülü denir. Burada ∇ZV ve σ(Z, V ), ∇̃ZV

nin sırasıyla teğet ve normal bileșenleridir.

(M̃, g̃) Riemann manifoldunun n−boyutlu bir altmanifoldu M olmak üzere M

üzerindeki bir p ∈ M için TM(p) nin lokal otonormal bazı {e1, e2, ..., en} olsun. Bu

durumda M nin ikinci temel formu σ nun normu

‖σ‖2 =
n∑

i,j=1

g(σ(ei, ej), σ(ei, ej)) (2.2.19)

ile tanımlıdır.
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Tanım 2.2.6. (M̃, g̃) bir Riemann manifoldu ve M de M̃ nin bir altmanifoldu

olmak üzere M nin normal demetindeki konneksiyon ∇⊥ olsun. Her Z ∈ χ(M) ve

V ∈ χ⊥(M) için

A : χ⊥(M)× χ(M) → χ(M)

(V, Z) → A(V, Z) = AV Z = ∇⊥
ZV − ∇̃ZV

ile tanımlı iki-lineer dönüșümüne M nin șekil operatörü denir (Chen, 1973).

∇̃ZV = −AV Z +∇⊥
ZV (2.2.20)

ifadesine de Weingarten formülü denir. M nin bu durumda șekil operatörünün

kovaryant türevi de

(∇ZA)V W = ∇ZAV W − A∇⊥Z V W − AV∇ZW (2.2.21)

șeklinde verilir (Chen, 1973, 1990).

M altmanifoldunun ikinci temel formu σ nun kovaryant türevi ∇̃σ de her Z,W, T ∈
χ(M) için

(∇̃Zσ)(W,T ) = ∇⊥
Zσ(W,T )− σ(∇ZW,T )− σ(W,∇ZT ) (2.2.22)

șeklinde tanımlanır. σ nun kovaryant türevi ∇̃σ ya M nin üçüncü temel formu denir

(Chen, 1973).

Her W ∈ χ(M) ve V ∈ χ⊥(M) için g(W,V ) = 0 ifadesinin Z ∈ χ(M) göre

kovaryant türevi alınırsa

Zg(W,V ) = g(∇̃ZW,V ) + g(W, ∇̃ZV ) = 0 (2.2.23)

olur. Burada Gauss ve Weingarten formülleri kullanılırsa

g(∇ZW,V ) + g(σ(Z, W ), V )− g(W,AV Z) + g(W,∇⊥
ZV ) = 0
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dir. Buradan gerekli sadeleștirmelerle

g(AV W,Z) = g(σ(Z,W ), V ) (2.2.24)

olduğu görülür. Bu son eșitlik M nin ikinci temel formu σ ile AV șekil oparatörü

arasındaki bağıntıyı verir (Chen, 1973).

Tanım 2.2.7. (M̃, g̃) Riemann manifoldunun n−boyutlu bir altmanifoldu M olmak

üzere M̃ nin eğrilik tensörü R̃ olsun. Her Z, W, T ∈ χ(M) için

R̃(Z, W )T = ∇̃Z∇̃W T − ∇̃W ∇̃ZT − ∇̃[Z,W ]T

biçiminde tanımlanan Riemann eğrilik tensörü olsun. Gauss veWeingarten formüllerinden

R̃(Z, W )T = ∇̃Z∇̃W T − ∇̃W ∇̃ZT − ∇̃[Z,W ]T

= ∇̃Z(∇W T + σ(W,T ))− ∇̃W (∇ZT + σ(Z, T ))

−(∇[Z,W ]T + σ([Z,W ], T ))

= ∇̃Z∇W T + ∇̃Zσ(W,T )− ∇̃W∇ZT − ∇̃W σ(Z, T )

−∇[Z,W ]T − σ([Z, W ], T )

= ∇Z∇W T + σ(Z,∇W T )− Aσ(W,T )Z +∇⊥
Zσ(W,T )

−∇W∇ZT − σ(W,∇ZT ) + Aσ(Z,T )W −∇⊥
W σ(Z, T )

−∇∇ZW T +∇∇W ZT − σ(∇ZW,T ) + σ(∇W Z, T )

eșitliği elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa

R̃(Z, W )T = ∇Z∇W T −∇W∇ZT −∇∇ZW T +∇∇W ZT

+∇⊥
Zσ(W,T )− σ(∇ZW,T )− σ(W,∇ZT )

−∇⊥
W σ(Z, T ) + σ(Z,∇W T ) + σ(∇W Z, T )

+Aσ(Z,T )W − Aσ(W,T )Z
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dir. Böylece yukarıdaki denklem tekrar düzenlenirse

R̃(Z, W )T = ∇Z∇W T −∇W∇ZT −∇[Z,W ]T

+∇⊥
Zσ(W,T )− σ(∇ZW,T )− σ(W,∇ZT )

−∇⊥
W σ(Z, T ) + σ(Z,∇W T ) + σ(∇W Z, T )

+Aσ(Z,T )W − Aσ(W,T )Z

yazılabilir. Buradan da (2.2.22) denklemi kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa

R̃(Z, W )T = R(Z, W )T + Aσ(Z,T )W − Aσ(W,T )Z

+(∇̃Zσ)(W,T )− (∇̃W σ)(Z, T ) (2.2.25)

olduğu görülür. (2.2.25) in her iki tarafı U ∈ χ(M) ile çarpılırsa,

R̃(Z, W, T, U) = R(Z, W, T, U)− g(σ(W,T ), σ(Z, U))

+g(σ(Z, T ), σ(W,U)) (2.2.26)

bulunur. (2.2.26) ye Gauss denklemi denir (Chen, 1990). Ayrıca (2.2.25) denkleminin

teğet ve normal bileșenleri sırasıyla

(R̃(Z, W )T )T = R(Z,W )T + Aσ(Z,T )W − Aσ(W,T )Z (2.2.27)

ve

(R̃(Z, W )T )⊥ = (∇̃Zσ)(W,T )− (∇̃W σ)(Z, T ) (2.2.28)

verilir. (2.2.28) eșitliğine Codazzi denklemi adı verilir. Eğer Codazzi denkleminde

(R̃(Z, W )T )⊥ = 0 ise altmanifolda eğrilik-invaryant altmanifold denir. Buna göre

∇̃, M üzerinde Riemann konneksiyonudur. Böylece M nin normal demetinin eğrilik

tensörü her Z,W ∈ χ(M) ve V ∈ χ⊥(M) olmak üzere

R⊥(Z, W )V = ∇⊥
Z∇⊥

W V −∇⊥
W∇⊥

ZV −∇⊥
[Z,W ]V (2.2.29)
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ile verilir. Yukarıdaki ișlemler tekrarlanırsa

R̃(Z,W )V = ∇̃Z∇̃W V − ∇̃W ∇̃ZV − ∇̃[Z,W ]V

= ∇̃Z(∇⊥
W V − AV W )− ∇̃W (∇⊥

ZV − AV Z)

−(∇⊥
[Z,W ]V − AV [Z,W ])

= ∇⊥
Z∇⊥

W V − A∇⊥W V Z −∇ZAV W − σ(Z, AV W )

−∇⊥
W∇⊥

ZV + A∇⊥Z V W +∇W AV Z + σ(W,AV Z)

−∇⊥
[Z,W ]V + AV [Z, W ]

yazılabilir. Bu eșitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa

R̃(Z, W )V = ∇⊥
Z∇⊥

W V −∇⊥
W∇⊥

ZV −∇⊥
[Z,W ]V

−σ(Z,AV W ) + σ(W,AV Z)

−∇ZAV W + A∇⊥Z V W + AV∇ZW

+∇W AV Z − A∇⊥W V Z − AV∇W Z

olduğu görülür. Bu denklemde (2.2.21) ve (2.2.29) kullanılırsa

R̃(Z, W )V = R⊥(Z, W )V − σ(Z, AV W ) + σ(W,AV Z)

−(∇ZA)V W + (∇W A)V Z (2.2.30)

olur. Bu eșitliğinin her iki tarafı X ∈ χ⊥(M) ile çarpılırsa

g(R̃(Z,W )V, X) = g(R⊥(Z,W )V, X)− g(σ(Z, AV W ), X) + g(σ(W,AV Z), X)

−g((∇ZA)V W,X) + g((∇W A)V Z,X)

= g(R⊥(Z,W )V, X) + g(AXZ,AV W )− g(AXW,AV Z)

dir. Buradan da [AX , AV ] = AXAV − AV AX olduğundan

g(R̃(Z, W )V,X) = g(R⊥(Z, W )V,X) + g([AX , AV ]Z, W ) (2.2.31)
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bulunur. (2.2.31) eșitliğine Ricci denklemi adı verilir. Eğer R⊥ = 0 ise altmanifolda

normal flat konneksiyona sahiptir denir (Chen, 1973, 1990).
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3. PARAKONTAK MANİFOLDLAR

Bu kısımda konunun anlașılabilirliğini sağlayacak temel kavramlara yer verilecektir.

3.1. Hemen Hemen Parakontak Manifoldlar

Bu bölümde, hemen hemen parakontak manifoldlar ile ilgili tanım ve teoremler

verilmiștir.

Tanım 3.1.1. M, (2n + 1)−boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold φ, ξ, η da

M2n+1 üzerinde sırasıyla, (1, 1)−tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1−form

olmak üzere, bu durumda (φ, ξ, η) yapısı M2n+1 üzerinde,

η(ξ) = 1, φ2 = Id− η ⊗ ξ, D = çekη (3.1.32)

(D; η tarafından üretilen distribüsyondur ve hemen hemen parakompleks yapıya

sahiptir.) denklemleri sağlanıyorsa, bu halde (φ, ξ, η) üçlüsüne M üzerinde bir

hemen hemen parakontak yapı ve bu yapı ile beraber (M,φ, ξ, η) dörtlüsüne bir

hemen hemen parakontak manifold denir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.1.2. (M2n+1, φ, ξ, η) dörtlüsü hemen hemen parakontak manifold olmak

üzere,

φ(ξ) = 0, η ◦ φ = 0, rankφ = 2n (3.1.33)

dir (Zamkovoy, 2009).

3.2. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

Bu kısımda hemen hemen parakontak manifoldlar üzerinde bir metrik tanımlanacak

ve bazı temel özellikleri verilecektir.

Teorem 3.2.1. (M,φ, ξ, η), (2n+1)−boyutlu bir hemen hemen parakontak manifold

olmak üzere, buna göre M manifoldu üzerinde bir g semi-Riemann metrik tensör

alanı

g(Z, ξ) = η(Z), ∀Z ∈ χ(M) (3.2.34)

șeklinde tanımlanır (Zamkovoy, 2009).
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Teorem 3.2.2. (M2n+1, φ, ξ, η) bir hemen hemen parakontak diferensiyellenebilir

semi-Riemann manifoldu üzerinde ∀ Z, V ∈ χ(M) ve ξ ∈ χ(M) için,

g(φZ, φV ) = −g(Z, V ) + η(Z)η(V ), g(Z, ξ) = η(Z) (3.2.35)

șartlarını sağlayan bir g semi-Riemann metriği vardır (Zamkovoy, 2009).

Sonuç 3.2.3. M hemen hemen parakontak manifoldu üzerinde

g(φZ, φV ) = −g(Z, V ) + η(Z)η(V )

g(Z, ξ) = η(Z)

olacak biçimde g semi-Riemann metriği

g(φZ, V ) + g(Z, φV ) = 0

șeklindedır (Zamkovoy, 2009).

Tanım 3.2.4. (M2n+1, φ, ξ, η) bir hemen hemen parakontak manifold olmak üzere

(3.2.35) koșulunu gerçekleștiren g semi-Riemann metriğine (M2n+1, φ, ξ, η) üzerinde

hemen hemen parakontak metrik, (φ, ξ, η, g) yapısına da hemen hemen parakontak

metrik yapı, (M2n+1, φ, ξ, η, g) beșlisine de hemen hemen parakontak metrik manifold

adı verilir (Zamkovoy, 2009).

Tanım 3.2.5. M üzerinde bir (φ, ξ, η, g) hemen hemen parakontak metrik yapısı

olsun. ∀ Z, V ∈ χ(M) için,

Φ(Z, V ) = g(Z, φV ) (3.2.36)

biçiminde tanımlı antisimetrik Φ dönüșümüne (φ, ξ, η, g) hemen hemen parakontak

metrik yapısının temel 2-formu adı verilir (Zamkovoy, 2009).

Sonuç 3.2.6. M2n+1 semi-Riemann manifoldu olmak üzere Φ temel 2-formu anti

simetriktir ve η ∧ Φn 6= 0 dır.
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3.3. K-Parakontak Manifoldlar

Tanım 3.3.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M nin her p

noktası için J2 = I olacak biçimde TpM tanjant uzayının bir J endomorfizması var

ise, bu durumda M üzerindeki (1, 1)-tipindeki J tensör alanına bir hemen hemen

parakompleks yapı olarak adlandırılır. O zaman, bir J hemen hemen parakompleks

yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen parakompleks manifold adı verilir

(Bucki, 1985).

Tanım 3.3.2. J , Mn üzerinde bir hemen hemen parakompleks yapı olmak üzere

Mn üzerinde J tensör alanına göre Nĳenhuis torsiyon tensörü;

NJ(Z, V ) = J2[Z, V ] + [JZ, JV ]− J [JZ, V ]− J [Z, JV ]

= [Z, V ] + [JZ, JV ]− J [JZ, V ]− J [Z, JV ]

șeklindedir (Bucki, 1985).

Tanım 3.3.3. (M2n, J) hemen hemen parakompleks manifold olmak üzere NJ = 0

ise, J lineer dönüșümüne integrallenebilirdir denir (Bucki, 1985).

Tanım 3.3.4. M2n×R üzerindeki bir J hemen hemen parakompleks yapısı integrallene-

bilirse, (φ, ξ, η) hemen hemen parakontak yapısına normaldir denir.

Tanım 3.3.5. (2n+1)−boyutlu hemen hemen parakontak metrik manifoldu (M,φ, ξ, η, g)

olmak üzere ∀ Z, V ∈ χ(M) için,

dη(Z, V ) =
1

2
(Zη(V )− V η(Z)− η([Z, V ]))

tanımlandığında

Φ(Z, V ) = g(Z, φ(V )) = dη(Z, V )

șeklindeki (φ, ξ, η, g) dörtlüsüne parakontak metrik yapı ve (M, φ, ξ, η, g) ye de parakontak

metrik manifold adı verilir (Zamkovoy, 2009).

Tanım 3.3.6. (2n + 1)-boyutlu bir M parakontak metrik manifoldu olmak üzere

(φ, ξ, η, g) hemen hemen parakontak metrik yapısında yer alan ξ vektör alanı g ye
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göre bir Killing vektör alanıysa, buna göre M üzerindeki kontak yapıya K-parakontak

yapı ve M ye de K-parakontak manifold adı verilir (Zamkovoy, 2009).

Önerme 3.3.7. M2n+1 bir parakontak metrik manifoldu olsun. O zaman M2n+1 in

K-parakontak manifold olması için gerek ve yeter șart

∇Zξ = −φZ (3.3.37)

dır (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.8. Bir parakontak metrik manifoldda ξ nın integral eğrisi bir geodeziktir

(Zamkovoy, 2009).

Bir parakontak manifold üzerinde

h : χ(M) → χ(M)

Z → h(Z) =
1

2
(Lξφ)Z =

1

2
{LξφZ − φLξZ}

olacak biçimde bir h tensör alanı verilsin. Z yerine ξ yazılırsa

hξ =
1

2
(Lξφ)(ξ) = φ[ξ, ξ]− [φξ, ξ] = 0

hξ = 0 dır (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.9. Bir parakontak metrik manifoldda, h bir simetrik operatördür. Aynı

zamanda

hξ = 0, hφ = −φh, Trh = Trφh = 0, (3.3.38)

2hZ = (Lξφ)Z = LξφZ − φLξZ = [ξ, φZ]− φ[ξ, Z] (3.3.39)

∇Zξ = −φZ + φhZ (3.3.40)

dır. Burada L, Lie türevini gösterir ayrıca h, φ ile anti-simetriktir (Zamkovoy, 2009).

Tanım 3.3.10. (2n + 1)-boyutlu bir parakontak metrik manifold, (M,φ, ξ, η, g)

olmak üzere M nin parakontak metrik yapısı normal ise bu halde M manifoldu bir

para-Sasakian yapıdır ve aynı zamanda M manifolduna da para-Sasakian manifolddur
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adı verilir. Ayrıca bir para-Sasakian manifold, bir parakontak metrik manifolddur

ancak tersi her zaman doğru değildir (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.11. M 2n+1 bir parakontak metrik manifold olmak üzere M2n+1 de bir

(φ, ξ, η, g) hemen hemen parakontak metrik yapısı bir para-Sasakian yapı olması için

(∇Zφ)V = −g(Z, V )ξ + η(V )Z (3.3.41)

eșitliğinin sağlanması gerekir. Burda ∇, g ye göre semi-Riemann konneksiyondur.

Aynı zamanda bir para-Sasakian manifold, K-parakontaktır (Zamkovoy, 2009).

Teorem 3.3.12. Bir para-Sasakian manifoldda R Riemann eğrilik tensörü olmak

üzere,

R(Z, V )ξ = η(Z)V − η(V )Z

dır (Zamkovoy, 2009).
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4. (k, µ)-PARAKONTAK MANİFOLDLAR

Bu bölümde (k, µ)−parakontak manifoldlar tanıtılıp, bazı karakterizasyonları verildi.

4.1. (k, µ)−Parakontak Manifoldlar İle İlgili Temel Kavramlar

Bu kısımda parakontak metrik manifoldların bazı temel özelliklerini ve daha sonra

vereceğimiz teoremlerden bazılarını sağlayan bir örnek vereceğiz.

Tanım 4.1.1. (M2n+1, ξ, η, φ, g)−parakontak metrik manifoldunun Riemann eğrilik

tensör alanı R olmak üzere, her Z, V ∈ χ(M) için

R(Z, V )ξ = k(η(V )Z − η(Z)V ) + µ(η(V )hZ − η(Z)hV ) (4.1.42)

eșitliğini sağlıyorsa manifolda (k, µ)−parakontak manifold denir. Burada Z, V ; M

üzerindeki vektör alanlarıdır ve k ve µ reel sabitlerdir (Cappelletti ve Terlizzi, 2010).

Teorem 4.1.2. (M,φ, ξ, η, g) (2n + 1)-boyutlu (k, µ)−parakontak metrik manifold

olmak üzere

h2 = (k + 1)φ2, için k 6= −1, (4.1.43)

(∇̃Zφ)V = −g(Z − hZ, V )ξ + η(V )(Z − hZ), (4.1.44)

S(Z, V ) = [2(1− n) + nµ]g(Z, V ) + [2(n− 1) + µ]g(hZ, V )

+[2(n− 1) + n(2k − µ)]η(Z)η(V ), (4.1.45)

S(Z, ξ) = 2nkη(Z), (4.1.46)

QV = [2(1− n) + nµ]V + [2(n− 1) + µ]hV

+[2(n− 1) + n(2k − µ)]η(V )ξ, (4.1.47)

Qξ = 2nkξ, (4.1.48)

Qφ− φQ = 2[2(n− 1) + µ]hφ (4.1.49)
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özellikleri geçerlidir. Burada Z ve V , M üzerindeki vektör alanlarıdır. (Cappelletti

ve ark., 2012).

Örnek 4.1.3. M = {(x, y, z) ∈ R3 : z 6= 0} 3-boyutlu manifoldunu göz önünde

bulunduralım. Bu durumda (x, y, z), R3 de standart koordinatlardır. M nin her

bir noktasında lineer bağımsız vektör alanlarını ise

e1 =
∂

∂x
+ z

∂

∂y
, e2 =

∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
,

olacak șekilde seçelim. Ayrıca g Riemann metriğini ise

g(ei, ej) =





1, eğer i = j 6= 3,

−1, eğer i = j = 3,

0, eğer i 6= j; i, j = 1, 2, 3.

șeklinde tanımlayalım.

M üzerinde her bir Z vektör alanı için η 1-formu η(Z) = g(Z, ξ) șeklindedir.

(1,1)-tipinden tensör alanı φ ise

φ(e2) = 0, φ(e3) = −e1, φ(e1) = −e3

șeklinde tanımlansın. Burada ∀ Z, V ∈ χ(M) için ve φ tensörünün lineerliğinden

η(e2) = 1, φ2Z = Z − η(Z)e2,

g(φZ, φV ) = −g(Z, V ) + η(Z)η(V )

eșitlikleri sağlanır. Böylece e2 = ξ olmak üzere, (M, φ, ξ, η, g) beșlisi bir (k, µ)−parakontak
metrik manifoldudur. Burada (2.1.2) formülü yardımıyla

[e1, e2] = [
∂

∂x
+ z

∂

∂y
,

∂

∂y
] = [

∂

∂x
,

∂

∂y
] + [z

∂

∂y
,

∂

∂y
]

= [
∂

∂x
,

∂

∂y
] + (

∂

∂x
)

∂

∂y
− (

∂

∂y
)

∂

∂x

+z[
∂

∂y
,

∂

∂y
] + z(

∂

∂y
)

∂

∂y
− (

∂

∂y
(z))

∂

∂y
= 0.
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olarak hesaplanır. Benzer șekilde [e1, e3] ve [e2, e3] değerleri de hesaplandığında

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = 0

ifadeleri bulunur. ∇, g metriğine göre Levi-civita konneksiyonu olmak üzere Kozsul

formülü yardımıyla

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 = −e3

2
, ∇e3e1 =

e2

2
,

∇e1e2 = −e3

2
, ∇e2e2 = 0, ∇e3e2 = −e1

2
,

∇e1e3 = −e2

2
, ∇e2e3 =

e1

2
, ∇e3e3 = 0,

değerleri hesaplanır. Daha sonra yukarıdaki eșitliklerden ve ∇Ze2 = −φZ + φhZ

formülü yardımıyla

he1 = −3

2
e1, he3 = −3

2
e3, he2 = 0.

elde edilir. R(Z, V )T = ∇Z∇V T −∇V∇ZT −∇[Z,V ]T formülü kullanıldığında

R(e1, e2)e2 = (
5

4
){η(e2)e1 − η(e1)e2}+ (1){η(e2)he1 − η(e1)he2} = −e1

4
,

R(e2, e3)e2 = (
5

4
){η(e3)e2 − η(e2)e3}+ (1){η(e3)he2 − η(e2)he3} =

e3

4
,

R(e1, e3)e2 = (
5

4
){η(e3)e1 − η(e1)e3}+ (1){η(e3)he1 − η(e1)he3} = 0.

bulunur. Böylece yukarıdaki eșitliklerle k = (5
4
) ve µ = (1) ile M nin bir (k, µ)−parakontak

metrik manifold olduğu görülür.

4.2. (k, µ)−Parakontak Manifoldların Bazı Eğrilik Tensörleri

Bu bölümde çalıșmamızda elde edilen orĳinal sonuçlara hizmet edecek kavramlara

yer verilmiștir. Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik

tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörünün birbirleri üzerindeki etkileri ayrıntılı

olarak incelenmiș olup, elde edilen sonuçlar değerlendirilmiștir.
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Tanım 4.2.1. M, (2n+1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman quasi-konformal

eğrilik tensörü C̃ olmak üzere, her Z, V, T ∈ χ(M) için

C̃(Z, V )T = aR(Z, V )T + b[S(V, T )Z − S(Z, T )V + g(V, T )QZ

−g(Z, T )QV ]− r

2n + 1
[
a

2n
+ 2b][g(V, T )Z

−g(Z, T )V ] (4.2.50)

șeklinde tanımlıdır. Burada a ve b birer sabittir. Eğer C̃ = 0 ise, o zaman manifolda

quasi-konformal flat denir. Quasi-konformal eğrilik tensörü kavramı Yano ve Sawaki

tarafından çalıșılmıștır (Yano ve Sawaki, 1968).

Burada a = 1 ve b = − 1
2n−1

seçildiğinde

C̃(Z, V )T = R(Z, V )T +
1

2n− 1
[S(V, T )Z − S(Z, T )V + g(V, T )QZ

−g(Z, T )QV ]− r

2n(2n− 1)
[g(V, T )Z − g(Z, T )V ]

= C(Z, V )T (4.2.51)

eșitliğine indirgenir. Burada C tensörüne ise konformal eğrilik tensörü denir. Böylece

konformal eğrilik tensörü C, quasi-konformal eğrilik tensörü C̃ nin bir özel durumu

olduğu görülür.

Tanım 4.2.2. M, (2n + 1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman projektif

eğrilik tensörü P olmak üzere, her Z, V, T ∈ χ(M) için

P (Z, V )T = R(Z, V )T − 1

2n
[S(V, T )Z − S(Z, T )V ] (4.2.52)

șeklinde tanımlıdır (Yano ve Sawaki, 1968).

Tanım 4.2.3. M, (2n+1)-boyutlu Riemann manifoldu olsun. O zaman concircular

eğrilik tensörü Z̃ olmak üzere, her Z, V, T ∈ χ(M) için

Z̃(Z, V )T = R(Z, V )T − r

2n(2n + 1)
[g(V, T )Z − g(Z, T )V ] (4.2.53)

biçiminde tanımlıdır. Burada r manifoldun skaler eğriliğidir (Yano, 1940).
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M, (2n + 1)-boyutlu bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu ve Riemann eğrilik

tensörü R olmak üzere, (4.1.42) den

R(ξ, V )T = k[g(V, T )ξ − η(T )V ] + µ[g(hV, T )ξ − η(T )hV ] (4.2.54)

eșitliği elde edilir. Aynı șekilde (4.2.54) denkleminde T = ξ seçersek

R(ξ, V )ξ = k[η(V )ξ − V ]− µhV (4.2.55)

bulunur. Diğer taraftan (4.2.52) de Z = ξ seçtiğimizde

P (ξ, V )T = kg(V, T )ξ + µ[g(hV, T )ξ − η(T )hV ]− 1

2n
S(V, T )ξ (4.2.56)

dır. Aynı șekilde (4.2.52) denkleminde T = ξ seçersek

P (Z, V )ξ = µ[η(V )hZ − η(Z)hV ] (4.2.57)

ve (4.2.57) de Z = ξ seçtiğimizde ise

P (ξ, V )ξ = −µhV (4.2.58)

elde edilir. Yine benzer șekilde (4.2.53) de Z = ξ seçtiğimizde

Z̃(ξ, V )T = (k− r

2n(2n + 1)
)[g(V, T )ξ− η(T )V ] + µ[g(hV, T )ξ− η(T )hV ] (4.2.59)

olur. (4.2.53) denkleminde T = ξ seçersek

Z̃(Z, V )ξ = (k − r

2n(2n + 1)
)[η(V )Z − η(Z)V ] + µ[η(V )hZ − η(Z)hV ] (4.2.60)

ve (4.2.60) de Z = ξ seçtiğimizde

Z̃(ξ, V )ξ = (k − r

2n(2n + 1)
)[η(V )ξ − V ]− µhV (4.2.61)
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bulunur. Ayrıca (4.2.50) de Z = ξ seçtiğimizde

C̃(ξ, V )T = [ak + 2nkb− r

2n + 1
(

a

2n
+ 2b)][g(V, T )ξ − η(T )V ]

+aµ[g(hV, T )ξ − η(T )hV ] + b[S(V, T )ξ − η(T )QV ] (4.2.62)

elde edilir ve (4.2.50) denkleminde T = ξ seçersek

C̃(Z, V )ξ = [ak + 2nkb− r

2n + 1
(

a

2n
+ 2b)][η(V )Z − η(Z)V ]

+aµ[η(V )hZ − η(Z)hV ] + b[η(V )QZ − η(Z)QV ] (4.2.63)

bulunur. (4.2.63) de Z = ξ seçtiğimizde

C̃(ξ, V )ξ = [ak + 2nkb− r

2n + 1
(

a

2n
+ 2b)][η(V )ξ − V ]

−aµhV + b[2nkη(V )ξ −QV ] (4.2.64)

olur.

4.3. Semi-Simetrik (k, µ)−Parakontak Manifoldlar

Bu kısımda (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun Riemann eğrilik tensörünün

Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörü, Ricci

eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörü üzerindeki etkileri incelenmiștir.

Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun semi-simetrik, projektif semi-simetrik,

concircular semi-simetrik, Ricci semi-simetrik ve quasi-konformal semi-simetrik olması

durumunda ortaya çıkan sonuçlar ayrıntılı incelenip, değerlendirilmiștir.

Teorem 4.3.1. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. Bu

durumda M nin semi-simetrik olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein
manifold olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki M2n+1(φ, ξ, η, g)-parakontak metrik manifoldu semi-simetrik

olmak üzere, ∀ Z, V, T, X ∈ χ(M) için,

(R(ξ, Z)R)(T, X)V = R(ξ, Z)R(T, X)V −R(R(ξ, Z)T, X)V

−R(T, R(ξ, Z)X)V

−R(T, X)R(ξ, Z)V = 0, (4.3.65)

olduğunu biliyoruz. Bu denklemde V = ξ yazılıp (4.1.42) ve (4.2.55) kullanılırsa,

(R(ξ, Z)R)(T, X)ξ = R(ξ, Z)(k(η(X)− η(T )) + µ(η(X)hT − η(T )hX)

−R(k(g(Z, T )ξ − η(T )Z) + µ(g(hZ, T )ξ − η(T )hZ), X)ξ

−R(T, k(g(Z,X)ξ − η(X)Z) + µ(g(hZ, X)ξ − η(X)hZ)ξ

−R(T, X)(k(η(Z)ξ − Z)− µhZ) = 0 (4.3.66)

bulunur. Bu denklemde (4.1.43), (4.2.54) kullanılıp ve (4.3.66) nin her tarafı W ∈
χ(M) ile çarpılırsa,

kg(R(T, X)Z, W ) + µg(R(T, X)hZ, W ) + kµη(X)η(W )g(Z, hT )

+µ2(1 + k)η(T )η(W )g(Z, hT )− kµη(T )η(W )g(Z, hX)

+k2g(T, Z)g(W,X) + kµg(Z, T )g(hX,W ) + kµg(hZ, T )g(X,W )

+µ2g(hZ, T )g(hX, W )− k2g(T, W )g(Z,X)− kµg(Z, X)g(hT, W )

−kµg(hZ, X)g(T, W )− µ2g(hZ,X)g(hT, W )

−µ2(1 + k)η(T )η(W )g(Z,X) = 0. (4.3.67)

bulunur. (4.3.67) de (4.1.43),(4.1.46) yazılıp ve χ(M) nin ortonormal bazı W = T =

ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, uygulanırsa,

kS(X, Z) + µS(X, hZ)− 2nk2g(X, Z)

−2nkµg(hZ,X) + kµη(X)η(Z) = 0. (4.3.68)
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olur. (4.3.68) da (4.1.43) kullanılıp Z yerine hZ yazılırsa,

kS(X, hZ) + µ(1 + k)S(X, Z)− 2nk2g(X, hZ)− 2nkµ(1 + k)g(X,Z) = 0. (4.3.69)

elde edilir. (4.3.68) ve (4.3.69) eșitliklerinden

S(X,Z) = 2nkg(X, Z)− k2µ

(k2 − µ2)(1 + k)
η(X)η(Z).

Böylece, M nin η-Einstein manifold olduğu görülür.

Tersine kabul edelim ki M (k, µ)−parakontak metrik manifoldu η−Einstein manifold

olmak üzere, ∀ Z,X ∈ χ(M) için

S(X, Z) = 2nkg(X,Z)− k2µ

(k2 − µ2)(1 + k)
η(X)η(Z) (4.3.70)

olduğunu biliyoruz. Ayrıca

(R(ξ, Z)R)(T, X)V = R(ξ, Z)R(T, X)V −R(R(ξ, Z)T,X)V

−R(T,R(ξ, Z)X)V −R(T, X)R(ξ, Z)V = 0

olduğundan bu eșitlikte (4.3.70) ve (4.1.42) kullanıldığında

(R(ξ, Z)R)(T, X)V = k(g(Z, R(T, X)V )ξ − η(R(T, X)V )Z)

+µ(g(hZ,R(T, X)V )ξ − η(R(T, X)V )hZ)

−R(k(g(Z, T )ξ − η(T )Z) + µ(g(hZ, T )ξ

−η(T )hZ), X)V −R(T, k(g(Z, X)ξ

−η(X)Z) + µ(g(hZ, X)ξ − η(X)hZ)V )

−R(T, X)(k(g(Z, V )ξ − η(V )Z)

+µ(g(hZ, V )ξ − η(V )hZ)) (4.3.71)
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elde edilir. (4.3.71) de (4.1.42) ve (4.2.54) uygulandığında

(R(ξ, Z)R)(T, X)V = k(g(Z, R(T, X)V )ξ + η(V )R(T, X)Z − η(R(T, X)V )Z)

+η(T )R(Z,X)V − η(X)R(T, Z)V ) + µ(g(hZ,R(T, X)V )ξ

−g(hZ, T )g(hX, V )ξ + η(V )R(T, X)hZ − η(R(T, X)V )hZ))

−k2(g(Z, T )η(V )X − g(Z, T )g(X, V )ξ − g(Z, V )η(X)T

+g(Z, X)g(T, V )ξ − g(Z, X)η(V )T + g(Z, V )η(T )X)

+µ(η(T )R(hZ,X)V − η(X)R(T, hZ)V ) + µ2(g(hZ, T )η(V )hX

+g(hZ, X)g(hT, V )ξ − g(hZ, V )η(X)hT + g(hZ, V )η(T )hX

−g(hZ,X)η(T )hV ) + kµ(g(Z,X)g(hT, V )ξ − g(Z, X)η(T )hV

+g(hZ, X)g(T, V )ξg(Z, T )η(V )hX − g(Z, T )g(hX, V )ξ

−g(hZ, T )g(X, V )ξ + g(hZ, T )η(V )ξ − g(hZ, X)η(V )T

+g(Z, V )η(T )hX − g(Z, V )η(X)hT + g(hZ, V )η(T )X

−g(hZ, V )η(X)T ) (4.3.72)

olarak yazılır. Son olarak (4.3.72) de gerekli sadeleștirmeler yapıldığında ise

(R(ξ, Z)R)(T, X)V = 0

sonucuna ulașılır. Böylece, (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun semi-simetrik

olduğu görülür.

Teorem 4.3.2. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. Bu

halde M nin projektif semi-simetrik olması için gerek ve yeter șart M nin bir Einstein

manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki M manifoldu projektif semi-simetrik olsun. O zaman her

X, Z, T, V ∈ χ(M) için

(R(ξ, X)P )(Z, T )V = R(ξ, X)P (Z, T )V − P (R(ξ, X)Z, T )V

−P (Z, R(ξ, X)T )V

−P (Z, T )R(ξ,X)V = 0, (4.3.73)
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dir. Șimdi (4.1.42) eșitliği (4.3.73) da kullanılırsa

(R(ξ, X)P )(Z, T )V = k(g(X,P (Z, T )V )ξ − η(P (Z, T )V )X))

+µ(g(hX, P (Z, T )V )ξ − η(R(Z, T )V )hX)

−P (k(g(X, Z)ξ − η(Z)X) + µ(g(hX, Z)ξ

−η(Z)hX), T )V − P (Z, k(g(X,T )ξ

−η(T )X) + µ(g(hX, T )ξ − η(T )hX))V

−P (Z, T )(k(g(X, V )ξ − η(Z)X)

+µ(g(hX, V )ξ − η(V )hX)) = 0. (4.3.74)

Burada V = Z = ξ yazılıp (4.2.54), (4.2.57) kullanılıp ve (4.3.74) nun her iki tarafı

ξ ∈ χ(M) ile çarpılırsa

µ

2n
S(X, hT ) = k2g(X,T ) + kµg(X, hT )− k

2n
S(X, T ). (4.3.75)

olur. (4.3.75) de (4.1.43) ve (4.1.46) eșitlikleri kullanılıp, T yerine hT yazılırsa

k

2n
S(X, hT ) = − µ

2n
(k + 1)S(X,T ) + k2g(X, hT ) + kµ(1 + k)g(X, T ) (4.3.76)

elde edilir. (4.3.75) ve (4.3.76) denklemlerinden

S(X,T ) = 2n
µk − k3 + µk2

µ2k + µ2 − k2
g(X, T ).

bulunur. M nin Einstein manifold olduğu görülür.

Tersine kabul edelim ki M (k, µ)−parakontak metrik manifoldu Einstein manifold

olsun. O zaman ∀ X, T ∈ χ(M) için

S(X, T ) = 2n
µk − k3 + µk2

µ2k + µ2 − k2
g(X,T ) (4.3.77)
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olduğunu biliyoruz. Ayrıca

(R(ξ, X)P )(Z, T )V = R(ξ, X)P (Z, T )V − P (R(ξ, X)Z, T )V

−P (Z,R(ξ, X)T )V − P (Z, T )R(ξ,X)V = 0

olduğundan bu eșitlikte (4.3.77) ve (4.2.54) kullanıldığında

(R(ξ, X)P )(Z, T )V = k(g(X,P (Z, T )V )ξ − η(P (Z, T )V )X)

+µ(g(hX, P (Z, T )V )ξ − η(P (Z, T )V )hX)

−P (k(g(X, Z)ξ − η(Z)Y ) + µ(g(hX,Z)ξ

−η(Z)hX), T )V − P (Z, k(g(X,T )ξ

−η(T )X) + µ(g(hX, T )ξ − η(T )hX)V )

−P (Z, T )(k(g(X, V )ξ − η(V )X)

+µ(g(hX, V )ξ − η(V )hX)) (4.3.78)

elde edilir. (4.3.78) de (4.2.52) ve (4.2.57) uygulanıp ve gerekli sadeleștirmeler

yapıldığında ise

(R(ξ,X)P )(Z, T )V = 0

sonucuna ulașılır. Böylece M , (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun projektif

semi-simetrik olduğu görülür.

Teorem 4.3.3. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olmak üzere

M nin concircular semi-simetrik olması için gerek ve yeter șart M nin bir Einstein

manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki M parakontak metrik manifoldu concircular semi-simetrik

olsun. O halde ∀ Z, T, W,X ∈ χ(M) için

(R(ξ, Z)Z̃)(T,W )X = R(ξ, Z)Z̃(T, W )X − Z̃(R(ξ, Z)T, W )X

−Z̃(T, R(ξ, Z)W )X

−Z̃(T, W )R(ξ, Z)X = 0, (4.3.79)
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olduğunu biliyoruz. (4.3.79) da (4.1.42), (4.2.55) kullanılıp, X = ξ yazılıp,

A = k − r
2n(2n+1)

kısaltması kullanılırsa

(R(ξ, Z)Z̃)(T,W )ξ = R(ξ, Z)(A(η(W )− η(T )) + µ(η(W )hT

−η(T )hW )− Z̃(k(g(Z, T )ξ − η(T )Z)

+µ(g(hZ, T )ξ − η(T )hZ),W )ξ

−Z̃(T, k(g(Z, W )ξ − η(W )Z)

+µ(g(hZ,W )ξ − η(W )hZ)ξ

−Z̃(T, W )(k(η(Z)ξ − Z)− µhZ) = 0 (4.3.80)

elde edilir. (4.3.80) de (4.2.60), (4.2.61) denklemleri kullanılıp ve denklemin her

tarafı Y ∈ χ(M) ile çarpılırsa

kg(Z̃(T, W )Z, Y ) + µg(Z̃(T, W )hZ, Y )

+kµ(η(W )η(Y )g(Z, hT )− η(T )η(Y )g(Z, hW ))

+µ2(k + 1)(η(W )η(Y )g(Z, T )− η(T )η(Y )g(Z, W ))

+Ak(g(Z, T )g(W,Y )− g(Z,W )g(T, Y ))

+Aµ(g(hZ, T )g(W,Y )− g(hZ,W )g(T, Y ))

+kµ(g(Z, T )g(hW, Y )− g(Z, W )g(hT, Y ))

+µ2(g(hZ, T )g(hW, Y )− g(hZ, W )g(hT, Y )) = 0. (4.3.81)

bulunur. (4.3.81) denkleminde (4.2.53), (4.1.46) eșitlikleri kullanıp ve χ(M) nin

ortonormal bazı Y = T = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, yazılırsa

kS(W,Z) + µS(W,hZ)− 2nk2g(W,Z)− 2nkµg(W,hZ) = 0. (4.3.82)

dır. (4.3.82) da Z yerine hZ yazılıp ve (4.1.43) kullanılırsa

kS(W,hZ)+µ(1+ k)S(W,Z)− 2nk2g(W,hZ)− 2nkµ(1+ k)g(W,Z) = 0. (4.3.83)
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elde edilir. (4.3.82) ve (4.3.83) denklemlerinden

(µ2(1 + k)− k2)S(W,Z) + (2nk3 − 2nkµ2(1 + k))g(W,Z) = 0 (4.3.84)

dir. (4.3.84) denkleminde gerekli düzenlemeler yapılırsa

S(Z,W ) = 2nkg(Z, W )

bulunur. Böylece M, Einstein manifolddur.

Teorem 4.3.4. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere M nin Ricci semi-simetrik olması için gerek ve yeter șart M nin bir Einstein

manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki, M manifoldu Ricci semi-simetrik olsun. Burada

∀ V, Z,X ∈ χ(M) için

S(R(ξ, V )Z, X) + S(Z, R(ξ, V )X) = 0, (4.3.85)

dir. (4.1.42) ve (4.3.85) denklemlerinden

S(k(g(V, Z)ξ − η(Z)V ) + µ(g(hV, Z)ξ − η(Z)hV ), X)

+S(Z, k(g(V, X)ξ − η(X)V ) + µ(g(hV,X)ξ − η(X)hV ) = 0. (4.3.86)

bulunur. (4.3.86) de (4.1.46) denklemi kullanılıp, Z = ξ yazılıp ve denklemin her iki

tarafı ξ ∈ χ(M) ile çarpılırsa

µS(hV, X) = 2nk2g(V,X) + 2nkµg(hV, X)− kS(V, X). (4.3.87)

elde edilir. (4.3.87) de (4.1.43), (4.1.46) eșitlikleri kullanılıp, V yerine hV yazılırsa

kS(hV, X) = −µ(1 + k)S(V, X) + 2nk2g(hV,X)

+2nkµ(1 + k)g(V, X). (4.3.88)
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olur. Ayrıca (4.3.87) ve (4.3.88) denklemlerinden

(k2 − µ2(1 + k))S(V,X) + (2nkµ2(1 + k)− 2nk3)g(V, X) = 0 (4.3.89)

dir. (4.3.89) denkleminde gerekli sadeleștirme yapılırsa

S(V,X) = 2nkg(V,X).

bulunur. M nin Einstein manifold olduğu görülür.

Teorem 4.3.5. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak uzay olmak üzere bu durumda,

M nin quasi-konformal semi-simetrik olması için gerek ve yeter șart M nin bir

Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki M quasi-konformal semi-simetrik olsun. O halde

∀ U, V, W, Y, T ∈ χ(M) için

(R(U, V )C̃)(W,Y )T = R(U, V )C̃(W,Y )T − C̃(R(U, V )W,Y )T

−C̃(W,R(U, V )Y )T

−C̃(W,Y )R(U, V )T = 0, (4.3.90)

olarak yazılır. Burada U = T = ξ yazılıp (4.1.42), (4.2.63), (4.2.64) uygulanıp ve

A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)],kısaltması yapılırsa

(R(ξ, V )C̃)(W,Y )ξ = R(ξ, V )(A(η(Y )W − η(W )Y ) + aµ(η(Y )hW

−η(W )hY ) + b(η(Y )QW − η(W )QY ))

−C̃(k(g(V,W )ξ − η(W )V ) + µ(g(hV,W )ξ

−η(W )hV ), Y )ξ − C̃(W,k(g(V, Y )ξ − η(Y )V )

+µ(g(hV, Y )ξ − η(Y )hV ))ξ

−C̃(W,Y )(k(η(V )ξ − V )− µhV = 0. (4.3.91)
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elde edilir. (4.3.91) nin her iki tarafı T ∈ χ(M) ile çarpılıp, (4.2.54), (4.2.55),

(4.2.63) denklemleri de yerine yazılırsa

kg(C̃(W,Y )V, T ) + µg(C̃(W,Y )hV, T ) + Aµ(η(Y )η(T )g(V, hW )

−η(W )η(T )g(V, hY )) + aµ2(1 + k)(η(Y )η(T )g(V,W )− η(W )η(T )g(V, Y ))

+bµ(η(Y )η(T )S(V, hW )− η(W )η(T )S(V, hY )) + Ak(g(V, W )g(Y, T )

−g(V, Y )g(W,T )) + aµk(η(Y )η(T )g(V, hW )− η(W )η(T )g(V, hY ))

+bk(η(Y )η(T )S(V,W )− η(W )η(T )S(V, Y )) + bµ(g(hV, W )S(Y, T )

−g(hV, Y )S(W,T )) + aµ2(g(hV,W )g(hY, T )− g(hV, Y )g(hW, T ))

+aµk(g(V, W )g(hY, T )− g(V, Y )g(hW, T )) + bk(g(V, W )S(Y, T )

−g(V, Y )S(W,T )) + 2nkbµ(η(W )η(T )g(hV, Y )− η(Y )η(T )g(hV, W ))

+2nk2b(η(W )η(T )g(V, Y )− η(Y )η(T )g(V, W )) = 0. (4.3.92)

elde edilir. (4.3.92) de (4.2.50), (4.1.43) kullanılıp ve χ(M) nin ortonormal bazı

W = T = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, yazılırsa

kS(Y, V ) + µS(Y, hV )− 2nk2g(Y, V )− 2nkµg(Y, hV ) = 0. (4.3.93)

bulunur. Șimdi (4.3.93) de V yerine hV konulup ve (4.2.50) denklemi de kullanılırsa

kS(Y, hV ) + µ(1 + k)S(Y, V )− 2nk2(1 + k)g(Y, hV )

−2nkµ(1 + k)g(Y, V ) = 0. (4.3.94)

olur. (4.3.93), (4.3.94) denklemlerinden ve (4.1.45) den

S(Y, V ) = 2nkg(Y, V ).

elde edilir. Böylece, M nin Einstein manifold olduğu görülür.
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4.4. (k, µ)−Parakontak Metrik Manifoldun Projektif Eğrilik Tensörünün

Bazı Eğrilikler Üzerine Etkileri

Bu kısımda bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun projektif eğrilik tensörünün

Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörü, Ricci

eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri araștırılarak

ortaya çıkan sonuçlar verilmiștir.

Teorem 4.4.1. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere, bu durumda P (ξ, U) ·R = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin bir Einstein

manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P (ξ, U) ·R = 0. O zaman ∀ U, T,X, V ∈ χ(M) için

(P (ξ, U)R)(T, X)V = P (ξ, U)R(T, X)V −R(P (ξ, U)T,X)V

−R(T, P (ξ, U)X)V −R(T, X)P (ξ, U)V = 0,(4.4.95)

olduğunu biliyoruz. (4.2.57), (4.4.95) de kullanılırsa

(P (ξ, U)R)(T, X)V = kg(U,R(T, X)V )ξ + µg(hU,R(T, X)V )ξ

−µη(R(T,X)V )hU − 1

2n
S(U,R(T, X)V )ξ

−R(kg(U, T )ξ + µg(hU, T )ξ − µη(T )hU

− 1

2n
S(U, T )ξ,X)V −R(T, kg(U,X)ξ

+µg(hU,X)ξ − µη(X)hU − 1

2n
S(U,X)ξ)V

−R(T, X)(kg(U, V )ξ + µg(hU, V )ξ

−µη(V )hU − 1

2n
S(U, V )ξ) = 0. (4.4.96)

olur. Burada T = V = ξ yazılıp (4.1.42), (4.2.55) denklemleri kullanılıp ve (4.4.96)

nun her iki tarafı ξ ∈ χ(M) ile çarpılırsa

µ

2n
S(U, hX) = k2g(U,X) + kµg(U, hX)− k

2n
S(U,X). (4.4.97)

44



elde edilir.(4.4.97) de (4.1.43), (4.1.46) denklemleri kullanılıp ve X yerine hX yazılırsa

k

2n
S(U, hX) = − µ

2n
(k + 1)S(U,X) + k2g(U, hX) + kµ(1 + k)g(U,X) (4.4.98)

dir. (4.4.97) ve (4.4.98) denklemlerinden

(k2 − µ2(1 + k))

2n
S(U,X) + (kµ2(1 + k)− k3)g(U,X) = 0 (4.4.99)

bulunur. (4.4.99) de gerekli sadeleștirmeler yapılırsa

S(U,X) = 2nkg(U,X).

olur. M nin bir Einstein manifold olduğu görülür.

Teorem 4.4.2. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere P (ξ, X) · P = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P (ξ,X) · P = 0 olsun. Burada ∀ X,Y, T, W ∈ χ(M) için

(P (ξ,X)P )(T,W )Y = P (ξ,X)P (T, W )Y − P (P (ξ, X)T, W )Y

−P (T, P (ξ, X)W )Y

−P (T,W )P (ξ,X)Y = 0. (4.4.100)

olduğunu biliyoruz. (4.4.100) de Y = ξ yazılıp ve (4.2.57) denklemi kullanılırsa

P (ξ,X)µ(η(W )hT − η(T )hW )− P (kg(X, T )ξ + µg(hX, T )ξ

−µη(T )hX − 1

2n
S(X, T )ξ, W )ξ − P (T, kg(X, W )ξ + µg(hX, W )ξ

−µη(W )hX − 1

2n
S(X, W )ξ)ξ + µP (T, W )hX = 0. (4.4.101)
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bulunur. Șimdi (4.4.101) de (4.2.56), (4.2.58) uygulanıp ve her iki tarafa V ∈ χ(M)

uygulanırsa

2ng(P (T,W )hX, V ) + 2nk(η(W )η(V )g(X, hT )− η(T )η(V )g(X, hW ))

+2nµ(1 + k)(η(W )η(V )g(X, T )− η(T )η(V )g(X,W )) + (η(T )η(V )S(X, hW )

−η(W )η(V )S(X, hT )) + 2nk(g(X, T )g(hW, V )− g(X, W )g(hT, V ))

+2nµ(g(hX, T )g(hW, V )− g(hX,W )g(hT, V )) + (S(X, W )g(hT, V )

−S(X, T )g(hW, V )) = 0. (4.4.102)

elde edilir. (4.4.102) de (4.2.52) denklemi uygulanıp ve χ(M) nin ortonormal bazı

için W = X = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, yazılırsa

2nS(T, hY ) + (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ] + 2nµ(1 + k))g(T, Y )

−(4n2k + r)g(T, hY ) + (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ]

−2nµ(1 + k)(2n + 1))η(T )η(Y ) = 0. (4.4.103)

olur. (4.4.103) de Y yerine hY yazılıp ve (4.1.43) denklemi uygulanırsa

2n(1 + k)S(T, Y )− 4n2k(1 + k)η(T )η(Y ) + (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ]

+2nµ(1 + k))g(T, hY )− (4n2k + r)(1 + k)g(T, Y )

+(4n2k + r)(1 + k)η(T )η(Y ) = 0. (4.4.104)

bulunur. (4.4.104) ve (4.1.45) denklemlerinden

A = (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ] + 2nµ(1 + k)])[2(1− n) + nµ]

+(4n2k + r)(1 + k)[2(n− 1) + µ],

B = 2n(1 + k)[2(n− 1) + µ] + (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ] + 2nµ(1 + k)]),

C = (2n(1 + k)[2(n− 1) + µ] + 2nµ(1 + k)])[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−r(1 + k)[2(n− 1) + µ]
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kısaltmaları yapılırsa kolayca görebiliriz ki

BS(T, Y ) = Ag(T, Y ) + Cη(T )η(Y ).

dir. Böylece M , bir η−Einstein manifolddur.

Teorem 4.4.3. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, P (ξ, U) · Z̃ = 0 gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P (ξ, U) · Z̃ = 0 olsun. Burada ∀ U, T,X, V ∈ χ(M) için

(P (ξ, U)Z̃)(T, X)V = P (ξ, U)Z̃(T,X)V − Z̃(P (ξ, U)T, X)V

−Z̃(T, P (ξ, U)X)V − Z̃(T, X)P (ξ, U)V = 0(4.4.105)

olduğunu biliyoruz. (4.4.105) de (4.2.56) uygulanırsa

(P (ξ, U)Z̃)(T, X)V = kg(U, Z̃(T, X)V )ξ + µg(hU, Z̃(T,X)V )ξ

−µη(Z̃(T, X)V )hU − 1

2n
S(Y, Z̃(T, X)V )ξ

−Z̃(kg(U, T )ξ + µg(hU, T )ξ − µη(T )hU

− 1

2n
S(U, T )ξ, X)V − Z̃(T, kg(U,X)ξ

+µg(hU,X)ξ − µη(X)hU − 1

2n
S(U,X)ξ)V

−Z̃(T, X)(kg(U, V )ξ + µg(hU, V )ξ

−µη(V )hU − 1

2n
S(U, V )ξ) = 0. (4.4.106)

bulunur. (4.4.106) denkleminde T = V = ξ seçip, (4.2.60), (4.2.61) denklemlerini

kullanıp ve her iki tarafı ξ ∈ χ(M) ile çarparsak

µ

2n
S(U, hX) = αkg(U,X) + µkg(U, hX)− a

2n
S(U,X). (4.4.107)

ki buarada α = k − r
2n(2n+1)

dir. (4.4.107) denkleminde (4.1.43), (4.1.46) uygulanıp

ve X yerine hX yazılırsa

a

2n
S(U, hX) = − µ

2n
(k + 1)S(U,X) + αkg(U, hX) + µk(k + 1)g(U,X). (4.4.108)
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elde edilir. (4.4.107) ve (4.4.108) denklemlerinden

(a2 − µ2(1 + k))

2n
S(U,X) + (kµ2(1 + k)− a2k)g(U,X) = 0 (4.4.109)

dir. (4.4.109) de gerekli sadeleștirme yapılırsa

S(U,X) = 2nkg(U,X).

bulunur. Böylece, M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.4.4. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere P (ξ, W ) · S = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin bir Einstein manifold

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P (ξ,W ) · S = 0 olsun. Burada ∀ W,X, T ∈ χ(M) için

S(P (ξ,W )X, T ) + S(X, P (ξ,W )T ) = 0, (4.4.110)

olur. (4.4.110) ve (4.2.56) denklemlerinden

S(kg(W,X)ξ + µg(hW,X)ξ − µη(X)hW − 1

2n
S(W,X)ξ, T )

+S(X, kg(W,T )ξ + µg(hW, T )ξ − µhη(T )W − 1

2n
S(W,T )ξ) = 0.(4.4.111)

bulunur. (4.4.111) denkleminde X = ξ alınıp, (4.1.46) denklemi kullanılıp ve her

taraf ξ ∈ χ(M) ile çarpılırsa

µS(hW, T ) = 2nk2g(W,T ) + 2nkµg(hW, T )− kS(W,T ). (4.4.112)

elde edilir. (4.4.112) de W yerine hW yazılıp, (4.1.43) denkleminin kullanılmasıyla

kS(hW, T ) = −µ(1 + k)S(W,T ) + 2nk2g(hW, T ) + 2nkµ(1 + k)g(W,T ). (4.4.113)

elde edilir. (4.4.112) ve (4.4.113) denklemlerinden

(k2 − µ2(1 + k))S(W,T ) + (2nkµ2(1 + k)− 2nk3)g(W,T ) = 0 (4.4.114)
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dir. (4.4.114) de gerekli ișlemler yapılırsa

S(W,T ) = 2nkg(W,T ).

bulunur. Bu da bize M (k, µ)−parakontak manifoldunun bir Einstein manifoldu

olduğunu gösterir.

Teorem 4.4.5. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, P · C̃ = 0 gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki P · C̃ = 0 olsun. Burada ∀ Z, T,X, V,W ∈ χ(M) için

(P (Z, T )C̃)(X, V )W = P (Z, T )C̃(X, V )W − C̃(P (Z, T )X, V )W

−C̃(X, P (Z, T )V )W

−C̃(X, V )P (Z, T )W = 0, (4.4.115)

olduğunu biliyoruz. (4.4.115) de W = Z = ξ seçilip, (4.2.56), (4.2.63), (4.2.64)

denklemleri kullanılırsa ve A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] kısaltması yapılırsa

(P (ξ, T )C̃)(X,V )ξ = P (ξ, T )(A(η(V )X − η(X)V ) + aµ(η(V )hX − η(X)hV )

+b((η(V )QX − η(X)QV ))− C̃(kg(T, X)ξ + µ(g(hT,X)ξ

−η(X)hT )− 1

2n
S(T, X)ξ, V )ξ − C̃(X, k(g(T, V )ξ

+µ(g(hT, V )ξ − η(V )hT )− 1

2n
S(Y, V )ξ)ξ

+C̃(X, V )µhT = 0. (4.4.116)

bulunur. (4.4.116) denkleminde (4.2.56), (4.2.58), (4.2.63) uygulanıp, X = ξ yazılıp

ve her tarafa ξ ∈ χ(M) ile çarpılırsa

aµS(T, hV )− 2naµkg(T, hV )− 2nbkS(T, V )

+bS(T, QV )− 2nkAg(T, V ) + AS(T, V ) = 0. (4.4.117)
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elde edilir. (4.4.117) de (4.1.43) ve (4.1.47) den

(A + b[2(1− n) + nµ]− 2nkb)S(T, V )

+(aµ + b[2(n− 1) + µ])S(T, hV )

+(−2nkA)g(T, V ) + (−2nkaµ)g(T, hV )

+(2nkb[2(n− 1) + n(2k − µ)])η(T )η(V ) = 0. (4.4.118)

olur. (4.4.118) denkleminde V yerine hV yazılıp ve (4.1.43) denkleminden

(A + b[2(1− n) + nµ]− 2nkb)S(T, hV )

+(1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ])S(T, V )

−2nk(1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ])η(T )η(V )

−2nkAg(T, hV ) + (1 + k)(−2nkaµ)g(T, V )

−(1 + k)(−2nkaµ)η(T )η(V ) = 0. (4.4.119)

olarak yazılır. (4.4.118), (4.4.119) ve (4.1.45) den

DS(T, V ) = Eg(T, V ) + Fη(T )η(V ),

elde edilir ki M nin bir η-Einstein manifold olduğu görülür. Burada

c = (A + b[2(1− n) + nµ]− 2nkb),

d = (aµ + b[2(n− 1) + µ]),

e = −2nkA,

f = −2nkaµ,

t = (2nkb[2(n− 1) + n(2k − µ)])
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ve

E = (fd(1 + k)− ec)[2(n− 1) + µ] + (fc− ed)[2(1− n) + nµ],

D = (c2 − d2(1 + k))[2(n− 1) + µ] + (fc− de),

F = (fc− de)[2(n− 1) + n(2k − µ)]− (ct + 2nkd2(1 + k) + fd(1 + k))[2(n− 1) + µ]

dir.

4.5. (k, µ)−Parakontak Metrik Manifoldun Concircular Eğrilik Tensörünün

Bazı Eğrilikler Üzerine Etkileri

Bu kısımda (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun concircular eğrilik tensörünün

Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörü, Ricci

eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörleri üzerindeki etkileri incelenerek

elde edilen sonuçlar değerlendirilmiștir.

Teorem 4.5.1. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere Z̃ ·R = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki Z̃ ·R = 0 olsun. Burada ∀ V, X, T, Y, W ∈ χ(M) için

(Z̃(V,X)R)(T, Y )W = R(V,X)R(T, Y )W −R(Z̃(V, X)T, Y )W

−R(T, Z̃(V, X)Y )W

−R(T, Y )Z̃(V, X)W = 0, (4.5.120)
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olduğunu biliyoruz. (4.5.120) de (4.1.42) kullanılıp, V = W = ξ yazılıp ve

A = k − r
2n(2n+1)

kısaltması yapılırsa

(Z̃(ξ,X)R)(T, Y )ξ = Z̃(ξ, X)(k(η(Y )− η(T )) + µ(η(Y )hT − η(T )hW )

−R(A(g(X, T )ξ − η(T )X) + µ(g(hX, T )ξ

−η(T )hX), Y )ξ −R(T, A(g(X,Y )ξ − η(Y )X)

+µ(g(hX, Y )ξ − η(Y )hX)ξ −R(T, Y )(A(η(X)ξ

−X)− µhX) = 0. (4.5.121)

bulunur. (4.5.121) denkleminde (4.2.59), (4.1.42), (4.2.55) yazılıp ve her tarafa

U ∈ χ(M) uygulanırsa

Ag(R(T, Y )X, U) + µg(R(T, Y )hX,U)

+µ2(k + 1)η(Y )η(U)g(X,T ) + Akg(X,T )g(Y, U)

−µ2η(T )η(U)g(X, Y )− Aµη(T )η(U)g(X, hY )

+Aµg(X,T )g(hY, U) + kµg(hX, T )g(Y, U)

+µ2g(hX, T )g(hY, U)− Akg(X,Y )g(T, U)

−Aµg(X, Y )g(hT, U)− kµg(hX, Y )g(T, U)

+Aµη(Y )η(U)g(X, hT )− µ2g(hX, Y )g(hT, U) = 0. (4.5.122)

olur. (4.5.122) de (3.1.32), (3.2.35) kullanılıp ve χ(M) nin ortonormal bazı için

T = U = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n seçilirse

AS(Y, X) + µS(Y, hX)− 2nAkg(Y,X)− 2nkµg(Y, hX) = 0. (4.5.123)

elde edilir. (4.5.123) de (4.1.43) uygulanıp ve X yerine hX yazılırsa

AS(Y, hX)+µ(1+k)S(Y,X)−2nkAg(Y, hX)−2nkµ(1+k)g(Y,X) = 0. (4.5.124)

52



olarak hesaplanır. (4.5.123) ve (4.5.124) den

(µ2(1 + k)− A2)S(Y, X) + (2nkA2 − 2nkµ2(1 + k))g(Y, X) = 0 (4.5.125)

dir. (4.5.125) de gerekli ișlemler yapılıp,

S(Y,X) = 2nkg(Y, X)

olduğundan M (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun bir Einstein manifold olduğu

görülür.

Teorem 4.5.2. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olsun. O

zaman, Z̃(ξ, W ) · P = 0 gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki Z̃(ξ,W ) · P = 0 olsun. O zaman ∀ W,X, T, V ∈ χ(M) için

(Z̃(ξ, W )P )(X,T )V = Z̃(ξ, W )P (X,T )V − P (Z̃(ξ,W )X, T )V

−P (X, Z̃(ξ, W )T )V

−P (X,T )Z̃(ξ,W )V = 0 (4.5.126)

dir. (4.5.126) de k − r
2n(2n+1)

yerine α alınıp (4.2.57) ve (4.2.59) denklemlerinden

(Z̃(ξ, W )P )(X,T )V = a(g(W,P (X,T )V )ξ − η(P (X, T )V )W )

+µ(g(hW,P (X, T )V )ξ − η(P (X,T )V )hW )

−P (a(g(W,X)ξ − η(X)W ) + µ(g(hW,X)ξ

−η(X)hW ), T )V − P (X, a(g(W,T )ξ

−η(T )W ) + µ(g(hW, T )ξ − η(T )hW )V

−P (X,T )(a(g(W,V )ξ − η(V )W )

+µ(g(hW, V )ξ − η(V )hW ) = 0. (4.5.127)

53



olur. (4.5.127) denkleminde X = V = ξ yazılıp (4.2.57) den ve her tarafa ξ ∈ χ(M)

uygulanırsa

µ

2n
S(W,hT ) = αkg(W,T ) + µkg(W,hT )− a

2n
S(W,T ). (4.5.128)

elde edilir. (4.5.128) de (3.1.32), (4.1.43) den ve T yerine hT yazılırsa,

a

2n
S(W,hT ) = − µ

2n
(k + 1)S(W,T ) + αkg(W,hT ) + µk(k + 1)g(W,T ). (4.5.129)

bulunur. (4.5.128) ve (4.5.129) denklemlerinden

(a2 − µ2(1 + k))

2n
S(W,T ) + (µ2k(1 + k)− a2k)g(W,T ) = 0 (4.5.130)

dir. (4.5.130) de gerekli ișlemlerden

S(W,T ) = 2nkg(W,T ).

sonucuna varılır. Böylece M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.3. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere Z̃ · Z̃ = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki Z̃ · Z̃ = 0 olsun. Burada ∀ Z, V, Y, T, U ∈ χ(M) için

(Z̃(Z, V )Z̃)(Y, T )U = Z̃(Z, V )Z̃(Y, T )U − Z̃(Z̃(Z, V )Y, T )U

−Z̃(Y, Z̃(Z, V )T )U

−Z̃(Y, T )Z̃(Z, V )U = 0. (4.5.131)
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yazılır. (4.5.131) de (4.2.60) kullanılıp, U = Z = ξ yazılırsa ve A = k − r
2n(2n+1)

kısaltması kullanılırsa

(Z̃(ξ, V )Z̃)(Y, T )ξ = Z̃(ξ, V )(A(η(T )− η(Y )) + µ(η(T )hY − η(Y )hT )

−Z̃(A(g(V, Y )ξ − η(Y )V ) + µ(g(hV, Y )ξ

−η(Y )hV ), T )ξ − Z̃(Y,A(g(V, T )ξ − η(T )V )

+µ(g(hV, T )ξ − η(T )hV )ξ − Z̃(Y, T )(A(η(V )ξ

−V )− µhV ) = 0 (4.5.132)

bulunur. (4.5.132) de (4.2.59), (4.2.61) uygulanıp ve her tarafa X ∈ χ(M) ile

çarpılırsa

Ag(Z̃(Y, T )V,X) + µg(Z̃(Y, T )hV, X) + Aµη(T )η(X)g(V, hY )

+µ2(k + 1)η(T )η(X)g(V, Y )− Aµη(Y )η(X)g(V, hT )

+Akg(V, Y )g(T, X) + Aµg(V, Y )g(hT, X) + Aµg(hV, Y )g(T, X)

+µ2g(hV, Y )g(hT, X)− A2g(V, T )g(Y, X)− Aµg(V, T )g(hY, X)

−Aµg(hV, T )g(Y,X)− µ2g(hV, T )g(hY,X)

−µ2(k + 1)η(Y )η(X)g(V, T ) = 0 (4.5.133)

elde edilir. (4.5.133) de (3.1.32), (4.1.43), (4.2.53) uygulanıp ve χ(M) nin ortonormal

bazı için X = Y = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n yazılırsa

AS(T, V ) + µS(T, hV )− 2nkAg(T, V )− 2nkµg(T, hV ) = 0. (4.5.134)

eșitliği bulunur. Burada V yerine hV alınırsa

AS(T, hV )+µ(1+k)S(T, V )−2nkAg(T, hV )−2nkµ(1+k)g(T, V ) = 0. (4.5.135)

sonucu elde edilir. (4.5.134) ve (4.5.135) den

(µ2(1 + k)− A2)S(T, V ) + (2nkA2 − 2nkµ2(1 + k))g(T, V ) = 0 (4.5.136)
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dir. (4.5.136) de gerekli sadeleștirmeler yapılırsa

S(T, V ) = 2nkg(T, V ).

olur. Yani M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.4. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, Z̃(ξ, V ) · S = 0 gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki Z̃(ξ, V ) · S = 0 olsun. Burada ∀ V, X, Z ∈ χ(M) için

S(Z̃(ξ, V )X, Z) + S(X, Z̃(ξ, V )Z) = 0. (4.5.137)

Burada α = k − r
2n(2n+1)

kısaltması kullanılıp, (4.2.60) ve (4.2.61) denklemlerinden

S(a(g(V, X)ξ − η(X)V ) + µ(g(hV, X)ξ − η(X)hV ), Z)

+S(X, a(g(V, Z)ξ − η(Z)V ) + µ(g(hV, Z)ξ − η(Z)hV ) = 0 (4.5.138)

elde edilir. (4.5.138) de (4.1.46) kullanılıp, X = ξ yazılıp ve her tarafa ξ ∈ χ(M) ile

çarpılırsa

µS(hV, Z) = 2nkag(V, Z) + 2nkµg(hV, Z)− aS(V, Z). (4.5.139)

olduğu görülür. Burada (3.1.32) ve (4.1.43) denklemleri kullanılıp ve V yerine hV

yazılırsa

aS(hV, Z) = −µ(1 + k)S(V, Z) + 2nkag(hV, Z)

+2nkµ(1 + k)g(V, Z). (4.5.140)

eșitliği elde edilir. (4.5.139) ve (4.5.140) denklemlerinden

(a2 − µ2(1 + k))S(V, Z) + (2nkµ2(1 + k)− 2nka2)g(V, Z) = 0 (4.5.141)
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dir. (4.5.141) de gerekli sadeleștirme yapılırsa

S(V, Z) = 2nkg(V, Z).

bulunur. Böylece, M bir Einstein manifolddur.

Teorem 4.5.5. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere Z̃ · C̃ = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki Z̃ · C̃ = 0 șartı sağlansın. Burada ∀ Z,X, T, V, U ∈ χ(M)

için

(Z̃(Z, X)C̃)(T, V )U = Z̃(Z,X)C̃(T, V )U − C̃(Z̃(Z,X)T, V )U

−C̃(T, Z̃(Z, X)V )U

−C̃(T, V )Z̃(Z, X)U = 0 (4.5.142)

yazılır. (4.5.142) da U = Z = ξ alınır ve (4.2.59), (4.2.61), (4.2.63) denklemleri

kullanılırsa

(Z̃(ξ, X)C̃)(T, V )ξ = Z̃(ξ, X)(A(η(V )T − η(T )W ) + aµ(η(V )hT

−η(T )hV ) + b(η(V )QT − η(T )QV ))

−C̃(B(g(X,T )ξ − η(T )X) + µ(g(hX, T )ξ

−η(T )hX), V )ξ − C̃(T, B(g(X,V )ξ

−η(V )X) + µ(g(hX, V )ξ − η(V )hX)ξ

−C̃(T, V )(B(η(X)ξ −X)− µhX) = 0. (4.5.143)

Burada A = [ak +2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+2b)] ve B = k− r
2n(2n+1)

kısaltmaları kullanılıp,

(4.2.63), (4.2.64), (4.2.59) denklemleri de göz önüne alınarak (4.5.143) nin her iki
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yanı U ∈ χ(M) ile çarpılırsa

Bg(C̃(T, V )X, U) + µg(C̃(T, V )hX,U) + aµB(η(V )η(U)g(X, hT )

−η(T )η(U)g(X, hV )) + aµ2(1 + k)(η(V )η(U)g(X,T )− η(T )η(U)g(X, V ))

+bµ(η(V )η(U)S(X, hT )− η(T )η(U)S(X, hV )) + AB(g(X,T )g(V, U)

−g(X, V )g(T, U)) + Aµ(g(hX, T )g(V, U)− g(hX, V )g(T, U))

+aµB(g(X,T )g(hV, U)− g(X, V )g(hT, U)) + aµ2(g(hX, T )g(hV, U)

−g(hX, V )g(hT, U)) + Bb(g(X, T )S(V, U)− g(X, V )S(T, U))

+µb(g(hX, T )S(V, U)− S(T, U)g(hX, V )) + Bb(η(V )η(U)S(X,T )

−η(T )η(U)S(X, V )) + 2nkBb(η(T )η(U)g(X,V )− η(V )η(U)g(X,T ))

+2nkbµ(η(U)η(T )g(hX, V )− η(V )η(U)g(hX, T )) = 0. (4.5.144)

elde edilir. (4.5.144) de (4.2.50), (4.1.45), (4.1.46) den ve χ(M) nin bir ortonormal

bazı U = T = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, yazılırsa

BS(V, X) + µS(V, hX)− 2nkBg(V,X)− 2nkµg(V, hX) = 0. (4.5.145)

eșitliği bulunur. (4.5.145) de (4.1.43) kullanılıp ve X yerine hX seçilirse

BS(V, hX)+µ(1+k)S(V, X)−2nkBg(V, hX)−2nkµ(1+k)g(V, X) = 0. (4.5.146)

elde edilir. (4.5.145) ve (4.5.146) denklemlerinden

(µ2(1 + k)−B2)S(V,X) + (2nkB2 − 2nkµ2(1 + k))g(V, X) = 0 (4.5.147)

dir. Burada gerekli ișlemler yapılırsa

S(V,X) = 2nkg(V,X).

sonuçlandırılır. Buradan da M (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun bir Einstein

manifold olduğu görülür.
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4.6. (k, µ)−Parakontak Metrik Manifoldun Quasi-Konformal Eğrilik

Tensörünün Bazı Eğrilikler Üzerine Etkileri

Șimdiye kadar incelediğimiz eğrilik tensörlerinin en genel olanı quasi-konformal eğrilik

tensörüdür. Böylelikle daha önce elde ettiğimiz sonuçların daha genel durumlarını

elde etmiș olacağız. Bu kısımda bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun

quasi-konformal eğrilik tensörünün Riemann eğrilik tensörü, projektif eğrilik tensörü,

concircular eğrilik tensörü, Ricci eğrilik tensörü ve quasi-konformal eğrilik tensörleri

üzerindeki etkileri incelenmiștir.

Teorem 4.6.1. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere C̃ ·R = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki C̃ ·R = 0 olsun. Burada ∀ Y, T, Z, X, V ∈ χ(M) için

(C̃(Y, T )R)(Z, X)V = C̃(Y, T )R(Z,X)V −R(C̃(Y, T )Z, X)V

−R(Z, C̃(Y, T )X)V

−R(Z, X)C̃(Y, T )V = 0, (4.6.148)

olmasını gerektirir. Burada Y = V = ξ alınıp (4.1.42), (4.2.62), (4.2.64) denklemleri

kullanılıp ve A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] kısaltması kullanılırsa

(C̃(ξ, T )R)(Z,X)ξ = C̃(ξ, T )(k(η(X)Z − η(Z)X) + µ(η(X)hZ

−η(Z)hX)−R(A(g(T, Z)ξ − η(Z)T )

+aµ(g(hT, Z)ξ − η(Z)hT + b(S(T, Z)

−η(Z)QT ), X)ξ −R(Z, A(g(T, X)ξ − η(X)T )

+aµ(g(hT, X)ξ − η(X)hT ) + b(S(T, X)

−η(X)QT )ξ −R(Z, X)(A(η(T )ξ − T )

−aµhT + b(2nkη(T )ξ −QT )) = 0. (4.6.149)
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bulunur. (4.6.149) denkleminin her iki tarafı V ∈ χ(M) ile çarpılıp, (4.1.42), (4.2.62)

kullanılırsa

Ag(R(Z, X)T, V ) + aµg(R(Z,X)hT, V )

+Aµ(η(X)η(V )g(T, hZ)− η(Z)η(V )g(T, hX))

+aµ2(1 + k)(η(X)η(V )g(T, Z)− η(Z)η(V )g(T, X))

+bµ(η(X)η(V )S(T, hZ)− η(Z)η(V )S(T, hX))

+Ak(g(T, Z)g(X, V )− g(T,X)g(Z, V ))

+Aµ(g(T, Z)g(hX, V )− g(T,X)g(hZ, V ))

+bk(g(T, Z)S(X,V )− g(T, X)S(Z, V ))

+bµ(g(hX, V )S(T, Z)− g(hZ, V )S(T,X))

+aµ2(g(hT, Z)g(hX, V )− g(hT, X)g(hZ, V ))

+aµk(g(hT, Z)g(X, V )− g(hT, X)g(Z, V ))

+bg(R(Z,X)QT, V ) = 0 (4.6.150)

halini alır. (4.6.150) denkleminde (3.1.32), (3.2.35) kullanılıp ve χ(M) nin ortonormal

bazı X = T = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n, seçilirse

(A + b[2(1− n) + nµ] + bk)S(Z, V ) + (aµ + b[2(n− 1) + µ]

+bµ)S(Z, hV ) + (bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nkA

+aµ2(1 + k)− bkr)g(Z, V ) + (−bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−aµ2(1 + k)(2n + 1)− 2nbµ(1 + k)[2(n− 1) + µ])η(Z)η(V )

+(bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµk − 2nAµ)g(Z, hV ) = 0.(4.6.151)
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eșitliği bulunur. (4.6.151) de V yerine hV yazılıp ve (4.1.43) denklemi kullanılırsa

(A + b[2(1− n) + nµ] + bk)S(Z, hV ) + (1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ]

+bµ)S(Z, V )− (1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ] + bµ)η(Z)η(V )

+(bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nkA + aµ2(1 + k)− bkr)g(Z, hV )

+(1 + k)(bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµk − 2nAµ)g(Z, V )

−(1 + k)(bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµk

−2nAµ)η(Z)η(V ) = 0. (4.6.152)

bulunur. (4.6.151) ve (4.6.152) de gerekli kısaltmalar yapılırsa

c = (A + b[2(1− n) + nµ] + bk),

d = (aµ + b[2(n− 1) + µ] + bµ),

e = (bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nkA + aµ2(1 + k)− bkr),

f = (−bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− aµ2(1 + k)(2n + 1)− 2nbµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]),

t = (bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµk − 2nAµ)

ve

E = (td(1 + k)− ec)[2(n− 1) + µ] + (tc− ed)[2(1− n) + nµ],

D = (c2 − d2(1 + k))[2(n− 1) + µ] + (tc− de),

F = (tc− de)[2(n− 1) + n(2k − µ)]− (cf + 2nkd2(1 + k) + td(1 + k))[2(n− 1) + µ]

denirse,

DS(Z, V ) = Eg(Z, V ) + Fη(Z)η(V ),

sonucuna ulașırız ki bu da M (k, µ)−parakontak metrik manifoldu bir η−Einstein
manifold olmasıdır.

Teorem 4.6.2. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olsun. O

zaman, C̃ · P = 0 dir gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki C̃ · P = 0 olsun. O zaman ∀ Y, Z, V, T, U ∈ χ(M) için

(C̃(Y, Z)P )(V, T )U = C̃(Y, Z)P (V, T )U − P (C̃(Y, Z)V, T )U

−P (V, C̃(Y, Z)T )U

−P (V, T )C̃(Y, Z)U = 0, (4.6.153)

dir. Burada Y = U = ξ seçilip, (4.2.57), (4.2.62) denklemleri kullanılıp ve

A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] kısaltması yapılırsa

(C̃(ξ, Z)P )(V, T )ξ = C̃(ξ, Z)(µ(η(T )hV − η(V )hT )− P (A(g(Z, V )ξ

−η(V )Z) + aµ(g(hZ, V )ξ − η(V )hZ)

+b(S(Z, V )ξ − η(V )QZ),W )ξ − P (V, A(g(Z, T )ξ

−η(T )Z) + aµ(g(hZ, T )ξ − η(T )hZ)

+b(S(Z, T )ξ − η(T )QZ))ξ

−P (V, T )(A(η(Z)ξ − Z)− aµhZ

+b(2nkη(Z)ξ −QZ)) = 0. (4.6.154)

halini alır. (4.2.58), (4.2.62) denklemleri göz önüne alınıp, (4.6.154) nin her tarafı

X ∈ χ(M) ile çarpılırsa

Ag(P (V, T )Z, X) + aµg(P (V, T )hZ,X) + bg(P (V, T )QZ, X)

+Aµ(η(T )η(X)g(Z, hV )− η(V )η(X)g(Z, hT )

+aµ2(1 + k)(η(T )η(X)g(Z, V )− η(V )η(X)g(Z, T ))

+bµ(η(T )η(X)S(Z, hV )− η(V )η(X)S(Z, hT ))

+Aµ(g(Z, V )g(hT, X)− g(Z, T )g(hV, X))

+aµ2(1 + k)(g(hZ, V )g(hT,X)− g(hZ, T )g(hV, X))

+bµ(S(Z, V )g(hT,X)− S(Z, T )g(hV,X)) = 0. (4.6.155)
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bulunur. (4.6.155) de (3.1.32), (4.2.52) kullanılıp ve χ(M) nin ortonormal bazı

T = Z = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n seçilirse

(A + b[2(1− n) + nµ] +
A

2n
+

b

2n
[2(1− n) + nµ])S(V, X)

+(aµ + b[2(n− 1) + µ] +
aµ

2n
+

b

2n
[2(n− 1) + µ] + bµ)S(V, hX)

+(aµ2(1 + k)− Ar

2n
− aµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− br

2n
[2(1− n) + nµ]

−b[2(n− 1) + µ](1 + k))g(V, X) + (bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−2nAµ− bµr)g(V, hX)− (aµ2(1 + k)(2n + 1)

+2nµb(1 + k)[2(n− 1)− µ])η(V )η(X) = 0. (4.6.156)

eșitliği elde edilir. (4.6.156) de X yerine hX yazılıp ve (4.1.43) denkleminden

(A + b[2(1− n) + nµ] +
A

2n
+

b

2n
[2(1− n) + nµ])S(V, hX)

+(1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ] +
aµ

2n
+

b

2n
[2(n− 1) + µ] + bµ)S(V,X)

−2nk(1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ] +
aµ

2n
+

b

2n
[2(n− 1) + µ] + bµ)η(V )η(X)

+(aµ2(1 + k)− Ar

2n
− aµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− br

2n
[2(1− n) + nµ]

−b[2(n− 1) + µ](1 + k))g(V, hX) + (1 + k)(bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−2nAµ− bµr)g(V,X)− (1 + k)(bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−2nAµ− bµr)η(V )η(X) = 0. (4.6.157)

biçiminde yazılır. (4.6.156), (4.6.157) ve (4.1.45) den ve gerekli kısaltmalar yapılırsa

c = (A + b[2(1− n) + nµ] +
A

2n
+

b

2n
[2(1− n) + nµ]),

p = (1 + k)(aµ + b[2(n− 1) + µ] +
aµ

2n
+

b

2n
[2(n− 1) + µ] + bµ),

l = (aµ2(1 + k)− Ar

2n
− aµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− br

2n
[2(1− n) + nµ]

−b[2(n− 1) + µ](1 + k)),

t = (bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nAµ− bµr),

u = (−aµ2(1 + k)(2n + 1)− 2nµb(1 + k)[2(n− 1) + µ])
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olmak üzere

E = (tp(1 + k)− lc)[2(n− 1) + µ] + (tc− lp)[2(1− n) + nµ],

D = (c2 − p2(1 + k))[2(n− 1) + µ] + (tc− pl),

F = (tc− pl)[2(n− 1) + n(2k − µ)]− (cu + 2nkp2(1 + k) + tp(1 + k))[2(n− 1) + µ]

denirse

DS(V,X) = Eg(V,X) + Fη(V )η(X),

elde edilir. Böylece M bir η-Einstein manifolddur.

Teorem 4.6.3. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu olmak

üzere C̃ · Z̃ = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki C̃ · Z̃ = 0 olsun. Buarada ∀ Z, T, W, V, X ∈ χ(M) için

(C̃(Z, T )Z̃)(W,V )X = C̃(Z, T )Z̃(W,V )X − Z̃(C̃(Z, T )W,V )X

−Z̃(W, C̃(Z, T )V )X

−Z̃(W,V )C̃(Z, T )X = 0, (4.6.158)

olmasını gerektirir. Burda X = Z = ξ seçilip (4.2.60), (4.2.62) denklemleri kullanılıp,

A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] ve B = k − r
2n(2n+1)

kısaltması kullanılırsa

(C̃(ξ, T )Z̃)(W,V )ξ = C̃(ξ, T )(B(η(V )W − η(W )V ) + µ(η(V )hW − η(W )hV )

−Z̃(A(g(T, W )ξ − η(W )T ) + aµ(g(hT,W )ξ − η(W )hT )

+b(S(T, W )ξ − η(W )QT, V )ξ − Z̃(W,A(g(T, V )ξ

−η(V )T ) + aµ(g(hT, V )ξ − η(V )hT ) + b(S(T, V )ξ

−η(V )QT )ξ − Z̃(W,V )(A(η(T )ξ − T )− aµhT

+b(2nkη(T )ξ −QT )) = 0. (4.6.159)
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bulunur. (4.6.159) de (4.2.62), (4.2.64), (4.2.60) uygulanıp ve denklemin her tarafına

X ∈ χ(M) ile çarpılırsa

Ag(Z̃(W,V )T, X) + aµg(Z̃(W,V )hT, X) + bg(Z̃(W,V )QT, X)

+Aµ(η(V )η(X)g(T, hW )− η(W )η(X)g(T, hV ))

+aµ2(1 + k)(η(V )η(X)g(T, W )− η(W )η(X)g(T, V ))

+bµ(η(V )η(X)S(T, hW )− η(W )η(X)S(T, hV ))

+AB(g(T, W )g(V, X)− g(T, V )g(W,X))

+Aµ(g(T,W )g(hV, X)− g(T, V )g(hW,X))

+aµB(g(hT, W )g(V, X)− g(hT, V )g(W,X))

+aµ2(g(hT, W )g(hV, X)− g(hT, V )g(hW,X))

+Bb(S(T, W )g(V,X)− S(T, V )g(W,X))

+µb(S(T, W )g(hV,X)− S(T, V )g(hW,X)) = 0. (4.6.160)

olur. (4.6.160) de (3.1.32), (3.2.35), (4.2.53) denklemleri kullanıldığında ve χ(M)

nin bir ortonormal bazı V = T = ei, ξ , 1 ≤ i ≤ n, seçilirse

(A + b[2(1− n) + nµ] + kb)S(W,X) + (aµ + b[2(n− 1) + µ]

−µb)S(W,hX) + (bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nkA

−kbr + aµ2(1 + k))g(U,Z) + (Ak − AB + bµ[2(n− 1)

+n(2k − µ)]− µbr + aµB − 2nAµ)g(W,hX)

−(bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− Aµ2(1 + k)(2n + 1)

−2nbµ(1 + k)[2(n− 1) + µ])η(W )η(X) = 0. (4.6.161)
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elde edilir. (4.6.161) denkleminde (4.1.43) kullanılıp ve X yerine hX yazılırsa

(A + b[2(1− n) + nµ] + kb)S(W,hX) + (1 + k)(aµ

+b[2(n− 1) + µ]− µb)S(W,X)− 2nk(1 + k)(aµ

+b[2(n− 1) + µ]− µb)η(W )η(X) + (bk[2(n− 1)

+n(2k − µ)]− 2nkA− kbr + aµ2(1 + k))g(W,hX)

+(1 + k)(Ak − AB + bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]

−µbr + aµB − 2nAµ)g(W,X)− (1 + k)(Ak − AB

+bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµB

−2nAµ)η(W )η(X) = 0. (4.6.162)

eșitliği bulunur. (4.6.161), (4.6.162) den ve (4.1.45) denklemi kullanılıp ve gerekli

kısaltmalar yapılarak

c = (A + b[2(1− n) + nµ] + kb),

p = (aµ + b[2(n− 1) + µ]− µb),

l = (bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nkA− kbr + aµ2(1 + k)),

f = (Ak − AB + bµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− µbr + aµB − 2nAµ),

t = −(bk[2(n− 1) + n(2k − µ)]− Aµ2(1 + k)(2n + 1)

−2nbµ(1 + k)[2(n− 1) + µ])

olmak üzere

A = (fp(1 + k)− lc)[2(n− 1) + µ] + (fc− lp)[2(1− n) + nµ],

B = (c2 − p2(1 + k))[2(n− 1) + µ] + (fc− pl),

C = (fc− pl)[2(n− 1) + n(2k − µ)]− (ct + 2nkp2(1 + k)

+fp(1 + k))[2(n− 1) + µ],
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denirse sonucuna varılır ve böylece

BS(W,X) = Ag(W,X) + Cη(W )η(X).

sonucuna ulașırız ki M nin η−Einstein manifold olduğu görülür.

Teorem 4.6.4. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olmak üzere

C̃ · S = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki C̃ · S = 0 olsun. Burada ∀ U,Z, T,X ∈ χ(M) için

S(C̃(U,Z)T, X) + S(T, C̃(U,Z)X) = 0 (4.6.163)

șeklindedir. Burada U = ξ seçilip, (4.2.62) denklemi kullanılıp ve

A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] kısaltması kullanılırsa

S(A(g(Z, T )ξ − η(T )Z) + aµ(g(hZ, T )ξ − η(T )hZ

+b(S(Z, T )− η(T )QZ), X)ξ − S(T, A(g(Z, X)ξ − η(X)Z)

+aµ(g(hZ,X)ξ − η(X)hZ) + b(S(Z, X)ξ − η(X)QZ)ξ = 0. (4.6.164)

olur. (4.6.164) de T = ξ alınıp, (4.1.48) den

(2nkb− A− b[2(1− n) + nµ])S(Z, X) + (−aµ− b[2(n− 1)

+µ])S(Z, hX) + 2nkAg(Z, X) + 2nkaµg(Z, hX)

+(−2nkb[2(n− 1) + n(2k − µ)])η(Z)η(X) = 0. (4.6.165)

bulunur. (4.6.165) de X yerine hX yazılıp, (4.1.46) denklemi kullanılırsa

(2nkb− A− b[2(1− n) + nµ])S(Z, hX) + (1 + k)(−aµ

−b[2(n− 1) + µ])S(Z,X)− (1 + k)(−aµ− b[2(n− 1)

+µ])η(Z)η(X) + 2nkAg(Z, hX) + 2nkaµ(1 + k)g(Z,X)

−2nkaµ(1 + k)η(Z)η(X) = 0. (4.6.166)
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elde edilir. (4.6.165), (4.6.166), (4.1.45) denklemi kullanılıp

c = (2nkb− A− b[2(1− n) + nµ]),

u = (−aµ− b[2(n− 1) + µ]),

v = (−2nkb[2(n− 1) + n(2k − µ)]),

olmak üzere

G = [2nkaµu(1 + k)− Ac][2(n− 1) + µ]− 2nk(Au− aµc)[2(1− n) + nµ],

B = (c2 − u2(1 + k))[2(n− 1) + µ]− 2nk(Au− aµc),

C = −(cv + 2nku2(1 + k) + 2nkaµu(1 + k))[2(n− 1) + µ]

+2nk(Au− aµc)− [2(n− 1) + n(2k − µ)]

șeklinde gerekli kısaltmalardan sonra

BS(Z,X) = Gg(Z,X) + Cη(Z)η(X).

elde ederiz ki bu da M nin bir η-Einstein manifold olduğunu gösterir.

Teorem 4.6.5. M2n+1(φ, ξ, η, g) bir (k, µ)−parakontak metrik manifold olmak üzere

C̃ · C̃ = 0 olması için gerek ve yeter șart M nin η−Einstein manifold olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki C̃ · C̃ = 0 olsun. Burada ∀ T, W, Y, V,X ∈ χ(M) için

(C̃(T, W )C̃)(Y, V,X) = C̃(T, W )C̃(Y, V )X − C̃(C̃(T, W )Y, V )X

−C̃(Y, C̃(T, W )V )X

−C̃(Y, V )C̃(T, W )X = 0, (4.6.167)
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olduğundan, (4.6.167) de X = T = ξ alınıp (4.2.62), (4.2.63) denklemleri kullanılır

ve A = [ak + 2nkb− r
(2n+1)

( a
2n

+ 2b)] kısaltmasından sonra

(C̃(ξ, W )C̃)(Y, V )ξ = C̃(ξ, W )(A(η(V )Y − η(Y )V ) + aµ(η(V )hY

−η(Y )hV ) + b(η(V )QY − η(Y )QV ))

−C̃(A(g(W,Y )ξ − η(Y )W ) + aµ(g(hW, Y )ξ

−η(Y )hW ) + b(S(W,Y )ξ − η(Y )QW,V ))ξ

−C̃(Y, A(g(W,V )ξ − η(V )W ) + aµ(g(hW, V )ξ

−η(V )hW ) + b(S(W,V )ξ − η(V )QW ))ξ

−C̃(Y, V )(A(η(W )ξ − AW − aµhW )

+b(2nkη(W )ξ −QW ) = 0. (4.6.168)

halini alır. (4.6.168) denkleminde (4.2.50), (4.2.63) kullanılıp, her iki tarafa U ∈
χ(M) ile çarpılıp ve χ(M) nin ortonormal bazı için W = V = ei, ξ, 1 ≤ i ≤ n,

seçilirse

(Aa + ba[2(1− n) + nµ]− b(A− ak − 2nkb)− b2[2(1− n) + nµ])S(Y, U)

+(Aaµ + ba[2(n− 1) + µ])S(Y, hU) + (2nA(A− ak − 2nkb)

+2naµb(1 + k)[2(n− 1) + µ] + br(A− ak − 2nkb)

+bak[2(n− 1) + n(2k − µ)] + b2r2[2(1− n) + nµ])g(Y, U)

+(aµ(ak + 2nkb) + baµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nAaµ

−abrµ)g(Y, hU) + (−bak[2(n− 1) + n(2k − µ)] + 2nkb2[2(1− n)

+nµ])− b2r[2(1− n) + nµ]− 2nb2(1 + k)[2(n− 1) + µ]2

−(aµ)2(1 + k)(2n + 1)− 2nabµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− Abr

−2nabµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− (2nkb)2

+2nkAb(2n + 1) + 2nkrb2)η(Y )η(U) = 0. (4.6.169)
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elde edilir. (4.6.169) de U yerine hU yazılıp ve (4.1.48), (4.1.43) kullanılırsa

(Aa + ba[2(1− n) + nµ]− b(A− ak − 2nkb)− b2[2(1− n)

+nµ])S(Y, hU) + (1 + k)(Aaµ + ba[2(n− 1) + µ])S(Y, U)

−2nk(1 + k)(Aaµ + ba[2(n− 1) + µ])η(Y )η(U)

+(2nA(A− ak − 2nkb) + 2naµb(1 + k)[2(n− 1) + µ]

+br(A− ak − 2nkb) + bak[2(n− 1) + n(2k − µ)]

+b2r2[2(1− n) + nµ])g(Y, hU) + (1 + k)(aµ(ak + 2nkb)

+baµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nAaµ− abrµ)g(Y, U)

−(1 + k)(aµ(ak + 2nkb) + baµ[2(n− 1)

+n(2k − µ)]− 2nAaµ− abrµ)η(Y )η(U) = 0. (4.6.170)

eșitliği bulunur. (4.6.169) ve (4.6.170) de (4.1.45) kullanılıp,

c = (Aa + ba[2(1− n) + nµ]− b(A− ak − 2nkb)− b2[2(1− n) + nµ]),

l = (Aaµ + ba[2(n− 1) + µ]),

u = (2nA(A− ak − 2nkb) + 2naµb(1 + k)[2(n− 1) + µ] + br(A− ak − 2nkb)

+bak[2(n− 1) + n(2k − µ)] + b2r2[2(1− n) + nµ]),

v = (aµ(ak + 2nkb) + baµ[2(n− 1) + n(2k − µ)]− 2nAaµ− abrµ),

t = (−bak[2(n− 1) + n(2k − µ)] + 2nkb2[2(1− n) + nµ])− b2r[2(1− n) + nµ]

−2nb2(1 + k)[2(n− 1) + µ]2 − (aµ)2(1 + k)(2n + 1)− 2nabµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]

−Abr − 2nabµ(1 + k)[2(n− 1) + µ]− (2nkb)2 + 2nkAb(2n + 1) + 2nkrb2)

ve

C = [vl(1 + k)− uc][2(n− 1) + µ] + (vc− lu)[2(1− n) + nµ],

B = (c2 − l2(1 + k))[2(n− 1) + µ] + (vc− ul),

P = (vc− lu)[2(n− 1) + n(2k − µ)]− (ct + 2nkl2(1 + k) + vl(1 + k))[2(n− 1) + µ],
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șeklinde gerekli kısaltmalardan sonra

BS(Y, U) = Cg(Y, U) + Pη(Y )η(U).

elde ederiz ki bu da M nin bir η-Einstein manifold olduğunu gösterir.

Șimdi ise daha önce verdiğimiz teoremlerden bazılarını sağlayan bir örnek vereceğiz.

Örnek 4.6.6. M = {(x, y, z) ∈ R3 : z > 0} 3-boyutlu manifoldunu göz önünde

bulunduralım. Bu durumda (x, y, z), R3 de standart koordinatlardır. M nin her

bir noktasında lineer bağımsız vektör alanlarını ise

e1 = 3x3 ∂

∂x
+ 6

√
z

∂

∂y
+

∂

∂z
, e2 =

∂

∂y
, e3 =

∂

∂z
,

olacak șekilde seçelim. Ayrıca g Riemann metriğini ise

g(ei, ej) =





1, eğer i = j 6= 3,

−1, eğer i = j = 3,

0, eğer i 6= j; i, j = 1, 2, 3.

șeklinde tanımlayalım.

M üzerinde her bir Z vektör alanı için η 1-formu η(Z) = g(Z, ξ) șeklindedir.

(1,1)-tipinde tensör alanı φ ise

φ(e2) = 0, φ(e1) = −e3, φ(e3) = −e1

șekklinde tanımlansın. Burada ∀ Z, T ∈ χ(M) için ve φ tensörünün lineerliğinden

η(e2) = 1, φ2Z = Z − η(Z)e2,

g(φZ, φT ) = −g(Z, T ) + η(Z)η(T )
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eșitlikleri sağlanır. Böylece e2 = ξ olmak üzere, (M, φ, ξ, η, g) beșlisi bir (k, µ)−parakontak
metrik manifoldudur. Burada (2.1.2) formülü yardımıyla

[e1, e2] = [3x3 ∂

∂x
+ 6

√
z

∂

∂y
+

∂

∂z
,

∂

∂y
]

= [3x3 ∂

∂x
,

∂

∂y
] + [6

√
z

∂

∂y
,

∂

∂y
] + [

∂

∂z
,

∂

∂y
]

= 3x3[
∂

∂x
,

∂

∂y
] + 3x3(

∂

∂x
)

∂

∂y
− (

∂

∂y
(3x3))

∂

∂x

+6
√

z[
∂

∂y
,

∂

∂y
] + 6

√
z(

∂

∂y
)

∂

∂y
− (

∂

∂y
(6
√

z))
∂

∂y

+[
∂

∂z
,

∂

∂y
] + (

∂

∂z
)

∂

∂y
− (

∂

∂y
)

∂

∂z
= 0

olarak hesaplanır. Benzer șekilde [e1, e3] ve [e2, e3] değerleri de hesaplandığında

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = − 3√
z
e2, [e2, e3] = 0

bulunur. ∇, g metriğine göre Levi-civita konneksiyonu olmak üzere Kozsul formülü

yardımıyla

∇e1e1 = 0, ∇e2e1 = − 3

2
√

z
e3, ∇e3e1 =

3

2
√

z
e2,

∇e1e2 = − 3

2
√

z
e3, ∇e2e2 = 0, ∇e3e2 = − 3

2
√

z
e1,

∇e1e3 = − 3

2
√

z
e2, ∇e2e3 = − 3

2
√

z
e1, ∇e3e3 = 0

değerleri hesaplanır. Daha sonra yukarıdaki eșitliklerden ve ∇Ze2 = −φZ + φhZ

formülü yardımıyla

he1 = −
(

3 + 2
√

z

2
√

z

)
, he3 = −

(
3 + 2

√
z

2
√

z

)
, he2 = 0.

elde edilir. R(Z, T )V = ∇Z∇T V −∇T∇ZV −∇[Z,T ]V formülü kullanıldığında
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R(e1, e2)e2 =

((
3 + 2

√
z

2
√

z

)2

− 1

)
{η(e2)e1 − η(e1)e2}

+

(
3√
z

)
{η(e2)he1 − η(e1)he2},

R(e2, e3)e2 =

((
3 + 2

√
z

2
√

z

)2

− 1

)
{η(e3)e2 − η(e2)e3}

+

(
3√
z

)
{η(e3)he2 − η(e2)he3},

R(e1, e3)e2 =

((
3 + 2

√
z

2
√

z

)2

− 1

)
{η(e3)e1 − η(e1)e3}

+

(
3√
z

)
{η(e3)he1 − η(e1)he3} = 0

bulunur. Böylece yukarıdaki eșitliklerle k =

((
3+2

√
z

2
√

z

)2

− 1

)
ve µ =

(
3√
z

)
ile M

nin bir genelleștirilmiș (k, µ)−parakontak metrik manifold olduğu görülür.
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5. (k, µ)-PARAKONTAK METRİK MANİFOLDUN İNVARYANT

ALTMANİFOLDLARI

Bir (k, µ)−parakontak metrik manifold (M̃2n+1, φ, ξ, η, g) nin M bir immersed altma-

nifoldu olmak üzere, ∀ x ∈ M için, eğer φ(TxM) ⊆ TxM ise bu durumda M ye

invaryant altmanifold denir. M, M̃ nin bir invaryant altmanifoldu (3.3.38) dan

φhZ = −hφZ yazılabilir. Buradan da M, h−tensörüne göre de invaryanttır. Her

Z, V ∈ χ(M) için

(∇̃Zφ)V = ∇̃ZφV − φ∇̃ZV = −g(Z − hZ, V )ξ + η(V )(Z − hZ)

= ∇ZφV + σ(Z, φV )− φ∇ZV − φσ(Z, V )

eșitlikleri teğet ve normal bileșenlerinden sırayla

(∇Zφ)V = −g(Z − hZ, V )ξ + η(V )(Z − hZ)

ve

σ(Z, φV ) = φσ(Z, V ) = σ(φZ, V )

yazılabilir. Böylece σ(Z, ξ) = 0, (2.2.25) ve (3.3.40) den R̃(Z,W )ξ = R(Z, W )ξ,

∇Zξ = −φZ + φhZ dir.

5.1. (k, µ)−Parakontak Metrik Manifoldun İnvaryant Altmanifoldlarının

Bazı Özellikleri

Bu bölümde (k, µ)-parakontak metrik uzay formlarının invaryant altmanifoldları ele

alınmıștır. Ayrıca (k, µ)-parakontak metrik uzay formun ∇̃σ = 0, R̃ · σ = 0 ve

R̃ · ∇̃σ = 0 eğrilik șartları karakterize edilmiștir. Son olarak bu șartların σ = 0 a

eșdeğer olduğu görülmüștür.
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Tanım 5.1.1. Bir Riemann manifoldu (M, g) nin altmanifoldu, eğer

R̃ · σ ve Q(g, σ),

R̃ · ∇̃σ ve Q(g, ∇̃σ),

R̃ · σ ve Q(S, σ),

R̃ · ∇̃σ ve Q(S, ∇̃σ)

lineer olarak bağımlıysa manifolda pseudoparalel, 2-pseudoparalel, Ricci-genelleștirilmiș

pseudoparalel ve 2 Ricci-genelleștirilmiș pseudoparaleldir denir (Hui ve ark., 2018).

Eș değer olarak L1, L2, L3 ve L4 fonksiyonları;

R̃ · σ = L1Q(g, σ), (5.1.171)

R̃ · ∇̃σ = L2Q(g, ∇̃σ), (5.1.172)

R̃ · σ = L3Q(S, σ), (5.1.173)

R̃ · ∇̃σ = L4Q(S, ∇̃σ) (5.1.174)

șeklinde ifade edilir. Sırasıyla L1, L2, L3 ve L4 fonksiyonları

M1 = {x ∈ M : σ(x) 6= g(x)}, M2 = {x ∈ M : ∇̃σ(x) 6= g(x)},
M3 = {x ∈ M : S(x) 6= σ(x)} ve M4 = {x ∈ M : S(x) 6= ∇̃σ(x)}

üzerinde tanımlanır. Özellikle, eğer L1 = 0 (aynı șekilde L2 = 0), altmanifoldun

semiparalel (aynı șekilde 2-semiparalel) olduğu söylenmektedir (Atçeken ve ark.,

2019).

Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın invaryant altmanifoldu

M olsun. h tensör alanına göre M invaryanttır. ∀ Z, V ∈ χ(M) için (3.3.40), (4.1.44)

ve (2.2.18) den

σ(Z, ξ) = 0, σ(φZ, V ) = σ(Z, φV ) = φσ(Z, V ) (5.1.175)
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dir.

Teorem 5.1.2. Bir (k, µ)-parakontak metrik uzay form M̃ nin bir invaryant altmanifoldu

M olmak üzere, M nin ikinci temel formu σ paraleldir gerek ve yeter șart M total

geodezik altmanifolddur (k 6= 0).

İspat. İkinci temel form σ nın paralel olduğunu farz edelim. Burada ∀ Z, V, T ∈
χ(M) için, (2.2.22) dan

∇⊥
Zσ(V, T )− σ(∇ZV, T )− σ(V,∇ZT ) = 0 (5.1.176)

bulunur. Öte yandan, (5.1.176) de V = ξ alınıp, Gauss formülü ve (3.3.40) kullanırsak

σ(∇Zξ, T ) = 0 dır. Böylece

σ(−φZ + φhZ, T ) = 0, yani, σ(φZ, T ) = σ(φhZ, T ) (5.1.177)

elde edilir. (5.1.177) de Z yerine hZ yazılırsa,

σ(φhZ, T ) = σ(φh2Z, T ) = (1 + k)σ(φ3Z, T ) = 0

= (1 + k)σ(φZ, T ) = 0

(1 + k) 6= 0 olduğundan σ(φZ, T ) = φσ(Z, T ) = 0 bulunur.

Ayrıca ∀ Z, V ∈ χ(M) için R(Z, V )σ = 0 ise, altmanifolda semiparaleldir denir.

Burada R̃, M̃ nin eğrilik tensörünü gösterir ve ∀ Z, V, T, W ∈ χ(M) için

(R̃(Z, V )σ)(T, W ) = R⊥(Z, V )σ(T,W )− σ(R(Z, V )T, W )

−σ(T,R(Z, V )W ) (5.1.178)

biçiminde gösterilir.

Teorem 5.1.3. Bir (k, µ)-parakontak metrik uzay M̃ nin bir invaryant altmanifoldu

M olsun. Bu durumda M semiparaleldir gerek ve yeter șart µ2(1+k)−k2 6= 0 olmak

üzere total geodezik altmanifolddur.
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İspat. Kabul edelim ki M semiparalel olsun. Burada ∀ Z, V,W,X ∈ χ(M) için

(5.1.178) den

R⊥(Z, V )σ(W,X)− σ(R(Z, V )W,X)− σ(W,R(Z, V )X) = 0 (5.1.179)

dır. (5.1.179) de X = ξ alınıp ve (3.3.40) denklemi uygulanırsa

σ(W,R(Z, V )ξ) = σ(W,k(η(V )Z − η(Z)V ) + µ(η(V )hZ − η(Z)hV ))

= η(V ){kσ(W,Z) + µσ(W,hZ)}
−η(Z){µσ(W,hV ) + kσ(W,V )} = 0.

bulunur. Burada V yerine ξ alınırsa,

kσ(Z, W ) + µσ(W,hZ) = 0 (5.1.180)

olur. (5.1.180) de Z yerine hZ yazılırsa

kσ(hZ, W ) + µσ(W,h2Z) = kσ(hZ, W ) + µσ(W, (1 + k)(Z − η(Z)ξ))

= kσ(hZ, W ) + µ(1 + k)σ(W,Z) = 0. (5.1.181)

elde edilir. (5.1.180) ve (5.1.181) den

(k2 − (1 + k)µ2)σ(W,Z) = 0

bulunur.

Teorem 5.1.4. Bir (k, µ)-parakontak metrik uzay M̃ nin bir invaryant altmanifoldu

M olsun. O zaman M, 2-semiparaleldir gerek ve yeter șart µ2(1+k)−k2 6= 0 olmak

üzere M total geodezik altmanifolddur.
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İspat. Eğer ∀ T, Y, Z, U, V ∈ χ(M) için R·∇̃σ = 0 ise M altmanifolduna 2-semiparaleldir

ve

(R(T, Y )∇σ)(Z, U, V ) = R⊥(T, Y )(∇Zσ)(U, V )− (∇R(T,Y )Zσ)(U, V )

−(∇Zσ)(R(T, Y )U, V )

−(∇Zσ)(U,R(T, Y )V ) = 0 (5.1.182)

șeklindedir (Atçeken ve ark., 2019). Buna göre M, 2-semiparalel altmanifold olmak

üzere ∀ T, Y, Z, U, V ∈ χ(M) için, (5.1.182) de T = U = ξ yazılırsa

R⊥(ξ, Y )(∇Zσ)(ξ, V )− (∇R(ξ,Y )Zσ)(ξ, V )

−(∇Zσ)(R(ξ, Y )ξ, V )− (∇Zσ)(ξ, R(ξ, Y )V ) = 0. (5.1.183)

bulunur. Șimdi, bu ifadelerin herbirini hesaplayalım.

R⊥(ξ, Y ){∇⊥
Zσ(ξ, V )− σ(∇Zξ, V )− σ(ξ,∇ZV )}

= R⊥(ξ, Y ){−σ(−φZ + φhZ, V )}
= R⊥(ξ, Y ){σ(φZ, V )− σ(φhZ, V )}, (5.1.184)

(∇R(ξ,Y )Zσ)(ξ, V ) = ∇⊥
R(ξ,Y )Zσ(ξ, V )− σ(∇R(ξ,Y )Zξ, V )− σ(∇R(ξ,Y )ZV, ξ)

= −σ(∇R(ξ,Y )Zξ, V )

= −σ(−φR(ξ, Y )Z + φhR(ξ, Y )Z, V ).

(4.2.54) denkleminden

(∇R(ξ,Y )Zσ)(ξ, V ) = σ(φR(ξ, Y )Z, V )− σ(φhR(ξ, Y )Z, V )

= −kη(Z)σ(φZ, V ) + µ(1 + k)η(Z)g(φZ, V )

= η(Z)σ(φY, V )(µ(1 + k)− k)

+η(Z)(k − µ)(φhY, V ). (5.1.185)
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bulunur.

(∇Zσ)(R(ξ, Y )ξ, V ) = (∇Zσ)(k(η(Y )ξ − Y )− µhY ), V )

= k(∇Zσ)(η(Y )ξ, V )− k(∇Zσ)(Y, V )− µ(∇Zσ)(hY, V )

= k{∇⊥
Zσ(η(Y )ξ, V )− σ(∇Zη(Y )ξ, V )− σ(∇ZV, η(Y )ξ)}

−k(∇Zσ)(Y, V )− µ(∇Zσ)(hY, V )

= −kσ(Zη(Y )ξ + η(Y )∇Zξ, V )− k(∇Zσ)(Y, V )

−µ(∇Zσ)(hY, V )

= −kσ(∇Zξ, V )η(Y )− k(∇Zσ)(Y, V )− µ(∇Zσ)(hY, V )

= −kη(Y )σ(φZ + φhZ, V )− k(∇Zσ)(Y, V )− µ(∇Zσ)(hY, V )

= kη(Y )σ(φZ, V )− kη(Y )σ(φhZ, V )

−k(∇Zσ)(Y, V )− µ(∇Zσ)(hY, V ). (5.1.186)

Son olarak

(∇Zσ)(R(ξ, Y )V, ξ) = ∇⊥
Zσ(R(ξ, Y )V, ξ)− σ(∇ZR(ξ, Y )V, ξ)

−σ(R(ξ, Y )V,∇Zξ)

= −σ(−φZ + φhZ, k(g(Y, V )ξ − η(V )Y )

+µ(g(hV, Y )ξ − η(V )hY ))

= kη(V ){σ(φhZ, Y )− σ(φZ, Y )}
+µη(Y ){σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )}. (5.1.187)

elde edilir. (5.1.183) denkleminde (5.1.184), (5.1.185), (5.1.186) ve (5.1.187) ifadeleri

kullanılırsa

R⊥(ξ, Y )σ(φZ − φhZ, V )− η(Z)σ(φY, V )(µ(1 + k)− k)

−η(Z)(k − µ)σ(φhY, V ) + k(∇Zσ)(Y, V ) + µ(∇Zσ)(hY, V )

−kη(Y )σ(φZ, V ) + kη(Y )σ(φhZ, V )− kη(V ){σ(φhZ, Y )

−σ(φZ, Y )} − µη(V ){σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )} = 0 (5.1.188)
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bulunur. (5.1.188) de V = ξ alınırsa

k{σ(φhZ, Y )− σ(φZ, Y )}+ µ{σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )} = 0 (5.1.189)

elde edilir. (5.1.189) de Y yerine hY yazılıp ve (4.1.43) uygulanırsa

k{σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )}+ µ{σ(φhZ, h2Y )− σ(φZ, h2Y )} = 0,

k{σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )}+ µ(1 + k){σ(φhZ, φ2Y )− σ(φZ, φ2Y )} = 0

yani

k{σ(φhZ, hY )− σ(φZ, hY )}+ µ(1 + k){σ(φhZ, φY )− σ(φZ, φY )} = 0. (5.1.190)

bulunur. (5.1.189) ve (5.1.190) den

(k2 − µ2(1 + k))(σ(φhZ, Y )− σ(φZ, Y )) = 0.

dir. Burada k2 − µ2(1 + k) 6= 0 olduğundan

σ(φhZ, Y )− σ(φZ, Y ) = 0. (5.1.191)

olur. (5.1.191) de Z yerine hZ yazılıp ve (4.1.43) denklemi kullanılırsa

σ(φh2Z, Y )− σ(φhZ, Y ) = (1 + k)σ(φ3Z, Y )− σ(φhZ, Y ) = 0

(1 + k)σ(φZ, Y )− σ(φhZ, Y ) = 0 (5.1.192)

bulunur. (5.1.191) ve (5.1.192) teoremimizi ispatlar.
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5.2. (k, µ)−Parakontak Metrik Manifoldun Paralel Altmanifoldları İçin

Karakterizasyonlar

Bu bölümde (k, µ)-parakontak metrik manifoldunun pseudoparalel invaryant altma-

nifoldları ele alınmıștır. Ayrıca (k, µ)-parakontak metrik manifoldun pseudoparalel,

Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel ve 2-Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel invaryant

altmanifoldları șartları karakterize edilmiștir.

Teorem 5.2.1. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın bir

invaryant altmanifoldu M olsun. M invaryant pseudoparalel ise L1 = k ± µ
√

1 + k

dir. M invaryant altmanifoldu pseudoparalel ve L1 6= k ± µ
√

1 + k ise M total

geodeziktir.

İspat. Kabul edelim ki M invaryant pseudoparalel olsun. Burada ∀Z,W, T, X ∈
χ(M) için, (5.1.171) den

(R̃(Z, W ) · σ)(T, X) = L1Q(g, σ)(Z,W ; T, X)

dır. Buradan da ∀ Z, W, T, X ∈ χ(M) için,

R⊥(Z, W )σ(T, X)− σ(R(Z,W )T, X)− σ(T, R(Z,W )X)

= −L1{σ((Z ∧g W )T, X) + σ(T, (Z ∧g W )X)} (5.2.193)

olup, burada (Z ∧g W )U = g(W,U)Z − g(Z, U)W dir. (5.2.193) de X = ξ alınıp ve

(5.1.175) den

σ(R(Z,W )ξ, T ) = −L1{σ(T, η(W )Z − η(Z)W )}
= L1{η(W )σ(T, Z)− η(Z)σ(T, W )} (5.2.194)

bulunur. (4.4.95) ve (5.2.194) den

k{η(W )σ(Z, T )− η(Z)σ(W,T )}+ µ{η(W )σ(hZ, T )

−η(Z)σ(hW, T )} = L1{η(W )σ(Z, T )− η(Z)σ(W,T )} (5.2.195)
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elde edilir. Buradan da

(L1 − k){η(W )σ(Z, T )− η(Z)σ(W,T )} = µη(W )σ(hZ, T )

−η(Z)σ(hW, T ) (5.2.196)

olur. (5.2.196) de W = ξ yazılırsa

(L1 − k)σ(Z, T ) = µσ(hZ, T ) (5.2.197)

bulunur. (5.2.197) de Z yerine hZ yazılıp ve (3.3.40), (4.1.43) ve (5.1.175) denklemleri

kullanılırsa

(L1 − k)σ(hZ, T ) = µσ(h2Z, T )

= µ(1 + k)σ(φ2Z, T )

= µ(1 + k)σ(Z, T ) (5.2.198)

yazılır. (5.2.197) ve (5.2.198) den

µ2(1 + k)σ(Z, T ) = (L1 − k)2σ(Z, T )

elde edilir.

Sonuç 5.2.2. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın M bir

invaryant altmanifoldu olsun. Burada M , pseudoparaleldir gerek ve yeter șart M

total geodeziktir.

Teorem 5.2.3. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın bir

invaryant altmanifoldu M olsun. O zaman M 2-pseudoparalel altmanifold ise, o

zaman L2 = k ± µ
√

1 + k dir. Ayrıca, L2 6= k ± µ
√

1 + k dır gerek ve yeter șart M

2-pseudoparalel invaryant altmanifoldu total geodeziktir.

İspat. Kabul edelim ki M invaryant altmanifoldu 2-pseudoparalel olsun. Bu durumda

∀ Z, T, X,W,U ∈ χ(M) için, (5.1.172) den

(R̃(Z, T ) · ∇̃σ)(X, W,U) = L2Q(g, ∇̃σ)(X, W,U ; Z, T ) (5.2.199)
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yazılır. (5.2.199) den

R̃⊥(Z, T )(∇̃Xσ)(W,U)− (∇̃R(Z,T )Xσ)(W,U)

−(∇̃Xσ)(R(Z, T )W,U)− (∇̃Xσ)(W,R(Z, T )U)

= −L2{(∇̃Z∧gT )Xσ)(W,U) + (∇̃Xσ)((Z ∧g T )W,U)

+(∇̃Xσ)(W, (Z ∧g T )U)} (5.2.200)

bulunur. Buradan da

R̃⊥(Z, T )(∇̃Xσ)(W,U)− (∇̃R(Z,T )Xσ)(W,U)− (∇̃Xσ)(R(Z, T )W,U)

−(∇̃Xσ)(W,R(Z, T )U) = −L2{g(T, X)(∇̃Zσ)(W,U)

−g(Z,X)(∇̃T σ)(W,U) + (∇̃Xσ)(g(T,W )Z − g(Z,W )T, U)

+(∇̃Xσ)(W, g(T, U)Z − g(Z, U)T )} (5.2.201)

olur. (5.2.201) de Z = U = ξ yazılırsa,

R̃⊥(ξ, T )(∇̃Xσ)(W, ξ)− (∇̃R(ξ,T )Xσ)(W, ξ)− (∇̃Xσ)(R(ξ, T )W, ξ)

−(∇̃Xσ)(W,R(ξ, T )ξ) = −L2{g(T, X)(∇̃ξσ)(W, ξ)− η(X)(∇̃T σ)(W, ξ)

+(∇̃Xσ)(g(T, W )ξ − η(W )T, ξ) + (∇̃Xσ)(W, η(T )ξ − T )} (5.2.202)

elde edilir. Șimdi bu ifadelerin herbirini hesaplayalım. (3.3.37), (2.2.22) ve (5.1.175)

den

(∇̃Xσ)(W, ξ) = (∇⊥
Xσ)(W, ξ)− σ(∇XW, ξ)− σ(W,∇Xξ)

= −σ(W,∇Xξ) = −σ(W,−φX + φhX)

= σ(W,φX)− σ(W,φhX) (5.2.203)

olur. (2.2.25) den

R̃(ξ, X)T = k{g(T, X)ξ − η(T )X}+ µ{g(T, hX)ξ − η(T )hX} (5.2.204)
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bulunur. Dahası (3.3.40) ve (5.1.175) denklemlerinden

(∇̃R(ξ,T )Xσ)(W, ξ) = (∇⊥
R(ξ,T )Xσ)(W, ξ)− σ(∇R(ξ,T )XW, ξ)

−σ(W,∇R(ξ,T )Xξ)

= −σ(−φR(ξ, T )X + φhR(ξ, T )X, W )

= σ(k(−η(X)φT )− µη(X)φhT, W )

−σ(−kη(X)φhT )− µη(X)φh2T, W )) (5.2.205)

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa (5.2.205) den

(∇̃R(ξ,T )Xσ)(W, ξ) = η(X){(µ(1 + k)− k)σ(φT, W )

+(k − µ)σ(φhT,W )} (5.2.206)

olur.

(∇̃Xσ)(R(ξ, T )W, ξ) = ∇⊥
Xσ(R(ξ, T )W, ξ)− σ(∇XR(ξ, T )W, ξ)− σ(R(ξ, T )W,∇Xξ)

= −σ(R(ξ, T )W,−φX + φhX)

= σ(R(ξ, T )W,φX)− σ(R(ξ, T )W,φhX)

= kσ(g(T,W )ξ − η(W )T, φX) + µσ(g(hW, T )ξ − η(W )hT, φX)

−kσ(g(T, W )ξ − η(W )T, φhX) + µσ(g(hW, T )ξ

−η(W )hT, φhX)− kη(W )σ(T, φX)− µη(W )σ(hT, φX)

+kη(W )σ(T, φhX) + µη(W )σ(hT, φhX)

= kη(W )[σ(T, φhX)− σ(T, φX)] + µη(W )[σ(hT, φhX)

−σ(hT, φX)] (5.2.207)
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(∇̃Xσ)(W,R(ξ, T )ξ) = (∇̃Xσ)(W,k[η(T )ξ − T ]− µhT )

= k(∇̃Xσ)(W, η(T )ξ)− k(∇̃Xσ)(W,T )− µ(∇̃Xσ)(W,hT )

= k{∇⊥
Xσ)(W, η(T )ξ)− σ(∇XW, η(W )ξ)− σ(W,∇Xη(W )ξ)}

−k(∇̃Xσ)(W,T )− µ(∇̃Xσ)(W,hT )

= −kσ(W,Xη(T )ξ + η(T )∇Xξ)− k(∇̃Xσ)(W,T )

−µ(∇̃Xσ)(W,hT )

= −kη(T )σ(W,−φX + φhX)− k(∇̃Xσ)(W,T )

−µ(∇̃Xσ)(W,hT )

= kη(T ){σ(W,φX)− σ(W,φhX)} − k(∇̃Xσ)(W,T )

−µ(∇̃Xσ)(W,hT ). (5.2.208)

(∇̃T σ)(W, ξ) = ∇⊥
T σ(W, ξ)− σ(∇T W, ξ)− σ(∇T ξ, W )

−σ(W,−φT + φhT ) = σ(φT,W )− σ(φhT, W ). (5.2.209)

(∇̃Xσ)(g(T, W )ξ − η(W )T, ξ) = −(∇̃Xσ)(η(W )T, ξ)

= −∇⊥
Xσ(η(W )T, ξ) + σ(∇Xη(W )T, ξ)

+σ(η(W )T,∇Xξ)

= η(W ){σ(T, φhX)− σ(T, φX)}. (5.2.210)

(∇̃Xσ)(W, η(T )ξ − T ) = (∇̃Xσ)(W, η(T )ξ)− (∇̃Xσ)(W,T )

= (∇Xσ)(W, η(T )ξ)− σ(∇XW, η(T )ξ)

−σ(W,∇Xη(T )ξ)− (∇̃Xσ)(W,T )

= −σ(W,Xη(T )ξ + η(T )∇Xξ)− (∇̃Xσ)(W,T )

= η(T ){σ(W,φX)− σ(W,φhX)}
−(∇̃Xσ)(W,T ) (5.2.211)
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Sonuç olarak (5.2.203), (5.2.206), (5.2.207), (5.2.208), (5.2.209), (5.2.210) ve (5.2.211)

denklemlerinden

σ(φX,W )− σ(φhX, W )− η(X)(µ(1 + k)− k)σ(φT, W )

−(k − µ)η(X)σ(φhT, W )− kη(W ){σ(φhX, T )− σ(φX, T )}
−µη(W ){σ(φhX, hT )− σ(φX, hT )} − kη(T ){σ(φX, W )

−σ(φhX, W )}+ k(∇̃Xσ)(T, W ) + µ(∇̃Xσ)(W,hT )

= −L2{−η(X)[σ(φT, W )− σ(φhT,W )] + η(W )σ(T, φhX)

−η(W )σ(T, φX) + η(T )σ(W,φX)− η(T )σ(W,φhX)

−(∇̃Xσ)(W,T )} (5.2.212)

elde edilir. (5.2.212) de W = ξ yazılıp ve (5.1.175) kullanılırsa,

−kσ(T, φhX) + kσ(T, φX)− µσ(hT, φhX) + µσ(hT, φX)

+k(∇̃Xσ)(ξ, T ) + µ(∇̃Xσ)(ξ, hT ) = −L2{σ(T, φhX)

−σ(T, φX)− (∇̃Xσ)(ξ, T )} (5.2.213)

bulunur. Buradan da

(∇̃Xσ)(ξ, T ) = (∇⊥
Xσ)(T, ξ)− σ(∇XT, ξ)− σ(T,∇Xξ)

= −σ(−φX + φhX, T ) = σ(φX, T )− σ(φhX, T ) (5.2.214)

olur. (5.2.213) ve (5.2.214) den

−kσ(T, φhX) + kσ(T, φX)− µσ(hT, φhX) + µσ(hT, φX)

+kσ(T, φX)− kσ(φhX, T ) + µσ(φX, hT )− µσ(φhX, hT )

= −L2{σ(T, φhX)− σ(T, φX) + σ(φhX, T )− σ(φX, T )} (5.2.215)

bulunur. (5.2.215) de gerekli düzenlemeler yapılırsa

(L2 − k){σ(T, φX)− σ(T, φhX)} = µ{σ(hT, φX)− µσ(hT, φhX)} (5.2.216)
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elde edilir. (5.2.216) de T yerine hT yazılırsa

(L2−k){σ(hT, φX)−σ(hT, φhX)} = µ(1+k){σ(T, φX)−µσ(T, φhX)} (5.2.217)

dır. (5.2.216) ve (5.2.217) den

((L2 − k)2 − µ2(1 + k))(σ(T, φX)− σ(T, φhX)) = 0

bulunur. Ayrıca σ(T, φX)− σ(T, φhX) = 0 gerek ve yeter șart kσ(T, X) = 0 dır.

Sonuç 5.2.4. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın bir

invaryant altmanifoldu M olsun. Burada M , 2-pseudoparaleldir gerek ve yeter șart

M total geodeziktir.

Teorem 5.2.5. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın bir

invaryant altmanifoldu M olsun. Eğer M , Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel altmanifold

ise, o zaman L3 = 1
2n

(1± µ
k

√
1 + k) dir. Ayrıca L3 6= 1

2n
(1± µ

k

√
1 + k) dır gerek ve

yeter șart M total geodeziktir altmanifolddur.

İspat. Eğer M , Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel ise o zaman ∀ X,W,Z, V ∈
χ(M) için (2.1.6) ve (5.1.173) denklemlerinden,

(R̃(X, W ) · σ)(Z, V ) = L3Q(S, σ)(Z, V ; X,W )

= −L3{σ((X ∧S W )Z, V )

+σ(Z, (X ∧S W )V )} (5.2.218)

bulunur. (5.2.218) denkleminden

R⊥(X, W )σ(Z, V )− σ(R(X,W )Z, V )− σ(Z, R(X,W )V )

= −L3{σ(S(W,Z)X − S(X, Z)W,V ) + σ(S(V, W )X

−S(X, V )W,Z)} (5.2.219)
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olur. Burada Z = ξ alınıp ve (4.1.42), (4.1.46), (5.1.175) denklemleri kullanılırsa

k(2nL3 − 1)σ(η(W )X − η(X)W,V ) = µσ(η(W )hX − η(X)hW, V ) (5.2.220)

elde edilir. (5.2.220) denkleminde W = ξ alınırsa

k(2nL3 − 1)σ(X, V ) = µσ(hX, V ) (5.2.221)

bulunur. (5.2.221) de X yerine hX yazılıp, (4.1.43) denkleminden

k(2nL3 − 1)σ(hX, V ) = µσ(h2X, V )

= µ(1 + k)σ(φ2X, V )

= µ(1 + k)σ(X, V ) (5.2.222)

yazılır. (5.2.221) ve (5.2.222) den

{k2(2nL3 − 1)2 − µ2(1 + k)}σ(X,V ) = 0

elde edilir.

Teorem 5.2.6. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifoldu M̃2n+1(φ, ξ, η, g) nın M

bir invaryant altmanifoldu olsun. Eğer M 2-Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel

altmanifold ise, o zaman L4 = 2µ
2nk−1

√
1 + k dir. Diğer taraftan L4 6= 2µ

2nk−1

√
1 + k

dır gerek ve yeter șart M total geodeziktir altmanifolddur.

İspat. Kabul edelim ki M 2-Ricci-genelleștirilmiș pseudoparalel altmanifold olsun.

O zaman ∀ Z, Y, T, V, U ∈ χ(M) için, (5.1.174) den

(R̃(Z, Y ) · ∇̃σ)(T, V, U) = L4Q(S, ∇̃σ)(T, V, U ; Z, Y ) (5.2.223)
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bulunur. Buradan da

R⊥(Z, Y )(∇̃T σ)(V, U)− (∇̃R(Z,Y )T σ)(V, U)− (∇̃T σ)(R(Z, Y )V, U)

−(∇̃T σ)(V, R(Z, Y )U) = L4{(∇̃(Z∧SY )T σ)(V, U) + (∇̃T σ)((Z ∧S Y )V, U)

+(∇̃T σ)(V, (Z ∧S Y )U) (5.2.224)

olur. (5.2.224) de Z = V = ξ yazılırsa,

R⊥(ξ, Y )(∇̃T σ)(ξ, U)− (∇̃R(ξ,Y )T σ)(ξ, U)− (∇̃T σ)(R(ξ, Y )ξ, U)

−(∇̃T σ)(ξ, R(ξ, Y )U) = L4{(∇̃(ξ∧SY )T σ)(ξ, U) + (∇̃T σ)((ξ ∧S Y )ξ, U)

+(∇̃T σ)(ξ, (ξ ∧S Y )U) (5.2.225)

bulunur. Șimdi bu ifadelerin herbirini hesaplayalım. Aynı zamanda (3.3.37) ve

(5.1.175) den

R⊥(ξ, Y )(∇̃T σ)(ξ, U) = R⊥(ξ, Y ){∇⊥
T σ(ξ, U)− σ(∇T ξ, U)

−σ(ξ,∇T U)}
= −R⊥(ξ, Y )σ(−φT + φhT, U)

= R⊥(ξ, Y ){σ(φT, U)− σ(φhT, U)} (5.2.226)
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dır. Diğer taraftan (5.2.225) de (4.1.42) denklemi kullanılırsa

(∇̃R(ξ,Y )T σ)(ξ, U) = ∇⊥
R(ξ,Y )T σ(ξ, U)− σ(∇R(ξ,Y )T ξ, U)− σ(ξ,∇R(ξ,Y )T U)

= −σ(−φR(ξ, Y )T + φhR(ξ, Y )T, U)

= σ(k[−η(T )φY ] + µ[−η(T )φhY ], U)− σ(k[−η(T )φhY ]

+µ[−η(T )φh2Y ], U)

= −kη(T )σ(φY, U)− µ(T )σ(φhY, U) + kη(T )σ(φhY, U)

+µ(T )σ(φh2Y, U)

= η(T ){−kσ(φY, U)− µσ(φhY, U) + kσ(φhY, U)

+µ(1 + k)σ(φ3Y, U)}
= η(T ){(µ(1 + k)− k)σ(φY, U)

+(k − µ)σ(φhY, U)} (5.2.227)

yazılır.

(∇̃T σ)(R(ξ, Y )ξ, U) = (∇̃T σ)(k(η(Y )ξ − Y )− µhY, U)

= k(∇̃T σ)(η(Y )ξ − Y, U)− µ(∇̃T σ)(hY, U)

= k{(∇̃T σ)(η(Y )ξ, U)− (∇̃T σ)(Y, U)} − µ(∇̃T σ)(hY, U)

= k{∇⊥
T σ(η(Y )ξ, U)− σ(∇T η(Y )ξ, U)− σ(η(Y )ξ,∇T U)

−(∇̃T σ)(Y, U)} − µ(∇̃T σ)(hY, U)

= −k{σ(Tη(Y )ξ, U) + σ(η(Y )∇T ξ, U)− (∇̃T σ)(Y, U)}
−µ(∇̃T σ)(hY, U)

= kη(Y ){σ(φT, U)− σ(φhT, U)}+ k(∇̃T σ)(Y, U)

−µ(∇̃T σ)(hY, U) (5.2.228)
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(∇̃T σ)(ξ, R(ξ, Y )U) = ∇⊥
T σ(ξ, R(ξ, Y )U)− σ(∇T ξ, R(ξ, Y )U)

−σ(ξ,∇T R(ξ, Y )U)

= −σ(−φT + φhT, R(ξ, Y )U)

= −σ(−φT + φhT, k(g(Y, U)ξ − η(U)Y )

+µ(g(Y, hU)ξ − η(U)hY )

= η(U){−kσ(φT, Y )− µσ(φT, hY )

+kσ(φhT, Y ) + µσ(φhT, hY )} (5.2.229)

Șimdi de (5.2.225) eșitliğinin sol tarafını hesaplayalım. (3.3.40), (4.1.46) ve (5.1.175)

den

(∇̃(ξ∧SY )T σ)(ξ, U) = (∇⊥
(ξ∧SY )T σ)(ξ, U)− σ(∇(ξ∧SY )T ξ, U)− σ(ξ,∇(ξ∧SY )T U)

= −σ(∇S(Y,T )ξ−S(ξ,T )Y ξ, U)

= −σ(−φ(S(Y, T )ξ − S(ξ, T )Y ) + φh(S(Y, T )ξ

−S(ξ, T )Y ), U)

= S(T, ξ){σ(φhY, U)− σ(φY, U)}
= 2nkη(T ){σ(φhY, U)− σ(φY, U)} (5.2.230)

elde edilir. Aynı șekilde

(∇̃T σ)((ξ ∧S Y )ξ, U) = (∇̃T σ)(S(Y, ξ)ξ − Y, U)

= (∇̃T σ)(S(Y, ξ)ξ, U)− (∇̃T σ)(Y, U)

= ∇⊥
T σ(S(Y, ξ)ξ, U)− σ(∇T S(Y, ξ)ξ, U)

−σ(∇T U, S(Y, ξ)ξ)− (∇̃T σ)(Y, U)

= −σ(TS(Y, ξ)ξ + S(Y, ξ)∇T ξ, U)− (∇̃T σ)(Y, U)

= −S(Y, ξ)σ(−φT + φhT, U)− (∇̃T σ)(Y, U)

= 2nkη(Y ){σ(φT, U)− σ(φhT, U)}
−(∇̃T σ)(Y, U) (5.2.231)
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bulunur. Son olarak

(∇̃T σ)(ξ, (ξ ∧S Y )U) = (∇̃T σ)(ξ, S(Y, U)ξ − S(ξ, U)Y )

= (∇̃T σ)(ξ, S(Y, U)ξ)− (∇̃T σ)(ξ, 2nkη(U)Y )

= ∇⊥
T σ(ξ, S(Y, U)ξ)− σ(∇T ξ, S(Y, U)ξ)

−σ(ξ,∇T S(Y, U)ξ)− 2nk(∇̃T σ)(ξ, η(U)Y )

= −2nk{∇⊥
T σ(ξ, η(U)Y )− σ(∇T ξ, η(U)Y )

−σ(ξ, Tη(U)Y )}
= 2nkσ(−φT + φhT, η(U)Y )

= 2nkη(U){σ(φhT, Y )− σ(φT, Y )} (5.2.232)

olur. (5.2.225) de (5.2.226), (5.2.227), (5.2.228), (5.2.229), (5.2.230), (5.2.231) ve

(5.2.232) ifadeleri kullanılırsa,

R⊥(ξ, Y ){σ(φT, U)− σ(φhT, U)} − η(T ){(µ(1 + k)− k)σ(φY, U)

+(k − µ)σ(φhY, U)} − k(∇̃T σ)(Y, U) + µ(∇̃T σ)(hY, U)− kη(Y ){σ(φT, U)

−σ(φhT, U)} − η(U){kσ(φhT, Y ) + µσ(φhT, hY )− kσ(φT, Y )− µσ(φT, hY )}
= −L4{2nkη(T )(σ(φhY, U)− σ(φY, U)) + 2nkη(Y )(σ(φT, U)− σ(φhT, U))

+2nkη(U)(σ(φhT, Y )− (φhT, Y ))− (∇̃T σ)(Y, U)} (5.2.233)

elde edilir. (5.2.233) de U = ξ yazılırsa

L4{(∇̃T σ)(Y, ξ) + 2nk{σ(φhT, Y )− σ(φT, Y )}}
= −k(∇̃T σ)(Y, ξ) + µ(∇̃T σ)(hY, ξ)− {kσ(φhT, Y )

+µσ(φhT, hY )− kσ(φT, Y )− µσ(φT, hY )} (5.2.234)
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bulunur. Buradan da

L4{∇⊥
T σ)(Y, ξ)− σ(∇T Y, ξ)− σ(∇T ξ, Y )− σ(φhT, Y )

+σ(φT, Y )} = k{∇⊥
T σ)(Y, ξ)− σ(∇T Y, ξ)− σ(Y,∇T ξ)}

+µ{∇⊥
T σ)(hY, ξ)− σ(∇T hY, ξ)− σ(hY,∇T ξ)}

−kσ(φhT, Y )− µσ(φhT, hY ) + kσ(φT, Y ) + µσ(φT, hY ) (5.2.235)

olur. Diğer taraftan direk hesaplamayla

(∇̃T σ)(Y, ξ) = σ(φT, Y )− (φhT, Y ) (5.2.236)

bulunur. Böylece

L4{(2nk − 1)(σ(Y, φhT )− σ(Y, φT ))} = 2µ{σ(φT, hY )− σ(φhT, hY )} (5.2.237)

elde edilir. (5.2.237) de Y yerine hY yazılırsa

L4(2nk − 1){σ(hY, φhT )− σ(hY, φT )} = 2µ{σ(φT, h2Y )− σ(φhT, h2Y )}
= 2µ(1 + k){σ(φT, φ2Y )− σ(φhT, φ2Y )}
= 2µ(1 + k){σ(φT, Y )

−σ(φhT, Y )} (5.2.238)

yazılır. (5.2.237) ve (5.2.238) den

L2
4(2nk − 1)2 = 4µ2(1 + k){σ(φT, Y )− σ(φhT, Y )}

bulunur.
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5.3. (k, µ)−Parakontak Manifoldun İnvaryant Altmanifoldlarının Z̃ ·σ = 0

ve Z̃ · ∇̃σ = 0 Șartlarını Sağlayan Sınıfları

Bu bölümde (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldları ele

alınmıștır. Ayrıca Z̃ ·σ = 0, Z̃ · ∇̃σ = 0, Q(S, σ) = 0, Q(S, ∇̃σ) = 0, Q(S, R̃ ·σ) = 0,

Q(g, Z̃ · σ) = 0 șartlarını sağlayan sınıfları incelenmiștir.

Teorem 5.3.1. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifold M̃ nin bir invaryant altmani-

foldu M olsun. Bu durumda M , concircular semiparaleldir gerek ve yeter ya M total

geodezik altmanifolddur ya da skalar eğriliği r = 2n(2n+1)(k−µ2(1+k)) șeklindedir.

İspat. Kabul edelim ki M concircular semiparalel altmanifold olsun, yani

Z̃(W,Y ) · σ = 0 (5.3.239)

dir. ∀ W,Y, T, U ∈ χ(M) için, (5.3.239) den

R⊥(W,Y )σ(T, U)− σ(Z̃(W,Y )T, U)− σ(T, Z̃(W,Y )U) = 0 (5.3.240)

yazılır. (5.3.240) de U = ξ yazılıp, (2.2.22) ve (4.2.60) uygulanılırsa

σ(T, Z̃(W,Y )ξ) =

[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(T, (η(Y )W − η(W )Y )

+µσ(T, (η(Y )hW − η(W )hY ) (5.3.241)

bulunur. (5.3.241) de Y = ξ yazılıp, (5.1.175) kullanılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(T, W ) + µσ(T, hW ) = 0 (5.3.242)

elde edilir. (5.3.242) de W yerine hW yazılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(T, hW ) + µσ(T, h2W ) = 0 (5.3.243)

olur. (5.3.243) ve (4.1.43) den
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[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(T, hW ) + µ(1 + k)σ(T, φ2W ) = 0

dir. Burada (3.1.32) kullanılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(T, hW ) + µ(1 + k)σ(T, W ) = 0 (5.3.244)

bulunur. (5.3.242) ve (5.3.244) denklemlerinden

[
µ2(1 + k)− k +

r

2n(2n + 1)

]
σ(T, W ) = 0

dir. Bu ifade bize ya σ = 0 ya da r = 2n(2n + 1)(k− µ2(1 + k)) olduğunu gösterir.

Teorem 5.3.2. Bir (k, µ)−parakontak metrik manifold M̃ nin bir altmanifoldu M

olsun. O zaman M concircular 2-semi-paraleldir gerek ve yeter șart

µ2(1 + k)−
[
k − r

2n(2n+1)

]2

6= 0 șartıyla M total geodezik altmanifolddur.

İspat. Kabul edelim ki Z̃(X,V ) · ∇̃σ = 0 olsun. O zaman ∀ X, V, Z, T,W ∈ χ(M)

için

(Z̃(X, V ) · ∇̃σ)(Z, T, W ) = R⊥(X,V )(∇Zσ)(T, W )− (∇ eZ(X,V )Zσ)(T, W )

−(∇Zσ)(Z̃(X,V )T,W )

−(∇Zσ)(T, Z̃(X, V )W ) = 0 (5.3.245)

bulunur. (5.3.245) de X = T = ξ yazılırsa

R⊥(ξ, V )(∇Zσ)(ξ,W )− (∇ eZ(ξ,V )Zσ)(ξ, W )− (∇Zσ)(Z̃(ξ, V )ξ, W )

−(∇Zσ)(ξ, Z̃(ξ, V )W ) = 0 (5.3.246)
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dir. Șimdi, bu ifadelerin her birini hesaplayalım. Burada (2.2.22) ve (3.3.40)

kullanılırsa

R⊥(ξ, V )(∇Zσ)(ξ, W ) = R⊥(ξ, V ){∇⊥
Zσ(ξ, W )− σ(∇Zξ,W )

−σ(∇ZW, ξ)}
= R⊥(ξ, V )σ(φZ − φhZ,W ) (5.3.247)

bulunur. (3.3.40) ve (4.2.61) den

(∇ eZ(ξ,V )Zσ)(ξ, W ) = ∇⊥
eZ(ξ,V )Z

σ(ξ,W )− σ(∇ eZ(ξ,V )Zξ, W )

−σ(∇ eZ(ξ,V )ZW, ξ)

= σ(φZ̃(ξ, V )Z, W )− σ(φhZ̃(ξ, V )Z, W )

=

[
k − r

2n(2n + 1)

]
η(Z){σ(φhV, W )− σ(φV,W )}

+µη(Z){(1 + k)σ(φV,W )− σ(φhV, W )} (5.3.248)

dir. (5.3.246) de (4.2.61) ve (5.1.175) uygulanırsa

(∇Zσ)(Z̃(ξ, V )ξ,W ) =

[
k − r

2n(2n + 1)

]
(∇Zσ){η(V )ξ − V },W )

−µ(∇Zσ)(hV, W )

=

[
k − r

2n(2n + 1)

]
η(V )(∇Zσ)(ξ, W )

−
[
k − r

2n(2n + 1)

]
(∇Zσ)(V, W )− µ(∇Zσ)(hV, W )

=

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{η(V )(∇⊥

Zσ)(ξ, W )− σ(∇Zξ, W )

−σ(∇ZW, ξ)− (∇Zσ)(V,W )} − µ(∇Zσ)(hV, W )

= −
[
k − r

2n(2n + 1)

]
{η(V )σ(∇Zξ, W )

+(∇Zσ)(V, W )} − µ(∇Zσ)(hV,W ) (5.3.249)
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dir. (5.3.249) de (3.3.40) denklemi kullanılırsa

(∇Zσ)(Z̃(ξ, V )ξ, W ) = −
[
k − r

2n(2n + 1)

]
{η(V )σ(−φZ + φhZ,W )

+(∇Zσ)(V,W )}+ µ(∇Zσ)(hV,W )

=

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{η(V )σ(φZ, W )− η(V )σ(φhZ, W )

−(∇Zσ)(V, W )} − µ(∇Zσ)(hV,W ) = 0 (5.3.250)

elde edilir ve son olarak

(∇Zσ)(ξ, Z̃(ξ, V )W ) = ∇⊥
Zσ(Z̃(ξ, V )W, ξ)− σ(∇ZZ̃(ξ, V )W, ξ)

−σ(Z̃(ξ, V )W,∇Zξ)

= −
[
k − r

2n(2n + 1)

]
σ(g(V,W )ξ − η(W )V,∇Zξ)

+µσ(g(hV,W )ξ − η(W )hV,∇Zξ)

=

[
k − r

2n(2n + 1)

]
η(W )σ(V,∇Zξ)

+µη(W )σ(hV,∇Zξ) (5.3.251)

bulunur. Burada (3.3.40) kullanılırsa

(∇Zσ)(ξ, Z̃(ξ, V )W ) =

[
k − r

2n(2n + 1)

]
η(W ){σ(V,−φZ) + σ(V, φhZ)}

+µη(W ){σ(hV,−φZ) + σ(hV, φhZ)} (5.3.252)

elde edilir. (5.3.247), (5.3.248), (5.3.250) ve (5.3.252) den

R⊥(ξ, V )σ(φZ − φhZ, W ) +

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{η(Z)σ(φV, W )

−η(Z)σ(φhV, W )− η(V )σ(φZ, W ) + η(V )σ(φhZ,W )

+(∇Zσ)(V,W )− η(W )σ(V,−φZ + φhZ)}
+µ{η(Z)σ(hV,W )− (1 + k)η(Z)σ(φhV, W ) + (∇Zσ)(hV,W )

−η(W )σ(hV,−φZ + φhZ)} = 0 (5.3.253)
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elde edilir. (5.3.253) de W = ξ yazılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{σ(V, φZ)− σ(V, φhZ)}

+µ{σ(hV, φZ)− σ(hV, φhZ)} = 0 (5.3.254)

bulunur. Burada (5.3.254) de V yerine hV yazılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{σ(hV, φZ)− σ(hV, φhZ)}

+µ{σ(h2V, φZ)− σ(h2V, φhZ)} = 0 (5.3.255)

olur. (5.3.255) de (4.1.43) ve (3.1.32) denklemleri kullanılırsa

[
k − r

2n(2n + 1)

]
{σ(hV, φZ)− σ(hV, φhZ)}

+µ(1 + k){σ(V, φZ)− σ(V, φhZ)} = 0 (5.3.256)

elde edilir. (5.3.255) ve (5.3.256) den

{µ2(1 + k)−
[
k − r

2n(2n + 1)

]2

}{σ(V, φZ)− σ(V, φhZ)} = 0

elde edilir. Böylece µ2(1 + k) −
[
k − r

2n(2n+1)

]2

6= 0 șartıyla M total geodezik

altmanifolddur.

Teorem 5.3.3. Bir (k, µ)-parakontak metrik manifold M̃2n+1(φ, η, ξ, g) bir invaryant

altmanifoldu M olsun. Burada Q(S, σ) = 0 ise gerek ve yeter șart k 6= 0 șartıyla

M total geodezik altmanifolddur.

İspat. Kabul edelim ki Q(S, σ) = 0 olsun. O zaman ∀ Z,W,U, T ∈ χ(M) için

Q(S, σ)(U, T ; Z, W ) = −σ((Z ∧S W )U, T )− σ(U, (Z ∧S W )T = 0

yazılır. Buradan

σ(S(W,U)Z − S(Z, U)W,T ) + σ(U, S(W,T )Z − S(Z, T )W ) = 0 (5.3.257)

98



olur. (5.3.257) de W = U = ξ yazılıp, (4.1.45) ve (3.3.40) denklemleri kullanılırsa

σ(S(ξ, ξ)Z − S(Z, ξ)ξ, T ) + σ(ξ, S(ξ, T )Z − S(T, Z)ξ) = 0 (5.3.258)

bulunur. (5.3.258) ve (4.1.46) den

2nkσ(Z − η(Z)ξ, T ) + σ(ξ, 2nkη(T )Z − S(T, Z)ξ) = 0 (5.3.259)

dir. Burada (5.1.175) uygulanırsa

2nkσ(Z, T ) = 0 (5.3.260)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 5.3.4. Bir (k, µ)-parakontak metrik manifold M̃2n+1(φ, η, ξ, g) bir invaryant

altmanifoldu M olsun. Q(S, ∇̃σ) = 0 dir gerek ve yeter șart k 6= 0 șartıyla M total

geodezik altmanifolddur.

İspat. Kabul edelim ki Q(S, ∇̃σ) = 0 olsun. Bu durumda ∀ Z, T, U, V, W ∈ χ(M)

için

−Q(S, ∇̃σ)(U, V, W ; Z, T ) = (∇̃(Z∧ST )Uσ)(V,W ) + (∇̃Uσ)((Z ∧S T )V, W )

+(∇̃Uσ)(V, (Z ∧S T )W ) = 0

yazılır. Buradan

S(T, U)(∇̃Zσ)(V, W )− S(Z,U)(∇̃T σ)(V, W ) + (∇̃Uσ)(S(T, V )Z,W )

−S(Z, V )T, W ) + (∇̃Uσ)(V, S(T, W )Z − S(Z,W )T ) = 0 (5.3.261)

olur. (5.3.261) de T = W = ξ kullanılırsa

S(ξ, U)(∇̃Zσ)(V, ξ)− S(Z, U)(∇̃ξσ)(V, ξ)

+(∇̃Uσ)(S(ξ, V )Z, ξ)− (∇̃Uσ)S(Z, V )ξ, ξ)

+2k(∇̃Uσ)(V, Z)− (∇̃Uσ)(S(Z, ξ)ξ, V ) = 0 (5.3.262)
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bulunur. (5.3.262) de (4.1.45) kullanılırsa

2nkη(U)(∇̃Zσ)(V, ξ)− S(Z,U)(∇̃ξσ)(V, ξ) + 2nk(∇̃Uσ)(η(V )Z, ξ)

−(∇̃Uσ)(S(V, Z)ξ, ξ) + 2nk(∇̃Uσ)(S(ξ, ξ)V, Z)

−2nk(∇̃Uσ)(η(Z)ξ, V ) = 0 (5.3.263)

elde edilir. (5.3.263) de kovaryant türevler hesaplanırsa

2nkη(U){∇⊥
Zσ(V, ξ)− σ(∇ZV, ξ)− σ(∇Zξ, V )} − S(Z, U){∇⊥

ξ σ(V, ξ)

−σ(∇ξV, ξ)− σ(V,∇ξξ)}+ 2nk{∇⊥
Uσ(η(V )Z, ξ)− σ(∇Uη(V )Z, ξ)

−σ(η(V )Z,∇Uξ)} − {∇⊥
Uσ(S(V, Z)ξ, ξ)− σ(∇US(V, Z)ξ, ξ)

−σ(S(V, Z)ξ,∇Uξ)} − 2k{∇⊥
Uση(Z)ξ, V )− σ(∇Uη(Z)ξ, V )

−σ(η(Z)ξ,∇UV )}+ 2k(∇̃Uσ)(V, Z) = 0 (5.3.264)

bulunur. (5.3.264), (5.1.175) ve (3.3.40) den

−2nkη(U)σ(−φZ + φhZ, V )− 2nkη(V )σ(−φU + φhU,Z)

+2nkσ(Uη(Z)ξ + η(Z)∇Uξ, V ) + 2nk(∇̃Uσ)(V, Z) = 0 (5.3.265)

olur. (5.3.265) den

2nkη(U)φ{σ(V, Z)− σ(hZ, V )}+ 2nkη(V )φ{σ(U,Z)− σ(hU,Z)}
−2nkη(Z)φ{σ(U, V )− σ(hU, V )}+ 2nk(∇̃Uσ)(V, Z) = 0 (5.3.266)

dır. (5.3.266) de V = ξ yazılırsa

2nkφ{σ(Z,U)− σ(Z, hU)}+ 2nk{∇⊥
Uσ(Z, ξ)− σ(∇UZ, ξ)− σ(Z,∇Uξ)} = 0

elde edilir. Buradan

kφ{σ(Z, U)− σ(Z, hU)} = 0 (5.3.267)
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bulunur. (5.3.267) de U yerine hU yazılıp ve (4.1.43) denklemi uygulanırsa

k{σ(Z, hU)− σ(Z, h2U)} = 0

k{σ(Z, hU)− (1 + k)σ(Z, U)} = 0 (5.3.268)

olur. (5.3.267) ve (5.3.268) den k2σ(Z,U) = 0 elde edilir.

Teorem 5.3.5. Bir (k, µ)-parakontak metrik manifold M̃2n+1(φ, η, ξ, g) bir invaryant

altmanifoldu M olsun. Q(S, R̃ · σ) = 0 dir gerek ve yeter șart µ2(1 + k) − k2 6= 0

șartıyla M total geodezik altmanifolddur.

İspat. (2.1.6) ve (2.1.7) den ∀ V, T, U, Y, Z, W ∈ χ(M) için

Q(S, R̃(V, T ) · σ)(U, Y, W,Z) = (R̃(V, T ) · σ)((W ∧S Z)U, Y )

+(R̃(V, T ) · σ)(U, (W ∧S Z)Y ) = 0

olur. Buradan

(R̃(V, T ) · σ)(S(Z,U)W,Y )− (R̃(V, T ) · σ)(S(W,U)Z, Y )

+(R̃(V, T ) · σ)(U, S(Y, Z)W )− (R̃(V, T ) · σ)(U, S(W,Y )Z) = 0(5.3.269)

dır. (5.3.269) de T = U = Y = Z = ξ yazılırsa

(R̃(V, ξ) · σ)(S(ξ, ξ)W, ξ)− (R̃(V, ξ) · σ)(S(W, ξ)ξ, ξ)

+(R̃(V, ξ) · σ)(ξ, S(ξ, ξ)W )− (R̃(V, ξ) · σ)(ξ, S(W, ξ)ξ) = 0

bulunur. Burada (4.1.43) denklemi kullanılırsa

2nk(R̃(V, ξ) · σ)(W, ξ)− 2nk(R̃(V, ξ) · σ)(η(W )ξ, ξ)

+2nk(R̃(V, ξ) · σ)(ξ, W )− 2nk(R̃(V, ξ) · σ)(η(W )ξ, ξ) = 0 (5.3.270)

elde edilir. (5.3.270) de gerekli düzenlemeler yapılırsa

nk{(R̃(V, ξ) · σ)(W, ξ)− (R̃(V, ξ) · σ)(η(W )ξ, ξ)} = 0
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olur. Buradan da

R⊥(V, ξ)σ(W, ξ)− σ(R(V, ξ)W, ξ)− σ(W,R(V, ξ)ξ)

−R⊥(V, ξ)σ(η(W )ξ, ξ) + σ(η(W )R(V, ξ)ξ, ξ)

+σ(η(W )ξ, R(V, ξ)ξ) = 0 (5.3.271)

bulunur. (5.3.271) den

kσ(V,W ) + µσ(hV, W ) = 0 (5.3.272)

dır. (5.3.272) de V yerine hV yazılıp ve (4.1.43) kullanılırsa

kσ(hV, W ) + µσ(h2V, W ) = µ(1 + k)σ(V, W ) + kσ(hV,W ) = 0 (5.3.273)

elde edilir. (5.3.272) ve (5.3.273) den

(µ2(1 + k)− k2)σ(W,V ) = 0 (5.3.274)

bulunur.

Teorem 5.3.6. Bir (k, µ)-parakontak metrik manifold M̃2n+1(φ, η, ξ, g) bir invaryant

altmanifoldu M olsun. Q(g, Z̃ · σ) = 0 dir gerek ve yeter șart ya M total geodezik

altmanifolddur ya da M̃2n+1 nin skalar eğriliği r = 2n(2n + 1)(k± µ
√

1 + k) șartını

sağlar.

İspat. Kabul edelim ki Q(g, Z̃ ·σ) = 0 olsun. Bu durumda ∀ T, U, Y, V, Z, W ∈ χ(M)

için

Q(g, Z̃(T, U) · σ)(Y, V, Z, W ) = 0

dır. Buradan

(Z̃(T, U) · σ)((Z ∧g W )Y, V ) + (Z̃(T, U) · σ)((Y, Z ∧g W )V ),
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olur. Buradan da

(Z̃(T, U) · σ)(g(Y, W )Z, V )− (Z̃(T, U) · σ)(g(Z, Y )W,V )

+(Z̃(T, U) · σ)(Y, g(V,W )Z)− (Z̃(T, U) · σ)(g(Z, V )W ) = 0 (5.3.275)

bulunur. (5.3.275) de U = V = Z = Y = ξ yazılırsa

(Z̃(X, ξ) · σ)(η(W )ξ, ξ)− (Z̃(X, ξ) · σ)(W, ξ) = 0 (5.3.276)

elde edilir. (5.3.276) den

(Z̃(T, ξ) · σ)(η(W )ξ, ξ) = R⊥(T, ξ)σ(η(W )ξ, ξ)− σ(η(W )Z̃(T, ξ)ξ, ξ)

−σ(η(W )ξ, Z̃(T, ξ)ξ) (5.3.277)

olur. Aynı zamanda (5.3.276) den

(Z̃(T, ξ) · σ)(W, ξ) = R⊥(T, ξ)σ(W, ξ)− σ(Z̃(T, ξ)W, ξ)− σ(W, Z̃(T, ξ)ξ)

= −σ(W, Z̃(T, ξ)ξ) (5.3.278)

bulunur. (4.2.53), (3.3.40), (5.3.276), (5.3.277) ve (5.3.278) den

(k − r

2n(2n + 1)
)σ(T,W ) + µσ(hT, W ) = 0 (5.3.279)

dır. (5.3.279) de T yerine hT yazılıp ve (4.1.43) kullanılırsa

(k − r

2n(2n + 1)
)σ(hT,W ) + µσ(h2T, W )

= µ(1 + k)σ(T, W ) + (k − r

2n(2n + 1)
)σ(hT, W ) (5.3.280)

elde edilir. (5.3.279) ve (5.3.280) den

[
(k − r

2n(2n + 1)
)2 − µ2(1 + k)

]
σ(T, W ) = 0 (5.3.281)

bulunur.
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6. TARTIȘMA VE SONUÇ

Bu tez çalıșmasında (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun Riemann eğrilik tensörü,

projektif eğrilik tensörü, concircular eğrilik tensörü, Ricci eğrilik tensörü ve

quasi-konformal eğrilik tensörlerinin birbirleri üzerindeki etkileri ayrıntılı olarak

incelenmiștir. Bu tensörler bașka manifoldlara uygulanabilir.

Aynı zamanda (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldları ele

alınmıștır. ∇̃σ = 0, R · σ = 0, R · ∇̃σ = 0 eğrilik șartları karakterize edilmiștir. Bu

șartların σ = 0 a eșdeğer olduğu görülmüștür.

Ayrıca (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun pseudoparalel, Ricci-genelleștirilmiș

pseudoparalel ve 2-Ricci-genelleștiirlmiș pseudoparalel invaryant altmanifoldları

karakterize edilmiștir.

Son olarak (k, µ)−parakontak metrik manifoldunun invaryant altmanifoldları ele

alınmıștır. Z̃ · σ = 0, Z̃ · ∇̃σ = 0, Q(S, σ) = 0, Q(S,∇σ) = 0, Q(S, R̃ · σ) = 0,

Q(g, Z̃ · σ) = 0 șartlarını sağlayan sınıfları incelenmiștir.

Çalıșmadan elde edilen sonuçların yazıldığı makaleler uluslararası hakemli dergilere

gönderildi. Bunlardan bazıları yayımlandı, bazıları yayımlanmak üzere kabul aldı,

bazılarının ise hakem süreci devam etmektedir. Bu çalıșmamız ile literatüre Türkçe

özgün bir kaynak sunulacaktır. Ayrıca çalıșmamızın, kapsamı geniș olan bu konuda

çalıșma yapacak araștırmacılara bir ıșık tutacağı ve bu alandaki yeniliklere katkıda

bulunacağı kanısındayız.
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