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Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dah
Danigsman: Do¢. Dr. Yurdal SEVER
Bu tez caligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Ik bolim giris kismina ayrilmigtir.  Ikinei boliimde bu calisma icin gerekli olan
bazi temel kavramlara, teoremlere ve bunlarla ilgili baz1 o6zelliklere yer verilmistir.
Uciineii boliimde dogal yogunluk kavramindan yararlanilarak istatistiksel yakimsak-
likla ilgili tanim, notasyon ve teoremler ele alinmigtir. Dordiincii boliimde kiime dizi-
lerinin Kuratowski ve Hausdorff yakinsaklik gesitleri iizerinde durulmustur.
Tezimizin asil konusu olan beginci boliimde, onceki boliimlerde verilmis olan tanim,
notasyon ve teoremlerden de yararlanilarak kapali kiime dizilerinin Kuratowski
istatistiksel yakinsakligi ayrintili incelenmistir. Son olarak altinci bolimde ise
Hausdorff istatistiksel yakinsaklik verilerek, Kuratowski istatistiksel yakinsaklikla

arasindaki iligki incelenmigtir.
2019, v+49 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kiime dizileri, istatistiksel yakinsaklik, Kuratowski istatis-

tiksel yakinsaklik, Hausdorff istatistiksel yakinsaklik.



ABSTRACT
M. Sc. Thesis

ON STATISTICALLY CONVERGENT
SEQUENCES OF CLOSED SETS

Betiil BELENKAYA
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Yurdal SEVER

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is dedicated to introduction. In the second chapter, some basic
concepts, theorems and some properties related to them that are necessary for our
study are given. In the third chapter, definitions, notations and theorems related to
the statistical convergence are taken into consideration by using natural density. In
the fourth chapter, types of convergence of sequences of sets, which are Kuratowski
and Hausdorff, are emphasized. In the fifth chapter, which is the main part of our
thesis, Kuratowski statistical convergence of sequences of the closed sets is investi-
gated in detail by using the definition, notation and theorems given in the previous
chapters. Finally in the sixth chapter, Hausdorff statistical convergence is given
and the relationship between Kuratowski and Hausdorff statistical convergence is

examined.

2019, v+49 pages

Key Words: Sequences of sets, Statistical convergence, Kuratowski statistical con-

vergence, Hausdorff statistical convergence.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
(X,d) Metrik uzay
= (z,) Reel say1 dizisi
sup En kiigiik tist siir
inf En biiyiik alt sinir
B(x0,0) xo merkezli § yaricapl agik yuvar
B(A,¢) A kilimesinin € geniglemesi
{A,} Kiime dizisi
N Dogal sayilarin tiimleyeni sonlu olan alt kiimeleri
N# Dogal sayilarin tiim sonsuz elamanh alt kiimeleri
S Dogal sayilarin yogunlugu 1 olan alt kiimeleri
S# Dogal sayilarin yogunlugu 0 dan farkh alt kiimeleri
cl(A) veya A A kiimesinin kapanig
d(xz, A) x elemammnin bir A kiimesine olan uzakhg:
d(A, B) A ve B kiimeleri arasindaki metrik uzakhg
h(A, B) A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg
P(X) X in tiim altkiimelerinin kiimesi
CL(X) X in tiim kapali altkiimelerinin kiimesi
lirllrg %)I.}f A, {A,} kiime dizisinin alt limit kiimesi
limsup A, {A,} kiime dizisinin iist limit kiimesi
n—o0
st — liTrlg iolgf A, {A,} kiime dizisinin istatistiksel alt limit kiimesi

st — limsup A,

n—oo

lim A, veya K — lim A,

n—oo n—oo
st— lim A,

n—oo
H— lim A,

n—oo

sty — lim A,
n—0o0

{A,} kiime dizisinin istatistiksel st limit kiimesi

{A,} kiime dizisinin Kuratowski yakinsakligi
{A,} dizisinin istatistiksel Kuratowski yakinsakligi
{A,} dizisinin Haussdorff yakinsakligi

{A,} dizisinin istatistiksel Haussdorff yakinsakligi




1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami analiz ve fonksiyonel analiz alaninin temelini olusturan en

onemli kavramlardan biridir.

1970 lerin ortalarina kadar kiime yakinsaklig1 izerinde yapilan caligmalar, neredeyse
sadece topoloji lizerinde galigan matematikgiler tarafindan yapildi. Michael (1951)
tarafindan yazilan bir makale ve Nadler (1978) tarafindan yazilan bir kitap, topolo-
jinin taniminin ve analizinin kiime yakinsakligi ile uyumlu olup olmadigr yontindeki
sorulara 11k tutar nitelikteydi. Bugiinlerde optimizasyon problemleri, ekonomi,
miithendislik ve diger alanlar tizerindeki uygulamalar bu konu iizerindeki ilgiyi artirdi.
Beer (1993), Rockafellar ve Wets (1998) ve Dontchev ve Rockafellar (2009) tarafindan
yazilan kitaplarda ve Sonnteg ve Zalinescu (1993) ve Lucchetti ve Torre (1994)

tarafindan yazilan makalelerde bu ilgi gozlemlenebilir.

Kiime dizileri tizerindeki alt (ig) limit ve iist (dig) limit kiimesi tanimlari, matema-
tikci ve aymi zamanda politikac olan Painlevé (1909) tarafindan ortaya atildi. Bir
kiimenin yakinsakligi, alt limit ve st limit kiimelerinin esitligi olarak tanimland.
Bu sebeple bu yakinsaklik Painlevé-Kuratowski yakinsakligi olarak bilinir. Hausdorff
(1927) ve Kuratowski (1966), kitaplarinda bahsederek bu yakimsakhiga tin kazandirdu.
Beer (1985, 2002) ise kapali kiimelerin Kuratowski yakisaklik ile uzaklik fonksiy-
onu arasindaki iligkiyi inceledi ve kompaktlik teoremlerini caligti. Ayrica kiimelerin

geniglemesi ile ilgili sonuglar Salinetti ve Wets (1981) tarafindan diizenlendi.

En az 1913 ten beri farkli goriiniigler altinda literatiirde yer alan istatistiksel ya-
kinsaklik kavrami Fourier analizi teorisi, ergodik teori, sayilar teorisi, olgii teorisi,
trigonometrik seriler, dontigiim teorisi ve Banach uzaylarinda tartigildi. Dogal yo-
gunluk kavrami kullanilarak istatistiksel yakinsaklik, es zamanh birbirinden bagimsiz
olarak Steinhaus (1951) ve Fast (1951) tarafindan tamtildi. Bu tanim Zygmund
(2002) tarafindan da daha 6nce ele alimmig ancak “hemen hemen yakinsaklhik” olarak
adlandirildi. Schoenberg (1959) istatistiksel yakinsakligin baz temel 6zelliklerini

verdi. 1993 yilinda Fridy tarafindan istatistiksel limit noktalari kavrami ve Reel



say1 dizilerin istatistiksel alt limit ve iist limit kavramlar Fridy ve Orhan (1997)

tarafindan verildi.

Yillar boyunca ve farkli isimler altinda istatistiksel yakinsaklik, matematigin bir ¢ok
alaninda uygulama alani bulmus olmasi sebebiyle matematikgilerin ilgisini ¢ekmeyi
bagardi. Nuray ve Ruckle (2000), Tripathy ve Sen (2001), Pehlivan vd. (2004),
Kolk (1991), Fridy (1985), Connor (1988) ve Maddox (1988) gibi matematikgiler
tarafindan ¢aligildi. Nuray ve Rhoades (2012) kiime dizilerinin istatistiksel yakin-
sakligim caligti ve bu makale ile yeni ¢aligma alam acildi. Talo vd. (2016) bu

caligmadan esinlenerek kapali kiimelerin istatistiksel yakinsakligini inceledi.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, caligmamiza temel tegkil eden tanim, notasyon ve teoremler verile-
cektir. Verilen bu temel ifadeler igin ¢ogunlukla Balc1 (2010) tarafindan yazilan

kitaptan yararlanilmigtir.

Tanim 2.1 X ve Y bostan farkl olan iki kiime olsun. X den Y ye bir f bagintisi
agagidaki ozelliklere sahipse f ye X den Y ye bir fonksiyon denir.

(i) Her z € X i¢in (z,y) € f olacak sekilde Y de en az bir y eleman: vardur,
(i) (z,y) € fve (x,2) € f =y =z dir.

Tanim 2.2 Tamm kiimesi dogal sayilar kiimesi N olan her fonksiyona dizi denir.
Fonksiyonun deger kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel say: dizisi adi verilir.

Yani, reel say1 dizisi f : N — R geklinde bir fonksiyondur. f fonksiyonunun goriinti

kiimesi, {f(1), f(2), f(3),..., f(n),...} bigimindedir.
Tanim 2.3 Tiim terimleri birbirine egit olan diziye sabit dizi denir.

Tanim 2.4 Her n € Nigin x,, = y, ise (z,), (yn) dizileri egittir denir ve (z,,) = (yn)

seklinde gosterilir.

Tanim 2.5 X, ={1,2,3,...,n} C N olmak iizere, tanim kiimesi X,, kiimesi olan

her fonksiyona bir n terimli sonlu dizi denir.
Tanim 2.6 z : N — R, z(n) = x,, dizisi verilmis olsun.
kE:N—N, k(n) =k,
fonksiyonu (dizisi) bir artan dizi olmak {izere,
(xok) : N = R

bilegke fonksiyonuna z dizisinin bir alt dizisi ad1 verilir ve,

(wok)(n) = x(k(n)) = x(kn) = s,
seklinde gosterilir. Bu durum (zy,) C (z,) bi¢iminde ifade edilebilir.

3



Tanmim 2.7 Herhangi bir (x,,) reel say1 dizisinde, her n € N i¢in,
Tpt1 < Tp = (x,) dizisi monoton azalandir.
Tpt1 > T = (x,) dizisi monoton artandir.
Tp1 < x, = (x,) dizisi monoton artmayandir.
Tyl > Ty = (x,) dizisi monoton azalmayandir.

Artan veya azalan dizilere kisaca monoton dizi denir.

Tanim 2.8 Herhangi bir (z,) reel say1 dizisi verilsin. Her n € N i¢in z, < M
olacak sekilde bir M reel sayisi1 varsa, (x,,) dizisi dstten sinarlidir denir. M sayist bu
dizinin bir ust smridir. M sayisindan biiyiik olan her gercel say1 da dizinin bir st
smridir. Her n € N i¢in m < x,, olacak sekilde bir m reel sayisi varsa, (z,) dizisi
alttan swnarldir denir. m sayisit bu dizinin bir alt smmiridir. m sayisindan kiigiik
olan her gergel say1 da dizinin bir alt simiridir. Bu durumda (x,) dizisinin smirh
olmasi i¢in gerek ve yeter sart |z,,| < k olacak sekilde bir k pozitif reel sayisinin var

olmasidir.

Tanim 2.9 Bir dizi tistten sinirh ise tist sinirlarinin en kiigiigine dizinin en kiguk
ust sinary (ekiis) veya supremumu denir. Bir dizi alttan smirh ise alt simirlarin en

biiyligiine dizinin en biyik alt sinwr (ebas) veya infimumu denir.

Tanim 2.10 ¢ > 0vea € Rolsun. A ={z: |r—a| <e¢e, z € R} kilmesine
a noktasinin e-komsulugu denir. A kiimesinden a noktasinin ¢ikarilmasiyla, yani

A\ {a} kiimesine @ nin delinmis e-komsulugu denir.

Tanim 2.11 A C Rve a € R olsun. a noktasimin her e-komgulugunda A kiimesinin
a dan farkli en az bir eleman1 varsa bu a noktasina A kiimesinin bir yigilma noktas:

denir.

Tanim 2.12 A kiimesine ait olup yigilma noktasi olmayan elemanlara A nin izole
noktalar denir. Yani, A kiimesine ait bir a noktasinin, kendisinden bagka A nin hig
bir noktasini igcermeyen komsuluklar1 varsa bu nokta A nin bir izole noktasi adin

alir.



Tanim 2.13 (x,,) bir reel say1 dizisi ve a € R olsun. @ noktasimin her bir komgulugu
(x,,) dizisinin sonlu sayidaki terimi harig geriye kalan tiim terimlerini igeriyorsa (z,)
dizisi a ya yakinsiyor veya (x,,) dizisinin limiti a dir denir. Bu durum lim x,, = a veya
x, — a seklinde gosterilir. Yani, her € > 0 i¢in n > ng oldugunda |z, —a| < ¢ olacak
sekilde € na bagh bir ng dogal sayisi bulunabiliyorsa (x,,) dizisi a ya yakinsaktir denir.

Limiti olan diziye yakinsak dizi, aksi halde wraksak dizi denir.

Tanim 2.14 (z,,), * = (z,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (z,,) yakinsak ve limiti
s ise, bu s noktasma (z,) dizisinin bir limit noktas: denir. Bir x dizisinin limit

noktalarinin kiimesi L, ile gosterilir.

Tanim 2.15 (x,,) bir reel terimli dizi ve C' de (z,,) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin
kiimesi olsun. C kiimesi, genigletilmig reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. sup C'
ve inf C' genigletilmig reel sayilarina, sirasiyla, (x,,) dizisinin dst limiti ve alt limiti
denir. Ust limit, lim sup z,, ve alt limit, lim inf ,, ile gosterilir.
Yukaridaki tanima denk olan su tanim da verilebilir.
Tanim 2.16 (z,,) bir reel terimli dizi olsun. Bu dizisinin alt limiti

liminf z,, = sup ( inf asn)

m>1 n>m

ve ust limits

limsup z,, = 713% (21215 xn)

seklinde tanimlanir.

Tanimdan, lim inf z,, < lim sup z,, olacag agiktir.
Teorem 2.17 (z,) bir reel terimli dizi ve a da bir genisletilmig reel say1 olsun.
limz, = a < liminf z,, = limsup z,, = a.
Teorem 2.18 Yeteri kadar biiytik n ler i¢in z,, < y, ise
liminf z,, < liminfy, ve limsup x,, < limsup y,

olur.



Tanmim 2.19 (z,) bir reel terimli dizi olsun. Her £ > 0 i¢in m,n > ng oldugunda

|z, — x,| < € olacak gekilde bir ng € N varsa (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.20 (x,,) bir reel terimli dizi olsun. (z,) dizisinin yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir.

Tanim 2.21 K C RxRolsun. Eger K kiimesinin herhangi iki noktasini birlegtiren
dogru parcast K kiimesinin i¢inde kaliyorsa, K kiimesine konveks kiime adi verilir.

Yani,
K konvekstir < V1,29 € K ve VA € [0,1] icin Azy + (1 — N)ag € K.

Reel sayilar iizerinde tanimlanan mutlak deger fonksiyonunun 6zelliklerine benzer
ozellikleri saglayan, herhangi bir kiime tizerinde iki nokta arasindaki uzaklik olarak
yorumlanabilinen metrik adi verilen negatif olmayan reel degerli fonksiyon agagidaki

gibi tanimlanir.

Tanim 2.22 X bos olmayan bir kiime ve d : X x X — R fonksiyonu,
(M1) Her x,y € X i¢in d(x,y) > 0,
(M2) Her z,y € X i¢in d(z,y) =0z =y,
(M3) Her x,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x),
(M4) Her z,y,2 € X icin d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

sartlar1 saglaniyorsa, d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve d ile birlikte X e bir
metrik uzay denir ve (X, d) seklinde gosterilir. Burada ikinci kogulu biraz gevseterek
x =y ise d(z,y) = 0 olma kosulu saglanir. Ancak = # y iginde d(z,y) = 0 olmasi

gercekleniyorsa yari-metrik denir (Kogak 2011).

Metrik yardimiyla reel sayilarda tanimlanan bircok kavram yeniden tanimlanabilir.

Bunlardan bazilar1 agagidaki gibidir.



Tanim 2.23 (X, d) bir metrik uzay, 2o € X ve r > 0 olsun.

(i) B(xg,r) ={z € X : d(xg,x) < r} kiimesine xy merkezli r yaricapl a¢ik yuvar

denir.

(ii) Blxo,r] = {x € X : d(zo,x) < r} kilmesine xy merkezli r yaricapli kapals

yuvar denir.

Tanim 2.24 (X,d) metrik uzay x € X ve V C X alt kilmesi igih x € G C V

kogulunu saglayan bir G C X acik kiimesi varsa V' ye x in bir komgulugu denir.

Herhangi bir X metrik uzayinda z € X in komguluklarimin ailesi () ile gosterile-

cektir.

Tanim 2.25 (X,d) bir metrik uzay, A C X ve zy € X olsun. z, noktasinin
her bir e-delik komgulugunda A kiimesine ait bir nokta igeriyorsa xy noktasimna A
nin yigilma noktasy denir. A kiimesine yigilma noktalar: ilave edilerek elde edilen
kiimeye A nin kapanis: denir ve A seklinde gosterilir. A, A y1 iceren en kiiciik kapal
kiimedir (Bayraktar 2006).

Tamim 2.26 (X, d) metrik uzay ve A C X olsun. Eger A = X oluyorsa A alt

kiimesine X de yogundur denir.

Tanim 2.27 X bir metrik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir
(A;)ier ailesi verilsin. Eger,
xclJa
icl
ise, (A;)ier ailesine X kiimesinin bir értisd denir. Eger her ¢ € [ igin, A; kiimeleri X
kiimesinin agik alt kiimeleri ise, (A;);es ailesine X kiimesinin bir a¢ik drtisi denir.
Eger J C I sonlu ise, X kiimesinin (A;);c; Ortiisiine X kiimesinin sonlu értisi denir.

Eger (A;);cr ailesinin bir alt ailesi, X kiimesini 6rterse, bu alt aileye X kiimesinin

bir alt ortisi denir (Yiiksel 2011).

Tanim 2.28 (X, d) metrik uzay: verilsin. Eger X kiimesinin her agik ortiistiniin
sonlu bir alt értiisii varsa, (X, d) metrik uzayma kompakt metrik uzay denir (Yiiksel

2011).



Tanim 2.29 (X,d) bir metrik uzay ve (z,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilen

herhangi bir € > 0 i¢in m,n > ngy oldugunda,
d(pm, x,) < €
olacak gekilde bir ng = ng(e) sayis1 varsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

X deki her (z,) Cauchy dizisi bir € X noktasina yakisiyor ise yani
T, —xE€X
ise (X, d) metrik uzayna tam metrik uzay veya kisaca tam denir.

Reel sayilarda tanimlanan siireklilik kavrami da metrik uzaylara genisletilebilir.

Tamim 2.30 (X, d;) ve (X, ds) iki metrik uzay, a € X ve f: X — Y bir fonksiyon
olsun.

*Her € > 0igin dy (z,a) < § dzelligini saglayan her x € X i¢in dyo(f(z), f(a)) < € ola-
cak gekilde bir > 0 reel sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonu a noktasinda streklidir
denir. Eger f fonksiyonu X uzaymin her noktasinda stirekli ise, f fonksiyonu X
tizerinde strekli fonksiyon denir.

* Her € > 0 i¢in bir § > 0 reel sayis1 di(x,y) < § Ozelligini saglayan her z,y € X
icin da(f(x), f(y)) < e olacak sekilde varsa f fonksiyonuna diizgiin sireklidir denir.
* Her x,y € X i¢in da(f(z), f(y)) < kdi(x,y) olacak sekilde bir k > 0 sayisi varsa

f fonksiyonuna Lipschitz siireklidir denir (Kogak 2011).

Metrik uzayda, iki nokta arasindaki uzaklik tanimi kullamlarak, bir noktanin bir

kiimeye uzakligi ve iki kiime arasindaki uzaklik tanimini verilebilir.

Tanim 2.31 (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bog olmayan herhangi bir alt
kiimesi olsun. Bir x € X noktasinin A kiimesine uzakligi bu noktanin A nin tiim

elemanlarima uzakhiginin infimumudur:
d(xz,A) = inf{d(z,a) :a € A}. (2.1)

Eger A = () ise d(x, ) = oo olarak tammlanir. = € A ise d(z, A) = 0 oldugu agiktir.
x ¢ A olsa bile d(x, A) = 0 olabilecegine dikkat edilmelidir.

8



X in her bir kapali A alt kiimesi i¢in  — d(., A) fonksiyonu Lipschitz siireklidir.
Yani, her bir z,y € X icin

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) (2.2)

dar.

Herhangi A ve B gibi iki kiime arasindaki metrik uzaklik
d(A,B) :=inf {d(z,y) |z € A, y € B}

biciminde tanimlanir.

X metrik uzayinda herhangi bir A kiimesi ve € > 0 i¢in A nin € geniglemesi
B(Aje)={z e X | d(z,A) <e}

bigiminde tamimlanir ve B(A,e) = |J B(z,¢) seklinde ifade edilebilir. A kiimesi
€A
konveks ise B(A, ¢) konvekstir. Ayrica

A=(B(4e) ve BAe={zeX |dxA)<e}

e>0

dir.

Tanim 2.32 X bir lineer uzay ve || - || : X — R bir fonksiyon olsun. Her xz,y € X

ve her A € R i¢in
(N1) Her z € X i¢in ||z]| > 0 ve ||z|]| =0 < 2 = 6 (6, X nin sifir vektorii),
(N2) Her X € R i¢gin || Az|| = [A|||=]|,
(N3) Her z,y € X igin [z +y|| < |lz(| + |||

ozellikleri saglaniyor ise, || - || fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine

normlu reel vektor uzay: denir.

(X, ]| - |l) bir normlu uzay olsun. z,y € X icin d(z,y) = ||z — y|| seklinde tammh
d fonksiyonu X tizerinde bir metriktir. Bu sekilde tanimlanan d metrigine normun
drettigi metrik denir. Bu durumda her normlu uzay bir metrik uzaydir (Kogak

2011).



3. ISTATiISTiKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, dogal yogunluk kavrami tanitilarak, bunun yardimiyla dizilerin aligilmig
anlamda yakinsaklik kavraminin bir genellestirilmesi olan istatistiksel yakinsaklikla

ilgili tanim, notasyon ve teoremler verilecektir.

Tanim 3.1 Bir A C N alt kiimesinin dogal yogunlugu; |[{k < n : k € A}|, A

kiimesinin n yi ge¢cmeyen elaman sayisini gostermek iizere
1
J(A)=lim—|{k <n:ke A}
non
ile tanimlanir.

Ornegin, Dogal sayilar kiimesi N, sonlu bir alt kiimesi B, cift dogal sayilar kiimesi

C, tam kare dogal sayilar kiimesi D ve asal sayilar kiimesi F olmak iizere, sirasiyla,

dogal yogunluklar §(N) = 1, §(B) = 0, §(C) = %, §(D) = 0 ve §(E) = 0 dir.

2

Ayrica, A*; A nin tiimleyenini gostermek tizere, §(A*) =1 — §(A) olur.

Herhangi bir x = (z},) dizisinin terimleri bir P 6zelligini, sifir yogunluklu bir kiimenin
tiimleyeninde bulunan biitiin & dogal sayilar1 i¢in sagliyorsa, “(xy) dizisi hemen

hemen her k i¢in P ozelligini saghiyor” denir ve h.h.k. biciminde gosterilir.

Tanim 3.2 Bir z = (zy) reel say1 dizisi verilsin. Her ¢ > 0 icin,
S{keN: |z, —L| >¢e})=0

yani,

1
lim —{k<n:|zxy—L| >} =0

n—oo 1,

ya da diger bir ifadeyle h.h.k. i¢in |xp — L| < ¢ ise x dizisi L sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu ise st — limx = L ile gosterilir.

Tanim 3.3 Bir x = (xy) reel say1 dizisi verilsin. Herhangi bir M reel sayis1 i¢in,
d{keN:x,>M})=1

ise x reel say1 dizisi +o0 a,
d{keN:x,<M})=1

ise x reel say1 dizisi —oo a wraksak denir (Tripathy 1998).
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Lemma 3.4 st—limz = L olmasi i¢in gerek ve yeter kogul §(K) = 1 ve lim zy, = L
n—o0

olan bir K = {k; < ky < --- < k, < ---} C N kiimesinin var olmasidir (Saldt 1980).

Tanmim 3.5 = = (zy) reel say1 dizisi verilsin. §({k € N : |z;| > M}) = 0 olacak
sekilde bir pozitif M sayist bulunabiliyorsa, x dizisine istatistiksel sinarlidir denir

(Fridy and Orhan 1997).

Tanim 3.6 Bir x = (z}) reel say1 dizisi verilsin. Her n € N igin xy, < xy,., olacak

n—+1

sekide §(K) = 1 olan K = {k; < ks < -+- < k, < ---} C N kiimesi var ise z reel

say1 dizisi istatistiksel monoton artan ve her n € N icin xy, > zy, ., olacak gekide

n+1

d(K)=1olan K ={k; < ky <--- <k, <---} C N kiimesi var ise z reel say1 dizisi

istatistiksel monoton azalan olarak adlandirihr (Tripathy 1997).

Simdi de reel say1 dizileri i¢in istatistiksel limit noktasi ve istatistiksel degme (ka-

panig) noktasi kavramlari tanitilacaktir.

Tanim 3.7 z = (xy) reel say1 dizisi olsun. Eger, §({k, : n € N}) = 0 ise (xy,,) alt
dizisine seyrek alt dizi, aksi halde seyrek olmayan alt dizi adi verilir (Fridy 1993).

Tanim 3.8 x = (x}) dizisinin bir A\ sayisina yakinsayan seyrek olmayan bir alt
dizisi varsa, A sayisina x dizisinin bir istatistiksel limit noktas: ad1 verilir. x dizisinin

istatistiksel limit noktalarmin kiimesi A, ile gosterilir (Fridy 1993).

Bir # = (z}) dizisinin aligilmig anlamdaki bir L limit noktasi acgik araliklar yar-
dimiyla, “L merkezli her agik aralik, x dizisinin sonsuz ¢oklukta terimini igerir”
seklinde karekterize edilebilir. Bu kriterin istatistiksel benzerini olugturmak igin
ince olmayan bir alt diziyi iceren agik araliga ihtiya¢ duyulur, ancak kolayca goriilen
nedenlerden bir istatistiksel limit noktasinin araligin merkezi oldugunu soylemekten
kacimilmalhdir. Bu nedenle istatistiksel yakinsaklikta komsguluk yardimiyla istatis-

tiksel degme noktasi olarak adlandirilan yeni bir kavram tanimlandi.

Tanim 3.9 z = (zy) reel say1 dizisi olsun. Her e > 0i¢in 6({k : |xx—p| < €}) # Oise
p sayisina x dizisinin bir istatistiksel degme (kapanig) noktasy adi verilir. x dizisinin

istatistiksel degme noktalarimin kiimesi I, ile gosterilir (Fridy 1993).

11



Ornek 3.10 z = () dizisi = = (0,0,1,0,%,1,0,%,2,1,...) bi¢iminde diizgiin
dagihml bir dizi olsun (Kupers and Niederreiter 1974). Herhangi bir araliktaki xy
elamanlarmin yogunlugu araligin boyuna egittir. Burada L, = [0,1] olur. Aym

zamanda herhangi bir v € [0,1] i¢in
S{keN:axe(y—e,v+e)}) >e>0
oldugundan I', = [0, 1] olur.

Diger taraftan A € [0,1] ve z in bir (z)x alt dizisinin A sayisina yakinsak oldugu

kabul edip §(K) yogunlugu hesaplansin. Bunun igin € > 0 verilsin. Her n i¢in
K={keK,: ap}={ke K,:|xp—A<e}U{keK,:|z,— A >¢}
yazilabilir, yogunluga gecilirse,
SK)=0{ke K, :|lzg — A <e})+d({k € K, |z — AN > e}) <2

oldugundan §(K) < 2e¢ bulunur. e keyfi oldugundan yeteri kadar kiigiik ¢ i¢in
d(K) = 0 olur. Buise (z)g alt dizisinin seyrek bir alt dizi oldugunu gésterir. A keyfi
oldugundan bu sekilde hicbir seyrek olmayan alt dizi bulunamayacagindan A, = ()

olur (Fridy 1993).

Herhangi bir x reel say1 dizisi i¢in A, C I', C L, kapsamasi gecerlidir. Istatistiksel
limit noktalarimin A, kiimesi kapali bir kiime olmayabilir, ancak istatistiksel degme

noktalarimin I', kiimesi ise kapali bir kiimedir.

Istatistiksel yakinsakligin tanimi goz 6niine alindiginda, bir z reel say1 dizisinin ince
bir alt dizisinin degerleri istatistiksel yakinligi etkilemez. Benzer durum istatistiksel

limit noktas1 ve istatistiksel degme noktasi i¢in de gegerlidir.

Bir z reel say1 dizisi i¢in st — limx = a ise A, = T', = {a} dir. Ancak bu ifadenin
karsit1 dogru degildir. Ornegin; z = (x,) reel say1 dizisi 2, = (1 + (—1)*) seklinde

tamumlamirsa A, = I', = {0} olur, ancak x dizisi istatistiksel yakinsak degildir.

Burada bir kiimenin yogunlugunun sifir olmamasi; yogunlugunun pozitif olmasi ya

da dogal yogunluga sahip olmamasi anlamina gelmektedir.
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Tanim 3.11 Bir z = () reel say1 dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in,

1
lim —[{k <n:lz,—an|>c} =0

n—oo M

olacak gekilde bir N(g) € N sayis1 varsa x dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir

(Fridy 1985).

Fridy ve Orhan (1997) tarafindan tanimlanan reel say1 dizileri igin istatistiksel alt
limit ve istatistiksel st limit kavramlari ve bu kavramlarla ilgili baz1 teoremler

verilecektir.

Tanim 3.12 Herhangi bir x = (x}) reel say1 dizisi i¢in A, ve B, kiimeleri,

A, = {aeR:6({keN:a,<a})#0},
B, = {beR:6({keN:zp>b})#0}

olmak ftizere istatistiksel limit infimum,

i inf A,, Ay # 0,
st — liminf z :=
0, diger durumlarda,
ve istatistiksel limit supremum,
. sup By, B, # 0,
st — limsupz :=
—00, diger durumlarda,

seklinde tammmlanir (Fridy and Orhan 1997).

Teorem 3.13 = = (x) reel say1 dizisi olsun. Eger 5 = st — limsup x sonlu ise her

e > 0 i¢in
S{keN:x,>0—-¢})#0 ve d{keN:z,>p0+¢})=0 (3.1)

dir. Aksine her £ > 0 igin (3.1) kogulu gerceklenirse 8 = st — limsup = sonludur

(Fridy and Orhan 1997).
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Benzer 6zellik istatistiksel limit infimum icin de verilebilir.

Teorem 3.14 = = (xy) reel say1 dizisi olsun. Eger a = st — liminf x sonlu ise her

e > 0 i¢in
S{keN:z, <a+e})#0 ve d{keN:z,<a—c})=0 (3.2)

dir. Aksine her £ > 0 igin (3.2) kosgulu gerceklenirse o« = st — liminf z sonludur

(Fridy and Orhan 1997).

Bu kavramlarin, aligilmig anlamdaki limit infimum ve limit supremum kavram-

larindan farkli oldugu asagidaki ornekten daha iyi anlagilacaktir.

Ornek 3.15 = = (1) reel say1 dizisi,

¢

, k tek kare,
k cift kare,
, k tek kare degil,

T - —

S =N T

, k cift kare degil,

seklinde tammmlansin. Bu dizi tistten sinirh degildir. Ancak 6({k € N: |z > 1}) =0
oldugundan z dizisi istatistiksel simirhdir. z dizisi i¢in A, = (0, 00) ve B, = (—00, 1)

dir. Bu durumda st — limsupx = 1 ve st — liminf x = 0 bulunur.

Diger tarafatan x dizisinin istatistiksel degme noktalarmm kiimesi I', = {0,1}
dir. Burada dizinin istatistiksel limit supremumu en biiyiik istatistiksel degme nok-
tasina, istatistiksel limit infimumu en kiigiik istatistiksel degme noktasina esit oldugu

goriiliir (Fridy and Orhan 1997).
Teorem 3.16 Herhangi bir x = () reel say1 dizisi i¢in
st —liminf x < st — limsupx

dir (Fridy and Orhan 1997).
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Teorem 3.17 Istatistiksel sinirl bir reel say1 dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart
st — liminf x = st — limsup x
olmasidir (Fridy and Orhan 1997).

Istatistiksel yakmsaklik kavramm 2004 yilnda Cincura vd. tarafindan metrik uzay-
lara genisletilmistir. (X, d) bir metrik uzay ve x = () bu uzayda bir dizi olsun.

Eger her bir € > 0 i¢in
d{k e N:d(zy,&) >€})=0
oluyorsa, x dizisi £ € X noktasina istatistiksel yakinsaktir denir.

(X, d) bir metrik uzay ve = (xy) bir dizi olsun. Eger n — oo igin x, — A olacak
sekilde yogunlugu sifirdan farklh K' = {k; < ko < k3 < ---} C N kiimesi var ise

A € X noktasina x dizisinin bir istatistiksel limit noktas: denir.

(X, d) metrik uzayinda x = () dizi verilsin. Her € > 0 igin
6({k € N:d(zy,vy) <e}) #0

ise v noktasia x dizisinin bir istatistiksel degme noktas: denir.

Lemma 3.18 (X,d) bir metrik uzay ve K, X in kompakt bir alt kiimesi olsun.

K NT, # 0 olur (Cincura et al. 2004).
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4. KURATOWSKI ve HAUSDORFF YAKINSAKLIK
Kiime dizilerinde aligilmig anlamda birden fazla yakinsaklik cegidi mevcuttur.

Bu boliimde, oncelikle kiime dizisi tanimlanacaktir. Daha sonra Kuratowski ve

Hausdorff yakinsaklik tanitilarak ozellikleri verilecektir.

4.1. Kiume Dizileri

Tanim 4.1.1 X bos olmayan herhangi bir kiime olsun. P(X), X in kuvvet kiimesi

ve N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere,
f:N—= P(X)
seklinde tanimh fonksiyon her n € N i¢in P(X) de bir
f(n) = Ay € P(X)

kiimesi belirler. Bu f fonksiyonunun deger kiimesini olusturan A;, As, As, ... kiime-

lerinin olusturdugu diziye kume dizisi denir.

Artan, azalan ve ayrik kiime dizilerinin tanimini agagidaki gibidir.

Tanim 4.1.2 X herhangi bir kiime, {A4,,} de X in alt kiimelerinin bir dizisi olsun.
Her n € Nigin A,, C A,41 ise {4, } kiime dizisine artan, her n € N igin A,, D 4,11
ise {A,} kiime dizisine azalan denir. Eger i # j i¢cin A; N A; = 0 ise {A,} kiime

dizisine ayrik kiime dizisi ad1 verilir (Bale1 2000).

4.2. Kuratowski Yakinsakhk

Varyasyonel analizde noktasal limitin yetersiz oldugu durumlar mevcuttur. Bu ek-
sikligi giderebilmek igin farkli yontemler izlenir. Bunlardan biri kiime dizilerini

kullanmalktur.

Bu kisimda kiime dizilerinde en iyi bilinen yakinsaklik cesidi olan, Painlavé-

Kuratowski yakinsaklik aragtirilacaktir.
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Bir dizinin limitinin mevcut olmasi sorusuna en iyi yaklagim, daima mevcut olan
“yar1 limitleri” incelemektir. Kiime dizilerinde bu yari limitler alt (ig) limit ve {ist

(dig) limit olarak adlandirilmigtir.

Ik olarak 1909 da Painlavé tarafindan tanitilan kiime dizilerinin alt limit kiimesi
ve Ust limit kiimesi kavramlar1, Kuratowski nin Topologie kitabinda yayimlandiktan

sonra in kazanmigtir.

Oncelikle dogal sayilarn alt kiimesi olan asagidaki koleksiyonlar tanimlanacaktir.

N = {NCN|N\N sonlu}
:= {N nin tiimleyeni sonlu olan tiim alt kiimeleri}
N# = [N CN| N sonsuz}

:= {N nin tiim sonsuz elamanl alt kiimeleri}.
Bu koleksiyonlar arasindaki iligki agagidaki gibi ifade edilebilir.

N# = [NCN|VN e N, NNnN' £},

N = {NCN|VN e N* NnN #0}.
Bu ¢alisma boyunca, N dogal sayilar kiimesi iizerinde n — oo iken limit iglemi

lim, lim veya lim
n n—00 neN

seklinde gosterilecek ancak A, A7 kiimelerinden aliman bir N kiimesi iizerinden
limit alirken

lim veya lim
neN N
n—oo

bi¢iminde gosterilecektir.

N ve N# notasyonlar1 kullamlarak bir x = (x,,) reel say1 dizisinin alt ve {ist limitleri

alternatif olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

liminfz, = inf supx, = sup inf z,,
n—00 NeN# pneN NeN neN

limsupx, = sup inf z, = inf supzx,.
n—00 NeN# neN NeN penN
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Simdi bir kiime dizisinin Kuratowski yakinsakligi kavrami verilecektir.

Tanim 4.2.1 (X, d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapali alt kiimelerinin herhangi

bir dizisi olsun. {4, } dizisinin alt limit kimes,

n—o0

liminf A, := {:L'GX\VVEQ(Q:), aN e N, VnEN:AnﬂV#@} (4.1)

ust limat kumesi de,

n—o0

limsup A, = {x €EX|VVEQ), INEN*, Vne N: A, NV £ @}(4.2)
ve bigiminde tanimlanir (Rockafellar and Wets 1998).

Bu durumda bir { A,,} kiime dizisinin limitinin var olabilmesi i¢in, alt limit kiimesinin

iist limit kiimesine esit olmasi gerekir. Yani

liminf A, = limsup 4,, = lim A,
n—oo n—oo n—oo

dir. Bir kiime dizisinin alt limit veya iist limit kiimeleri bog kiimeye esit olsa bile,

daima mevcuttur ancak limiti mevcut olmayabilir.

Acik olarak ' C N'# kapsamasi gecerli oldugundan, daima

liminf A,, C limsup A,

n—oo n—oo

kapsamasi gecerlidir. Boylece, lim A, = A olmasi icin gerek ve yeter sart
n—oo

limsup A, C A C liminf A,

n—00 n—00

kapsamasinin saglanmasidir.

Ayrica, kiime dizileri tizerinde lim inf ve lim sup déntigiimleri izoton (siralamay1 ko-
ruyan) doéniigiimlerdir; yani, n > ng i¢in A,, C B, ise
liminf A,, C liminf B,, ve limsup A,, C limsup B,

n—oo n—oo n—00 n—00

kapsamalar: dogru olur.
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{A,, } dizisi, {A,} kiime dizisinin bir alt dizisi olsun. Bu durumda,

liminf A,, C liminf A, ve limsup A,, C limsup A4,

n—o00 k—o0 k—o0 n— o0

kapsamalar1 gegerlidir.

Ayrica, {A,} kiime dizisi A kiimesine Kuratowski yakinsak ise {4, } alt kiime dizisi

de A kiimesine Kuratowski yakimsaktir. Yani,

lim A, = A ise lim A, =A

n—00 k—oc0

olur. Fakat bu durumun karsit1 dogru olmayabilir.
Ornek 4.2.2 {A,} C R dizisi

[—2,0] , n tek ise,
A, =
[0,2] , ncift ise

bi¢iminde tanimlansin. O halde,

liminf A4,, = {0} ve limsup A,, = [-2, 2]
n—oo

n—oo

olur. Bu durumda, {4, } kiime dizisi Kuratowski yakinsak degildir.
Ornek 4.2.3 {B,} aralik dizisi, B,, = [n, oo) seklinde tanmimlansin.

lim B, =0

n—oo

ve {C,,} = [%,00) seklinde tanimlanan aralik dizisinin limiti

lim C,, = [0, )

n—oo

dir.

Ornek 4.2.4 D, R? de koordinatlar rasyonel say1 olan vektorlerin kiimesi olsun.
{D,} = {D} sabit kiime dizisi geklinde tanimlansin. D kiimesi kapali olmadigindan

dolay1, {D,,} sabit dizi olmasma ragmen D kiimesine yakinsamaz. Ancak,

lim D,, = cl(D) = R?

n—oo

bulunur.
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Daha genel olarak, herhangi bir sabit kiime dizisi kapanigina yakinsar. Yani, her

n € Nigin A, = A ise, lim A, = cl(A) olur.
n—oo

(), X de herhangi bir dizi olsun. Eger {A,} kiime dizisi her n € N i¢in A,, = z,,
seklinde tamimlanirsa, {A,} kiime dizisinin st limit kiimesi; (z,) dizisinin tim
yigilma noktalarmin kiimesi olurken, alt limit kiimesi de; (x,) dizisinin limit (bog

kiime olma durumu da dahil olmak iizere) noktalarimin kiimesi olur. Eger
A, =A{xy : k>n}

ise, {A,} kiime dizisi (x,) dizisinin X deki tiim yigilma noktalarmmin kiimesine

Kuratowski yakinsaktir.

Ornek 4.2.5 R reel sayilar kiimesinde A, = {z € R: cos(nz) = 0} olmak iizere,

{A,} kiime dizisi R ye Kuratowski yakinsaktir. Yani,

lim A, =R

n—oo

dir.

Genelligi bozmadan Tanim 4.2.1 deki V' komguluklarn B(z,e) almirsa, alt limit

kiimesi

liminf A, := {wEX! Ve>0, IN eN, VnEN:AnﬂB(x,s)#@} (4.3)

n—o0

ve ust limit kiimesi

limsup 4, := {x€X| Ve>0, INEN# VYneN:A,NB(z,¢) 7&@} (4.4)

n—o0

bi¢iminde ifade edilebilir.

Uyar: 4.2.6 lim A, = A olmas: icin gerek ve yeter sart asagidaki kogullarim

n—oo

saglanmasidir.

a) Her x € A ve her ¢ > 0 igin en az bir ng € N vardir 6yleki her n > ng

oldugunda A, N B(z,¢) # 0;

b) Her z € X \ A, en az bir ¢ > 0 ve ny € N igin her n > ny oldugunda
A, N B(z,e) =0 dir.
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Metrik uzaylarda uzaklik fonksiyonu kullanilarak bir kiime dizisinin alt limit ve iist

limit kiimeleri agagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 4.2.7 {A,}, (X,d) metrik uzayinda bir kiime dizisi olsun.

liminf A4, := {x € X | lim d(z,A,) = 0} (4.5)
n—00 n—00
ve
limsup 4, := {x € X | liminfd(z, A,) = 0} (4.6)
n—00 n—00
dar.

Onerme 4.2.8 {A,}, (X,d) metrik uzaymda herhangi bir kiime dizisi olsun. Bu
durumda liminf A,, ve limsup A,, kiimeleri X de kapalidir (Geletu 2006).

n—0o0 n—o00

Simdi alt limit ve iist limit kiime tanimlarini karakterize eden teoremler verilecektir.

Teorem 4.2.9 (X, d) metrik uzay ve {A,}, X in kapal alt kiimelerinin bir dizisi
olsun. Bu durumda i¢ limit ve dig limit kiimeleri agagidaki gibi ifade edilebilir.
hﬂg}lf A, = ﬂ cl U A, ve hglj)ljp A, = ﬂ cl U A,.
NeN# neN NeN neN

Teorem 4.2.10 {A,}, (X,d) metrik uzaymnda bir kiime dizisi olsun.

limiann:{$€X|xn€An:xn—>x}. (4.7)
n—o0
ve
limsup A,, = {x eX |z, €A, Ty — a:} (4.8)
n—o0o

Yani, limsup A,, tst limit kiimesi, z, € A, bi¢iminde olusturulan (z,) dizilerinin
n—oo

yigilma noktalarinin, liminf A,, alt limit kiimesi, (x,,) dizi limitlerinin kolleksiyonun-
n—oo

dan olugmaktadir (Geletu 2006).

N ve N# notasyonlar1 kullanilarak (4.7) ve (4.8) esitlikleri asagidaki gibi ifade
edilebilir.

liminf A, = {x€X| AN e N, Vn € N, HxneAn:linAlfxn:x},
n—o00 ne

limsup 4, = {x € X|IN e N#, ¥ne N, 3z, € A, : li%xn :x}.
n—o00 ne
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Bir kiimenin kapali olup olmamasi, herhangi bir noktanin bu kiimeye olan uzakligini

etkilemedigi bilinmektedir. O halde yakinsaklik baglaminda, kiime dizisinin kapali

olmasi ile olmamasi arasinda fark yoktur. Ancak limit kiimesi daima kapalidir.

Teorem 4.2.11 {A,}, (X,d) metrik uzayinda bir kiime dizisi olsun.

liTILrii;lfAn = {x € X|Ve>0, Ing(e) e N: B(z,e) N A, #0, Vn > no}
ve
limﬁsupAn = {x € X|Ve>0,Vng €N, In>ng: B(z,e) N A, # (D}
dir.

Onerme 4.2.12 {A,} ve {B,}, X metrik uzaymda iki kiime dizisi olsun.

durumda asagidaki ifadeler saglanir.

(i) limsup(A4,, N B,) C limsup A, Nlimsup B,

n—oo n—o0 n—oo

(ii) liminf(A, N B,) C liminf A, Nliminf B,,

n—o0 n—oo n—o0

(iii) limsup(A, U B,) = limsup A,, U limsup B,,

n—oo n—oo n—oo

(iv) liminf(A, U B,,) 2 liminf A, Uliminf B,,

n—o0 n—oo n—oo

(v) limsup(A, x B,) C limsup A4,, X limsup B,,

(vi) liminf(A, x B,) = liminf A, x liminf B,,.

Onerme 4.2.13 X ve Y metrik uzay, {A,} ve {B,}, sirasiyla X ve Y de kiime

dizisi olsun. Eger f: X — Y siirekli bir fonksiyon ise, agagidaki ifadeler saglanir.

(i) f(lim sup An> C limsup f(A,),

n—oo n—oo

(ii) f(lim inf An> C liminf f(A,),

n—oo n—o0

(iii) limsup f~(B,) C f_1<lim sup Bn>,

n—oo n—o0

(iv) liminf f1(B,) C f*1<lim inf Bn>.

n—o0 n—oo
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Simdi monoton kiime dizilerinin Kuratowski yakinsakligi ile ilgili teoremler verile-

cektir.

Teorem 4.2.14 {A,}, (X,d) metrik uzayinda kapal kiimelerin artan bir dizisi
olsun. O zaman lim A, mevcuttur ve lim A, = cl( U An> dir (Mosco 1969).

Teorem 4.2.15 {A,}, (X,d) metrik uzayinda kapali kiimelerin azalan bir dizisi
olsun. O zaman lim A, mevcuttur ve lim A, = (| A, dir (Mosco 1969).

n—o0 n—oo neN

4.3. Hausdorff Yakinsakhik

Bu kisimda oncelikle Hausdorff uzaklik ve yari-hausdoff uzaklhigin tanimi verilmistir.
Kiime dizilerinin Hausdorff yakinsakligi tanimlanarak, karakterizasyonlar: incelen-
mistir. Daha sonra Hausdorff yakinsaklik ile Kuratowski yakinsaklik arasindaki iligki

ifade edilmigtir.

Hausdorff uzaklik, ilk olarak Hausdorff (1927) tarafindan tanitildi. Hausdorff uzaklik
ile ilgili gosterimler ve bu uzakligin bir ¢ok 6zelligi Aubin ve Frankowska (1990),
Kuratowski (1966), Beer (1993), Salinetti ve Wets (1979), Baronti ve Papini (1986),
Sonntag ve Zalinescu (1993) ve Geletu (2006) tarafindan galigilmigtir.

Tanim 4.3.1 A ve B, X metrik uzaymin herhangi iki alt kiimesi olsun. O zaman

A ve B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhigi

h(A, B) = max (sup d(a, B), sup d(b, A)) (4.9)

a€A beB

bi¢iminde tanimlanir.

A ve B kuimeleri ayni1 zamanda bog kiime olursa, h(A, B) = 0, eger bu kiimelerden
sadece bir tanesi bog kiime ise, h(A, B) = oo kabul edilir.
X metrik uzayimda bosg kiimeden farkl olan A ve B kiimeleri i¢in, Hausdorff uzaklik
h(A, B) = sup |d(xz, A) — d(x, B)| (4.10)
zeX

bi¢iminde de ifade edilebilir.
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A kiimesinden B kiimesine olan yari-Hausdorff uzaklik

h*(A, B) = supd(a, B)

a€A

bigiminde tamimlanir. Boylece, h*(A, B) # h*(B, A) dir. Buradan
h(A, B) = max{h*(A, B),h* (B, A)}
sonucu elde edilir.

Ornek 4.3.2 Reel sayilar kiimesi lizerinde mutlak deger metrigi goz ontine alinirsa,
A =10,3] ve B = [3,5] kiimeleri i¢gin h*(A, B) = 3 ve h*(B,A) = 2 bulunur. O
zaman, h* fonksiyonu simetrik degildir. Bununla birlikte A ve B kiimeleri arasindaki

Hausdorff uzaklik, h(A, B) = 3 olur.

Ornek 4.3.3 Reel sayilar kiimesi lizerinde mutlak deger metrigi goz oniine alinirsa,
C' = (0,1) ve D = [0,1) kiimeleri igin C' ve D kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklik,
h(C,D) = 0 olur. Ancak, F = {1} ve F = [1,00) kiimeleri i¢gin E ve F' kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzaklik, h(FE, F') = oo olur.

Lemma 4.3.4 Herhangi A, B ve C kiimeleri i¢in h*(A, B) < h*(A,C) + h*(C, B)
dir (Geletu 2006).

Teorem 4.3.5 X metrik uzayinda, Hausdorff uzakhigi A icin asagidaki onermeler

dogrudur.
(i) Her A, B € P(X) i¢in h(A, B) > 0,
(ii) her A € P(X) igin h(A, A) =0,
(iii) her A, B € P(X) i¢in h(A, B) = h(B, A),
(iv) her A, B,C € P(X) igin h(A, B) < h(A,C) + h(C, B).

(1)—(iv) 6zelliklerinden, Hausdorff uzakhig h, P(X) tizerinde bir yari-metrik tanimlar.
Genel olarak A, B € X igin h(A,B) = 0 olmast A = B olmasmi gerektirmez,
dolayisiyla h, P(X) tizerinde bir metrik degildir (Geletu 2006).
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Lemma 4.3.6 A ve B, herhangi bir metrik uzaydaki alt kiimeler olsun. Eger

h*(A, B) = 0 ise o zaman A C B dir (Geletu 2006).

Teorem 4.3.7 X bir metrik uzay ve CL(X), X in tiim kapal alt kiimelerinin
kiimesi olsun. O zaman Hausdorff uzakhigi h, C'L(X) iizerinde bir metrik tanimlar;

(CL(X), h) bir metrik uzaydur.
Lemma 4.3.8 X metrik uzaymin herhangi iki A ve B alt kiimesi i¢in
h(A,B)=inf{e >0 | ACB(B,e)} ve h*(B,A)=inf{e>0]|BCB(4¢)}
dir (Geletu 2006).
Lemma 4.3.9 X bir metrik uzay ve A, B C X olsun. O zaman
h(A,B) =inf{¢>0| ACB(B,c) ve BCB(4,¢)}
dir (Geletu 2006).

Tanim 4.3.10 Bir X normlu lineer uzayinda A, B C X kiimeleri i¢in v € R olmak

tizere, iki kiimenin toplamiu;
A+B={a+blac A, be B}

ve skalarla carpimi;

YA ={ya|ae€ A}

bigiminde tanimlanir. A 4+ B kiimelerinin toplami genellikle Kuratowski toplami

olarak bilinir. Bu nedenle, B =bi¢in B+ A=b+A={b+a|a€ A} olur.

Sonug olarak, bir A C X kiimesi ve € > 0 i¢gin B(A,e) = A + £B yazlabilir. Bu

nedenle, bir normlu lineer uzaydaki Hausdorff metrigi
h(A,B)=inf{fe >0| ACB+¢B ve BC A+¢eB}

seklinde ifade edilebilir. Burada B, merkezi X normlu uzayimnin sifir vektorti olan

birim yuvar1 gostermektedir.

25



Tanim 4.3.11 (X, d) bir metrik uzay, A kiimesi X in kapali bir alt kiimesi ve {A,,},
X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Eger,

lim h(A,, A) = lim sup |d(x, A,) — d(z, A)| =0

oluyorsa, {A,} dizisi A ya Hausdorff yakinsaktir denir. Bu ise H — lim A, = A

n—oo

bi¢iminde gosterilir (Baronti and Papini 1986).

Onerme 4.3.12 {A,}, X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi ve A, X in kapali bir
alt kiimesi olsun. H — lim A,, = A olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya A nin ve her
n— oo

n > ng igin A, kiimelerinin bog kiime olmasi ya da her € > 0 i¢in en az bir n. vardir,

oyleki her n > n. igin
A CB(Ap,¢) ve A, CB(4,¢) (4.11)
olmasidir.

Uyar: 4.3.13 Eger lim h(A,, A) =0 ise, o zaman

n—oo

Ve>03n, €N A, CB(Ae)={z e X |dz A) <e}, Vn>ng
oldugu aciktar.

Teorem 4.3.14 A ve A,,, X metrik uzayimin bog kiimeden farkl kapali alt kiimeleri

olsun. O zaman

H—1limA,=A=K-1mA,=A4

n—o0 n—oo

dir. Yani, Hausdorff yakinsak bir kiime dizisi ayn1 kiimeye Kuratowski yakinsaktir.

Ancak Teorem 4.3.14 in karsiti dogru degildir. Bu iki yakinsaklik tipinin hangi

sartlar altinda birbirini gerektirdigi agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.3.15 X bir metrik uzay, {A,,} X in kompakt alt kiimelerinin bir dizisi
ve A C X kompakt olsun. Eger her n € N i¢in A, C K olacak sekilde X in bir K

kompakt alt kiimesi var ve lim A, = A ise lim h(A4,, A) = 0 olur.

n—o0 n—oo
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Uyar1 4.3.16 Kiime dizisinin monoton artan veya monoton azalan olmasi Hausdorff

yakinsak olmasini gerektirmez.

Ornegin; Reel sayilarda {A,} kiime dizisini A, = [n,00) seklinde tanimlansmn.

A,, = 0 oldugundan dolay1 {A,,} kiime dizisi Hausdorff yakinsak degildir.
=1

n—=

Teorem 4.3.17 {A,}, X in kapali alt kiimelerinin bir dizisi ve A, X in kapali bir

alt kiimesi olsun. Eger H — lim A, = A ise,
n—oo

olur.

Tamm 4.3.18 (A,), (CL(X),h) uzaymda bog kiimeden farkh bir kiime dizisi
olsun. Her ¢ > 0 igin m,n > N(e) oldugunda h(A,, A,,) < ¢ olacak sekilde bir

N(e) € N varsa (A,,) kiime dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.3.19 Eger (X, d) bir tam metrik uzay ise, o zaman (CL(X),h) uzay

da bir tam metrik uzaydir.
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5. KURATOWSKI ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde Talo vd. (2016) tarafindan calisilan kapali kiime dizilerinin Kura-
towski istatistiksel yakinsakligi tanitilacaktir. Bunun icin oncelikle ¢aligmalarimizi
kolaylastirmak amaciyla, dogal sayilarin S ve S# olarak adlandirilan alt kiime aileleri

agagidaki gibi tanimlanmigtir.

Dogal say1 alt kiimelerinden yogunlugu 1 olan S alt kiime ailesi,
S:={NCN:§N)=1},

ve yogunlugu 0 dan farkli olan S# alt kiime ailesi,
S* .= {N CN:§(N) # 0}

seklinde ifade edilmistir. Bu kiime aileleri yardimiyla kapali kiime dizilerinin istatis-

tiksel alt (i¢) ve iist (dig) limitleri tanimlanacaktir.

Tanim 5.1 (X, d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapali alt kiimelerinin herhangi

bir dizisi olsun. {4, } dizisinin istatistiksel alt limit kimesi

n—o0

st —liminf A4,, := {x |[VV eQz), INeS, Vne N: A, NV # @},
istatistiksel st limit kumesi de,

st —limsup 4,, := {x|VV€Q(x), N € §*, ‘v’nEN:AnﬂV#@}

n—00

bi¢iminde tanimlanir.

Bir kiime dizisinin istatistiksel alt limit kiimesi ve istatistiksel {ist limit kiimesi (bog

kiime olsa bile) daima mevcuttur.

{A,} kiime dizisinin istatistiksel limitinin mevcut olmasi igin gerek ve yeter kogul
istatistiksel alt limit kiimesi ile istatistiksel st limit kiimesinin ¢akigsmasidir. Bu

durumda kiime dizisi Kuratowski istatistiksel yakinsak olarak adlandirilir. Bu ise
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st — liminf A,, = st — limsup A,, = st — lim A,
n—o0o n—oo n—o0

seklinde gosterilir. S ve S# kiime aileleri goz 6niine alindiginda

st — liminf A,, C st — limsup A4,,

n—oo n—oo

olacagi agiktir. O halde st — lim A,, = A olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

n—o0

st —limsup A4, C A C st — liminf A,

n—o00 n—oo

kapsamasinin saglanmasidir. Ayrica, N C S ve S* C N# oldugundan, acik olarak

liminf A,, C st — liminf A,, C st — limsup A,, C limsup A4, (5.1)

n—o0 n—oo n—o00 n—oo

kapsamalar: gegerlidir.

Ornek 5.2 {A,} C R kiime dizisi

(
[—4,1] , n cift kare ise,
4 [—1,4] , n tek kare ise,
- [—3,2] , n cift kare degilse,
\ [—2,3] , n tek kare degilse,
bi¢iminde tanimlansin.
Tanimmlar g6z 6niine alindiginda, st — liminf A,, = [-2, 2], st — limsup A,, = [-3, 3],
n—00 . n—oo
liminf A, = [—1,1] ve limsup A,, = [—4, 4] olarak hesaplanir. Istatistiksel alt limit

n—oo n—o00

ile istatistiksel tist limit kiimeleri birbirine esit olmadigi i¢in {A,,} dizisi Kuratowski

istatistiksel yakinsak degildir.

(5.1) kapsamasi gozoniine alndiginda, adi anlamda Kuratowski yakimsaklik

Kuratowski istatistiksel yakinsakligi gerektirmektedir. Yani,

lim A, =A ise st— lim A,=A

n—o0 n—oo

dir. Fakat bu gerektirmenin kargiti genellikle dogru degildir. Yani, bir kiime dizisi
Kuratowski istatistiksel yakinsak olmasina karsin Kuratowski yakinsak olmak zorunda

degildir.
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Ornek 5.3 Ave B , X in bog olmayan birbirinden farkl iki kapali alt kiimesi olsun.
{A,} dizisi

A, n=k, keN,
A, =
B, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansim. Bu durumda, st — lim A,, = B bulunur. Ancak,
n—0o0

liminf A, =ANB ve limsup A, = AUB

n—oo n—o00

oldugundan, {A,} dizisi adi anlamda Kuratowski yakinsak degildir.

Genelligi bozmadan Tanim 5.1 deki V' komguluklar: yerine z in ¢ agik yuvarlari olan

B(z,¢) almarak istatistiksel alt limit kiimesi

st —liminf A, := {x |Ve >0, INES, Vne N: A, N B(x,e) # (Z)}
n—oo
ve istatistiksel st limit kiimesi
st —limsup 4,, = {a: |Ve >0, AN € 8%, Vne N : A, N B(z,¢) # @}
n—oo

bi¢iminde ifade edilebilir.

Simdi istatistiksel alt limit kiimesi ve istatistiksel tist limit kiimesinin farkl karak-

terizasyonlar1 verilecektir.

Teorem 5.4 (X,d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapal alt kiimelerinin herhangi
bir dizisi olsun. {A,} dizisinin istatistiksel alt limit kiimesi

st —liminf A,, = ﬂ cl U A,

n—oo
NeS# neN
ve istatistiksel tst limit ktimesi

st —limsup A,, = ﬂ cl U A,

n—reo NeS neN

bi¢iminde ifade edilebilir.
ispat. Benzer oldugundan burada sadece birinci egitlik ispatlanacaktir.

x ve N, srasiyla, st — liminf A, ve S# nin keyfi birer eleman olsun. Bu durumda
n—oo

herhangi bir € > 0 i¢in en az bir Ny € § vardir 6yleki, her n € N; igin
A, N B(x,e)#0D
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olur. Her N € 8% icin NN N; # 0 oldugundan bir ny € N N N, vardir dyleki
Any N B(z,e) # 0 olur. Bu nedenle,

(UA)me@¢®

neN
olur. Buise z € ¢l |J A, olmasi anlamina gelir. Bu esitlik her N € S# sagladig:
neN
icin

T € n cl U A,
NeS# neN
elde edilir.

Ters kapsama bagintisini gostermek icin x & st —lim inf A,, oldugu kabul edilsin. Bu
n—oo

durumda
6({neN:A,NB(z,e) #0}) #1
olacak gekilde € > 0 vardir. Boylece
N={neN:A,NB(z,¢e) =0}

kiimesinin yogunlugu sifirdan farkhidir. Yani, N € S# dir. O halde,

(UA)me@_w

neN

olur. Buise z & ¢l |J A, olmasi demektir. Sonug olarak

neN
T & ﬂ clUAn

NeS# neN

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. Il

Teorem 5.4 den herhangi bir {A,,} kiime dizisi i¢in st — lim inf A,, ve st —limsup A,
n—oo n—00
kiimelerinin kapali kiime oldugu sonucu ¢ikarilir.

Teorem 5.5 (X,d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapali alt kiimelerinin herhangi

bir dizisi olsun.

st — liminf A,, = {x | st — lim d(z, A,) = 0} (5.2)
n—o0 n—o0
ve
st —limsup A, = {x | st —liminfd(z, A,) = O} (5.3)
n—00 n—00
dir.
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ispat. Herhangi bir kapali A kiimesi i¢in
d(z,A)<e & ANB(x,e)#0 (5.4)

cift gerektirmesi saglanir.

st — liminf d(z, A,) = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda her € > 0 i¢in

n—oo

§({neN:d(z,A4,) <e}) #0

dir. (5.4) den, z € st —limsup A,, olur.

n—oo

Simdi ters kapsama bagintisini gostermek i¢in x, st —lim sup A,, kiimesinin keyfi bir
n—oo

elaman olsun. O zaman her £ > 0 icin en az bir N € 8# vardir éyleki her n € N

igin A, N B(x,¢) # () dur.
N C{neN:A4,NB(z,e) #0}
oldugundan dolay1
5({neN:A,NB(z,e)#0}) #0

bulunur. (5.4) ve Lemma 3.14 den, st — liminf d(z, A,,) = 0 olur.

n—o0

Benzer sekilde, herhangi kapali bir A kiimesi igin
d(z,A) > e < AN B(x,e) =0 (5.5)
dir. (5.5) kullanilarak ikinci esitlik elde edilebilir. O

Teorem 5.6 (X,d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapal alt kiimelerinin herhangi
bir dizisi olsun. Bu durumda

st — liminf A,, = {:1: |IN €S, Vne N, Jy, € A, : lim y, :a:} (5.6)
n—ro0

n—oo

dir.
Yani, st —lim inf A, istatistiksel alt limit kiimesi, y,, € A,, bi¢iminde olugturulan (y,,)
n—oo

dizisinin yogunlugu 1 olan kiime iizerinden limitlerinin kolleksiyonundan meydana

gelmektedir.
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ispat. x € st — liminf A, olsun. K; kiimesi her j € N icin

n—oo

K;, = {nEN:AnﬂB<x,%) #@}
1

= {nEN:EIynEAn ve d(x,yn)<3}

seklinde tanimlansim. O zaman, Tamim 5.1 den 6(K;) = 1 olur. K kiimelerinin

tanimi goz oniine alindiginda
KnggDKgD"'DKjDKj_HD"'

kapsamasi gegerlidir. Lemma 1.1 (Saldt 1980) ispatindan, her j € N igin v; € K
olacak gekilde pozitif tam sayilarin kesin artan (v;) dizisi insa edilebilir ve her bir

n > v; i¢in

olur. Tekrar Lemma 1.1 (Saldt 1980) ispatindan, K kiimesi asagidaki gibi insa
edilebilir.

K= ([1,?)1) N N) U ([’Ul,UQ) N Kl) U ([UQ,Ug) N KQ) U---
Acik olarak, §(K) = 1 dir. Béylece, her bir n € K i¢in

limy, ==«
nek Yn

olacak sekilde y,, € A, mevcuttur. Bu durumda z, (5.6) esitliginin sag tarafinda
bulunan kiimeye aittir.
Ters kapsamay1 elde etmek i¢in z in (5.6) esitliginin sag tarafinda bulunan kiimeye

ait oldugu kabul edilsin. O zaman lim g, =z ve N € S olacak sekilde

n—oo

{yn |yn € A, n€ N}

dizisi vardir. Keyfi bir pozitif € sayis1 verildiginde, bir ny € N bulanabilir 6yle ki
her bir n > ng, n € N i¢in y,, € B(z,¢) olur. M kiimesi, M = N \ {1,2,3,...,n0}
bi¢iminde tammlansi. Bu durumda, her bir n € M igin M € S ve y,, € A,NB(x,¢)
olur. Buise A,, ve B(z,¢) kiimelerinin ayrik olmadigi anlamina gelmektedir. Sonug

olarak x € st — liminf A,, dir. O

n—0o0
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Teorem 5.7 X bir normlu lineer uzay ve {A,}, X in kapali alt kiimelerinin bir
dizisi olsun. Eger her bir n € K icin A, konveks olacak gsekilde K € & mevcut
ise, istatistiksel alt limit kiimesi st — liminf A,, de konveks olur. A,, kiime dizisinin

n—o0

yakinsak olmasi durumunda st — lim A,, kiimeside konvekstir.
n—0o0

Ispat. st —liminf A, = A oldugu kabul edilsin. Teorem 5.6 goz oniine alindiginda,
n—oo

x1 ve T9 noktalart A kiimesine ait ise,

. 1 o . 2 o
lim y, = 2, ve lim y;, = 9
n—oo n—oo

olacak gekilde N € S oldugunda her n € N igin A,, kiimesinde y. ve y> noktalar
bulunabilir. K € § oldugundan M = N N K olan M € § vardir. O zaman keyfi
A€ [0,1] ve n € M igin

o= (1= Nyl + 22 ve xy:= (1 — Ny + Ay
tammlansin. Bu durumda

lim v = x)
neM Yn

olur. Teorem 5.6 den z), € A elde edilir. Bu ise A kiimesinin konveks oldugu

anlamina gelmektedir. O]

Teorem 5.8 (X,d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapal alt kiimelerinin herhangi

bir dizisi olsun. O zaman

st —limsup A4,, = {m 1IN €S*, YneN, Iy, € A,z € Fy} (5.7)

n—oo

dar.

Ispat. z € st — limsup A,, keyfi bir elamam olsun. Teorem 5.5 den
n—oo

st — liminf d(z, A,) =0

n—oo

olur. Lemma 3.14 goz oniine alindiginda her € > 0 i¢in

{n eN:d(z,A,) < g}
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kiimesinin yogunlugu sifirdan farkhidir. A, kiimesi kapali oldugundan, n € N igin
d(x,y,) < 2d(x, A,) olacak sekilde y,, € A, mevcuttur. Simdi, {y, | y, € 4,, n €
N} dizisi tammlansin. Agik olarak z, (y,,) dizisinin bir istatistiksel degme noktasidir.
Yani, x € I, dir.

Diger taraftan, x noktasi (5.7) esitliginin sag tarafinda bulunan kiimeye ait olsun.
Bu durumda N € 8% ve z € T, olacak sekilde {y, | v, € A,, n € N} dizisi
mevcuttur. Diger bir ifadeyle her ¢ > 0 igin {n € N:d(z,y,) < 5} kiimesinin

yogunlugu sifirdan farklidir.
{neN:d(z,y,) <ec} C{neN:d(z,A,) <e}
kapsamasindan d(z,y,) > d(z, A,) esitsizligi elde edilir. Boylece,
N ={neN:d(z,A,) <&}

kiimesinin yogunlugu sifirdan farkhdir. Yani, N' € S# dir. (5.4) den her n € N’
i¢in A, N B(x,e) # 0 elde edilir. Bu ise x € st — lim sup A,, olmasi demektir. O

n—oo
Dikkat edinilecek olursa, Teorem 5.6 ve Teorem 5.8 goz oniine alindiginda, istatis-
tiksel alt limit kiimesi st — 117152 %)I.}f An, yn € A, bigiminde olugturulan (y,,) dizilerinin
istatistiksel limitlerinin kolleksiyonundan olugsmaktadir. Bununla birlikte, istatistik-
sel tist limit kiimesi st — limsup A,,, ¥, € A, bigiminde olugturulan (y,,) dizilerinin

n—oo
istatistiksel degme noktalariin kolleksiyonundan olugmaktadir.

Onerme 5.9 Teorem 5.8 de istatistiksel degme noktalari, istatistiksel limit noktalar

ile degigtirilemez.
Ornegin, Fridy (1993) nin verdigi y = ()

1 12
=10,1,0,%,1,0, -, =
(yk) (77727773737

diizgiin dagilimh dizisi ve { A} kiime dizisi,

() = () = {100 1001 150 10 01 130 ) )

seklinde tanimlansin.
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Bu durumda st — limsup A4,, = [0, 1] olur. Gergekten herhangi bir x € [0, 1] i¢in
n—oo
{keN:ANB(z,e)#0}={keN:y, € (z—c,x+¢e)}
olur. Boylece,

§({k € N: AN B(z,e) #0}) >e>0

bulunur.

Diger taraftan, x € [0, 1] olmak {izere x noktasina yakinsayan
{ve | yx € A, k€ N C N}
alt dizisi icin 6(N) = 0 olur. Yani, N ¢ §# dir. Boylece,
{x\EINES#, Vn € N, ElynEAn:}liGI%yn:x}Z(Z)
olur. Sonug olarak,

st — limsup A, # {:c |IN € S*, Yn €N, Ty, € A, : lir%yn :x}
ne

n—oo

oldugu gortlir.

Simdi kiime dizileri lizerinde tamimlh olan istatistiksel alt limit ve istatistiksel iist

limit doniigtimlerinin izoton oldugunu gosteren teorem verilecektir.

Teorem 5.10 {A,} ve {B,}, X metrik uzaymda kapali kiimelerin iki dizisi olsun.

Eger her bir n € K i¢in A,, C B, olacak sekilde bir K € S kiimesi mevcut ise,

st — liminf A,, C st — liminf B,

n—oo n—o0

ve
st —limsup A,, C st — limsup B,
n—o0 n—o0

kapsamalar: saglanir.
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ispat. Ikinci kapsama birinci ile benzer sekilde elde edilenibileceginden burada
sadece birinci kapsama ispatlanacaktir.
Her bir n € K i¢in A,, C B,, kapsamasi saglanacak sekilde K € S mevcut olsun. Bu

durumda z € st — liminf A,, keyfi elamani i¢in

n—oo
d(x,By,) < d(z,Ap) (5.8)
olur.
Teorem 5.5 den
st — lim d(z,A,) =0 (5.9)
n—oo

bulunur.
Sonug olarak, (5.8) ve (5.9) birlikte géz 6ntine alindiginda, st — lim d(z, B,) = 0
n—oo

olur. Yani, x € st — liminf B,, dir. Boylece ispat tamamlanir. Il
n—oo

Teorem 5.11 {A,} ve {B,}, X metrik uzayinda kapal iki kiime dizisi olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler saglanir.

(i) st —limsup(A4, N B,) C st — limsup A, N st — limsup B,,.

n—o0 n—o0 n—oo

(ii) st —liminf(A, N B,) C st — liminf A, N st — liminf B,,.

n—oo n—oo n—oo

(iii) st — limsup(A, U B,) = st — limsup A, U st — limsup B,,.

n—oo n—oo n—o0

(iv) st —liminf(A, U B,) 2 st — liminf A,, U st — liminf B,,.

n—oo n—oo n—oo

ispat. Her bir n € Nigin A, N B, C A,, A,NB, C B,, A, C A, UB, ve

B, C A, U B, kapsamalar1 gecerlidir. Teorem 5.10 den ispat kolayca elde edilir. [

Simdi de istatistiksel artan ve azalan kiime dizisi tamtilarak, Salinetti ve Wets (1979)
tarafindan sonsuz boyutlu uzaylarda kiime dizilerinin Kuratowski yakinsakligi i¢in

verdigi iki teoremin istatistiksel Kuratowski kargiliklari verilecektir.

Tanim 5.12 Her n € N igin A;, C Ay, ., olacak sekide 0(K) =1 olan K = {ky <
ko < ks < ---} C N kiimesi var ise { Ay} kiime dizisi istatistiksel artan ve her n € N
i¢in Ay, 2 Ag,,, olacak sekide §(K) = 1 olan K = {ky < ks < k3 < ---} C N

kiimesi var ise { Ay} kiime dizisi istatistiksel azalan olarak adlandirilir.
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Teorem 5.13 {A;}, X in kapali alt kiimelerinin istatistiksel artan bir dizisi olsun.
Bu durumda st — klim Aj, mevcut ve
— 00
st — klgrolo A, =cl LJNAkn
ne

dar.

Ispat. {A;}, X in kapali alt kiimelerinin istatistiksel artan bir dizisi olsun.
A=cl |J Ay, denirse, her n € Nigin Ay, C A olur. Eger A = () ise, her n € N i¢gin

neN

Ay, = 0 olacagindan st — klim Ay, = 0 bulunur.
—00

A#Qvexecl|] Ag, olsun. Bu durumda her ¢ > 0 igin
neN

B(z,e) N U Ay, # 0

neN

dir. O zaman B(x,e) N Ay, # 0 olan en az bir ng € N vardwr. {4, } kiime dizisi

istatistiksel artan oldugundan her n > nyq icgin Akno C Ay, dir. M kiimesi
M ={m|m=ky,,n>ng,necN}

seklinde tanimlansin. Bu durumda 6(M) = 1 ve her m € M i¢in B(x,e) N A, # 0

olur. Sonug olarak x € st — liminf A,, elde edilir.
n—oo

Simdi de st — limsup Ay C A oldugu gosterilsin. Bunun igin
k—o00

x € st — limsup Ay,

k—o0

keyfi bir elemani olsun. Bu durumda her € > 0 icin en az bir N € §# vardir 6yleki
her k € N igin Ay N B(x,e) # 0 dir. §(K) = 1 ve 6(N) # 0 oldugundan K N N
kiimesi bogtan farkhdir. Yani B(z,e) N Ay, # () olan en az bir k,, € KN N vardir.

Boylece
B(z,e) N | Ak, #0
neN
elde edilir. Bu ise z € ¢l |J A, olmasi demektir. O

neN
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Ornek 5.14 R? de {Ax} kiime dizisi agagidaki gibi tanimlansim.

{(x,y) ER?*: (z—1)2+¢y* < %} , Kk asal say1 ise,
A =
{(z,y) e R*: Ja| + |y| < kiﬂ} . diger durumlarda.
K ={1,4,6,8,9,10,12,...} denirse, 6(K) =1 ve her n € N icin A, C Ay, ,, olur.
Tamm 5.12 gbz oniine alindiginda {Ax} dizisi istatistiksel artan olmasima ragmen

artan bir dizi degildir. Teorem 5.13 den {Ay} dizisi
A={(z,y) eR*: |z|+|y| <1}
kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsak oldugu gortiliir.

Teorem 5.15 {A;}, X in kapal alt kiimelerinin istatistiksel azalan bir dizisi olsun.
Bu durumda st — klim A;, mevcut ve
—00
st — kILHOZ A = QA;%
ne

dar.

Ispat. A= ) Ay, olsun. Acik olarak, = € A ise her n € N icin z € Ay, dir.
neN

M={m|m=k,,neN}
seklinde tanimlansin. Bu durumda §(M) = 1, her ¢ > 0 ve m € M igin
B(z,e) N A, £ 10

olur. Bu ise x € st — li’gg}lf A}, olmas1 demektir.

Simdi st — limsup Ay C A oldugunu gostermek icin, z € st — limsup A keyfi bir
eleman olsun%?)mhalde, her € > 0 icin enaz bir N € S# vardir éyl(]z;iooher k € N icin
AN B(x,e) # O dir. §(N) # 0 oldugundan her n € N igin &, < m olacak bigimde en
az bir m € N vardir. {A} kiime dizisi istatistiksel azalan oldugundan, Ay, 2 A,,
kapsamasi gegerlidir. Bundan dolay1 B(x,e) N Ay, # 0 dir. Bu ise x € ¢l Ay, olmast
demektir. Ay, kiimesi kapall oldugundan x € Ay, olur. Béylece z € [ Ay, elde

neN
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Teorem 5.16 X bir sonlu boyutlu lineer uzay ve {4, }, X in kapali konveks alt

kiimelerinin bir dizisi olsun. A kompakt ve lim A, = A # 0 ise, A, kiimesi
=1

n—oo n

siirhidir (Baronti and Papini 1986).

Simdi bu teoremin Kuratowski istatistiksel yakinsaklik i¢in gecerli olmadigini gosteren

bir ornek verilecektir.

Ornek 5.17 {A,} kiime dizisi

[-n,n] , n=k, keN,
A, =

[1,2] , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin.

{A,}, R nin kapali konveks alt kiimelerinin bir dizisidir. st — lim A, = [1,2] olur.

n—oo

Fakat, |J A, = R kiimesi smirh degildir.

n=1
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6. HAUSDORFF ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan tanitilan Hausdorff istatistiksel ya-
kinsaklik cesidi ifade edilecektir. Talo vd. (2016) tarafindan ¢aligilan bu yakinsaklik
cesidinin karakterizasyonlari verilerek, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ile Haus-

dorff istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki incelenecektir.

Tanim 6.1 (X, d) bir metrik uzay ve {A,}, X in kapal alt kiimelerinin bir dizisi

olsun. Eger

st — lim h(A,, A) =0 (6.1)

n—oo

oluyorsa {A,} dizisi A C X kapah alt kiimesine Hausdorff istatistiksel yakmsaktir
denir. Bu durum A = sty — lim A, bigiminde gosterilir (Nuray and Rhoades 2012).
n—oo

Onerme 6.2 {A; A,,,n € N}, X in kapal alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

A = sty — lim A, olmas i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sartlarindan birinin
n—oo

saglanmasidir.
(i) Her n € M igin A ve A, bog kiime olacak gekilde M € S var olmasidir.

(ii) Her € > 0 i¢in
{neN:AZ B(A,,e)} ve {neN:A,Z B(Ae)} (6.2)
kiimelerinin yogunlugunun sifir olmasidir.
Ispat. Eger A = {) ise,
{neN:h(A, A)>e} ={neN:A4,#0}

dir. Boylece,
S({neN:A,#0})=0

olur. Yani,

d({neN:A,=0})=1

dir. Tersine, her n € M i¢in {A,} bos kiime olacak gekilde M € S olsun. Agik
olarak, A = () olur.
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Diger taraftan A # () ise (6.1) saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir € > 0

i¢in
6 ({neN:h(A,,A)>e}) =0
veya buna denk olarak
6§ ({neN:n(A,, A) <e}) =1
olmasidir. Hausdorff uzaklhigin tanimindan,
§({neN:ACB(A,,¢e) ve A, CB(Ae)})=1
olur. Sonug olarak, (6.2) de olan kiimelerin yogunlugu sifir bulunur. O

Teorem 6.3 {A;A,,n € N}, X in bogtan farkh kapali alt kiimelerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda Hausdorff istatistiksel yakinsak kiime dizisi ayni kiimeye Kura-

towski istatistiksel yakinsak olur. Yani,

stg— lim A, = A = st— lim A, = A.

n—oo n—o0

Ispat. Eger A = 0 ise (5({n eN: A, = (Z)}) = 1 dir. Boylece, st — lim A, = ()

n—oo

olur. Her n € N igin A ve A, kiimeleri bogtan farkl olsun. Esitlik (4.10) den her

bir z € X i¢in

st — lim d(z, A,) = d(x, A) (6.3)

n—oo

dir. x € A alalim. Bu durumda

st — lim d(z, A,) = d(x,A) =0

n—oo

olur. Teorem 5.5 den x € st — liminf,_,,, A,, olur. Sonug olarak,

A C st —liminf A,,.

n—oo

kapsamasi elde edilir. Tersine, z € st — limsup A,, alinirsa, Teorem 5.5 den
n—oo

st —liminf d(z, A,) =0

n—oo
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oldugu goriiliir. (6.3) den

d(z,A) = st — lim d(z,A,) =0

n—oo

bulunur. O halde, x € A dir. Boylece

st —limsup A, C A C st — liminf A,

n—o0 n—00

kapsamasindan A = st — lim A,, elde edilir. O]
n—oo

Agagidaki ornekten de anlagilacagi tizere, Teorem 6.3 iin karsiti genellikle dogru

degildir.
Ornek 6.4 {A,} kiime dizisi

[273] ? n:k37k€N
[0,1]U{n} , diger durumlarda.

A, =

seklinde tamimlansin. {A,} dizisi [0, 1] kiimesine Kuratowski istatistiksel yakinsak

olmasina ragmen Hausdorff istatistiksel yakinsak degildir.

Tamim 6.5 Bir {A4,} kiime dizisi verilsin. §({n € N: A, Z K}) = 0 olacak sekilde

bir kompakt K kiimesi var ise {A,} kiime dizisine istatistiksel sinarlider denir.

Dogal olarak, “Bir kiime dizisinin hangi sartlar altinda Kuratowski ve Hausdorff
istatistiksel yakinsakligi esittir?” sorusu aklimiza gelebilir. Bu sorunun cevabi

asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 6.6 {A,}, X in kapal alt kiimelerinin istatistiksel siirh bir dizisi olsun.
A # () olmak {izere,

st— lim A, = A ise stg — lim A, = A

n—o0 n—oQ

dir.

ispat. {A,}, X in kapali alt kiimelerinin istatistiksel smirl bir dizisi olsun. O
zaman her n € M i¢in A, C K olacak sekilde bir kompakt K kiimesi ve M € S
vardir. Teorem 5.10 dan st — lim A, = A C K dir. Boylece kapali A kiimesi

n—oo
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kompakt olur. Bu durumda, her ¢ > 0 igin A kiimesi € yaricapli agik yuvarlarin
sonlu bir ortiistine sahiptir. Yani, z; € A olacak sekilde {x1,x2, 3. .., x,} noktalari

vardir Oyleki

acUs ()

dir. Heri € {1,2,...,n} i¢in z; € A ve st — lim A,, = A oldugundan,

n—o0

st — lim d(z;, A,) =0

n—oo
olur. Boylece her bir i igin §(V;) = 1 olacak sekilde

N; = {n e N:d(z;, A,) < g}

mevcuttur. N = (] N; denirse §(N) = 1 olur. Boylece herhangi biry € Aven € N
i=1
icin
d(y, An) < d(y, ;) + d(zi, A) < €
bulunur. Yani, n € N i¢gin A C B(A,,¢) dir. Bu ise
5 ({neN:AZB(A,e)}) =0
olmasi demektir. Jimdi de, baz1 € > 0 igin

C={neN:A,ZB(Ae)}

kiimesinin yogunlugunun sifir olmadigi kabul edilsin. §(M) = 1 oldugundan

d(M N C) # 0 olur. Boylece
{ye |yr € A\ B(A,e), ke MNC} C K
bigiminde bir dizi mevcuttur. Lemma 3.18 goz oniine alindiginda, (y,,) dizisi
st —limsup A4, = A

n—o0

kiimesine ait olan ancak B(A,¢) O A kiimesinde bulunmayan en az bir istatistiksel

kapanig noktasina sahiptir. Bu ise bir celigkidir. Sonug olarak
d({neN:4,ZB(Ae)})=0

elde edilir ki ispat tamamlanir. O]
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