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O, (F) : Bilesenleri ' cisminden olan n x n lik matrislerden olusan ortogonal
grubun komiitator alt grubu
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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

KARAKTER DERECE CiZGELERI

Gamze AKAR UYSAL

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Temha ERKOC

Karakter Teorisi sonlu gruplarin yapilarim1 anlamakta onemli bir yere sahiptir. Literatiirde
bir grubun yapisi ile indirgenemez karakterleri arasindaki iligkiler iizerine bir¢ok calisma
vardir. Ornegin p ve g birer asal say1 olmak iizere mertebesi p®¢” biciminde olan gruplarin
coziilebilir oldugu 1904 yilinda Burnside tarafindan Karakter Teorisi kullanilarak ispat
edilmistir.

Bu tez calismasinda Grup Teorisi ve Karakter Teorisindeki temel tanim ve teoremlere
yer verildikten sonra karakter derece cizgesi tamimu ve Ozellikleri verilmistir. Coziilebilir
gruplarin karakter derece cizgeleri icin verilen Palfy’nin U¢ Kose Teoremi detaylica
anlatilmistir. Lewis karakter derece cizgesi baglantisiz olan c¢oziilebilir gruplarin bir
tam siiflandirilmasinmi vermistir. Ardindan Lewis ve White karakter derece cizgesi
baglantisiz olan ¢oziilebilir olmayan gruplarin yapisint vermistir. Tezde bu calismalardan
bahsedilmektedir. Bulgular kisminda da karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan tiim
rasyonel gruplarin bir tam siniflandirmasi yapilmagtir.

Haziran 2022, 84 sayfa.

Anahtar kelimeler: Karakter derece cizgesi, baglantisiz ¢izge, rasyonel grup.
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Character Theory has an important place in understanding the structures of finite groups.
There are many studies in the literature on the relationships between the structure of a group
and its irreducible characters. For example, it was proved in 1904 by Burnside using
Character Theory that the groups of order p®g” are solvable, where p and g are prime
numbers.

In this thesis, after giving place to the basic definitions and theorems in Group Theory and
Character Theory, the definition and properties of character degree graph are given. Pélfy’s
Three Vertices Theorem for character degree graphs of solvable groups is explained in detail.
Lewis has given a complete classification of solvable groups whose character degree graphs
are disconnected. Then Lewis and White have discribed the structure of nonsolvable groups
whose character degree graphs are disconnected. These studies are mentioned in the thesis.
In the part of results, a complete classification of all rational groups whose character degree
graphs are disconnected is given.

June 2022, 84 pages.

Keywords: Character degree graph, disconnected graph, rational group.



1 GIRIS

Bu tezin amaci sonlu gruplarin karakter derece cizgeleriyle ilgilenmektir. Bu sebeple ilk
olarak Grup Teorisindeki temel tanim ve teoremlere daha sonra da Karakter Teorisindeki
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Tezin Karakter Teorisi boliimiinde, Palfy’nin
Uc¢ Kose Teoreminin ispatinda ve Bulgular kisminda bilinmesi gerekli oldugundan
karakter genislemelerine yer verilmistir. Daha sonra karakter derece cizgeleri tanitilmistir.
Karakter derece cizgesinin koseleri arasindaki uzaklik tanimi, baglantili bilesen tanimi,
baglantili bilesenin capinin ve karakter derece ¢izgesinin ¢apinin hesaplanmasiyla ilgili
bilgiler verilmistir. Karakter derece cizgeleriyle ilgili literatiirde var olan calismalardan
bahsedilmistir.

Manz, Willems ve Wolf [19] da bir sonlu G grubu i¢in n(I'(G)) < 3 oldugunu ve G grubunun
karakter derece cizgesi I'(G) baglantili ise diam(I'(G)) < 3 oldugunu soylemistir. G bir
¢oziilebilir grup oldugunda n(I'(G)) < 2 oldugu da Manz [18] de goriilmektedir. Bu tez
caligmasimnin dordiincii boliimiinde ayritili anlatilan Palfy’nin Ug Kose Teoremi ise G bir
¢oziilebilir grup oldugunda I'(G) baglantili degil (baglantisiz) ise her bir baglantili bilesenin
bir tam ¢izge olmast gerektigini soylemektedir. Palfy’nin bu teoremi ¢oziilebilir gruplarin
karakter derece ¢izgesinden alinan herhangi ii¢ kdsenin en az bir kenar icermesi gerektigini
sOyler.

Besinci boliimde karakter derece cizgesi baglantisiz olan gruplar hakkinda bilgiler
verilmistir. Lewis [14] de karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan yani tam olarak 2
tane baglantili bileseni olan tiim ¢oziilebilir gruplarin bir tam siniflandirmasini vermistir.
Bu calismaya gore karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan tam 6 tip coziilebilir grup
vardir. [15] de ise White ve Lewis karakter derece cizgesi baglantisiz ¢oziilebilir
olmayan gruplart siniflandirmistir. Tezin Bulgular kisminda bilinmesi gerekli oldugundan
bu siiflandirmalardan besinci boliimde bahsedilmistir.

Altinct bolimde Kletzing’in [13] Structure and Representations of Q-Groups kitabindan
yararlanilarak rasyonel grup tanimi ve rasyonel gruplarin bazi ozellikleri verilmistir. G bir
sonlu grup olmak iizere her g € G ve her ) € char(G) igin x(g) bir rasyonel say1 ise G
grubuna bir rasyonel grup denir. Gow [5] de G bir sonlu ¢oziilebilir rasyonel grup olmak

tizere |G| nin tiim asal bolenlerinin 2,3 ve 5 olabilecegini soylemistir. Hegedds [6] da G



bir ¢oziilebilir rasyonel grup olmak iizere G nin 5-Sylow alt grubunun normal ve elementer
abelyen oldugunu sdylemistir. Heged{is’iin bu teoremi bize ¢o6ziilebilir rasyonel gruplarin
karakter derece cizgesinde 5 noktanisinin goriilemeyeceginin bilgisini de vermis olur.

Bu caligmalar 15181nda Erko¢ ve Akar [3] de karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan tim
rasyonel gruplart stmiflandirmistir. G bir sonlu ¢oziilebilir rasyonel grup ise G nin karakter
derece ¢izgesinin baglantisiz olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosulun G = Sy x E(2)
olmas1 gerektigi ispatlanmistir. Eger G bir sonlu ¢oziilebilir olmayan rasyonel grup ise
G nin karakter derece c¢izgesinin baglantisiz olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosulun
G=SsxE(2),G=SexE(2) yada G = Aut(Ag) x E(2) olmasi gerektigi ispatlanmustir.

Bu calismaya tezin Bulgular kisminda yer verilmistir.



2 GENEL KISIMLAR

2.1 GRUP TEORISI

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde siklikla kullanacagimiz Grup Teorisinde bilinen temel

tanim ve teoremlere yer verecegiz.

0 # G bir kime ve "x" islemi G tizerinde tamimlanmig bir asosyatif ikili islem olsun.
Bu durumda ;

i) G deherx € G igin xx*xe =x olacak bicimde bir ¢ € G vardir.

ii) Her x € G i¢in x*xy=e olacak sekilde bir y € G vardr.

kosullarini saglayan G kiimesine "x" islemine gore bir grup denir ve (G, ) ile gosterilir.

n.n

Ayrica G kiimesi "x" ikili islemine gore degismeli ise G kiimesine degismeli grup veya

abelyen grup denir. H C G kiimesi "x" ikili islemine gore bir grup ise H grubuna G grubunun

bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

nn

Kolaylik olmas1 i¢in genelde G iizerindeki islem "." ile gosterilecektir.

G grubunun elemanlariin sayisina G grubunun mertebesi denir ve |G| ile gosterilir. Eger
G bir sonlu grup ve H < G ise Lagrange Teoremine gore |H| | |G| dir. |G|/|H| sayisina H

grubunun G grubu i¢indeki indeksi denir ve bu indeks |G : H| ile gosterilir.

G grubundaki her eleman ile komiitatif olan G nin elemanlardan olusan kiimeye G

grubunun merkezi denir ve Z(G) ile gosterilir. Bu durumda ;
Z(G)={xeG|VgeG igin xg=gx } <G

dir. Eger her g € G ve her n € N igin n® = g~'ng € N ise N grubuna G grubunun normal

alt grubu denir ve N < G ile gosterilir. H¥ = H kosulunu saglayan g € G elemanlarindan



olusan kiimeye H nin G i¢indeki normalizatorii denir ve
No(H)={g€G | H*=H)
ile gosterilir. Ng(H) < G dir. Agikga goriilirki N <G ise Ng(H) =G dir.

C < G olmak iizere her v € Aut(G) icin y(C) = C ise C grubuna G grubunun
karakteristik alt grubu denir ve CcharG ile gosterilir. Ayrica, CcharK ve K <1 G ise C <1 G
dir.

x,y € G elemanlarinin G de eslenik elemanlar olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul

g 'xg =y olacak sekilde bir g € G nin var olmasidur.
Clo(x)={g 'x¢|g€G}

kiimesine x elemanin G grubundaki eslenik eleman sinifi denir.
Co(x) ={y€G | yxr=xy}

kiimesine x elemaninin G grubundaki merkezleyicisi denir. Herhangi bir x € G i¢in

Orbit-Stabilizer Teoremine gore
G : Cg(x)| = [Clg(x)]

dir.

N <1 G olsun. Bu durumda G grubunun N normal alt grubuna gore boliim grubu
G/N={NglgeG}

kalan siniflar1 kiimesi iizerinde " her Ng, Nh € G/N ic¢in Ng.Nh = Ngh " bi¢imde

tanimlanan iglem ile verilir.
G bir grup olsun. Her i =0,1,2,.....,k icin N; < G olmak iizere G grubunun

1=NgCN, C...CN, =G



serisine G nin bir normal serisi denir.

Her i = 1,2,....,k i¢in N;/N;_; abelyen grup olacak sekilde bir normal serisi varsa G
grubuna ¢oziilebilir grup denir. Coziilebilirlik alt grup ve boliim gruplarina gegildiginde
korunan bir 6zelliktir.

Her i = 1,2,....,k i¢in N;/N;—1 C Z(G/N;—) kosulunu gercekleyen G nin bir normal
serisi varsa bu seriye merkez seri denir. Merkez serisi olan gruba ise nilpotent grup denir.
Nilpotentlik sinift merkez serisinin miimkiin en kii¢iik uzunlugudur.

Eger G grubunun her i = 1,2, ...,k i¢in N;/N;_;, G/N;—; nin bir birimden farkli minimal
normal alt grubu olacak sekilde bir normal serisi varsa bu seriye esas seri denir. Her

i=1,2,....,k igin N;/N;_; lere esas faktorler denir.

Her x € G i¢in x* = 1 kosulunu gergekleyen en kiiciik n € Z* sayisina G grubunun

eksponenti denir.

g,h € G olmak iizere [g,h] = g~'h~!gh elemanma g ve h min komiitatorii denir. Agikca
goriildiigii gibi g,h € G elemanlarimin komiitatif olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul

[g,h] = 1 olmasidir. H ve K, G grubunun alt gruplari olsun. Bu durumda
[H,K| =< [h,k]|h€eH, ke K >

dir. [H,K] <G alt grubuna H ve K nin komiitatorii denir. [H,K] = 1 olabilmesi i¢in gerekli
ve yeterli kosul H ve K min birbirlerini merkezlemesidir. G grubunun tiim komiitatorleri
tarafindan iiretilen gruba G grubunun komiitator alt grubu denir ve G’ = [G, G] ile gosterilir.
G'charG ve dolayisiyla G’ <t G dir. G', G/N béliim grubunu abelyen yapan N normal
alt gruplari igerisin de kapsama bagintisina gére minimal olan biricik normal alt gruptur.

Dolayistyla G nin abelyen olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogsul G’ = 1 olmasidir.

M < G olsun. Bu durumda M < K < G kosulunu saglayan K alt grubu ya K =M ya da
K = G ise M alt grubuna G grubunun maksimal alt grubu denir. G grubunun tiim maksimal
alt gruplarinin kesisimiyle olusturulan alt gruba ise G nin Frattini alt grubu denir ve ®(G)

ile gosterilir.

Mertebesi bir p asalinin kuvveti olan bir sonlu gruba p-grubu denir. G grubunun biricik

en bilyiik normal p-alt grubu O,(G) ile gosterilir, yani bu grup her normal p-alt grubunu



iceren gruptur. 7(|G|) kiimesi G grubunun mertebesini bolen asallardan olugan kiime olsun.
Her p € 7(|G|) asalia karsilik gelen O,(G) alt gruplarinin garpilmasiyla elde edilen gruba
Fitting alt grubu denir ve F(G) ile gosterilir. Eger G birim gruptan farkli bir ¢oziilebilir grup
ise F(G) birim gruptan farklidir. Ayrica F(G), G nin normal ve nilpotent olan alt gruplarinin

en blyiigudiir.

A ve B gruplart G grubunun AN B = 1 kosulunu gergekleyen iki normal alt grubu olsun.
Her g € G icin g = ab olacak bicimde tek tiirlii belirli a € A ve b € B varsa G grubuna
A ve B alt gruplarinin bir direkt carpim grubu denir ve G =A X B seklinde gosterilir. K << G
olsun. G grubunun G/K = L ve KNL = 1 olacak sekilde bir L alt grubu varsa G grubuna
K ve L alt gruplarinin bir yar1 direkt ¢carpim grubu denir ve G = K x L olarak yazilir. L alt

grubuna K alt grubunun bir komplementi denir.

S bir p-grubu olsun ve |G : S| indeksi p ile boliinebilir olmasin. Bu durumda S ye G nin
bir p-Sylow alt grubu denir ve G grubunun tiim p-Sylow alt gruplarinin kiimesi Sy/,(G) ile
gosterilir. G bir sonlu grup ve P € Syl,(G) olsun. Bu durumda

S¥1p(G)| = |G : NG(P)|

dir. Ayrica G = N x P olacak sekilde G grubunun bir N normal alt grubu varsa bu gruba G

grubunun normal p-komplementi denir.

7 asal sayilardan olusan bir sonlu kiime ve G bir sonlu grup olsun. Bu durumda G nin
mertebesini bolen asallarin hepsi @ de ise G bir mw-gruptur. G nin birimden farkli alt
grubuna ise 7 -alt grubu denir. indeksinde 7 deki asallardan higbirinin goziikmedigi G nin
m-alt grubuna bir Hall z-alt grubu denir. G nin tiim Hall 7-alt gruplarinin kiimesi Hall(G)

ile gosterilir. £ = {p} olarak alindiginda Hall 7-alt grubu aslinda p-Sylow alt grubudur.

Triviyal normal alt gruplarindan yani G ve {1} normal alt gruplarindan bagka normal alt

grubu olmayan gruba basit grup denir.

G > 1 bir sonlu grup ve N, G grubunun bir maksimal normal alt grubu olsun. Bu durumda

G/N bir basit gruptur. Eger N > 1 ise bu gekilde devam ederek N grubununda maksimal



normal olan alt grubunu secebiliriz. O halde, G grubunun alt gruplarindan olusan bir
1=Gy<G11...<4G,,_1 <G, =G

serisini olugturabiliriz. Buradaki her grup bir onceki grupta maksimal normaldir ve
dolayisiylaher i=1,2,...,n i¢in G;/G;_; boliim gruplari basitdir. Bu seriye G grubunun bir
kompozisyon serisi denir. G;/G;_; boliim gruplarina ise bu serinin kompozisyon faktorleri

denir.

G bir sonlu abelyen grup olsun. Bu durumda Abelyen Gruplarin Temel Teoremine gore
n

cesitli p asallar1 i¢in C; ler devresel p-gruplart olmak tizere G = [] C; yazilis1 vardir.
i=1

G bir sonlu grup ve N < G olsun. |N| ve |G : N| aralarinda asal olsun. Bu durumda
Schur-Zassenhaus Teoremine gore N alt grubunun G grubunda bir komplementi vardir. Eger

N alt grubu abelyen ise N nin tiim komplementleri esleniktir.

Tamm 2.1.1 G mertebesi p™ ve nilpotentlik sinifi m — 1 olan bir abelyen olmayan p-grubu

ise G grubuna maksimal sinif grubu denir. Ayrica |G : G'| = p* ve |Z(G)| = p dir.

Tanmm 2.1.2 Eger S <A < Aut(S) olacak gekilde bir abelyen olmayan basit S grubu varsa

A grubuna neredeyse basit grup denir.

(K,x) ve (H,o) iki grup olmak iizere 6 : K — H bir fonksiyon olsun.
Her a,b€K icin 6O(axb)=0(a)oO(b)
esitligi sagliyorsa 6 fonksiyonuna grup homomorfisi denir.
ker(0)={keK|6(k)=1g}

normal alt grubuna 6 grup homomorfisinin ¢ekirdegi denir. Eger 6 grup homomorfisi bire-bir
ve Orten fonksiyon ise 6 fonksiyonuna grup izomorfisi denir. 6 : K — H fonksiyonu Orten

ise Birinci Izomorfi Teoremine gore

K /ker(0) = H



dir. G grubunun kendi iizerine olan izomorfisine G grubunun otomorfisi denir ve G grubunun

tiim otomorfilerinden olugan grup Aut(G) ile gosterilir.

Teorem 2.1.3 [11] [Diamond] N <« G ve H < G olsun. Bu durumda, H NN < H ve
H/(HNN) = NH/N dir.

Ispat. 7: G — G/N  bir kanonik homomorfi ve ¢ de 7 nin H alt grubuna kisitlanis:
olsun. Bu durumda ¢, H dan #m(H) = NH/N iizerine bir homomorfidir. O halde
kerqp = HNkerm = HNN dir ve dolayisiyla HNN <1 H dur. Birinci izomorfi Teoremine
gorede H/(HNN)=H /ker¢o = NH /N oldugu goriiliir. B

Teorem 2.1.3 [Diamond] de elmas seklindeki latis diyagrama bakarak karsilikli paralel
kenarlar yardimiyla karsilikli gruplar arasindaki indekslerin aymi oldugu gézlemlenebilir ve
normal alt grup olmak, abelyen grup olmak gibi baz1 6zelliklerin karsilikli gruplarda aynm

oldugu sdylenebilir.

Teorem 2.1.4 [11][Eslestirme Teoremi] G ve H sonlu gruplar olsun. ¢ : G — H bir

orten grup homomorfisi ve N = ker(¢) olsun.
o ={U|NCUCG} ve #={V|VCH}

olmak iizere alt gruplardan olusan ./ ve # kiimelerini tanimlayalim. Bu durumda ¢ ve
¢! birbirlerinin ters fonksiyonlari olmak iizere ./ ve 94 arasinda bire-bir eslesme vardir.
Ayrica @ ve @~ ! fonksiyonlar1 kapsamay1, indeksi, normal alt grup olmayi ve béliim grup

olmay1 korur.

Teorem 2.1.5 [11][Frattini Argiimam] G bir grup, N bir sonlu grup ve N << G olsun.
P € Syl,(N) olsun. Bu durumda G = Ng(P)N dir.

Teorem 2.1.6 [11] G bir sonlu grup olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
i) G nilpotenttir.

ii) H < G olmak iizere Ng(H) > H dir.

iii) G nin her maksimal alt grubu normaldir.

iv) G nin her Sylow alt grubu normaldir.

v) Cesitli p asallari icin G grubu p-gruplarinin bir direkt ¢carpimina izomorftur.



Teorem 2.1.7 [12][Dedekind Lemmasi] G bir grup H,K < G ve H C U < G olsun. Bu
durumda HKNU = H(KNU) dur.

Ispat. H(K NU) C HK oldugu aciktir ve. H C U oldugundan H(KNU) C U dur.
Dolayisiyla HKNU) C HKNU dir. Simdi ters kapsamay1 gosterelim. u € HK N U
olsun. Bu durumda u = hk olacak bicimde bir h € H ve k € K vardi. H CU ve u € U
oldugundan k = A~ 'u € U dir. O halde k € U ve dolayisiyla k € KN U dir. Sonug olarak
u=nhk € H KNU) oldugu gosterilip ispat biter.ll

Teorem 2.1.8 [12] H,K < G ve NG olsun. ¢ : G — G bir kanonik homomorfizm ve
G :=G/N olsun. H ve K, G grubundaki H ve K alt gruplarinin goriintiileri olsun. Bu
durumda [H,K] = [H,K] dir ve H ve K m G da birbirlerini merkezliyor olabilmesi icin
gerekli ve yeterli kosul [H,K] C N olmasidir.

Ispat. u,v € G olsun. Bu durumda, [u,v] = [@,7] dir ve dolayisiyla [H,K] = [H,K] dur.

H ve K 1 G da birbirlerini merkezliyor olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul [H,K] = 1

Teorem 2.1.9 [12] H,K < G olsun. Bu durumda K C Ng(H) olabilmesi igin gerekli ve
yeterli kosul [H,K] C H olmasidir. Ozel olarak H <G olabilmesi icin gerekli ve yeterli
kosul [H,G] C H olmasidir.

Ispat. h € H ve k € K olsun. [h,k] = h~'h* oldugundan #* = h[h,k] dir. Bu durumda
hk € H olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul [h,k] € H olmasidir. O halde K C Ng(H)
olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul [H,K] C H olmasidir H <G oldugundan
Ng(H) =G dir. Bu durumda G C Ng(H) olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul
[H,G] C H olmasidir. B

H,K < G olsun. Eger H ve K birbirlerini normaller ise Teorem 2.1.9 gére [H,K] C HNK
dir. Ayrica HNK =1 ise [H,K]| =1 dir ve dolayisiyla H ve K birbirlerini merkezliyordur.
Simdi Teorem 2.1.8 ve Teorem 2.1.9 u kullanarak G grubunun bir merkez serisini tekrardan

inceleyebiliriz.
1=HyCH C..CH, =G

serisi G grubunun bir merkez serisi olsun. Bu durumda 0 < i < r olmak lizere H; <G

ve H;/H;—y C Z(G/H;—) oldugunu biliyoruz. O halde Teorem 2.1.8 gore 0 < i < r
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olmak iizere [H;/H;—1,G/H;_i] =1 oldugundan [H;,G] C H;_; dir. Tersine yukaridaki
alt gruplar serisinin var oldugunu ve 0 < i< r olmak iizere [H;,G] C H;_; oldugunu kabul
edelim. H;_; C H; oldugundan [H;,G| C H; ve dolayisiyla Teorem 2.1.9 gore her i igin
H; <G dir. Bu durumda Teorem 2.1.8 gore [H;,G] C H;—; oldugundan 0 < i < r igin
H;/H;—1 CZ(G/H;-y) dir. Dolayisiyla bu seri bir merkez serisidir. Sonug¢ olarak merkez
serilerdeki alt gruplar yardimiyla {i¢ veya daha fazla alt grubun komiitatorlerini tanimlamak

miimkiindiir. Kabul edelimki { H; |0 <i<r} G nin bir merkez serisi olsun. Bu durumda ;

(G,G] = [H,,G] CH,, dir.

r>2 ise [G,G,G)=][G,G),G]C[H_,G]CH,_, dir.

r>3 ise [G,G,G,G)=][[G,G,G|,G)C[H_y,G]CH._3 dir.

Bu sekilde devam edersek k& < r+ 1 olmak lizere k tane G nin komiitatér alt grubu
G,G,....,G] CH, . dir.

Simdi notasyonumuzu daha iyi hale getirmek i¢cin G! = G, G*> =[G,G], G° =[G,G,G] ve
k> 1 icin G* = [G*~!, G] olarak tamimlayalim. Burada GfcharG ve dolayisiyla G* <G
dir. Teorem 2.1.9 gore G*¥ <G oldugundan G**! = [GK,G] C G* dir. O halde G alt gruplar
bir azalan seri olugturur. Tekrardan G nin { H; | 0 <i<r } merkez serisini gozoniine alirsak
1 <k<r+1 icin GXC H,_;y dir. Ozel olarak G"*' C Hy =1 dir. Simdi herhangi bir
nilpotent alt grubu diisiiniirsek G = 1 olacak sekilde bir m pozitif tam sayis1 vardir. Sonug

olarak G merkez serisinin uzunlugu  olan bir nilpotent grup ise G'*! = 1 dir.

Teorem 2.1.10 [12] G bir grup ve X,Y,Z < G olsun. Bu durumda [X,Y,Z] =1 ve
Y,Z,X|=1 ise [Z,X,Y]=1dir

Ispat. [[Z,X],Y] = 1 oldugunu veya denk olarak [Z,X] deki her elemanin Y deki her eleman
ile komiitatif oldugunu gostermeye calisacagiz. Dolayisiyla her z € Z ve x € X i¢in tiim
[z,x] komiitatorlerinin her y € Y elemanini merkezledigini gosterecegiz. Cs(y), G grubunun
bir alt grubu oldugundan tiim [z,x] komiitatorlerini igerirse [Z,X] alt grubunu da icerir.
Buyiizden her x € X, y€Y ve z€ Z igin [x,y,z] =1 oldugunu gostermeliyiz. Denk
olarak her x € X, y€Y ve z€Z icin [z,x~!,y] = 1 oldugunu gostermeliyiz. [x,y~!] € [X,Y]
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ve dolayistyla [x,y~!,z] € [X,Y,Z] = 1 dir. Benzer bicimde [y,z~!,x]* = 1 dir. Bu durumda

L y]* = 1 formiiliinii g6z

[x,y~ !,z = 1 dir. Ayrica, Hall-Witt birim [x,y~!, 2] [y, 2!, x]?[z,x~
oniine alirsak [z,x !, y]* = 1 oldugu gozlemlenir. Sonug olarak [z,x~!,y] = 1 oldugu goriiliip

ispat biter. H

Teorem 2.1.11 [12] P nilpotentlik sinifi 2 olan bir p-grubu ve P’ grubunun eksponenti p®
olsun. Bu durumda P/Z(P) nin eksponenti p¢ yi boler. Ozel olarak P’ elementer abelyen

grup ise P/Z(P) elementer abelyendir ve dolayisiyla ®(P) C Z(P) dir.

Teorem 2.1.12 [22] G bir sonlu grup olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.
DN<G, HSG ve N<®(H) ise N<P(G) dir.
ii) K <G ise P(K) < P(G) dir.

iii) N <1 G ise ®(G)N/N < ®(G/N) dir. Ozel olarak, N < ®(G) ise ®(G)N/N =d(G/N)
dir.

iv) A, G nin bir abelyen normal alt grubu ve ®(G)NA =1 ise G=HA ve HNA =1

olacak sekilde bir H < G vardir. Yani A nin G de bir komplementi vardir.

Ispat. i) N £ ®(G) olsa, N £ M olacak bigcimde G nin bir maksimal M alt grubu
vardir. M, G nin maksimal alt grubu ve N £ M oldugundan M < NM dir. Bu durumda
G = MN dir. Dolayisiyla Teorem 2.1.7 (Dedekind Lemmas1) gore N < H oldugundan
H=NMNH=NMNH)=MNH dir. Bu durumda H < M olduguda gozlemlenir.
Ohalde N<®P(H)<H<M oldugundan N < M c¢eliskisi elde edilir Bu durumda
N < ®(G) dir.

ii) ®(K)charK < G oldugundan ®(K) < G dir. Dolayisiyla i) de N := ®(K) ve
H := K <1 G olarak alalim. O halde i) den ®(K) < ®(G) dir.

iii) N < G ise ®(G)N/N < ®(G/N) oldugu agiktir. Ozel olarak N < ®(G) ise tamimdan
®(G)N/N = ®(G/N) dir.

iv) G = HA esitligini saglayan minimal alt grup H < G olsun. A abelyen oldugundan
HNA <A ve HNA < H dir. Dolayisiyla HNA <<HA = G dir. HNA < ®(H) ise i) den
HNA < ®(G) dir. Ayrica HNA C A oldugunu goz 6niine alinirsa HNA C ®(G)NA =1

bulunur. Bu durumda H NA = 1 dir. Boylece aranan komplement H < G bulunmus olur.
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HNA « ®(H) ise HNA £ M olacak bigimde H nin bir M maksimal alt grubu vardur.
O halde H = M(HNA) dir. Bu durumda G = HA = MA bulunur. Bu ise G = MA ve M
alt grubu H nin maksimal alt grubu oldugundan H nin minimalligi ile celisir. Bu durumda

HNA £ ®(H) durumu gergeklenemez. B

Teorem 2.1.13 [11] G bir grup olsun. H bir sonlu grup ve ®(G) < H < G olsun.
Bu durumda H/®(G) nilpotent ise H nilpotenttir. Ozel olarak ®(G) sonlu ise ®(G) her

zaman nilpotenttir.

Ispat. H/®(G) nilpotent olsun. H mn nilpotent oldugunu Teorem 2.1.6 ya gore H nin
her Sylow alt grubunun normal oldugunu gostererek ispat edelim. P € Syl, (H) olsun. Bu
durumda P®(G)/®(G) € Syl,,(H/P(G)) dir. Dolayisiyla H/®(G) nilpotent oldugundan
P®P(G)/P(G) normaldir. Ayrica P®(G)/P(G), H/P(G) de karakteristik alt gruptur.
O halde agikca P®(G)/P(G) < G/P(G) oldugu goriiliir. Bu durumda P®(G) < G dir.
P € Syl,(H) oldugundan P € Syl,(P®(G)) dir. Teorem 2.1.5 Frattini Argiimanina gore
G = Ng(P) P ®(G) = Ng(P) ®(G) dir. Bu durumda G = Ng(P) dir. Aksi halde Ng(P) <M
olacak sekilde bir M maksimal alt grubu var olurdu. Bu durumda ®(G) < M oldugu da
bilindiginden G = Ng(P) ®(G) < M celiskisi elde edilir. O halde Ng(P) = G yani P < G
dir. Dolayisiyla P <1 H dir. Sonug¢ olarak H grubunun herhangi bir P Sylow alt grubunu
aldigimizda H nin normal alt grubu oldugundan H bir nilpotent gruptur. Ozel olarak ®(G)

sonluise H :=®(G) almarak ®(G) nin her zaman nilpotent oldugu goriiliir.l

Teorem 2.1.14 [7][Gaschiitz Teoremi] G bir sonlu grup olsun. Bu durumda
F(G/®(G))(= F(G)/®(G)) grubu G/®(G) nin abelyen minimal normal alt gruplarinin bir
direkt carpimudir.

Ispat. Ispati |G| iizerinden indiiksiyon ile yapalim. ®(G) > 1 olsa,

G/®(G)| < [G]
oldugundan G/®(G) icin teorem gergeklenir. ®(G/P(G)) = P(G)/P(G) oldugundan
F(G/®(G))/P(G/P(G)) = F(G)/P(G) ve G/P(G)/P(G/P(G)) = G/P(G) oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla F(G)/®(G) grubu G/P(G) nin abelyen minimal normal alt
gruplarinin  bir direkt ¢arpimi olur. O halde ®(G) = 1 oldugunu varsayabiliriz.
Kabul edelimki ®(G) =1 ve L:= F(G) olsun. L nin bir nilpotent grup oldugunu biliyoruz.
M , L nin bir maksimal alt grubu olsun. Dolayisiyla M <L ve |L: M| = p € P dir. Ayrica
L bir sonlu nilpotent grup oldugundan L/®(L) abelyen ve dolayisiyla L' C ®(L) dir. Ayrica
L < G oldugu goz oniine alinirsa Teorem 2.1.12 ji) den L' C ®(L) CP(G) =1 diryani L' =1

oldugu gozlemlenir. Bu durumda L abelyendir. Simdi N, G nin tiim abelyen minimal normal
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alt gruplarinin bir direkt ¢arpimi olsun. Abelyen gruplar nilpotent, nilpotent ve normal alt
gruplarin direkt carpimi da nilpotent ve normal olacagindan N < L bulunur. Bu durumda
Teorem 2.1.12 iv) den N, G nin bir abelyen ve normal alt grubu ve ®(G) NN = 1 oldugundan
G = HN ve HNN =1 olacak sekilde bir H < G vardir. L abelyen oldugundan HNL < L
ve HNL < H dir. Dolayisiyla HNL <HL =G dir. (LNH)NN=LN(HNN)=LN1=1
oldugundan H NL <1 G normal alt grubu G nin higbir abelyen minimal normal alt grubunu
icermez. Bu durumda HNL =1 bulunur. O halde L=LNG=LNHN =NHNL =
N(HNL)=N.1 =N dir. Bu durumda F(G), G nin abelyen minimal normal alt gruplarinin
direkt carpimina esittir. O halde F(G/®(G))(= F(G)/®(G)) grubu da G/P(G) nin abelyen

minimal normal alt gruplarinin direkt ¢carpimina esittir. l

G bir grup ve Q bostan farkli bir kiime olsun. Kabul edelimki her bir g € G ve @ € Q i¢gin

QX G — Q

(o,8) — a.g

biricik &.g € Q elamanim tanimlayalim. Eger

1) Her ¢x € Q i¢in o.1 = o dir.

2)Her x € Q veher g,h € G icin (0.g).h= o.(gh) dir.

kosullar1 saglantyorsa G, Q iizerine etki eder ya da "." G nin Q iizerine bir etkisidir denir.

Ozel olarak (|Q|,|G|) =1 ise bu etkiye aralarinda asal etki denir.

a € Q olsun. Bu durumda
Go={geGlag=a}
kiimesine o nin G deki sabitleyicisi (stabilizorii) denir. Go < G dir.
Og={0g|lgeG}
kiimesine o nin orbiti denir. Oy C Q dir.

Q= 0q

acQ
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dir ve herhangi a,f8 € Q i¢in OqNOpg =1 dir yani herhangi iki farkli orbit ayrikur.
[Oal =G : Gy

dir.
Ayrica her a,f € Q i¢in o.g = B olacak sekilde bir g € G varsa bu etkiye tranzitif etki

denir. Simdi G nin Q iizerine herhangi bir etkisi verilmis olsun. Bu durumda her g € G igin

O, : Q — Q

o— ag

olmak iizere o, bire-bir ve iizerinedir yani o, € Sym(Q) ve (o,)~! = 0,1 dir. Ayrica

c:G — Sym(Q)

8 » Og

bir grup homomorfisidir. Bu grup homomorfisine G nin bir permiitasyon temsili denir.

Teorem 2.1.15 [12][Glauberman] G bir grup olsun. (|S|,|G|) = 1 olmak iizere S, G iizerine
etki etsin, S veya G ¢oziilebilir olsun. S ve G, asagidaki kosullar saglayacak sekilde bir
kiimesi iizerine etki etsin.

i)Her 0 € Q, g€ G ve s€ S igin (a.g).s = (a.s).g° olsun.

ii) G, Q tizerine tranzitif etki etsin.

Bu durumda S, © nin bir noktasini sabitler.

Ispat. S, G iizerine etki ettizsinden G </ T ve S C T olacak sekilde bir I' = GS yari-direkt
carpim grubunu olugturabiliriz. gs €T ve a € Q i¢in a.(gs) = (a.g).s seklinde tanimh I

nin  iizerine bir etkisini tanimlayabiliriz. Her o« € Q ; g,h € G ve s,k € Sicin;

(0.(g5))- (k) = (((01-8)-5).h)k = (((er.g).h)." )k = x.((gh)(s"k)) = cx.((gs) (hE))

oldugundan gercekten bu bir etkidir. Simdi sabit bir & € Q alalim. H :=T"y, , o nmin I"igindeki
sabitleyicisi olsun. x € I" olsun. G, Q iizerine tranzitif etki ettiinden o.x = .g olacak
bicimde bir g € G vardir ve dolayisiyla xg~! € H dir. Bu durumda x € HG yani HG =T
dir. G <T oldugundan HNG < H dir. Ayrica |[H: HNG| = |HG : G| = |I": G| = |S]
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ile |H N G| aralarinda asaldir. Bu durumda H NG < H i¢in Schur-Zassenhaus Teoremini
H grubunda uygularsak H N G alt grubunun H grubunda bir K komplementi vardir ve
|K| = |H : HN G| = |S] dir. Dolayisiyla K, I' grubunda G nin bir komplementidir. Ayrica
S grubu da I' grubunda G nin bir komplementi oldugundan Schur-Zassenhaus Teoreminin
eslenik kismina gore S = K” olacak bi¢imde bir y € I' vardir. K C H oldugundan K alt
grubu da o elemanini sabit birakir. Bu durumda § = K¥ grubu da «.y elemanini sabit
birakir ve dolayisiyla  nin .y elemam S-invaryanttir yani S, Q nin .y elemanini sabit

birakir.H

A ve G sonlu gruplar olsun. A, G lizerine etki etsin ve H, G nin bir A-invaryant alt grubu
olsun. Bu durumda A, H min G igindeki sol kalan simmiflarinin ve sag kalan siiflariin
bir siralanigini verir. Ayrica etkinin aralarinda asal etki olmasi durumunda Teorem 2.1.15
(Glauberman) yardimiyla H nin sol kalan siniflarimin ve sag kalan simiflarinin A-invaryant

olup olmadigimn belirleyebiliyoruz.

Teorem 2.1.16 [12] A ve G sonlu gruplar olsun. A, G iizerine otomorfiyle etki etsin ve
C:=Cg(A) olsun. H, G nin bir A-invaryant alt grubu ve (|A|,|H|) =1 olsun. A veya
H dan biri ¢oziilebilir olsun. Bu durumda H nin G icindeki A-invaryant sol kalan siniflari
ve H nin G i¢indeki A-invaryant sag kalan simiflar1 tam olarak A nin C nin elemanlarini

iceren kalan simiflaridir.

Ispat. a € A ve ¢ € C olsun. Bu durumda (Hc)* = H%"“ = Hc dir ve benzer bicimde
(cH)* = cH olur. Boylece H nin C nin elemanlarini igeren kalan siniflart A -invaryanttir.
Simdi X, H nin bir A-invaryant sol kalan sinifi olsun. O halde H, X {izerine sagdan
carpmaya gore tranzitif etki eder. X A-invaryant sol kalan sinifi oldugundan A, X iizerine
etki eder. Ayrica A, H iizerine de otomorfl yoluyla etki eder. A nin G iizerine etkisi otomorfi
etkisi oldugundan her x € X, h € H ve a € A igin (xh)* = x*h“ olur. Dolayisiyla Teorem
2.1.15 (Glauberman) gore X, C nin bir elemanini igerir. $imdi sag kalan siniflart i¢in ispat
yapalim. Bunun icin H nin G icindeki her T sag kalan simifiigin T =X "' ={x"!|xc X }
olacak bicimde bir X sol kalan sinifinin oldugunu gostermek yeterlidir. 7 := Ha olmak
iizere H nin herhangi bir sag kalan sinifi olsun. Bu durumda 7 = X! olacak sekilde bir
X :=a'H sol kalan sinifi vardir. Ayrica X A-invaryant oldugundan X ~! de A -invaryanttir.
Her t € T ve h € H igint.h = h™'t olarak tammlanan H min T iizerine etkisi tranzitiftir. Bu
durumda benzer bi¢imde Teorem 2.1.15 (Glauberman) gore sag kalan siniflari icin de ispat

gerceklenir.ll
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Ozellikle normal alt gruplarin kalan siniflar1 iizerine olan etkiler ilgingtir. A ve G sonlu
gruplar olsun. A, G iizerine otomorfi yoluyla etki etsin ve N << G A-invaryant olsun. N
nin G i¢indeki kalan siniflarinin G/N boliim grubunun elemanlart oldugunu biliyoruz. Bu
durumda A , N nin G igindeki kalan siniflarini siraladigindan A, G/N iizerine de etki eder.

Ayrica ;
(NxNy)® = (Nxy)* = Nx“y* = Nx*Ny* = (Nx)“(Ny)“

oldugundan A nin G/N iizerine olan bu etkisi otomorfi etkisidir. O halde N nin G igindeki

A-invaryant kalan siniflar1 tam olarak Cg/y (A) sabit nokta alt grubunun elemanlaridir.

Teorem 2.1.17 [12] A ve G sonlu gruplar olsun. A, G iizerine otomorfiyle etki etsin, N < G
A-invaryant ve (JA],|N|) =1 olsun. A veya N den en az biri ¢oziilebilir olsun. Bu durumda

G := G/N olmak iizere C5(A) = Cg(A) dr.

Ispat. Yukaridaki paragraftan A mn G iizerine otomorfi yoluyla etki ettigini biliyoruz. G 1n
A nin etkisi altinda sabit kalan elemanlar1 tam olarak N nin A-invaryant kalan siniflaridir.
Bu durumda Teorem 2.1.16 gére N nin bu A-invaryant kalan simiflari ise C := Cg(A)
nin elemanlarini iceren kalan siniflaridir. Fakat C nin G daki goriintiisii C oldugundan

Cs(A) = Co(A) dir

A ve G sonlu gruplar olsun. A, G iizerine otomorfi yoluyla etki etsin ve H << G A-invaryant
olsun. Bu durumda A nin G/H iizerine de otomorfi yoluyla etki ettifini soylemistik.
A nmin G/H iizerine olan bu etkisi A nin G iizerine olan etkisiyle belirlendigi i¢in A
nin G/H tizerine olan etkisine yaptirilmis etki de denilmektedir. Her g € G ve a € A
igin (gH)* = g“H oldugunu soylemistik. O halde G := G/H dersek (g)* = g% olur ve
dolayisiyla

g.a]=g71g"=(¢")(s) = (®) ' ()" = 5.4l

gerceklenir. Boylece [G,A] = [G,A] olur.

Teorem 2.1.18 [12] A ve G sonlu gruplar olmak iizere A, G iizerine otomorfiyle etki etsin.
Bu durumda [G,A], G nin biricik en kiigiik A-invaryant normal alt grubudur ve dolayisiyla

A nin G/[G,A] iizerine yaptirilmug etkisi triviyaldir.
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Ispat. N <t G A-invaryant ve G := G/N olsun. Bu durumda A nin G/N iizerine triviyal
etki ediyor olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul [G,A] = 1 olmasidir. Ciinkii A mn G/N
tizerine triviyal etki ediyor olmast demek her g € G ve a € A igin (gN)* = gN esitliginin
gerceklenmesi anlamina gelmektedir. Bu durumda ancak ve yalmiz her g € G ve a € A
icin a~!(gN)a = gN olur. Yani (gN) 'a=!(gN)a =1 dir. O halde gercekten A min G/N
lizerine triviyal etki ediyor olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul [G,A] = 1 olmasidir.
Ayrica yukaridaki paragraftan [G,A] = [G,A] oldugunu bildigimizden [G,A] = 1 dir. Yani

[G,A]/N =[G,A] = 15 =N dir ve dolayisiyla [G,A] C N olur. Simdi [G,A] nin A-invaryant
oldugunu gosterelim. g € G ve a,x € A olsun. Bu durumda her [g,d] € [G,A] i¢in ;

1 1

([gal) =xg,alx=x""g7'a " gax = (gx) o~ gox ax =

= (gx) 'a Y (gx)aa 'x"'ax € [G,A]
gerceklendiginden [G,A] A-invaryanttir. Sonug olarak [G,A] A-invaryant ve [G,A] C N
oldugundan [G,A], G nin biricik en kiiciikk A-invaryant normal alt grubudur. B

Teorem 2.1.19 [12] A ve G sonlu gruplar olsun. A, G iizerine otomorfiyle etki etsin ve

(|G|, |A|) = 1 olsun. A veya G den biri ¢oziilebilir olsun. Bu durumda G = Cg(A).[G,A] dur.

Ispat. A, G iizerine etki ettiginden [G,A] C G dir. Ayrica [G,A] < G dir. G := G/[G,A]
(A) =Cg(A)

olsun. Mertebeleri aralarinda asal olan grup etkilerinde Teorem 2.1.17 gore

Q|

oldugunu biliyoruz. Her g € G ve a € A icin ;
G/[GAxA—G/[GA] : (glG.AlLa) — (g[G,A])"

etkisi triviyaldir. Ciinkii her g[G,A] € G/[G,A] ve a € A i¢in (g[G,A])* = g*[G,A]* dur.
Ayrica Teorem 2.1.18 gore [G,A] A-invaryant oldugundan (g[G,A] ) = g*[G,A]* = g%|G,A]

dir. Bu durumda ;
°[G,A]l = a 'ga[G,A] = gg'a"'ga[G,A] = g[G,A]

oldugundan ger¢ekten de bu etkinin triviyal oldugu goriiliir. O halde ;

G = C4(A) = ColA) = Ca(A) [G.A]

dir ve dolayisiyla Teorem 2.1.4 Eslestirme Teoremine gore G = Cg(A).[G,A] dir. B
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Teorem 2.1.20 [12] A bir sonlu grup ve G bir abelyen sonlu grup olmak iizere A, G iizerine

otomorfizmalar yoluyla etki etsin. (|G|, |A|) = 1 olsun. Bu durumda G = Cg(A) x [G,A] dur.

Ispat. G bir abelyen grup oldugundan C;(A) ve [G,A] alt gruplar normaldir. Bu durumda
G = Cg(A).|G,A] ve Cg(A)N[G,A] = 1 oldugunu gostermemiz ispat igin yeterlidir.
G ¢oziilebilir oldugundan Teorem 2.1.19 gére G = Cg(A).[G,A] dir.

0:G— G ; hergeG icin 0(g)=]]s"
beA
olarak tanimlayalim. ¢ € G olmak iizere 6(g) = [] g’ € G dir. G abelyen oldugundan
carpimdaki terimlerin sirasinin énemi yoktur ve dolfé?myla 0 iyi tanimhdir. x,y € G olsun.
G nin abelyen oldugu tekrardan goz oniine alimirsa her b € A igin (xy)? = xy” oldugundan
0(xy) = 0(x)0(y) dir. Boylece 0 bir homomorfizmdir. g € C(A) olsun. Bu durumda her
b € A igin g® = g dir ve dolayisiyla 6(g) = gl dir. (|G],|A|) = 1 oldugundan g # 1 ise
gl =1 dir. O halde C;(A) Nker(8) = 1 dir. Simdi C(A) N[G,A] = 1 oldugunu gostermek
icin [G,A] C ker(0) oldugunu gosterelim. [G,A] komiitator alt grubu, g € G ve a € A
olmak tizere [g,a] komiitatorleri tarafindan iiretildiginden [g,a| komiitatoriiniin ker(0) da

oldugunu gosterelim. g € G ve a € A olsun.

0(s)=[]s”=06(3)

beA

dir. O halde

0([g,a)) = 6(g '¢") =0(g")0(g") =0(g) '0(g) =1

dir. Bu durumda [G,A] C ker(0) dir ve dolayistyla C(A) Nker(6) = 1 dir. Sonug olarak
G=Cs(A) x [G,A] dir. B

Teorem 2.1.21 [12] P bir p-grubuve N <1 P olsun. Budurumda P/N nin elementer abelyen

olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul ®(P) C N olmasidir.

Ispat. ilk olarak ®(P) C N oldugunu kabul edelim. M, P grubunun bir maksimal alt grubu
olsun. P bir nilpotent grup oldugundan Teorem 2.1.6 ya gore M <1 P dir. Bu durumda P/M
nin kendisinden ve birim gruptan bagka bir alt grubu yoktur ve |P/M| = p dir. O halde
P/M bir abelyen gruptur ve dolayisiyla P C M dir. Bu durumda x € P i¢in x? € M dir.

Dolayistyla P’ ve xP, P grubunun tiim maksimal alt gruplarinin kesigiminin altindadir, yani
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®(P) nin altindadirlar. Bu durumda P/®(P) bir elementer abelyen gruptur. Dolayisiyla
®(P) C N C P oldugundan P/N bir elementer abelyen gruptur. Tersine, P/N bir elementer
abelyen grup ve N < P olsun. Bu durumda Abelyen Gruplarin Temel Teoremine gore P/N
grubu mertebesi p olan devresel alt gruplarin bir direkt carpimidir. Bu direkt carpimda
indeksi p olan bir grup vardir ve dolayistyla bu grup P/N de bir maksimal alt grup olur. P/N
deki bu maksimal alt gruplar direkt carpima katilan p mertebeli carpanlardan bir tanesinin
¢ikarilmasiyla olugturulur. Dolayisiyla P/N grubunun tiim maksimal alt gruplarinin kesigimi
birim gruptur. Bu durumda, N, P grubunun birtakim maksimal alt gruplarinin kesisiminden

olugur ve dolayisiyla ®(P) C N oldugu goriiliir.H
Teorem 2.1.22 [22] G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda, Cg(F(G)) C F(G) dir.

Ispat. F := F(G) ve C:= Cg(F(G)) olsun. C ¢ F olsa, C D CNF dir. C <G ve
CNF <G oldugundan G O C D CNF D 1 normal serisini olusturabiliriz. Ayrica bu seriyi
G:=G; DGy D... DG, :=1 esas serisi olacak sekilde diizenleyebiliriz. C := Gy ve
CNF =Gy ise s < r dir. Bu durumda, G, C C dir. F # 1 ve F nilpotent oldugundan
CNF #1 dir. [G,G,] € Gy =CNF ve G./Grip abelyendir. G, C C ve C, F
yi merkezlediginden [G,,G,,G,| = [|G;,G,],G,] = 1 dir. O halde, G, nilpotenttir ve
dolayisiyla G, C F dir. Boylece G, C C ve G, C F oldugundan G, C CNF = G4
dir. Buise G, D G,41 olmast ile celisir. O halde kabuliimiiz yanlhstir. ll

2.2 KARAKTER TEORISI

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde siklikla kullanacagimiz Karakter Teorisinde bilinen

temel tanim ve teoremlere yer verecegiz.

F bir cisim ve A bir birimli halka olan bir F-vektor uzayi olsun. Bu durumda her ¢ € F ve

a,b € Aigin (ca)b = c(ab) = a(ch) kosulu gergekleniyorsa A ya bir F-cebir denir.

G bir sonlu grup ve F bir cisim olsun. Bu durumda F[G] = { ¥ a,g|a, € F} kiimesi
geiG
her Y a,8, ¥ bgg € F[G]igin;
geG geG

Z ag8 + Z beg = Z (ag+Dbg)g ve Z agg. Z beg = Z ( Z ar-by-14).8

geG geG geG geG geG g€G keG
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seklinde tamimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gore birimli halkadir. G grubu F|[G]
icine yatirilabildiginden G C F[G] diyebiliriz. Bu durumda F[G], taban1 G olan bir F-vektor
uzayidir. Bu sekilde tanimlanan F[G] cebirine grup cebiri denir. Ayrica V bir F[G]-modiil

ise kisaca V bir G-modiildiir denilmektedir.

A bir F-cebir ve V' bir sonlu boyutlu F -vektor uzayi olsun. Her v € V ve her x € A i¢in

tek tiirlii belirli bir v.x € V' elemaninin tanimlandiguni varsayalim. Yani ;

-t VXA —V

(v,x) — vx

skalerle ¢carpimi tanimlansin. Her x,y € A, her vyw € V ve her ¢ € F i¢in ;
a) (vtw)x=vx+wx

b) v.(x+y) =vx+vy

c) v.(x.y) = (v.x).y

d) (c.v)x=v.(cx)=c.(vx)

e)Her veV igin v.14 =v dir.

kosullar1 gercekleniyor ise V' ye bir A -modiil denir.

V bir A-modiil ve W, V nin bir A-invaryant alt vektor uzay1 olsun. Bu durumda W ye

V nin bir alt A-modiili denir.

V sifir modiiliinden farkli bir A-modiil olsun. Eger V nin {0} ve V alt modiillerinden baska

hi¢ alt A-modiilii yoksa V' ye bir indirgenemez A-modiil denir.

V bir A-modiil olsun. V nin her W alt A-modiiliiicin V =W @ U olacak bicimde V nin

bir U alt A-modiilii varsa V' ye bir tamamen indirgenebilir A-modiil denir.

V bir G-modiil olsun. V' nin i¢inde tek tip indirgenemez G-modiil bulunuyorsa V' ye basit

G -modiil denilmektedir.

V # {0} bir tamamen indirgenebilir G-modiil olsun. Bu durumda Vj,V5,...,V,, basit
G-modiiller olmak iizere V =V, &V, & ... &V, yazihis1 vardir. Burada Vi,V,,....V,

modiillerine V' nin homojen bilesenleri denir.
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C kompleks sayilar kiimesini gostersin. Herhangi bir n € N i¢in GL(n,C) kiimesi
bilesenleri C kiimesinden alinan n x n boyutunda tersi var olan matrislerden olusur ve
bu kiimeye genel lineer grup denir. M € GL(n,C) matrisinin izi M matrisinin esas
kosegenlerindeki bilesenlerin toplamidir ve bu toplam tr(M) ile gosterilir. G bir grup ve
C kompleks sayilar cismi olmak iizere herhangi bir ¥ : G — GL(n,C) grup homorfisine

G grubunun bir C -gésterilisi denir. n € ZT sayisina gosterilisin derecesi denir.
x:G—C ; her geG icin x(g)=1tr(¥(g))

seklinde tanimlanan foksiyona G grubunun W gosterilisi tarafindan belirlenen karakteri
denir. Indirgenemez modiillerden elde edilen gosterilislere indirgenemez gosterilis,
indirgenemez gosterilislerden elde edilen karakterlere indirgenemez karakter denir.
G grubunun indirgenemez karakterlerinin kiimesi Irr(G) ile gosterilir.

Karakterler eslenik eleman siiflar iizerinde sabittirler ve dolayisiyla karakterler birer simif
fonksiyonudur. Ayrica Irr(G) kiimesi G iizerindeki sinif fonksiyonlarinin bir tabanidir.

x (1) sayisina karakterin derecesi denir. (1) = 1 olmasi durumda ise bu karaktere lineer
karakter denir. Ayrica G grubunun lineer karakterlerinin sayisi |G/G'| dir. G grubunun

indirgenemez karakter derecelerinin kiimesi

cd(G) = {x(1)|x € Irr(G)}

ile gosterilir.

ker(x) ={g€ G| x(g)=x(1)}

kiimesine G grubunun y karakterinin ¢ekirdegi denir, ayn1 zamanda bu alt grup y karakterini
belirleyen gosterilisinde ¢ekirdegidir. ker()) = 1 ise x karakterine sadik karakter denir.
G grubunun her g € G igin x(g) = 1 olan karakterine esas karakter denir ve y = 1 ile

gostertilir.

G grubunun bir basit grup olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul her 1 # x € Irr(G) igin
ker(x) = 1 olmasidur.

G nin tim eslenik eleman simiflart %7,...,%, olsun ve i = 1,2,...m igin x; € E;

temsilcileri secilsin. Irr(G) = { x1,...,Xm } olmak iizere (Xi(x;))mxm matrisine G
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grubunun karakter tablosu denir.

G grubunun karakter tablosununa bakilarak G nin komiitator alt grubu bulunabilir. G

grubunun komiitator alt grubu
G = ﬂ{ ker(A) | A € Irr(G), A(1) =1}
dir. G grubunun ) karakterinin merkezi
Z(x)={gcG|lx(e)=2x(1)}
ile verilir. Her y € Irr(G) igin
Z(x)/kery =Z(G/kery)
dir.
2(G) = {z(x) | x € Irr(G)}

oldugu bilindiginden G grubunun merkezi de grubun karakter tablosundan belirlenebilir.

char(G) , G grubunun tiim karakterlerinin kiimesidir. Herhangi bir y € char(G) igin

Xz(x) = A

olacak bi¢imde bir f € ZT ve Z(x) i bir A lineer karakteri vardir ve ) karakterini

belirleyen gosterilis ¥ olmak iizere
Z(x)={geG|3eeC, ¥(g)=¢l}
dir. Her x € char(G) igin tek tiirli belirli bir
x=Ynx : m>0 , xielr(G)

yazilis1 vardir, buradaki y; indirgenemez karakterleri ) karakterinin indirgenemez 6geleri
olarak adlandirilir.

0 ve ¢, G grubunun iki sinif fonksiyonu olsun. Bu durumda bu siif fonksiyonlarinin ig¢
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carpimi

dir. Ayrica, y karakterinin indirgenemez olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul [x,x] = 1
olmasidur.

X € Irr(G) olsun. Bu durumda H < G olmak iizere Yy € char(H) karakterine
x karakterinin H alt grubuna kisitlanigt denir ve Yy karakterinin H alt grubunun

indirgenemez karakteri olmasi gerekmez.

G bir sonlu grup ve H < G olmak ilizere ¢ fonksiyonu H nin bir simif fonksiyonu olsun.
9%(g) =1 L ¢°(xex™") s heH ise @°()=9¢(h) s y¢H ise ¢°(y)=0
olarak tanimlanan @ fonksiyonuna G grubu iizerinde yaptirilmis simf fonksiyonu denir.

H < G olmak iizere ¢ , H nin bir sinif fonksiyonu ve 0 , G nin bir siif fonksiyonu olsun.

Bu durumda,
(9. 61] = [0, 6]
dir. Bu 6zellige Frobenius Karsitlig1 denir.
H <G ve ¢ fonksiyonu H nin bir sinif fonksiyonu olsun. Bu durumda g € G olmak iizere
¢ :H—C 5 he ¢%(h)=o(ghg™')
olarak tanimlanan @¢ fonksiyona G grubundaki ¢ fonksiyonunun eslenigi denir.

N <1 G olmak iizere ¢ ve Yy, H nin sinif fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda x,y € G olmak
uzere ;

i) ¢* bir simif fonksiyonudur.

ii) (%)Y = ¢ dir.

i) [0*, y*] = [¢, y] dir.

iv) x, G nin bir sinif fonksiyonu olmak iizere [xy,¢*] = [xn, @] dir.
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v) ¢ bir karakter ise ¢ de bir karakterdir.

G grubu Irr(N) kiimesi tizerine eslenik alma ile etki eder.

-2 Irr(N) x G — Irr(N)

(@,8) — ¢°

Bu etkide ¢ karakterinin G grubundaki stabilizatorti

Go={gcGlo*=0}:=I5(0)

¢ karakterinin G grubundaki inertia grubu olarak adlandirtir. N C I5(¢@) < G oldugu
acikca goriilir. I6(@) = G ise ¢ karakteri G grubunda degismezdir yani G-invaryanttir
denir. Ayrica Orbit-Stabilizer Teoreminden |G : I( )| sayist ¢ karakterlerinin esleniklerinin

sayisidir.

0<i<n—1icn a; € Z olmak iizere x* + a,_1x"~' + ... + ay seklindeki polinomun
kompleks kokiine bir cebirsel tam say1 denir. Rasyonel cebirsel tam sayilar tam olarak Z
kiimesinin elemanlaridir. Herhangi bir x € char(G) ve g € G i¢in x(g) bir cebirsel tam
sayidir.

G bir grup, x € Irr(G) olsun. Bu durumda y karakteri yardimiyla

oy, : Z(C[G]) — C

I— &

fonksiyonunu tanimlayalim. .#°, G grubunda bir eslenik eleman smnifi, K bu simiftaki
elemanlarin toplami ve g € % olsun. W, x Kkarakterini belirleyen gosterilisi ve

o := 0, olmak iizere ¥(K) = @(K)I esitliginde her iki taraftaki matrislerin izi alinirsa

x(MWo(K)= Y x(x)=|2]x(g) dir ve buradan
xex

o(K) = [ 1% (8)

x(1)

bulunur. O halde agik¢a goriildiigii gibi w, (K) bir cebirsel tam sayidir.
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N <G, 6 €lrr(N) G deinvaryant ve |Irr(G|0)| =1 olsun. Bu durumda 6 ya G/N ye
gore tamamen belirlidir denir. Burada Irr(G|0) ={ x € Irr(G) | [xn, 6] # 0 } dir.

Eger G nin bir ) indirgenemez karakterini G nin bir N normal alt grubuna kisitlarsak

Clifford Teoremine gore bu kisitlanist asagidaki gibi ifade edebiliriz.

Teorem 2.2.1 [10][Clifford Teoremi] N <t G ve x € Irr(G) olsun. ¢, yy karakterinin
bir indirgenemez 68esi ve @ = @1, ¢s,..., ¢ karakterleri ¢ karakterinin G grubundaki

birbirinden farkli eslenikleri olsun. Bu durumda ;
k
av=e) @ i e=[x,0]
i=1
yazilis1 vardir.

Ispat. 1lk olarak 6 € Irr(N) olmak iizere 8 ¢ {@1,¢,..., 0} ise [xn,0] = 0 oldugunu
gostermeliyiz. 0 # [xn, @] = [x, 9] dir. Once [0Y,¢%] yi hesaplamak icin (¢%)y y1
hesaplayalim. Her n € N i¢in

\N\ Z @° (xnx~ |N| Z @ (xnx~ |N| Z o*(

xeG xeG xeG
oldugundan (@%)y = ‘N| Y @ dir. Ayrica
xeG
[9°,6% = (). 6] = ¢ ¢".6] =
|N | ,;; [N xé;

dir. O halde [, 0%] = 0 oldugundan [y,0¢] = 0 dir. @, xy nin bir indirgenemez 6gesi
oldugundan [xy, @] # 0 dir. Bu durumda Frobenius Karsithgindan [y, @] = [x, ¢©] # 0 dir.
Dolayistyla ¢ = fy + ... ; f # 0 yazilis1 vardir. O halde [y, 0] # 0 olsa, [¢%,0°] =
[fx+...,0% = f[x,0°] +... # 0 celiskisi elde edilir. Bu durumda [y,0%] = 0 olmalidur.
Dolayisiyla Frobenius Karsithgindan [y, 0%] = [xn,6] = O bulunur. Sonug olarak yy

karakterinin tiim indirgenemez 6gelerinin kiimesi {Q;, @5, ..., ¢} dir. Dolayisiyla

k
Z AN, PP

yaziligt vardir. Her i indisi icin ¢; = @5 olacak bicimde bir g; € G vardir. Bu durumda
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k
v, @] = [xv, %] = [xn, @] = e oldugundan yy =e }. ¢; dir. W

i=1
Teorem 2.2.2 [10] G bir sonlu grup, ¢ € G ve N < G olsun. Bu durumda
|Cq/n(gN)| < |Cs(g)| dir.

Teorem 2.2.3 [10][Problem 5.2] G bir sonlu grup, H,K <G, HK =G ve ¢, H nin bir

stnif fonksiyonu olsun. Bu durumda (@%)g = (@ung)X dir.

Teorem 2.2.4 [10][Problem 5.3] H, G nin bir alt grubu olsun. ¢, H nin bir sinif fonksiyonu
ve ¥, G nin bir sinif fonksiyonu olsun. Bu durumda, (@yy)¢ = ¢y dir.

Ispat. x € G olsun. Bu durumda, €y (x) = ¢ (x)y(x)

= L 9°(exg” v (x)
geG

= L ¢°(exg w(gxg™")
geG

=m L olexg wlgxg")
g€G, gxg~lcH

=m L ogxg vulgug")
8€G, gxg~lcH

=1 L (9win)*(gxs™") = (@ym)° ()
8

oldugundan (@)% = @Cy dir. B

Teorem 2.2.5 [10] G bir grup ve x € Irr(G) olsun. Bu durumda x (1) | |G : Z(y)| dir.

Ispat. ilk olarak kery = 1 olmast durumunu inceleyelim. Bu durumda

Z(x) =Z(x)/kerxy =Z(G/kery) =Z(G) oldugundan |Z(x)| = |Z(G)| dir. Ayrica

Z(G) = N Z(x) € Z(x) oldugundan Z(x) = Z(G) bulunur. Yani kery = 1 ise
x€lrr(G)

Z(x) =Z(G) bulunur. $imdi ;
xyeG i¢in x=y <= dJz€Z(G) ; xgyz

olacak bicimde = denklik bagintisin1 tanimlayalim. = denklik bagintisinin G iizerinde
belirledigi denklik smiflarindan x € G nin siifini [x] ile gosterelim. Bu durumda
her y € [x] igin | (y)] =[x (x)| dir:

Xz(y) = X(1)A olacak bicimde Z(x) m bir A lineer karakterinin oldugunu biliyoruz.
kery CZ(x) olduguna gore xz,)(g) = x(1)A(g) olduguda g6z Oniine alinirsa
kerA = kery =1 oldugu goriilir. Dolayisiyla A karakteri Z() 1n bir sadik karakteridir.
Ote yandan y € [x] oldugundan x & yz olacak bigimde bir z € Z(G) vardir. ¥, G nin %
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karakterini belirleyen bir gosterilisi olmak iizere z € Z(G) oldugundan ¥(z) = €I olacak
bicimde bir € € C vardir. Bu durumda x/(z) = €x(1) dir. Ayrica x(z) = x(1)A(z) olduguda
gz oniine alinirsa € = A(z) bulunur. ¥(yz) = ¥(y)¥(z) = ¥(y)el = €¥(y) oldugundan
20) = ex(s) = A(Qx() dir. x & yz olduguna gore x(x) = 2(z) = A()x() dir
|A(z)] = |€| = 1 oldugundan |y (y)| = | x(x)| elde edilir. Simdi G de = denklik bagntisinin
belirledigi simflar 6,,%5,...,6; ve i =1,2,...,s olmak iizere g; € %; olsun. Bu durumda,

S
G = U dir. g; € € igin x(g;) = 0 ise her t € € i¢in |x(¢)| = |x(gi)| = 0 oldugundan
i=1

x(t) =0 bulunur. O halde x g yz bagintisimin G de belirledigi simiflar iginde ) karakterini
stfirlamadig1 siniflart 67,%5, ..., %, ile gosterelim ve yine i = 1,2,...,r i¢in g; € %; olsun.

Budurumda, |G| = ¥ [x(2)]> = ¥ [%||x ()2 elde edilir.
geG i=1
Iddia: |%}| = |Cl(g)||Z(x)] dir.

f:Cl(gi)) XxZ(x) — ¢; fonksiyonunu g6z oniine alalim.

(8%,2) — g3z

f iyi tammhdir : i) Her gf € Cl(g;) ve herz € Z(x) i¢in g; 2 (8%2)z7! oldugundan g; = g¥7
dir. Dolayisiyla f(g%,z) = g%z € € dir.

ii) (g5,21) = (g, 22) ise & =g ve z1 =z dir. Budurumda g¥z; = gl'z, dir.

f iizerinedir : Her x € %; i¢in g; = x oldugundan x g giz olacak bicimde z € Z(G) vardir ve
dolayistyla x = (g;z)¢ = g3z olacak bigimde bir g € G vardir. O halde f(g?,z) = x bulunur.
f bire-birdir: g, € G ve 71,25 € Z(G) icin g5z = gz olsun. Bu durumda y(g%)2(z1) =
x(gfz1) = x(8lz2) = x(8!)A(z2) dir. x (&) = x(g:) = x(g}') # 0 oldugundan A (z1) = A(z2)
dir. A lineer karakterleri sadik yani kerA = 1 oldugundan dolayisiyla A bire-birdir ve
dolayistyla z; = z» dir ve dolaysiyla giz; = gf’z2 den dolay1 gf = gf’ dir. Bu durumda
(8%,21) = (¢",22) oldugundan f bire-birdir. O halde, f bire-bir ve drten, tamim ve goriintii
kiimeleri de sonlu oldugundan |%;| = [Cl(g;) X Z(x)| = |Cl(g)||Z(x)| dir.

Hi= Y, x ve O:= 0y olmak iizere
xeCl(g;)

Gl =)

r
1=

Gl 2(gi)|* = ; ICL)1Z() % (8)x (87 ) = ix(l)w(%x(g,-‘])IZ(x)l

1 i

I
—_
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dir ve dolayisiyla

x2(1) =

. r .
dir. % rasyonel say1 ve Y o(J%) x(gi_l) cebirsel say1 oldugundan WXZ(# € 7 dir.

i=1
Dolaysiyla x (1) | |G : Z(x)| dir.

Simdi ise ker) # 1 olmasi durumunu inceleyelim.

X :G/kery — C

gkery — x(g)

karakterini tamimlayalim.

Bu durumda ¥ karakteri G/kery 1n bir sadik indirgenemez karakteridir. G/kery grubu

g6z Oniine alindiginda

Z(x) = {gkery € G/kerx ||x(g)| = x(1)} = {gkerx € G/kerx |g € Z(x)} = Z(x)/kerx

dir. O halde, ilk durum benzer olarak tekrarlanirsa (1) | |G/kery : Z())| ve dolayisiyla
x(1)]|G:Z(x)| bulunur.®

Teorem 2.2.6 [10] G bir grup, H < G, 6 € Irr(H) ve T :=13(60) olsun.
o ={yelrr(T) | [yu,0] #0} ve B:={x clrr(G)||[xu,0] # 0} kiimeleri verilsin.
Bu durumda,
a)y o ise yoelrr(G) dir
b) &/ — % fonksiyonu orten ve bire-bir dir.

Yy
¢) y € o icin w¥ =y ise v karakteri y7 nin &/ kiimesinde bulunan biricik indirgenemez
ogesidir.
d) yeco icin wO=y ise [wy,0]=xn,0]d.
Ispat. a) v € &7 olsun. y° € char(G) oldugundan [y©, x] # 0 olacak bicimde bir
x € Irr(G) vardir. 0 # [y, x] = [w, xr] oldugundan y, xr karakterinin bir indirgenemez
ogesidi. xr = my + ... ; m € Z yazhigt vardir. y € &/ yani [yy,0] # 0 ve
X = (Xr)n = myg + ... oldugundan [yy,0] # 0 dir. Dolaysiyla y € £ dir. Simdi,
0 := 6, 0,..., 6, karakterleri 6 min tiim farkli G-eslenikleri olsun. O halde t = |G : I(0)|
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dirve yy =eY! ,0;, e€ Zdir. 8, T deinvaryant ve H C T oldugundan yy = f0 olacak
bicimde bir f € Z vardir. xy = €0+ ..., e = [xu,0] ve xug =myg+...=m(f0)+ ...

oldugundan e =mf yani f < e oldugu gbzlemlenir.

et6(1) = 2(1) < yO(1) = |G T|y(1) = ry(1) = 1£6(1) < 1e6(1)

oldugundan x(1) = wY(1) bulunur. Ozel olarak f = e oldugu gozlemlenir. O halde
x(1) =wY(1) ve [wY x] # 0 oldugundan y° = y € Irr(G) bulunur.

d) [(xy,0] =e=f=[yy, 0] d.

c)Eger w#£ vy €4 ve [xr,yi]#0olsa,

e=[xu,0] > [Wu + (V1)u, 0] = [Wu, 0]+ [(v1)n,0] > [yu,0] = f

dir. Boylece e > f celiskisi elde edilir. Bu durumda y € 7 icin w® =y ise y karakteri
Xt nin o kiimesinde bulunan biricik indirgenemez 6gesidir.

b) & — B fonksiyonu a) dan dolay1 her w € o7 icin f(y) = w© = x € Irr(G) ve d)

y—ryl=y

den dolay1 0 # [y, 0] = f = e = [xu, 0] oldugundan x € £ dir ve dolayisiyla o7 — %A
fonksiyonu iyi tamimlidir. ¢) ye gore y € &7 i¢in W% = x olacak sekilde y, y7 nin o
kiimesinde bulunan biricik indirgenemez 6gesi oldugu goz oniine alinirsa Y, Y, € &7 olmak
iizere f(y1) = f(y) ise y¥ = y¥ = x ve ¢) den dolayt x7 = a.y; = b.y oldugundan
Y1 = Y, bulunur. Dolayisiyla fonksiyon bire-bir dir. Simdi y € % olsun. [xy,0] # 0
oldugundan H C T oldugu da goz oniine alinirsa 7 nin en az bir Y indirgenemez 6gesi
icin [wg, 0] # 0 olmahdir. O halde v € o7 ve [x7,v] = [x, w’] oldugundan a) dan dolay1
vC =y cIrr(G) ve f(w) = wC = x olacak bigimde bir y € .27 bulunup &rtenlik gosterilmis
olur. ®

N <G ve ¢ € Irr(N) olsun. xy = ¢ olacak bicimde bir y € Irr(G) varsa ¢

indirgenemez karakteri G grubuna genisletilebilir denir.

Teorem 2.2.7 [10] G bir sonlu grup, N < G ve ¢,0 € Irr(N) G grubunda invaryant
karakterler olsun. @6 indirgenemez karakter olsun ve 0 karakteri ise x € Irr(G) karakterine

genisleyebilir olsun.

A ={B elrr(G) | [9°,B] #£0} ve Z:={yelrr(G)|[(¢6)°,y]+#0}
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olsun. Bu durumda

H — L
Br— Bx

fonksiyonu bire-bir ve drtendir.

Ispat. ¢¢ ¢ char(G) oldugundan @¢ =Ya& , & €lrr(G) , a;>0  yaziligi vardur,
(%) = Yai(&)y dir. (06, &] = [(p,(l@-)N] , N < G ve ¢ Kkarakteri G grubunda
invaryant loldugundan Teorem 2.2.1 Clifford Teoremine gore (&)y =a;@
dir. O halde (¢%)y =Y ai(a;¢) oldugundan (%) . ¢ nin bir katidm.
(09N (1) = 0%(1) = |G: N|(lp(1) olduguna gore (¢%)y = |G : N|¢ bulunur. Bu durumda,

[0, 0% =1[9,(¢°)v] =[0.|G : N|¢] = |G : N|[¢,9] = |G : N|

dir. ¢,0 € Irr(N) G de invaryant oldugundan @6 € Irr(N) de G de invaryanttir. O halde
benzer bicimde @8, G de invaryant oldugundan (¢8)%ly = |G : N|@6 dir. Bu durumda,

[(96)°,(96)°] = [0, (pB)§] =[G : N|
bulunur. O halde Teorem 2.2.4 ¢ gore (98)% = (oxn)¢ = @Cx dir. Dolayisiyla,
[0°,9°] =G :N| = [(96), (96)°] = [¢“x,9°7]

dir. Bu durumda kabuldeki .#” kiimesine gore ¢ = ¥ e B yaziligi vardir. Dolayistyla
Bex

[09,0T=1Y esB, Y esBl=Y ¢,

Bext Bext Beox

[0%%, 0% =1 Y. esBx, Y eyyxl=Y epey(Bx,vx] ve [909,0°=1[0%, 0]
Bex yexX B.yext

oldugundan

Y 5= Y epeylB.vxl

Bext Byex



31
dir. [Bx,Bx]=>1, [Bx,yx] >0 vetim B €% igin eg >0 dir.

Y = Y epeyBr.vx]
pex B,yex

esitliginin saglanmasi i¢in 8 # v iken [By,yx] =0 ve B =7 iken [Bx,yx] =1 olmaldur.
Bu durumda farkli 8 € J# ler igin By Kkarakterleri farkli indirgenemez karakterlerdir.
O halde

(00)° =% =Y es(Bx)
Bex

dir ve (¢6)% nin tiim indirgenemez karakterleri B € # yi dolasmak iizere By

karakterleridir.l

Sonug 2.2.8 [10][Gallagher] G bir sonlu grup olsun. N < G, x € Irr(G) ve yy = 0 € Irr(N)
yani 0, G ye genisletilebilir olsun. Bu durumda, her B € Irr(G/N) igin By karakteri
indirgenemezdir ve Bi,B, € Irr(G/N) icin By # B, iken Bix # Box dir. Ayrica ¢
karakterinin tiim indirgenemez 6geleri kiimesi { Bx | B € Irr(G/N) } dir.

Ispat. Teorem 2.2.7 de ¢ = ly alalim. Teorem 2.2.7 ye gore (1y)¢ karakterinin tiim
indirgenemez &gelerinin kiimesi ile 8¢ karakterinin tiim indirgenemez Ggelerinin kiimesi
arasinda bire-bir eslesme vardir. Simdi, (1y)¢ karakterinin tiim indirgenemez 6gelerinin

kiimesini bulalim. Her B € Irr(G/N) C Irr(G) igin ;
[(1n)€, B = [1n, By] = [In, B(1)1n] = B(1)[ 1y, In] = B(1) #0
dir. B € Irr(G/N) oldugundan N C kerf dir. O halde her n € N igin
Pn(n) =P (1) =P (1)1n(1)

dir ve dolayisiyla By = B(1)1y dir. Bu durumda, her B € Ir#(G/N) karakteri (1y)¢

karakterinin bir indirgenemez 6gesidir.

IG/N|= Y B(1)* ve (Ix)°(1)=I|G:N|
Belrr(G/N)
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dir. Dolayisiyla

(W= Y By

Belrr(G/N)

oldugundan (1) nin tiim indirgenemez 6gelerinin kiimesi Ir7(G/N) dir. Teorem 2.2.7
de |#| = || oldugu biliniyor. Bu durumda, Teorem 2.2.7 ye gére O karakterinin tiim

indirgenemez 6gelerinin kiimesi { By | B € Irr(G/N) } dir. B

Teorem 2.2.9 [10] K/L, G nin bir abelyen esas faktorii olsun. Yani K,L < G olmak iizere
K/L < G/L, L <M < K kosulunu gercekleyen hi¢c M <1 G olmasm. 0 € Irr(K), G de
invar;zlnt olsun. Bu durumda, agagidakilerden biri gerceklenir.

a) O, €lrr(L)

b) 6y =e@; ¢ € Irr(L) ve ¢* = |K : L| dir.

4
¢) 0= Y ¢ ; ¢ €Irr(L) farkh eslenikler ve ¢t = |K : L| dir.
i=1

Ispat. 6; € char(L) nin bir indirgenemez 6gesi @ olsun. T := I(¢) olsun. 6 € Irr(K), G

de invaryant oldugundan her g € G i¢in

0# [0, 0] = (6], 0°] = [6L, ¢°]

bulunur. Dolayisiyla, her g € G i¢in @8 € Irr(L) indirgenemez Kkarakterleri de 6
nin indirgenemez Ogeleridir. Her g € G i¢in @¢ karakterleri K-esleniktir. Bu durumda
|G:T|=|K:KNT| yani @ nin G deki tim esleniklerinin sayisi, ¢ nin K daki tiim
esleniklerinin sayisina esittir. K << G ve T < G oldugundan K7 < G dir.

_ IKLT] _[G]

= = —.T|=1|G

KT

oldugu da goz oniine alinirsa G = KT oldugu gozlemlenir. K /L abelyen oldugundan K’ C L
dir. ¢ € Irr(L) ve T := Ig(¢p) oldugundan L C T dir. Ayrica L C K oldugundan da
LCKNT dir. K/L abelyen oldugundan K/KNT de abelyen ve dolayisiyla K’ CKNT
dir. Bu durumda KN7T < K dir. Teorem 2.1.3 Diamond dan 7 << G dir ve dolayisiyla K <1 G
oldugu da bilindiginden K NT < G dir. K/L esas faktor oldugundan L < KNT < K igin
KNT =L veya KNT =K dir.

1.durum: KNT = Lise;

Bu durumda 6, = ¢ .Zt‘,l ¢ ,t=|K:KNT|=|K:L| ve ¢; ler farkli esleniklerdir. O halde

i=
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0(1)=e.|K:L|p(1) ve 0# [6,¢] = [0, ¢X] oldugundan 6(1) < ¢X(1) = |K : L|(1) dir
ve dolayisiyla e.|K : L|¢(1) < |K : L|@(1) oldugundan e = 1 bulunur. O halde 6; = i 0 ;
@; € Irr(L) farkli eglenikler ve ¢ = |K : L| dir yani ¢) saglanir. =
2.durum: KNT =K ise ;

Bu durumda K = KNT = Ig(@) oldugundan ¢, K da invaryanttir. Dolayisiyla 6 = e.@
dir. Simdi, A € Irr(K/L) olsun. A lineer karakter oldugundan A6 € Irr(K) dir. Ayrica
(A0)r, = 6 dir. Ciinkii A € Irr(K /L) oldugundan L C kerA ={k € K|A(k) =A(1) =1}
yani Az = 1 dir. Simdi, varsayalimki her A,u € Irr(K/L) igin A # u iken A0 # Au
olsun. 0 # [6,9] = [0, ¢X] oldugundan O # [(A0).,¢] = [0, ¢X] dir. Bu durumda,
{AO|A €Irr(K/L) } kiimesindeki |Irr(K/L)| tane karakterin herbiri @X karakterinin bir
indirgenemez ogesidir. Dolayistyla, e.|K : L|.8(1) < ¢X(1) = |[K : L|@(1) yani ¢* < 1 ve
dolayisiyla e = 1 dir. Bu durumda, 6, = ¢ € I'rr(L) dir ve a) saglanir.

Simdi, varsayalimki A6 = u6 , A # p olacak sekilde A,u € Irr(K/L) var olsun.
U :=ker(AMl) olsun. Bu durumda, L C U < K dir. Ayrica, Al # 1 olmalidir. At =1
olsa, her x € K i¢in Au(x) = 1(x) =1 yani A(x)u(x) = 1 dir. A(x)u(x)u(x) =
1(x) ve dolaysiyla A(x) = pu(x) oldugundan A = pu celiskisi elde edilir. x € K — U
olsun. x ¢ U :=ker(Aml) oldugundan Apr(x) # 1 dir. A@ = u6 oldugundan A6 = 6
dir. Bu durumda, Afr(x)0(x) =6(x) ve At # 1 oldugu goz oniine alinirsa 6(x) = 0
olmalidir. O halde 6 karakteri K — U da sifirlayicidir. 8, G de invaryant oldugundan

her g € G icin 0, K — U¢ de sifirlayicidir. Bu durumda 6, K — () U8 de sifirlayicidir.
geG

N U8 = coreg(U) < G dir. Ayrica, L C U < K ve K/L esas faktor oldugundan
geG

N U$ = L dir yani 6, K — L de sifirlamir. [10] da Lemma 2.29 gére 0, K/L de
geiG

sifirlandifindan [6;,6) = |[K : L|[6,0] = |K : L| ve dolayisiyla [ep,ep] = |K : L| dir. Bu
durumda, ¢ = |K : L| dir. O halde, 6, = e@; ¢ € Irr(L) ve ¢* = |K : L| dir yani b) saglanr.
|

Sonu¢ 2.2.10 [10] N < G , |G: N| =p € P ve x € Irr(G) olsun. Bu durumda
asagidakilerden biri gergeklenir.

a) yy € Irr(N) dir.

b) xy = .)Ii] 0;, 6; ler farkli indirgenemez karakterlerdir.

l
Ispat. Teorem 2.2.9 da K := G ve L =: N olarak alahm. Bu durumda, |G:N| =p € P
oldugundan G/N bir abelyen esas faktor olacak sekilde bir esas seri vardir. O halde,

Teorem 2.2.9 uygulanirsa Yy = e ; ¢*> = |G : N| = p olamayacagindan Teorem 2.2.9 da
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b) durumu gergeklenemez. [y, ] # 0 olacak sekilde bir @ € Irr(N) vardir. T := I5(@)
olsun. NCT CG ve |G:N|=peP oldugundan T =N veya T = G dir.

T =G ise; |G:T|=1oldugundan yy = e@ dir. Teorem 2.2.9 da b) gerceklenemediginden
e = 1 olmalidir yani )y € Irr(N) dir ve dolayisiyla a) saglanur.

T =N ise; |G:T|= poldugundan yy = ef Qi 5 Q:=01,02,...,0,, ® nin G deki tiim
farkli eslenikleridir. Bu durumda, Teorem 2.2.15 1daki ¢) durumu s6z konusudur. Dolayisiyla,

e = 1 olmalidir. b) saglanir. B

Sonug 2.2.11 [10] N < G ve |G : N| = p € P olsun. Bu durumda, 6 € Irr(N) G de invaryant
ise 0, G ye genigletilebilirdir.

Ispat. [0 x] # 0 olacak bicimde bir ¥ € Irr(G) vardir. Bu durumda, Frobenius
Karsithgindan [0, yn| # 0 dir. Ayrica, 6 € Irr(N) G de invaryant oldugundan Yy = €6 ;e € N
yaziligt vardir. Bu durumda, Sonug 2.2.10 dan )y = 6 olmalidir. Sonug olarak, 6 € Irr(N),
x € Irr(G) ye genisletilebilirdir.

X , G grubunun herhangi bir karakteri ve bu karakteri belirleyen gosterilis ¥ olsun.

dety:G — C
g+—det(¥(g))

karakteri G grubunun tek tiirlii belirli bir lineer karakteridir. Ayrica det) karakteri
gosterilisten bagimsizdir. @, ) karakterini belirleyen bir diger gosterilis olsun. Bu durumda,
her g € G icin @(g) = P¥(g).P~! olacak bigimde bir P regiiler matrisi vardir. Her
g € G icin det(¢(g)) = det(P¥(g).P~") = det(¥(g)) gerceklendiginden acikca dety

karakterinin gosterilisten bagimsiz oldugu goriiliir.

N <G ve 0 € Irr(N) G de invaryant olsun. Bu durumda, det6 € Irr(N) de G
de invaryanttir. 6 karakterini belirleyen gosterilis ¥ olsun. Her ¢ € G ve n € N
icin (det8)8(n) = det®(g 'ng) = det(¥(g 'ng)) = det(¥é(n)) = detO%(n) = detf(n)
gerceklenir. Son esitlikte 6 nin G de invaryat olma 6zelligi kullanilmigstir. Dolayisiyla her

g € G i¢in (det 0)8 = det 6 gerceklendiginden det6 € Irr(N) de G de invaryanttir.

G grubunun tiim lineer karakterlerinden olusan kiime bir gruptur. Bu durumda G

grubunun bir A lineer karakterinin mertebesinden bahsedebiliriz. Simdi A lineer karakterin
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mertebesini o(A) ile gosterelim. O halde, herhangi bir ) karakterinin mertebesini
ise dety = A olmak iizere o()) = o(A) seklinde tamimlanir. Ayrica |G : kerd| = o(A)
oldugundan o(y) | |G| dir.

Lemma 2.2.12 [10] N < G, 6 € Irr(N) G ye genisletilebilir ve (|G : N|,0(1)) = 1 olsun.
A :=det6 ve i, A nin bir G-geniglemesi olsun. Bu durumda, dety = u olacak sekilde 6 nin

biricik bir ¥ G-genislemesi vardir.

Ispat. 17, 6 nin bir G-genislemesi olsun. Bu durumda, 1 € Irr(G) olmak iizere Ny = 6
dir. v := detn olsun. Boylece vy = A olur. uv := «a olsun. O halde ay = (UV)y =
UnVy = AA = ly dir ve dolayisiyla /%Nl = 15 dir. £ := 6(1) olsun. Boylece b € Z
icin det(abn) = ab/detn = a/v dir. (f,|G : N|) = 1 oldugundan bf = 1mod(|G : N|)
olacak sekilde b € Z segebiliriz. Bu durumda a?/ = ¢ dir. Simdi, ¥ := a’n olsun. O halde
dety = a’’v = av = u dir. oy = 1y oldugundan yy = (a’n)y = Ny = 0 elde edilir.
Simdi, ¥ 1 biricik oldugunu ispatlayalim. det), = u olacak sekilde 6 nin ikinci bir
Xo G-genislemesi oldugunu varsayalim. Sonug 2.2.8 e gore ), = xf olacak bicimde bir
B € Irr(G/N) vardir. x,(1) = 6(1) = x(1) oldugundan B(1) = 1 olmaldir ve u = det), =
det(xB) = B/dety = B/ u oldugundan B/ = 1 dir. Bu durumda, 8 € Irr(G/N) olmak
iizere o(B) | |G : N| ve B/ = 15 oldugundan o(B) | f dir. Ayrica (f,|G : N|) = 1 olduguda
g6z Oniine alinirsa o(f3) = 1 dir ve dolayisiyla B = 15 olmalidir. Sonug olarak, y, = x

bulunur. l

Teorem 2.2.13 [10] N < G ve G/N ¢oziilebilir olsun. 8 € Irr(N) G de invaryant ve
(|G:NJ,0(1)) =1 olsun. Bu durumda, 6 nin G ye genisletilebilir olabilmesi i¢in gerekli

ve yeterli kosul det8 nin G ye genisletilebilir olmasidir.

Ispat. 6, G ye genisletilebilir ise acikca der da G ye genisletilebilirdir. Simdi, tersini
ispatlayalim. i, A := der8 nin bir G-genislemesi olsun. G = N iken Teorem saglandigindan
G > N oldugunu kabul edebiliriz. Ispati |G : N| iizerinden indiiksiyonla yapalm. G,,
N C G, kosulunu gercekleyen G nin bir maksimal normal alt grubu olsun. A, G, grubuna
genigletilebilirdir. Bu durumda, A nin bir g, G,-genislemesi vardir. O halde indiiksiyon
hipotezine gore dety, = g, olacak sekilde 6 nin biricik bir x, € Irr(G,) genislemesi
vardir. ¥, in G de invaryant oldugunu gosterelim. g € G icin (x5 )y = ((Xo)n)% = 08 = 0 ve
det(x,)8 = (det),)® = (Ug,)% = Ug, dir. Bu durumda, det )y, = lg, = det(),)® oldugundan
Lemma 2.2.12 ye gbre x5 = X, olmalidir yani ), G de invaryanttur. G/N c¢oziilebilir
oldugundan |G : G,| bir asal sayidir ve Sonug 2.2.11 e gore x, G ye genisletilebilirdir.ll
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Teorem 2.2.14 [10] N < G ve A, G de invaryant olan N nin bir lineer karakteri olsun.
Her p | o(A) asali i¢in H,/N € Syl,(G/N) olacak sekilde H, C G segelim ve A, H, ye
genigletilebilir olsun. Bu durumda A, G ye genisletilebilirdir.

Ispat. p{|G:N|ise H, = N dir ve dolayisiyla A, H,, ye genisletilebilirdir. Bu yiizden sadece
|G : N| nin asal bolenleri i¢in hipotezi kontrol etmek yeterlidir.

m = o(A) olsun. p | m kosulunu saglayan her p asali icin A = []JA, ve o(4,), p nin bir
kuvveti olacak sekilde A nin bir kuvveti olan A, yi segebiliriz. Simdi, A, nin u, € Irr(G)
ye genigletilebilir oldugunu ve dolayisiyla u = [, nin A nin bir genislemesi oldugunu
gosterelim. A,, A nm bir kuvveti ve A, H, ye genisletilebilir oldugundan A, de H, ye
genisletilebilirdir. Ayrica A, G de invaryant oldugundan A, de G de invaryanttir. Genelligi
bozmaksizin m yi p nin bir kuvveti olarak kabul edebiliriz. v, A nin bir H,-genislemesi
olsun. p{ |G : Hy| ve v(1) =1 oldugundan p { v6(1) dir. Bu durumda, v nin p 1 x(1)
olacak sekilde bir y indirgenemez 6gesi vardir. f := x(1) olsun. [v®, x| # 0 oldugundan
Frobenius Kargithgma gore [xu,, V] # 0 dir. O halde, vy = A oldugundan [yy, 2] # 0 dir. A,
G de invaryant oldugundan Teorem 2.2.1 (Clifford Teoremi) gore yy = fA dir. Bu durumda,
(dety)y = Af dir. § :=dety olsun. p{ f ve m, p nin bir kuvveti oldugundan fb = 1mod(m)
olacak sekilde bir b € Z vardir. O halde (8”)y = A/? = A dir ve dolayisiyla ispat biter. l

Sonug 2.2.15 [10] N <G ve A, G de invaryant olan N nin bir lineer karakteri olsun.
(|G :N|,0(1)) =1 olsun. Bu durumda (|G : N|,o(u)) = 1 olacak sekilde A nin biricik bir ,
G-genislemesi vardir. Aslinda o(p) = o(A) dir.

Ispat. (|G : N|,0(1)) = 1 oldugundan her p | o(A) asah icin p { |G : N| dir ve
dolayisiyla H, = N olmalidir. Bu durumda A, Teorem 2.2.14 iin hipotezini sagladigindan
A nin bir G-genislemesinin var oldugunu sdyleyebiliriz. v, A nin bir geniglemesi olsun.
(|G : N|,0(1)) = 1 oldugundan b|G: N| = 1mod(o(1)) olacak bi¢cimde bir b € Z segebiliriz.
= vPIGN olsun. Bu durumda, py = APIGNl = A dir ve dolayisiyla o(u) > o(A) dir. Diger
taraftan, (v°}))y = 1y oldugundan v°A) € Irr(G/N) ve u°%) = (A0A))PIGNI — 1 dir.
Boylece o(u) = o(A) oldugu goriilmiis olur. Simdi, p niin (|G : N|,o(u)) = 1 kosulunu
saglayan A nimn biricik bir G-genislemesi oldugunu gosterelim. 7, (|G : N|,o(7)) =1
kosulunu saglayan A nin bir bagka G-genislemesi olsun. Bu durumda, (o(u7),|G:N|) =1
ve (UT)y = ly dir. O halde, u% € Irr(G/N) dir. u7lSNl = 15 ve (o(u7),|G: N|) =1
oldugundan o(u7) = 1 ve dolayisiyla u7 = 1¢ dir. Boylece 4 = 7 olmalidir. B

Sonug 2.2.16 [10] N <G, G/N bir ¢oziilebilir grup ve 6 € Irr(N) G de invaryant olsun.
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(|G:N|,0(6)6(1)) =1 olsun. Bu durumda, (

G : N|,x(1)) = 1 olacak sekilde 6 nin biricik
bir x € Irr(G) geniglemesi vardir. Aslinda, o()) = 0(6) dur.

Ispat. A = det® olsun. 6, G de invaryant oldugundan A da G de invaryanttr.
(|G:NJ|,0(0)0(1)) =1 ve o(A) = 0(0) oldugundan (|G : N|,0(A)) = 1 olmalidir. Bu
durumda, Sonug¢ 2.2.15 e goére A nin (|G : N|,o(u)) = 1 olacak sekilde biricik bir u
G-geniglemesi vardir. (|G : N|,0(1)) = 1 oldugundan Teorem 2.2.13 e gére 6 min bir
G-geniglemesi vardir. Ayrica Lemma 2.2.12 ye gore det) = p olacak bicimde 6 nin
biricik bir )} G-geniglemesi vardir. O halde, o(x) = o(i) = o(A) = 0(0) dir. Simdi %
karakterinin istenilen kosulu saglayan biricik bir karakter oldugunu gosterelim. )}, 6 nin
(|G : N|,0(x0)) = 1 kosulunu saglayan bir G-genislemesi ve 1, = det , olsun. Bu durumda,
(G : N|,0(p)) = 1 dir ve dolayisiyla p niin biricikliginden dolay1 y, = p olmalidir.
dety = U = U, = det), olduguda goz Oniine alinirsa Lemma 2.2.12 ye goére bu kosulu

saglayan ¥ 1n biricikliginden dolay1 ¥ = y, olmahdir.l

Lemma 2.2.17 [9]G =HN,N <<G,H < Gve HNN = 1 olsun. u € Irr(N) G de invaryant

olan bir lineer karakter olsun. Bu durumda u G ye genisletilebilirdir.

Ispat. G=HN,N <G, H<Gve HNN =1 olsun. u € Irr(N) G de invaryant olan bir
lineer karakter olsun. Bu durumda, her g € G icin tek tiirli belirli bir h € H ve n € N
vardir. Simdi, her g € G i¢in A(g) = A(hn) = pu(n) olacak sekilde G nin lineer karakterini
tanimlayalim. Her g;,g> € G icin g1 = hyn; ve g» = hyny olacak bicimde tek tiirlii belirli
hi,hy € H ve ny,np € N elemanlar1 vardir. Her g1,g> € G i¢in A(g1g2) = A(hinihyny) =
A(hihahy ' mihang) = A (hihan?na) = p(n?na) = p(n?) e (n2) = p(ny) u(n2) = A(g1)A.(g2)
gerceklenir. Sondan ikinci esitlikte p karakterinin G de invaryant olma 6zelligi kullanilmigtir.
O halde, gercekten A G nin bir karakteridir. Ayrica A(1) = (1) =1 oldugundan A lineerdir.
Ay =t oldugundan p G ye genigletilebilirdir. Bl

Teorem 2.2.18 [10][Problem 6.18] N <G ve G=NH, NNH =1olsun. 0 € Irr(N) G
de invaryant ve (6(1),|G : N|) = 1 olsun. Eger H ¢oziilebilir ise 0, G ye genisletilebilir.

Ispat. G/N = H bir ¢oziilebilir gruptur. Teorem 2.2.13 iin hipotezi saglandigindan 6 nin
G ye genigsletilebilir olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul der@ nin G ye genisletilebilir
olmasidir. Bu durumda, detr@ nin G ye genisletilebilir oldugunu gostermemiz yeterli
olacaktir. det® € Irr(N) G de invaryant lineer karakter oldugundan Lemma 2.2.17 ye gore
det8 G ye genigletilebilirdir ve dolayisila 8 G ye genisletilebilirdir. B
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Lemma 2.2.19 [8] A bir abelyen grup, V herhangi bir K cismi iizerinde bir vektor
uzayl olmak iizere V bir tamamen indirgenebilir sadik A-modiil olsun. Bu durumda
Ca(vy={acA|va=v}={la} olacak sekilde bir 0 # v € V vardir ve dolayisiyla

{v.a|a€A} orbitinin uzunlugu (mertebesi) |A| dir. Bu orbite sozde regiiler orbit denir.

Ispat. V bir tamamen indirgenebilir A -modiil oldugundan i = 1,2, ...,k icin V; modiilleri
indirgenemez A-modiiller olmak iizere V=V, &V, @ ...®V, yazilig1 vardir. 0F£v; €V;
olsun. Eger a € C4(v;) ise her b € A igin A abelyen oldugundan (v;.b).a = (v;.a).b =
vi.b gergeklenir. V; indirgenemez oldugundan V; = (v;.b|b € A) dir. Dolayisiyla Cy(v;) =
C4(V;) dir. Bu durumda V sadik oldugundan

k k
(N Cavi) = [ Ca(Vi) = {1a}
i=1 A

dir. v eV olmak iizere v=v|+vo+...+ v ; v; € V; yazilhis1 vardir. O halde

k
= [ Ca(vi) = {14}
i=1

olacak sekilde bir 0 #v €V vardir.l

Teorem 2.2.20 [8] G’ nilpotent ve F(G) G nin maksimal nilpotent normal alt grubu olsun.
Bu durumda x(1) =|G: F(G)| olacak sekilde bir x € Irr(G) vardir.

Ispat. F(G/®(G)) = F(G)/®(G) oldugundan ®(G) = {1} oldugunu kabul edebiliriz.
F(G) nilpotent oldugundan F(G)/®(F(G)) abelyendir. Ayrica F(G) < G oldugundan
®(F(G)) < ®(G) bulunur ve dolayisiyla ®(F(G)) = {1} oldugundan F(G) abelyendir.
G’ nilpotent oldugundan G ¢oziilebilirdir ve dolayisiyla G nin minimal normal alt gruplar
elementer abelyen p-gruplaridir. F(G) alt grubu G nin minimal normal alt gruplarinin
bir direkt ¢arpimi oldugundan i = 1,2,...,m igin P; alt gruplart F(G) nin p;-Sylow alt
gruplart olmak iizere F(G)= P, X P, X ... X P, yazilig1 vardir. Bu durumda P, alt gruplar
G/Cg(P;) abelyen alt gruplart i¢in birer tamamen indirgenebilir sadik modiillerdir. Lemma

2.2.19 a gore I(Aj) = Cg(P;) olacak sekilde bir A; € Irr(P;) vardir. Bu durumda

c(MAa... ﬂCG (F(G)) =F(G)
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dir. Dolayisiyla Teorem 2.2.6 ya gore
(MAaA)C € Irr(G) ve (A Aa..A)C(1) = |G : F(G)|

dir. W

Teorem 2.2.21 [10] [Brauer] G bir grup olsun. Bir A grubu, Irr(G) ve G grubunun eslenik
eleman siniflarindan olugan kiime iizerine etki etsin.a €A ve g € G igin g%, Cl(g)* eslenik
eleman sinifinin bir elemant olsun. Her ) € Irr(G) i¢in x(g) = x“(g%) olsun. Bu durumda,
her a € A elemaninin sabit biraktigi G grubunun indirgenemez karakter sayisi, her a € A

elemaninin sabit biraktig1 G grubunun eslenik eleman sinifi sayisina esittir.

Ispat. Her 1 <i,j < k icin x; ve J; sirastyla G grubunun indirgenemez karakterleri ve
eslenik eleman siniflar1 olsun. j = 1,2, ...,k olmak iizere g; € %} temsilcilerini secelim ve
a €A icin X* = ise g! = g; yazalim. $imdi G grubunun karakter tablosunu matris
gibi gorelim yani X = (xi(g;)) olsun. Her a € A i¢in P(a) = (p;;) matrisini x/ = x;
ise p;j=1; x*# x; ise p;j = 0 olacak bigimde tanimlayalim. Benzer bi¢cimde her
a € A icin Q(a) = (g;j) matrisini J* = %} ise q;j =1 ; H*# X ise qij =0
olacak bigcimde tanimlayalim. P(a)X matrisinin (u,v)-inci bilegeni ). p,;xi(gv) dir. Sadece

1
Xi = x¢ oldugunda p,; = 1 oldugundan Y p,ixi(gv) = x%(gv) dir. Benzer bicimde XQ(a)
i
matrisinin (u,v)-inci bileseni Y x.(g;)q;» dir. Yine sadece g; = gﬁfl oldugunda ¢, = 1
J
oldugundan Y x,(g;)qjv = xu(gff_l) dir. Bu durumda teoremin hipotezine goére her a € A
J

icin x(g) = x%(g"*) oldugundan x%(g,) = %u(gﬁfl) dir. Dolayisiyla P(a)X = XQ(a) dir.
Ayrica, karakter tablolar terslenebilir matrisler oldugundan Q(a) =X 'P(a)X dir. Bu
durumda tr(P(a)) = tr(Q(a)) dir. tr(P(a)), a elemaninin sabit biraktid1 indirgenemez
karakterlerinin sayisidir ve rr(Q(a)), a elemaninin sabit birakti1 eslenik eleman siniflarinin
sayisidir. Dolayisiyla tr(P(a)) = tr(Q(a)) oldugundan bu sayilarin esit oldugu agikca

goriiliir. W

Teorem 2.2.22 [10][Ito] A <1 G abelyen olsun. Bu durumda her y € Irr(G) i¢in % (1) | |G : A|
dir.

Ispat. A € Irr(A) ve [xa,A] #0olsun. T :=I(A) olsun. Bu durumda Teorem 2.2.6 ya gore
X =wC ve [Ws,A] #0 olacak bigimde bir y € Irr(T) vardir. A, T de invaryant oldugundan
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Y4 = e.A dir. O halde her a € A i¢in ;

(w(a)| = [wa(a)] = e[A(a)| = e = (1)

oldugundana € Z(y) yani A CZ(y) dir. Budurumda Teorem 2.2.5den y(1) | |T : Z(y)| ve
dolayisiylaA C Z(y) oldugundan y(1) | [T : Z(y)|.|Z(y) : A| yani y(1) | |T : A| dir. O halde
IT : A| = k.y(1) olacak sekilde bir k € Z vardir. Ayrica (1) = w9(1) = |G : T|y(1) oldugu
da g6z oniine alimirsa y(1).k = |G : T||T : A| yani x(1)||G : A| oldugu g6zlemlenir.l

Teorem 2.2.23 [10] G bir grup ve p € n(|G|) olsun. G grubunun hi¢ normal abelyen
p-Sylow alt grubu olmasin ve ¢d(G) kiimesinin p asali ile boliinebilen hi¢ elemant olmasin.
Bu durumda, cd(S) kiimesinde p asali ile boliinebilen hi¢ elemani olmayacak bigimde
G grubunun mertebesi p asali ile boliinebilen bir abelyen olmayan basit § kompozisyon

faktorii vardir.

Ispat. N <G ve y € Irr(N) olsun. Bu durumda [y, W] # 0 olacak bigimde bir y € Irr(G)
vardir. O halde y(1) | (1) dir ve dolayistyla kabulden p{ (1) dir. Ozel olarak N € Syl,(G)
ise N nin her indirgenemez karakterinin derecesi 1 olmasi gerektiginden N abelyen olmalidir.
O halde, kabulden dolay1 G grubunun normal p-Sylow alt grubu yoktur. Ayrica G bir basit
grup ise S = G olarak alinabilir oldugundan teorem asikar olarak dogrudur. Simdi kabul
edelimki G bir basit grup olmasin. N, G nin bir maksimal normal alt grubu olsun. Ispat1 |G|
tizerinden indiiksiyon ile yapalim. N nin bir normal p-Sylow P alt grubunun oldugunu kabul
edebiliriz. Bu durumda P > 1 ise G/P nin bir normal p-Sylow alt grubu yoktur ve dolayisiyla
indiiksiyon hipotezine gore ispat biter. Kabul edelimki P = 1 olsun. O halde, p | |G : N|
olmalidir. G/N abelyen degilse basit oldugu da g6z 6niine alindifindan S = G/N segilebilir.
G/N abelyen ise |G/N| = p dir. Bu durumda Q € Syl,(G) ve |Q| = p olsun. y € Irr(N)
olmak iizere p | y(1) = |G : N|y(1) oldugundan y© ¢ Irr(G) dir. O halde I5(y) > N dir.
Ig(w) = N olsa y € Irr(Ig(y)) oldugundan w© € Irr(G) geliskisi elde edilirdi. Dolayisiyla
Ic(y) > N oldugundan Ig(y) = G yani ¥y G-invaryant olur. Bu durumda Q, Irr(N)
tizerine triviyal etki eder. Teorem 2.2.21 [Brauer] gore Q, N nin eslenik eleman siniflariin
kiimesine de triviyal etki eder. .2", N nin bir eslenik eleman siifi ise Q, %" eslenik eleman
sinifi tizerine etki eder. p 1 |N| oldugundan p t || dir ve dolayisiyla Q, % sinifinin bir

elemanin sabit birakir. Bu durumda N nin her eglenik eleman sinifindaki en az bir eleman
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C dedir. O halde N = |J C* dir ve dolayisiyla
xeN

IN[ =T <IN Ny (O)[(IC] = 1) < IN:C[(IC] = 1) = [N| = [N : €|

dir.H

Sonuc 2.2.24 [10][Ito] G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda, G nin bir normal abelyen
p-Sylow alt grubunun olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul cd(G) deki her elemanin p ile

aralarinda asal olmasidir.

Ispat. G bir ¢oziilebilir grup olsun. G nin bir normal abelyen P p-Sylow alt grubu olsun.
Bu durumda Teorem 2.2.22 gére her x € Irr(G) igin x(1)||G: P| oldugundan cd(G) deki
her eleman p ile aralarinda asaldir. Diger taraftan kabul edelimki ¢d(G) deki her eleman p
ile aralarinda asal olsun. O halde G nin p-Sylow alt grubu normal ve abelyen olmasa Teorem
2.2.23 gore cd(S) kiimesinde p asali ile boliinebilen hi¢ elemani olmayacak bigimde G
grubunun mertebesi p asali ile boliinebilen bir abelyen olmayan basit S kompozisyon faktorii
var olurdu. Bu ise G nin ¢oziilebilir grup olmasi ile celigir. Ciinkii G nin S kompozisyon

faktoriiniin abelyen olmasi gerekirdi. ll

Tanmm 2.2.25 [20] g bir asal saymin kuvveti olmak iizere V bir GF(¢™) Galois cismi
olsun. V, GF(q) iizerinde boyutu m olan bir vektor uzayidir. a € V-{0} := V¥* wecV
ve 0 €9 := Gal(GF(q™)/GF(q)) sabitlerini segelim. Bu durumda ;

T:V—V ; herxeVigin T(x)=ax’+w

fonksiyonunu tamimlayalim. O halde 7T, V lzerinde bir permiitasyondur yani

T € Sym(V) dir. Simdi x € V olsun. Bu durumda ;
I(V)={x —ax® |acGF(¢")", 6%}

alt grubuna yari-lineer grup denir. Agikg¢a goriiliirki T'(V) < Sym(V) dir.
I,(V)={x —ax|acGF(g")*} <T(V)

olmak iizere I',(V) mertebesi ¢" — 1 olan bir devresel gruptur. I'(V) /T, (V) = % mertebesi

m olan bir devresel gruptur.



42

Teorem 2.2.26 [20] G grubu bir sonlu V' vektor uzayi iizerine sadik etki etsin ve her v eV

icin 21|G : Cg(v)| olsun. Budurumda |G| ¢iftise char(V) =2 dir.

Teorem 2.2.27 [20] G bir ¢oziilebilir grup olmak iizere bir sonlu V' vektor uzayi lizerine
sadik ve indirginemez etki etsin ve her v € V' bir Sylow p-alt grubu (p sabit bir asal say1)
tarafindan merkezleniyor olsun. C << G olmak iizere p | |G/C| ve V; ler C-invaryant alt
uzaylar olmak iizere Vo =V, &V, & ... 8V, yazilist var olsun. G/C, {V|,V,,....V,,} yi
primitif ve sadik siraliyor olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.

a)n=23,5 veya 8 ve p=2,2 veya 3 diir. (sirasiyla)

b) G/C grubu Dg, Dyg veya AI'(2®) grubuna izomorftur. (sirastyla)

¢) Her i icin C/Cc(V;), V¥ iizerine tranzitif etki eder.

1

X € Irr(G) olmak iizere G nin her has H alt grubu ve her 8 € char(H) igin y # 09 ise

x ya pirimitif karakter denir. Pirimitif olmayan karaktere impirimitif karakter denir.

Bir indirgenemez karakterin kati olan karaktere homojen karakter denir. y € Irr(G) olmak
tizere her N < G icin ¥y homojen ise y ya yari-pirimitif karakter denir. Ayrica her pirimitif
karakter yari-pirimitif karakterdir. )y € Irr(G) olmak iizere her NcharG igin }y homojen ise

X ya sozde pirimitif karakter denir.

Teorem 2.2.28 [20] G bir ¢oziilebilir grup ve V bir sonlu sadik ve sozde pirimitif G-modiil
olsun. @ # 7, |G| nin asal bolenlerinin bir alt kiimesi olsun. Her v € V i¢in Cg(v), G nin
bir Hall z- alt grubunu iceriyor olsun. Bu durumda V bir indirgenemez G-modiildiir ve
asagidakilerden birisi gerceklenir.

a) G<I'(V), G/F(G) devresel ve F(G) bir ’-grubudur.

b) V| =32, 7 ={3} ve G, SL(2,3) yada GL(2,3) grubuna izomorftur.

¢) [V|=2%, n={2}, F(G) eksponenti 3 ve mertebesi 3> olan bir ekstra-6zel 3-gruptur,
|G/F(G)| =2, Z(F(G)) = Z(G) ve 0% (G) =G dir.

Tanim 2.2.29 [12] G bir grup ve 1 # H < G olsun. Her g € G\ H i¢in HSNH =1 ve

Ng(H) = H oldugunu varsayalim. Bu durumda G grubunun F =G\ | (H — 1)8 normal
geG
alt grubuna Frobenius ¢ekirdegi denir. G = H x F' grubuna Frobenius grup ve H alt grubuna

da Frobenius komplement denir.

Teorem 2.2.30 [20] G bir ¢oziilebilir grup ve @ # 7, |G| nin asal bélenlerinin bir alt kiimesi
olsun. V bir sadik G-modiil, p € P ve m € N olmak iizere |V| = p™ olsun. Her v € V i¢in
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Ci(v), G nin bir Hall z- alt grubunu iceriyor olsun. Ayrica her N charG igin Vy homojen
olsun. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.

a)Her g € w icin ¢ | x(1) olacak bigcimde bir ) € Irr(G) vardur.

b) Herhangi bir s ¢ © icin G bir {s} Um-grup ise |n| =1 dir ve G nin bir Hall m-alt
grubunun mertebesi asaldir.

¢) |V| # 32 ise m deki her asal m yi boler.

Ispat. Her v € V icin Co.(c)(v) = Oz(G) ve V bir sadik G-modiil oldugundan
0z(G) =1 dir. Bu durumda F(G) # 1 bir #'-grubudur. H := O (G) olsun. H < G
icin teorem dogru oldugunda G icin de dogru oldugundan genelligi bozmaksizin
G=H = 0" (G) oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda, Teorem 2.2.28 ¢ gére V bir
indirgenemez G -modiildiir ve asagidakilerden biri gergeklenir.

i) G<I(V) ve G/F(G) devreseldir.

ii) V| =32, G=SL(2,3) ve 7= {3} diir.

iii) [V| =2%, 7 ={2}, |G/F(G)| =2 ve |F(G)| =3 dir.

ii) ve iii) grup tipleri a), b) ve ¢) yi saglar. Dolayisiyla T" := I'(V) olmak iizere
G < T oldugunu kabul edebiliriz. I'(V)/T,(V) = ¢4 mertebesi m olan devresel grup ve
[,(V) mertebesi p™ — 1 olan devresel grup oldugundan I" < T,(V) ve I grubunun
devresel grup oldugu gézlemlenir. O% (G) = G oldugundan F(G) = G’ dur. Aksi halde
G' < F(G) olsa g € n’ olacak sekilde G deki indeksi g olan bir normal alt grup var olurdu.
Bu ise 0" (G) = G olmasiyla celisirdi. Bu durumda F(G) =G’ devresel 7'-grubudur ve
G/F(G) bir devresel m-grubudur. G < T ve I',(V) < T oldugu gdzoniine alindifinda
I[L,(V)NG < F(G) oldugu gozlemlenir. Bu durumda, |G:F(G)|||G:T,(V)NG| ve
|G:TH(V)NG| | T :T,(V)| oldugundan |G:F(G)|||T:T,(V)| dir. [T :To(V)| =m
oldugundan |G : F(G)| | m dir. O halde, G/F(G) bir m-grup oldugundan |V| # 3?
olmak iizere m deki her asal m yi boler ve bdylece ¢) gerceklenir. Teorem 2.2.20 ye
gore x(1)=|G:F(G)| olacak sekilde bir x € Irr(G) vardir. Dolayisiyla her ¢ € &
icin g | x(1) olacak sekilde bir y € Irr(G) var oldugundan a) gerceklenir. Simdi,
b) yi ispatlamak i¢in F(G) nin bir devresel s-grubu (s € P) oldugunu kabul edelim.
S<F(G) ve |S| =s olsun. F(G) = Cg(F(G)) bir devresel s-grubu ve G/F(G) bir
s’-grubu oldugundan Cg(S) = F(G) dir. F(G) C Cg(S) oldugu agiktir. Aksi halde
F(G) <Cg(S) olsa, y € Cg(S) ve y ¢ F(G) olacak bicimde bir y € G var olurdu.
Teorem 2.1.20 ye gore F(G)=Cp)(<y>)x[F(G),<y>] dir. F(G) bir devresel
s-grubu ve Cr(G)(<y >) > 1 oldugundan [F(G),<y>| =1 olmalidir. Bu durumda, F(G)
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ve <y > birbirini merkezler ve dolayisiyla F(G)x < y > bir direkt carpim grubudur.
F(G) =G’ oldugu gozoniine alinirsa F(G)x <y ><1 G dir. Ayrica F(G)x <y ><G
bir nilpotent grup oldugundan F(G)x <y >= F(G) olmalidir. Bu ise y ¢ F(G) olmasi
ile celigir. O halde gergekten Cg(S) = F(G) olmalidir. F(G) =<u > ve 1 # x € F(G)
olsun. Bu durumda x = u’ olacak bigimde bir 7 € N vardir. O halde Cg(u) C Cg(x)
dir. S=<a> olsun. § C F(G) oldugundan a = u' olacak bigimde bir / € N vardir.
O halde a =x* olacak bicimde bir k € N vardir ve dolayisiyla Cg(x) C Cg(a) dir. Bu
durumda Cg(u) C Cg(x) € Cg(a) = Cg(S) = F(G) yani Cg(x) C F(G) dir. Sonug olarak
F(G) < H < G kosulunu gercekleyen her H alt grubu bir Frobenius gruptur. F(G) char G
ve V bir sozde pirimitif G-modiil oldugundan o € N ve M bir indirgenemez F(G)-modiil
olmak iizere Vg = aM yazilist vardir. F(G) abelyen oldugundan dim(M) =1 dir.
Bu durumda 0 #v €V igin v=oam ; 0#me M yazihs1 vardir. Cp(g)(v) # 1 olsa,
v.u = v olacak bicimde bir u € Cp(g)(v) var olur. O halde u € Cp(g)(m) ve dim(M) =1
oldugundan u € Cp(g)(M) ve dolayisiyla u € Cp(g)(V) bulunur. Bu ise V nin sadik
G-modiil olmast ile geligir. Bu durumda Cp(g)(v) =1 ve H/F(G) bir m-gruptur. H <G
oldugundan her 0 #v €V i¢in Cy(v) H nin bir Hall -alt grubunu igerir. K, G nin bir Hall
m-alt grubu olsun. Bu durumda KNH , H min bir Hall 7 -alt grubudur. Kabule gore her ve VvV
icin Cy(v) H nn bir Hall z-alt grubunu icerir ve dolayisiylaher v €V i¢cin KNH C Cy(v)
olacak bi¢imde bir KNH € Hall;(H) vardir. KNH < Cg(v) olsa, y¢ KNH ve y € Cy(v)
olacak bigimde bir y € H vardir. H = F(G) x KN H oldugundan y = a.b olacak bi¢imde
bir 1 #a € F(G) ve b€ KNH vardir. y.b~! =a € Cy(v) oldugundan a € Crg)(v) =1
celigkisi elde edilir. Bu durumda Cp(v) € Hallz(H) dir. Simdi,

6 : V¥ — Hall,(H)

v — Cg(v)

fonksiyonunu tanimlayalim. Coziilebilir gruplarda Hall z-alt gruplart eslenik oldugundan
her g € H icin (Cy(v))® = Cy(v®) dir. Bu durumda her R € Hallz(H) igcin
Cu(v8) = (Cu(v))® =R olacak sekilde bir 1 # g € H vardir. Boylece 6(v8) = R
olacak sekilde bir v& € V¥ vardir. Ohalde 6 bir 6rten fonksiyondur. R € Hall,(H)
olsun. Bu durumda Cy(v;) = R olacak sekilde bir v; € V¥ vardir. Cy(v2) =R olacak
sekilde v; # v, € V¥* olsa, v; € Cy(R) ve vy € Cy(R) olur. Dolayisiyla |Cy(R)¥|
tane R vardir. Ayrica x € H ve R* # R olmak iizere Cy(R*) = (Cy(R))* dir.
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O halde [Cy(R¥)*| = |((Cy(R)")*| =|Cv(R)¥| di. T, H nin Frobenius komplementi
olmak iizere H = F(G) xT ve T € Hallz(H) dir. Bu durumda Ny (T) =T olduguna
gore T nin egsleniklerinin sayist |H : T| = |F(G)| yani [Hallz(H)| = |F(G)| dir.
Boylece 6 bir drten fonksiyon oldugundan |V#| = |Cy (R)*||Hall;(H)| = |Cy (R)*||F (G)|
dir. Dolayisiyla |Cy(R)| sayist F(G) < H < G kosulunu gercekleyen G nin H alt
gruplarindan ve R € Hall;(H) alt gruplarindan bagimsizdir. Ancak [20] Lemma 0.34 den

dim(Cy(R)) = | f;r;((‘é))‘ dir. dim(Cy(R), H nin se¢iminden bagimsiz ve dim(V) nin sabit
oldugu goz oOniine almirsa dim(Cy(R) = % esitliginin F(G) < H < G kosulunu

gercekleyen her H alt grubu icin saglanmasi gerektifinden G/F(G) nin asal mertebeli

devresel grup olmasi gerekir. Bu durumda || =1 dir.l

Teorem 2.2.31 [19][ Lemma 4.3] G bir ¢oziilebilir grup ve V bir sadik, indirgenemez
G-modiil olsun. @ # 7, |G| nin asal bolenlerinin bir alt kiimesi olsun. Her v € V i¢in Cg(v),
G nin bir Hall 7z~ alt grubunu igeriyor olsun. Bu durumda, asagidakiler gerceklenir.

a) Her ¢ € m i¢in ¢ | x (1) olacak bigimde bir x € Irr(G) vardir.

b) Herhangi bir s ¢ © icin G bir {s}Un-grupise |w| =1 olmalidir.

Ispat. Ispati |G| iizerinden indiiksiyon ile yapalim. K <1 G ise her v € V icin Ck(v),
K nin bir Hall m-alt grubunu icerir. O halde, O;(G) < G oldugundan her v € V igin
Co,(6)(v) = Oz(G) dir. Ayrica G, V lizerine sadik etki ettifinden Oz(G) = 1 olmalidir.
Bu durumda F(G) bir z’-grubudur. || = 1 olsa, © = {p} olacak bicimde bir p asal sayisi
vardir. Bu durumda, O,(G) = 1 oldugundan G nin p-Sylow alt grubu normal degildir.
Dolayisiyla Sonug 2.2.24 (Ito) gore p | x(1) olacak bi¢cimde bir x € Irr(G) vardir. || = 2
ve |m(|G|)| =2 olsa, | = 0z(G) = G c¢eliski elde edileceginden || > 2 ve |n(|G|)| >3
oldugunu varsayabiliriz. Simdi, H := 0”/(6) olsun. Bu durumda, Vg =W, &W, & ... & W,
yazilist vardir. Burada i = 1,2,...,¢# olmak {izere W; ler eslenik (izomorf) indirgenemez
H-modillerdir yani i,j € {1,2,...,t} icin W; = W,;.g olacak bicimde bir g € G vardir.
D; :=Cy(W;) olsun. Bu durumda, Vj bir sadik H-modiil oldugundan ft] D; =1 olmalidir. W;
lerin eslenik (izomorf) indirgenemez H-modiiller oldugu gézoniine ahlr;irsa i,je{l,2,...,t}

icin Df = D; olacak bi¢imde bir g € G var olduundan D; lerin G-eslenik oldugu goriiliir.

¢ : H— H/D; xH/Dy X ...x H/D;
h — (th,th,...,th)

t
bir grup homomorfisidir ve () D; = 1 oldugunundan ker¢ = 1 dir. Bu durumda Birinci
i=1
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[zomorfi Teoremine gore H grubu H/D; x H/D, x ... x H/D; nin bir alt grubuna
izomorftur. Boylece |H| < t.|H/D;| dir. Burada ¢ bir ©’-sayis1 oldugundan |H /D;| sayisi
7t deki her asal ile boliinebilirdir. Kabul edelimki, H < G olsun. Bu durumda, W; bir sadik
indirgenemez H /D;-modiil oldugundan indiiksiyon hipotezine gore b) den |x| = 1 dir. a)
dan her ¢ €  igin ¢ | 7(1) olacak bigimde bir T € Irr(H) vardir. Bu durumda [, ] # 0
olacak bigimde bir y € Irr(G) vardir. Frobenius Karsitligina gore [, xg] # 0 oldugundan
(1) | %(1) dir ve dolayisiyla ¢ | x(1) dir. Simdi, G = H = O™ (G) oldugunu kabul edelim.
Eger her NcharG icin Vy homojen ise Teorem 2.2.30 a gore Teorem 2.2.31 gerceklenir.
O halde Ve homojen olmayacak bigimde bir maksimal C <1 G secelim. G = O™ (G)

oldugundan ¢ | |G/C| olacak sekilde bir ¢ € 7 segebiliriz. Teorem 2.2.26 ve Teorem 2.2.27
den Vi,V,,....V, ler V¢ nin homojen komponentleri olmak tizere Vo =V &Vod...H YV,
yaziligt vardir. Burada {V;,V,,...,V,}, G/C tarafindan sadik ve pirimitif siralanir. Ayrica,

(1) n=3,5 veya 8 dir.

(2) g =2,2 veya 3 diir. (sirasiyla)

(3) G/C grubu Dg, Dy veya AF(23) grubuna izomorftur. (sirastyla)

(4) Her i i¢in C/C¢(V;) , Vl.# iizerine tranzitif etki eder.

(5) Eger g =2 ise char(V) =2 dir.

Simdi b) yi ispat etmek i¢cin G nin bir U {s}-grup oldugunu kabul edelim. Bir nceki
paragraf |G/C| nin 7 deki tam olarak bir asal ile boliindiigiinii gosterir. AI'(2%) nin
mertebesi 8.3.7 oldugundan g = 2 = char(V), G/C = D¢ veya Djy ve s =3 veya
5 dir. (4) ve hipoteze gore her v € V bir Hall m-alt grubu tarafindan merkezlendiginden
|Vi] = s/ olacak bigimde bir j € N vardir. char(V;) =2 oldugundan s =3 ise 2% —1 =3/
olacak bicimde bir o € N vardir. Burada « tek oldugunda —2 = 0mod(3) celiskisi elde
edileceginden o cift olmalidir ve dolayisiyla # = 1 dir. Bu durumda |V;| =4 diir. s =15
ise 2% =5/41 dir. @ > 1 olsa, 0 =2mod(4) celiskisi elde edilir. O halde a =1 ve
dolayisiyla 5/ =1 dir. Boylece j =0 celiskisi elde edilir. Dolayisiyla |V;| =4 ve s =3
diir. Bu durumda C/C¢(V;) bir {2,3}-grubu ve G bir {2,3}-grubudur. Dolayisiyla b) i¢in
ispat biter. a) nin uzun ve kapsamli ispati bir onceki Teorem 2.2.30 kullanilarak [20] de

verilmektedir.l

Teorem 2.2.32 [10] G ve S iki sonlu grup olsun. S, G iizerine etki etsin ve
N <G bu etkide invaryant olsun. Eger (|S|,|G : N|) = 1 ve G/N ¢ozilebilir ise
0 clrrs(N)={x €Irr(N) | Vs€ S, x* = x} olmak iizere OC karakteri bir S-invaryant
indirgenemez 63eye sahiptir burada x*(g*) = x(g) dir.



47

Ispat. Ilk olarak G/N nin abelyen oldugunu kabul edelim ve A, G/N nin lineer
karakterlerinden olusan grup olsun. Q = {y € Irr(G) |[6%,x] #0} olsun. y € Qve L € A
olmak iizere (yA)y = xnAy = xny oldugundan 0 # [09 x] = [, xn] = [0, (xA)N] dir.
Ayrica

2222 = 1 L 1A(s & Ll A8 = 157 L 202 @A 2

geG geG geG

Z =[xl =1

geG

dir ve dolayisiyla YA € Irr(G) dir. Bu durumda YA € Q dir. O halde A nin Q iizerine
bir etkisi tanimlanabilir. Simdi bu etkinin tranzitif oldugunu gosterelim. y,y € Q olsun.
Bu durumda, 0 # [xv,¥n] = [(w)%, W] ve dolayisiyla v, (xw)® = (x1v)% = x(1n)°
karakterinin bir indirgenemez &6gesidir. Burada son esitlikte Teorem 2.2.4 (Problem 5.3)
kullanllmigtir. N C kerA oldugundan Ay = ly oldugunu biliyoruz. 0 # [Ay,ly] =

[A,(15)¢] ve (1x)9(1) = |G : N| oldugundan (1y)° = }LZ A dir. Dolayisiyla tekrardan
eA

(anv)? = (x1n)°% = x(15)C esitligi goz oniine alinirsa (yy)¢ = )LZA)M gerceklendigi
€

gozlemlenir. Bu durumda v, (xn)°

karakterinin bir indirgenemez 6gesi oldugundan
¥ = xA olacak bicimde bir A € A vardir. Dolayisiyla gercekten A, Q iizerine tranzitif etki
eder. @ S-invaryant oldugundan s € S icin [0Y x°] = [0, x] # 0 dir. Bu durumda S,
Q y1 siralardir. Ayrica A, u € A igin (Au)* = A*u® oldugundan S, A iizerine etki eder.
Eger y € Q, L € A ve s € S ise (yA)* = (x*)A® dir. |A| = |G : N| ve (JA],]S]) =1
oldugundan Teorem 2.1.15 (Glauberman) hipotezi gerceklenir. Bu durumda ¢ karakterinin
bir S-invaryant indirgenemez 6gesi vardir. Simdi G/N nin abelyen olmadigini kabul edelim
ve ispat1 |G : N| iizerinden indiiksiyon ile yapalim. (G/N)" = M/N olsun. G/N ¢oziilebilir
oldugundan M < G dir. M <1 G, S-invaryanttir. Indiiksiyon hipotezine gore 8Y karakterinin
bir S-invaryant y indirgenemez ogesi vardir. Ispatin ilk kismina gore wC karakterinin

bir S-invaryant indirgenemez 6gesi vardir. Bu durumda 8¢ = (6M)Y oldugundan ¢

karakterinin de bir S-invaryant indirgenemez 68esi vardir. B

Teorem 2.2.33 [10][Problem 2.15] G bir sonlu grup, x € Irr(G) ve H < G igin
xu € Irr(H) olsun. Bu durumda Cg(H) =Z(G) dir.

Ispat. G bir sonlu grup, x € Irr(G) ve kery = {1} olsun. [10] Onerme 2.27 ye
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gore x €1Irr(G) olmak iizere Z(x)/kery = Z(G/kery) oldugundan Z(x) = Z(G)
dir. H < G i¢in Z(G) C Cg(H) her zaman gerceklenir. Simdi Cg(H) C Z(G) =
Z(x) kapsamasimi gosterelim. ) € Irr(G) Kkarakterini belirleyen gosterilis W olsun.
g € Cg(H) olsun. Bu durumda her 4 € H i¢in g.h = h.g dir. Dolayisiyla her h € H
icin W(g).Wu(h) =Yu(h).W(g) dir. O haldle ¥y H nin bir indirgenemez gosterilisi
oldugundan [10] Onerme 2.25 gore W(g) = a.] olacak bicimde bir o € C vardur.
Z(x)={g€G|de € C; ¥(g) = €.l } oldugunu biliyoruz. Budurumda g € Z(x) =Z(G)
dir. Bu durumda Cg(H) =Z(G) dir.l

2.3 KARAKTER DERECE CiZGELERI

Bu boliimde herhangi bir sonlu G grubunun karakter derece ¢izgesinin tanimini verecegiz
ardindan karakter derece cizgelerinin birtakim 6zelliklerinden bahsedecegiz.Burada

Lewis’in [16] calismasi referans alinmasgtir.

G bir sonlu grup olsun. Bu durumda, G grubunun indirgenemez karakter derecelerinin
kiimesini ¢d(G) ile gosterelim yani c¢d(G) = {x(1)|x € Irr(G)} olsun. |cd(G)| > 1 dir.

Ciinkii en azindan birim karakterin derecesi olan 1 € ¢d(G) dir.

Tanim 2.3.1 G bir sonlu grup ve I'(G), G grubunun karakter derece ¢izgesini gostersin.

p(G)={peP | Ixelrm(G); plx(1) }

kiimesi I'(G) ¢izgesinin kose noktalari kiimesi olsun ve birbirinden farkli ¢,r € p(G)
kose noktalariin bir kenar ile birlesebilmesi igin gerekli ve yeterli kosul gr | x(1) olacak
sekilde bir y € Irr(G) nin var olmasidir. Bu sekilde olusturulan I'(G) ¢izgesine G grubunun

karakter derece cizgesi denir.
Tamim 2.3.2 Tek koseye sahip ve hi¢ kenar1 olmayan ¢izgeye triviyal ¢izge denir.
Tamim 2.3.3 Her kosesi diger tiim koselerle bagli olan ¢izgeye tam ¢izge denir.

Tanim 2.3.4 Cizgeden bir takim koselerin cikarilmasiyla elde edilen cizgeye o ¢izgenin bir

alt cizgesi denir.

G bir grup ve N < G olsun. Bu durumda Irr(G/N) C Irr(G) ve dolayisiyla
cd(G/N) C ¢d(G) oldugundan I'(G/N), TI'(G) ¢gizgesinin bir alt ¢izgesidir.
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Burada dikkat edilmesi gereken nokta ¢izgede herhangi bir kose c¢ikarildiginda o koseye
bagh tiim kenarlar da ¢ikarilmalidir. Fakat herhangi bir kenar ¢ikarildiginda kenarin bagh

oldugu koselerin ¢ikarilmasina gerek yoktur.

Tamim 2.3.5 Bir ¢izgede her kose cifti arasinda kenarlardan olusan bir yol varsa bu cizgeye
bir baglantili ¢cizge denir. Baglantili olmayan bir ¢izgeye ise baglantisiz ¢izge denir.

x ve y koselerinin arasinda sonlu tane kenar varsa x ve y kdseleri ayni1 baglantili bilesendedir.

Tamim 2.3.6 x ve y ayn1 baglantili bilesende bulunan birbirinden farkl iki kose olsun. Bu
koseler arasindaki en kisa yolun uzunluguna x ve y arasindaki uzakhk denir ve bu uzaklik
d(x,y) ile gosterilir. Eger x ve y koseleri farkli baglantili bilesenlerde ise aralarindaki uzaklik

taniml1 degildir.

q,s € p(G) olsun. Bu durumda, d(g,q) = 0 dir. g ve s koseleri farkli baglantili bilesenlerde
ise d(q,s) = oo ya da tanimsizdir denir. g # s olmak iizere d(q,s) = 1 olabilmesi i¢in gerekli

ve yeterli kosul gs | (1) olacak bigimde bir x € Irr(G) var olmasidir.

Tanmim 2.3.7 Herhangi bir baglantili bilesenin koseleri arasindaki uzakliklarin
maksimumuna baglantili bilesenin ¢api denir. A, I'(G) ¢izgesinin herhangi bir baglantil

bileseni olmak iizere A nin ¢ap1

diam(A) = max{ d(q,s) | g,s € A }

ile gosterilir.

Tanmm 2.3.8 I'(G) cizgesinin baglantili bilesenlerinin ¢aplarinin maksimumuna ¢izgenin

cap1 denir ve

diam(I'(G)) = max{ diam(A) | A, T'(G) nin bir baglantil bileseni }

ile gosterilir.

I'(G) karakter derece ¢izgesinin baglantili bilesen sayisin1 n(I'(G)) ile gosterelim.

Teorem 2.3.9 [19] G bir sonlu grup olsun. Bu durumda n(I'(G)) < 3 dir.
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Teorem 2.3.10 G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda agagidakiler gergeklenir.
i)(Manz, 1985, [18]) n(I'(G)) < 2 dir.

ii) (Palfy, 1998, [21]) I'(G) baglantili degil (baglantisiz) ise her bir baglantili bilegeni bir tam
cizgedir.

iii)(Manz, Willems, Wolf, 1989, [19]) I'(G) baglantili ise diam(I'(G)) < 3 dir.

2.4 PALFY’NIN UC KOSE TEOREMI

Bu boliimde ¢oziilebilir gruplarin karakter derece ¢izgeleri icin 6dnemli bir yere sahip olan
P4lfy nin Ug Kose Teoreminden bahsedecegiz. Ayrica bu teoremi saglayan gruplar igin Palfy

Kosulunu saglar da denilmektedir.

Teorem 2.4.1 [Palfy][21] G bir ¢oziilebilir grup, I'(G) G nin karakter derece ¢izgesi ve T,
I'(G) deki kose noktalari kiimesinin bir alt kiimesi olsun. || = 3 ise G nin derecesi 7 deki en
az iki asal say1 tarafindan boliinebilen bir indirgenemez karakteri vardir. Bir bagka deyisle,

coziilebilir gruplarin karakter derece ¢izgesinde herhangi ii¢ kose en az bir kenar igerir.

Ispat. G bir minimal mertebeli aksi 6rnek olsun. Bu durumda I'(G) deki kose noktalart
kiimesinin ii¢ elemanli en az bir & alt kiimesi hi¢ kenar icermez. N <G olsun. Bu durumda
her 8 € Irr(N) igin 89 € char(G) dir. Simdi y € Irr(G) igin [8Y, x] # 0 olsun. O halde
Frobenius Karsithgindan [0, xy] # 0 olacagindan Teorem 2.2.1 (Clifford Teoremi) gore
AN = ein: 6; yaziligt vardir. Burada e € N ve 0y,...,0,, € Irr(N) ler 6 indirgenemez
karakterinin G deki tiim eslenik karakterleridir. Bu durumda x (1) = e.m.6(1) oldugundan
6(1) | x(1) elde edilir. Dolayisiyla I'(N), T'(G) nin bir alt cizgesidir. Ote yandan,
Irr(G/N) C Irr(G) oldugundan I'(G/N) de IT'(G) nin bir alt ¢izgesidir. Bu durumda
indiiksiyon geregi herhangi bir 1 #N < G i¢in 7 ¢ I'(G/N) dir. Aksi halde, # C I'(G/N)
olsa |G/N| < |G| ve G bir minimal mertebeli aksi 6rnek oldugundan 7 de en az bir kenar

bulunmasi gerektiginden celiski elde edilir.

M, G nin bir minimal normal alt grubu olsun. © ¢ I'(G/M) olduguna gore p ¢ I'(G/M)
olacak bigimde bir p € m vardir. O halde Sonug 2.2.24 (Ito) gore G/M nin S/M gibi bir
normal abelyen p-Sylow alt grubu vardir. S << G abelyen degildir. Aksi halde S abelyen
oldugunda S nin p-Sylow alt grubu da abelyen olacagindan G nin de p-Sylow alt grubu
normal ve abelyen olur. Bu ise p € © C I'(G) olmasi ile ¢elisir. S abelyen olmadigindan

S’ > 1 dir. /M abelyen oldugundan S’ C M dir. S'charS < G oldugundan S’ < G dir.
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O halde S <G ve M < G oldugu goz oniine almirsa S = M bulunur. Bu durumda
S'=M & ker(y) kogulunnlllmsaglayan her y € Irr(S) icin y(1) > 1 dir. Ayrica M < S
abelyen oldugundan Teorem 2.2.22 (Ito Teoremi) gore her y € Irr(S) icin w(1) | |S: M|
dir. O halde y(1) = p* > 1 olacak bicimde bir k € N vardir. Simdi M £ ker(x) kosulunu
gercekleyen bir y € Irr(G) alahm. S < G oldugundan Teorem 2.2.1 (Clifford Teoremi) gore
a€N, t=|G:Ig(¢1)| ve @1,...,¢ S nin eslenik indirgenemez karakterleri olmak tizere

1
Xs =a Y. ¢; yaziligt vardir.
i=1

ker(x) 2 SNker(x) = ker(xs) = () ker(¢:)
i=1

oldugundan M £ ker(¢;) olmaldir. Dolayistyla @;(1) > 1 ve p | ¢;(1) dir. Bu durumda
p | x(1) dir. Sonug olarak M £ ker()) kosulunu gercekleyen her y € Irr(G) igin p | x(1)
dir.

G nin bir tek minimal normal alt grubu vardir. G nin M; ve M, gibi iki farkli minimal
normal alt gruplar olsa, indiiksiyon geregi n ¢ I'(G/M,) ve n ¢ I'(G/M,) oldugundan
p1 ¢ T(G/My) ve py ¢ T'(G/M;) olacak bicimde pi,p» € m var olurdu. Bu durumda
yine Teorem 2.2.22 (Ito Teoremi) den G/M, in S1/M; ve G/M; nin S,/M, gibi birer
normal, abelyen sirastyla p;-Sylow ve p,-Sylow alt gruplar var olurdu. p1, pr € # C T'(G)
oldugundan G nin S; ve S, normal alt gruplari abelyen degildir. Ayrica (S1)" = M; ve
(S2) = M, dir.

Eger p; = p» ise G grubu G/M; x G/M, direkt ¢arpim grubunun bir alt grubuna izomorf
oldugundan G nin bir normal abelyen p;-Sylow alt grubu var olur. Bu ise bir ¢eligkidir.

Ciinkii p; € © CT'(G) dir. O halde p; # p, olmalidir.

Simdi, ker(A) # M ve ker(1) # M, kosulunu saglayan A € Irr(M; x M,) karakterini goz
oniine alalim. [AY, x] # 0 olacak bigimde bir )y € Irr(G) igin Frobenius Karsithgindan
[A, Xm, xm,) # 0 oldugundan ker(A) > ker(xm, xm,) = (M1 X Mp) Nker(y) dir. i = 1,2 i¢in
ker(A) # M; oldugundan ker(x) # M ve ker()) # M, dir. O halde birinci paragraftan
p1 | x(1) ve pa | x(1) bulunur. Bu durumda p;p; | x(1) dir. Dolayisiyla py,p> € 7 igin
(p1,p2) T(G) de bir kenar olur. Bu ise 7 nin se¢imiyle ¢elisir. O halde G nin biricik bir

minimal normal alt grubu vardir.

Simdi M, G nin biricik bir minimal normal alt grubu olsun. G bir ¢oziilebilir grup
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oldugundan M bir elementer abelyen m-grubudur burada m € P dir. M, G nin biricik bir
minimal normal alt grubu oldugundan F(G) bir m-grubudur. Benzer bi¢imde 7 ¢ I'(G/M)
oldugundan p ¢ I'(G/M) olacak bigimde bir p € & vardir. Bu durumda G/M nin S/M gibi
bir normal abelyen p-Sylow alt grubu vardir. S < G abelyen degildir ve S’ = M dir.

Ik olarak m # p oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ®(G) = 1 dir. Aksi halde,
®(G) > M ve dolayisiyla F(G/M) = F(G)/M olurdu. Bu ise bir celiskidir. Ciinkii
F(G)/M bir m-grubudur. Ancak S/M, G/M nin bir normal abelyen p-grubu oldugu goz
oniine alindiginda S/M C F(G/M) olacagindan F(G/M) bir m-grubu degildir. O halde,
geregekten ®(G) = 1 olmalidir. Teorem 2.1.14 Gaschiitz Teoreminden F(G) nin G nin
minimal normal alt gruplarinin bir direkt carpimi oldugunu biliyoruz. Bu durumda F (G) =M
dir. Ayrica M, G nin bir abelyen normal alt grubu ve© M N®P(G) = 1 oldugundan Teorem
2.1.12 iv) ye gore M nin G de K gibi bir komplementi vardir ve [20] den K, M iizerine sadik
ve indirgenemez etki eder (G =M.K, MNK =1).Simdi, 1py # A € M :=Irr(M) olsun. Bu
durumda Teorem 2.2.18 den A, Ig(A) nin bir u karakterine genisletilebilir ve dolayisiyla
uC €1rr(G), ub(1)=|G:Ig(1)| olur. ker(u®) = ﬂG(ker(u))g Cher(p) ve iy = A # 1y
icin ker(u) # M oldugundan ker(1%) # M dir. O If;lde ly#AeMicing||G:Ig(A)| ve
p # g olacak bi¢imde bir ¢ € 7 varsa (p,q) T'(G) de bir kenar olur ve bu durum i¢in ¢eligki
elde edilip ispat biter. Eger T = {p,q,r} olmak iizere her 1p; # A € M i¢in Ig(A) gruplari
dolayisiyla Ix(A) gruplari K nin bir {q, r}-Hall alt grubunu igeriyorsa Teorem 2.2.31 den K
derecesi gr ile boliinebilen bir indirgenemez karaktere sahiptir. Dolayisiyla (¢,r) I'(G) de

bir kenar olur ve yine celigki elde edilir. Ilk durum icin ispat biter.

Ikinci durum olarak m = p ise, S € Syl,(G), S < G ve F(G) de bir p-grubu olacagindan
F(G) =S ve § =M, G nin biricik minimal normal alt grubudur. Simdi, K, S nin G de
bir komplementi olsun yani G = SK ve SNK =1 olsun. 1y; # A € M olsun. Ix(A) nin S
tizerine eslenik alma etkisini goz Oniine alalim. Bu etkide M <1 § oldugundan M-invaryanttir.
([Ik(A)],1S : M) = 1 ve S/M g¢oziilebilirdir. A € Irry (3)(M) oldugundan Teorem 2.2.32
gore AS nin @ gibi bir Ix(A)-invaryant indirgenemez 6gesi vardir. §' = M oldugundan ¢
lineer karakter degildir. @ € Irr(S) lineer olsa, ' = M < ker(¢@) olacagindan @y = 1) olur.
Boylece 0 # [A5, 0] = [A,@u] = [A, 1y] = O geliskisi elde edilir. O halde ¢(1) > 1 dir. ¢,
Ix(A)-invaryant ve @, S-invaryant oldugundan @, Ig(A)-invaryanttir. S < Ig(1), Ig(A)/S
¢oziilebilir ve ¢ € Irr(S), Ig(A)-invaryanttir. (|[Ig(A) : S|,0(@)@(1)) = 1 oldugundan Sonug
2.2.16 ya gore ¢ bir x € Irr(Ig(A)) karakterine genisletilebilir ve x© € Irr(G) dir. Bu
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durumda,
x9(1) =G : SIx(A)|x(1) = [S.K : SIx(A)|x(1) = K : Ig(A)| (1)

dir. Ayrica ¢ bir y € Irr(S.Ikx(A)) ya genisletilebilir oldugundan x (1) = ¢(1) ve
dolayisiyla ¢ € Irr(S) olduguda goz oniine ahnirsa x(1) = p* ; k € N dir. O halde
26(1) = |K:Ig(A)|.p* ; k€N dir. Bu durumda 7 = {p,q,r} olmak iizere eger bir
ly#AeMicgin g | |K:Ix(A)| veya r | |K : Ig(A)| gercekleniyorsa sirasiyla (p,q) veya
(p,r) T(G) de bir kenar olur. Eger her 1y, # A € M icin gr{ |K : Ix(1)| ise her 1y # A € M
icin Ix(A), G nin bir Hall {q, r}-alt grubunu igerir. Ayrica her B € Irr(Ig(A)), ker(B) > S
yani her B € Irr(Ig(A)/S) icin Sonug 2.2.8 [Gallagher] gére x B € Irr(Ig(A) dir. Dolayisiyla
Teorem 2.2.6 gére (xB)¢ € Irr(G) ve derecesi

(xB)°(1) =G : I6(A) X (VB (1) = [K.S : Ig (A).S|x(1)B(1) = [K : Ik ()| x (1)B(1) =

=K Ix(A)|p*B(1) 5 keN

dir. Bu durumda B € Irr(Ig(A)/S) karakter derecelerinden yani Ix(A) nin indirgenemez
karakter derecelerinden g veya r ye boliinebilen varsa (p,q) veya (p,r) I'(G) de bir kenar
olur. Aksi halde, her B € Irr(Ig(A)/S) icin g1 B(1) ve rt B(1) ise Sonug 2.2.24 [Ito] den
Ix(A) nin normal abelyen bir g-Sylow ve r-Sylow alt gruplari vardir. Ayrica g1 |K : Ix(A)] ve
rt|K : Ix(A)| oldugundan I (A) nin g-Sylow ve r-Sylow alt gruplart K nindir ve dolayisiyla

G nindir.

C :=Cg(M) olsun. 1 < Z(S) char S ve S < G oldugundan 1 < Z(S) < G ve dolayisiyla
M < Z(S) oldugundan S < Cg(M) < G dir. Eger gr | |G/C| ise Teorem 2.2.31 den G nin
derecesi gr ile béliinen bir indirgenemez karakteri vardir. gr | |C/S| ise herhangi bir A € M
icin CNK < Ix(A) oldugundan CN K nin A Hall {q,r}-alt grubu normal ve abelyendir.
w C T'(SA) oldugundan indiiksiyon geregi G = SA olarak kabul edebiliriz. Teorem 2.2.20
den G nin |G : F(G)| = |SA : S| = |A| dereceli bir karakteri vardir. Bu durumda (¢, r), I'(G)

de bir kenardir.

Benzer bi¢cimde ¢ 1 |G/C| ve r{ |C/S| oldugunu kabul edebiliriz. Simdi Q < K, G nin bir
g-Sylow alt grubu olsun. Q < CNK < Ix(A) oldugundan Q, K da normal ve abelyendir.
So :=Cs(Q) ve S =[S, Q] olsun. Bu durumda Q < C:=Cg(M) oldugundan §' =M < S :=
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Cs(Q) dir. Dolayistyla Sy <1 S ve Q <0 K oldugundan K < Ng(Cs(Q)) dir. Bu durumda Sp < G
dir. Boylece Teorem 2.1.19 dan S = Sy.S dir. Simdi [S, [Q,So]] = 1, [Q,[S0,5]] < [Q,S0] =1
oldugunu bildigimize gore Teorem 2.1.10 dan [Sy,S;] = [So,[S,Q]] = 1 bulunur. Ayrica
M =S’ bir elementer abelyen grup ve M = S’ < Z(S) oldugundan S nin nilpotentlik sinifi
2 dir. Teorem 2.1.11 gore S/Z(S) nin eksponenti S’ nin eksponenti olan p yi bdler. Ayrica
S" = M elementer abelyen grup oldugundan S/Z(S) de elementer abelyendir. Dolayisiyla
Teorem 2.1.21 gore ®(S) C Z(S) dir.

Simdi V := S1P(S)/P(S) olsun. S = SpS; ve [So,S1] = 1 oldugundan S; < S dir. Ayrica
0 < K oldugundan K < Ng(Q) dir ve dolayisiyla K < Ng(S) = G oldugundan K < Ng([S, Q))
dir. Yani K < Ng(S) dir. Boylece S| <0 G dir. Bu durumda V := §;®(S)/®(S) < G/P(S)
dir. O halde [V,Q] C V dir. Ote yandan u € S = [S,Q] i¢in u = s~ 'k~ !sk olacak sekilde
bir s € S ve k € Q vardir. Ayrica S = SpS; oldugundan u = (sos1) "'k~ (sgs1 )k olacak
sekilde bir 5o € Sy ve s; € Sy vardir. Bu durumda u = sl_lsalk_'soslk ve 5o € So :=Cs(Q)
oldugundan u = s; 'k~'s1k € [S1,0] C [S1D(S), Q] dir. O halde u®(S) € [V, Q] oldugundan
V C [V, Q] dir. Dolayisiyla V = [V, Q] dir. Simdi, her 1y # p € V igin Q ¢ Ix (1) oldugunu
gosterelim. Q C Ig(u) olsa, her x € Q igin u* = p olur. Bu durumda her v € V igin
u*(v) = u(v) olacagindan p(x 'vx) = u(v) dir. O halde u([x,v~']) = 1 olacagindan
[x,v~1] € ker(u) dir. Dolayistyla her x € Q ve her v € V igin [x,v~!] € ker(u) oldugundan
V =[V,0] C ker(p) <V celiskisi elde edilir. Bu durumda her 1y # p € V igin ¢ | |K : Ix (1))
dir. O halde, 6nceki duruma benzer olarak, Ix (i), S tizerine eslenik alma ile etki eder.
S10(S) <1 S, (Tx(w)],]S: SiD(S)]) = 1 ve S/S19(S) ¢oziilebilirdir. 1 € Irr () (S19(S))
oldugundan Teorem 2.2.32 gore us nin ¢ gibi bir Ix (1 )-invaryant indirgenemez 6gesi vardir.
S<lg(u), Ig(un)/S ¢ozilebilir ve ¢ € Irr(S) Ig(u)-invaryanttir. ([Ig(1):S|,0(@)e(1)) =1
oldugundan ¢ bir y € Irr(I(u)) karakterine genisletilebilir ve ¢ € Irr(G) dir. Bu durumda

26(1) =G Ia(w)|x (1) = |K : Ix (1) |x (1)
dir. Ote yandan her 8 € Irr(Ix(u)) igin (Bx)C € Irr(G) dir.
(Bx)°(1) = |G : Ig(W)IB(1)x (1) = |K : Ix(u)|B(1)2(1)

dir. Eger r | B(1) olacak bi¢imde bir B € Irr(Ix(u)) varsa ispat biter. Bu durumda her
B €Irr(Ig(w)) igin r 1 B(1) oldugunu kabul edelim. O halde, Sonug 2.2.24 den Ix(u) niin
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bir normal abelyen R r-Sylow alt grubu vardir. Simdi, r | |K : Ix(u)| olsun. Bu durumda
gr||K : Ix(u)| olacagindan ispat biter. O halde rt |K : Ix(u)| olsun. Bu durumda Ix (i) niin
R r-Sylow alt grubu K min da r-Sylow alt grubudur. Simdi |V| = |S;®(S)/P(S)| = p* olsun.
V < G/P(S) olduguna gore R, V nin lineer karakterleri iizerine eslenik alma ile etki eder.
K nin her r-Sylow alt grubu V nm p" tane lineer karakterini sabit birakiyor olsun. Burada
sabit kalan lineer karakterler V nin bir alt grubu oldugundan p® | p® dir. K nin r-Sylow alt
gruplarinin sayis1 ¢ olmak iizere |V| = p® oldugundan p® — 1 = (p” —1).t dir. O halde K nin
r-Sylow alt gruplarimin sayis1 (p® —1)/(p” — 1) dir. Benzer bicimde M <1 G oldugundan R,
M nn iizerine de eslenik alma ile etki eder. |M| = p“ ve K nin her r-Sylow alt grubu M nmn

p¢ tane lineer karakterini sabit birakiyor olsun. O halde ;

p—1_ p—1
pb—1 pi—1

dir. Ayrica r 1 |C/S| oldugundan ¢ > d dir. Dolayisiyla @ > b dir. Simdi b > d oldugunu

varsayalim ;

(P" =D =1) =" =D (p* 1)
oldugundan

pb+c_pb_pc+1:pa+d_pa_pd+1

dir. Bu durumda,

pa+d_pa_pd_pb+c+pb+pc:0

bulunur. O halde p? harig esitlikdeki tiim terimler p? !

ile boliiniir. Bu ise celiskidir. Benzer
bicimde b < d durumda da celigki elde edileceginden b = d ve a = ¢ olmalidir. Dolayisiyla

V| = M| dir.

Simdi x € §; \ ®(S) alalim. Bu durumda Cg(x) > < x,®(S),So > dir. Ayrica
|[x,S]| =|S: Cs(x)| oldugunu gosterelim. [x]g, x € S nin eslenik eleman sinifi olsun.

Her u € Sigin;

w xu = xoxtu Yvu = xfx, u) € x[x, S|



56

oldugundan [x]s C x[x, S] dir. Ote yandan, her [x,?] € [x,$] i¢in ;

1

xfr,f] =xx € s

dir. Bu durumda |[x, S]| = |x[x, S]| = |[x]s| = |S : Cs(x)| bulunur. O halde

e, S]| = 182 Cs()] < IS 1< x,B(S),S0 > | = [S0S1 1< x,D(S) > Sol = |8 :< x,D(S) > | =

= |S1(S) 1< x,D(S) > B(S)| = [S1D(S) 1< x > B(S)] = [S1D(S) /D(S) :< xD(S) > | =

=|V:<x®(S)>| < |V|=|M|=|5]

dir.

0 <CNK < C:=Cg(M) oldugundan Q, M iizerine triviyal etki eder. Bu durumda,
X, 8] <[S,S] =8 =M <Z(S)

oldugunu da bildigimize gore [x,S] < OS dir. Boylece OS/[x, S] boliim grubu vardir. O halde,
x[x,S] € Z(S/[x,S]) dir. Ciinkii her s[x,S] € S/[x,S] i¢in ;

x s sy, 8] = [x, s][x, S] = [x,8] = 1

dir. Diger yandan x[x,S] ¢ Z(QS/®(S)) oldugundan x[x,S]| ¢ Z(QS/|[x,S]) dir. [17] gore
eger bir abelyen olmayan normal alt grubun her lineer olmayan indirgenemez karakteri
grubun kendisine genisletilebilirse normal alt grubun merkezi grubun merkezinin altinda
oldugunu biliyoruz. §/[x,S], OS/[x,S] nin bir abelyen olmayan normal alt grubudur.
Ciinkii S/[x,S] abelyen olsa, M = §' < [x,S] dir. Bu durumda |M| < |[x,S]| < |M] ¢eliskisi
elde edilir. O halde Z(S/[x,S]) € Z(QS/[x,S]) dir. Bu durumda [17] gére S/[x,S] nin
0S/[x,S] ye genisletilemeyen bir lineer olmayan y karakteri vardir. y(1) > 1 oldugundan
p | w(1) dir. O halde 695 € Irr(QS) olacak sekilde bir 0 € Irr(Ips(y)) vardir. Ayrica
095(1) = |QS : Ips(y)|6(1) ve q | |0S : Ips(y)| dir. Bu durumda S <1 Ips(y) oldugundan
0|s = ey olacak bicimde bir e € Z™ vardir ve dolayisiyla y(1) | 8(1) oldugundan p | 6(1)
dir. O halde 895 € Irr(QS) olmak iizere pq | 695(1) dir ve dolayisiyla QS <1 G oldugundan
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(p,q) € T(QS) C T(G) dir. B

Sonug 2.4.2 G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda, I'(G) ¢izgesinin en ¢ok 2 tane

baglantil1 bileseni vardir.

Sonug 2.4.3 G bir ¢oziilebilir grup ve I'(G) ¢izgesinin 2 tane baglantili bileseni olsun. Bu

durumda, her iki bilesende tam ¢izgedir.

G bir ¢oziilebilir grup olsun. I'} ve I';, TI'(G) ¢izgesinin iki baglantili bileseni olsun. Bu
durumda, Sonu¢ 2.4.3 den i = 1,2 olmak iizere derecesi I; deki tiim noktalar ile

boliinen x; € Irr(G) karakterleri vardir.

Sonug 2.4.4 G baglantili ¢izgeye sahip olan bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda, I'(G)

cizgesinin ¢ap1 en ¢ok 3 diir.

2.5 BAGLANTISIZ KARAKTER DERECE CiZGELERI

Teorem 2.5.1 [Lewis][14] G bir ¢oziilebilir grup olsun. Bu durumda I'(G) karakter derece
cizgesinin iki tane baglantili bileseninin olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul G grubunun

asagidaki (1) - (6) grup orneklerinden biri olmasidir.

(1) Herhangi bir p € P icin G bir normal, abelyen olmayan P 2-Sylow alt grubuna ve bir
abelyen K p-komplementine sahiptir. C := Cp(K) olmak iizere P’ C C ve P nin her lineer

olmayan indirgenemez karakteri P/C ye gore tamamen belirlidir.

(2) P mertebesi 9 olan bir elementer abelyen grup olmak iizere G = P x H bir yar1 direkt
carpim grubu ve cd(H) = {1,2,3} dir. Z := Cy(P) ve Z C Z(H) olsun. H nin P iizerine olan
etkisi SL(2,3) iin P iizerine olan dogal etkisi olmak iizere H/Z = SL(2,3) dir.

(3) P mertebesi 9 olan bir elementer abelyen grup olmak tizere G = P x H bir yar direkt
carpim grubu ve cd(H) = {1,2,3,4} dir. Z := Cy(P) ve Z C Z(H) olsun. H nin P iizerine
olan etkisi GL(2,3) iin P iizerine olan dogal etkisi olmak iizere H/Z = GL(2,3) dir.

(4) Herhangi bir p € P i¢in V bir elementer abelyen p-grubu olmak iizere G =V x H bir yar1
direkt carpim grubudur. Z := Cy(V) ve K, H nn Fitting alt grubu olsun. m := |H : K| > 1
ve ¢, p nin bir pozitif kuvveti olmak iizere |V | = ¢" olsun. Z C Z(H), K/Z abelyen, K nin
V iizerine indirgenemez etki ettigini, m ve |K : Z| sayilarinin aralarinda asal oldugunu ve

(g™ —1)/(g—1) sayisinin |K : Z| ni boliiyor oldugunu kabul edelim.
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(5) G bir normal abelyen olmayan Q 2-alt grubuna ve bir abelyen K 2-komplementine sahip
olsun. |G : KQ| =2 ve G/Q abelyen degildir. Z := Cg(Q) ve C := Cp(K) olsun. ' C C
ve Z nin G nin merkezinde oldugunu kabul edelim. Q nun her lineer olmayan indirgenemez
karakteri Q/C ye gore tamamen belirli ve herhangi bir a pozitif tam sayisi i¢in Q/C mertebesi
224 olan bir elementer abelyen 2-grubu olsun. Q/C, K nin etkisi altinda indirgenemez ve

K/Z mertebesi 2 + 1 olan abelyen grup olsun.

(6) G =T x D bir abelyen D grubunun bir 7" grubunun iizerine aralarinda asal olarak etki
etmesiyle olusan bir yar1 direkt carpim grubudur. Herhangi bir p € PP icin A bir abelyen
olmayan p-grup, [B,D] C B olmak iizere B bir Frobenius komplement ve A = T’ =
[T,D]" bir Frobenius ¢ekirdek olmak iizere [T, D] bir Frobenius gruptur. Irr(T|A’) nin
her karakteri D nin etkisi altinda deismez ve A/A’, B nin etkisi altinda indirgenemez
olsun. m:=|D:Cp(A)|, ¢ sayist p nin bir pozitif kuvveti olmak iizere |A : A’| = ¢ ve

(¢"—1)/(g—1) sayisimn |B| ni bolityor oldugunu kabul edelim.

Teorem 2.5.2 [Lewis ve White][15] G bir c¢oziilebilir olmayan grup olsun. Bu durumda
I'(G) karakter derece cizgesinin ii¢ tane baglantili bilesene sahip olabilmesi igin gerekli ve
yeterli kogul S = PSL(2,2") ; 2 <n € Z ve A bir abelyen grup olmak iizere G = S x A

olmasidir.

Teorem 2.5.3 [Lewis ve White][15] G bir ¢oziilebilir olmayan grup olsun. Bu durumda
I'(G) karakter derece ¢izgesinin iki tane baglantili bilesene sahip olabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli kosul asagidaki (1) - (6) kosullarin1 saglayan N C K olacak sekilde G nin N ve K

normal alt gruplarinin var olmasidir.

(1) K/N = PSL(2,q), g = 4 bir p asalinin kuvvetidir.

(2) C/N :=Cg/n(K/N) olmak iizere C/N CZ(G/N) ve G/K abelyendir.
(3) g > 5ise p, |G:CK]| sayisini bolemez.

4) N> 1liseya K=SL(2,q) yada K/L=SL(2,9) ve K/L, Irr(L)—{1} kiimesine
tranzitif etki edecek bigimde G nin mertebesi ¢> olan bir elementer abelyen ve normal L alt
grubu vardir.

S)p=2yadag=5 ise ya CK<G yada N > 1dir

(6) p=2 ve N>1 ise Irr(L)— {1} kiimesindeki her karakter G deki stabilizatoriine

genigler.
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2.6 RASYONEL GRUPLAR

Bu boliimde Kletzing’in [13] Structure and Representations of Q-Groups kitabindan
yararlanilarak Bulgular kisminda ilgilenecegimiz rasyonel grup tanimi ve rasyonel gruplarla

ilgili baz1 teoremlere yer verilmistir.

Tanmm 2.6.1 G bir sonlu grup olsun. Her g € G ve her x € char(G) igin x(g) bir rasyonel

say1 ise G bir rasyonel gruptur denir.

Ornegin, tiim simetrik gruplar birer rasyonel gruptur.

Rasyonel gruplarin boliim gruplarinin ve sonlu sayida rasyonel gruplarin direkt ¢arpim

grubunun da bir rasyonel grup oldugu bilinmektedir.

Teorem 2.6.2 G grubunun bir sonlu rasyonel grup olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul G

nin ayn1 devresel alt grubunu iireten iireteclerin G de eslenik olmasidir.

Teorem 2.6.3 G bir sonlu grup olsun. Bu durumda, G nin bir rasyonel grup olabilmesi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her g € G i¢in Ng(< g >)/Cg(< g >) = Aut(< g >) olmasidir.
Teorem 2.6.4 G > 1 bir rasyonel grup olsun. Bu durumda 2 | |G| dir.

Teorem 2.6.5 G bir sonlu rasyonel grup ve p € P olsun. Bu durumda P € Syl,(G) ise Z(P)

bir elementer abelyen p-grubudur.

Teorem 2.6.6 G bir sonlu rasyonel grup olsun. Bu durumda Z(G) bir elementer abelyen
2-grubudur. Dolayisiyla, sonlu abelyen rasyonel gruplar tam olarak elementer abelyen

2-gruplardir.

Teorem 2.6.7 G bir sonlu rasyonel grup olsun. Bu durumda G, € Syl (G) ise
C(;(Gz) = Z(Gz) dir.

Teorem 2.6.8 G bir sonlu rasyonel grup ve G € Syl,(G) bir abelyen grup olsun. Bu durumda
asagidakiler gerceklenir.

i) G, bir elementer abelyen gruptur.

ii) G = G'.G, dir.

iii) G’ bir 3-grubudur.

Teorem 2.6.9 [Gow][5] G bir sonlu ¢oziilebilir rasyonel grup olsun. Bu durumda |G| nin

tlim asal bolenleri 2,3 veya 5 olabilir.
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Teorem 2.6.10 [Hegediis] [6] G bir ¢oziilebilir rasyonel grup olsun. Bu durumda G nin

5-Sylow alt grubu normal ve elementer abelyendir.

Teorem 2.6.10 ve Ito Teoremi 2.2.22 gore ¢oziilebilir rasyonel gruplarin karakter derece

cizgesinde 5 noktas1 gorilnmez.

Teorem 2.6.11 [4] G bir devresel olmayan sonlu basit grup olsun. Bu durumda G nin bir
rasyonel grubun bir kompozisyon faktorii olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul G nin
bir alterne gruba ya da PSp4(3), Spe(2), Og (2)', PSL(3,4), PSU(4,3) gruplarindan birine

izomorf olmasidir.

Teorem 2.6.11 gore g # 2 bir asalin kuvveti olmak iizere PSL(2,q) gruplari rasyonel
degildir. Elementer islemlerle de Bulgular kisminda Lemma 4.1.3 de bu gruplarin rasyonel

olmadig1 ispatlanmistir.
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3 MALZEME VE YONTEM

Bu tez calismasinda sonlu gruplarla ve kompleks karakterlerle ¢alisitlmistir. Ik olarak
belirtilen bircok Grup Teorisi kitabindan faydalanilarak temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ikinci boliimde 1. M. Isaacs’in Character Theory of Finite Groups kitabi birincil
kaynak olarak alinarak Karakter Teorisindeki temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Tezin Bulgular kisminda Palfy’nin [21] makalesi, Lewis’in [14], Lewis ve White’in [15]
makalesi kullanilmigtir. Lewis karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan ¢oziilebilir gruplarin
siniflandirmasini [14] calismasinda yapmustir ve 6 tip grup belirlemistir. Bulgular kismindaki
problem i¢in bu 6 tip grup ayrintili incelenmistir. Bulgular kismindaki problemin ¢oziilebilir
olmayan gruplar i¢in ispati yapilirken Lewis ve White’1n [15] makalesinden yararlanilmigtir.
Ayrica bazi gruplarin karakter tablolalari icin [2] Atlas of Finite Groups. Maximal Subgroups
and Ordinary Characters for Simple Groups, with Computational Assistance from J.G.
Thackray kitab1 kullanilmustir.

Kullanilan kisimlar referenslarla belirtilmistir. Ayrica bu tez LaTeX programu ile yazilmistir.
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4 BULGULAR

1989 yilinda Manz, Willems ve Wolf [19] da G grubunun karakter derece cizgesinin en
cok 3 tane baglantili bilesene sahip olabilecegini ve e§er G bir c¢oziilebilir grup ise de
en ¢ok 2 tane baglantil1 bilesene sahip olabilecegini ispat etmistir. 1998 de Pélfy [21] de
coziilebilir gruplarin karakter derece ¢izgesinde her baglantili bileseninin bir tam ¢izge
olmas1 gerektigini sOyler. Ardindan Lewis 2001 yilinda [14] de karakter derece ¢izgesi
baglantisiz olan coziilebilir gruplarin 6 tipten olusan bir tam siniflandirmasini vermistir.
Cozilebilir olmayan gruplar icin ise 2003 yilinda Lewis ve White [15] de karakter
derece cizgesi baglantisiz olan c¢oziilebilir olmayan gruplari incelemistir. Bu calismalardan
motivasyon alarak Erkoc¢ ve Akar karakter derece cizgesi baglantisiz olan rasyonel gruplarin
bir tam smiflandirmasini yapmustir. Bu bolimde Erko¢ ve Akar’in [3] calismasindaki

bulgulara yer verilmistir.

Teorem 4.1.1 G bir sonlu ¢oziilebilir rasyonel grup olsun. G nin karakter derece cizgesinin

baglantisiz olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul G = S4 x E(2) olmasidir.

Ispat. [14] de karakter derece cizgesi baglantisiz olan sonlu ¢oziilebilir gruplarin bir tam
siniflandirmasi verilmistir. Bu siniflandirmada 6 tip grup goriilmektedir. Bu grup tiplerini
inceleyerek ispatimiza devam edelim. G karakter derece cizgesi baglantisiz olan bir sonlu

coOziilebilir rasyonel grup olsun.

G grubu 1.tipte bir grup olsun. G bir normal abelyen olmayan P Sylow p-alt grubuna ve bir
abelyen K p-komplementine sahip olur yani G = P.K dir. G bir rasyonel grup oldugundan
G/P = K bir abelyen rasyonel gruptur. Dolayisiyla K bir elementer abelyen 2-grubudur.
Teorem 2.6.8 den P € Syl;(G) dir. Ayrica Teorem 2.6.7 ye gore Cg(K) = Z(K) = K
oldugundan C := Cp(K) = 1 bulunur. Bu ise 1 # P’ C C olmasi ile gelisir.

G grubu 2.tipte bir grup olsun. G/F(G) = SL(2,3) oldugundan SL(2,3) grubunun bir
rasyonel grup olmamasiyla celigkiye varilir.
G grubu 3.tipte bir grup olsun. P mertebesi 9 olan elementer abelyen grup olmak iizere

G = P x H bir yan direkt carpim grubudur. G bir rasyonel grup oldugundan G/P = H
grubu da rasyoneldir. Z := Cy (P) C Z(H) olmak iizere, H/Z = GL(2,3) oldugunu biliyoruz.
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GL(2,3) bir rasyonel grup olmadigindan bu bir ¢eligkidir.

G grubu 4.tipte bir grup olsun. V bir elementer abelyen p-grubu olmak iizere, G =V x H
bir yar1 direkt ¢arpim grubudur. F ve E /F sirasiyla G ve G/F nin Fitting alt gruplari olsun.
Bu durumda, [14] Lemma 3.4 den G/E grubunun bir devresel grup oldugunu ve K, H nin
Fitting alt grubu olmak {izere H/K grubunun bir devresel grup oldugunu biliyoruz. Ayrica
G/E grubunun bir rasyonel grup oldugu da diisiiniiliirse, [G : E] = 2 oldugu sonucuna varilir.
G/V = H grubu bir rasyonel grup oldugundan H /K devresel grubu da rasyonel olacagindan
[H : K] = m = 2 oldugu goézlemlenir. [14] Lemma 3.4 den Z := Cy (V) = Z(G) oldugunu
ve H/K ve K/Z devresel gruplarinin mertebelerinin aralarinda asal oldugunu biliyoruz. Bu
durumda H /Z rasyonel grubunun 2-Sylow alt grubu abelyen oldugundan Teorem 2.6.8 den
K/Z grubunun H/Z grubunun 3-Sylow alt grubu oldugu ve K/Z grubunun mertebesinin 3
oldugu bulunur. Dolayistyla H /Z = S3 oldugu gozlemlenir. |V | = ¢* burada g bir asal sayinin
kuvveti olmak iizere ¢ + 1 | 3 oldugundan ¢ = 2 ve dolayisiyla |V| = 4 bulunur. H rasyonel
grubunun 2-Sylow alt grubunun abelyen oldugu gézoniine alindiginda H =2 S3 x E(2) oldugu

goriiliir. Sonug olarak G = Sy x E(2) oldugu elde edilir.

G grubu S.tipte bir grup olsun. G grubunun bir normal abelyen olmayan Q 2-alt grubu
ve bir abelyen K 2-komplementi vardir. Ayrica [G : KQ|] = 2, G/Q abelyen olmadigini
ve Z := Cg(Q) C Z(G) oldugunu biliyoruz. O halde G bir rasyonel grup oldugundan
Z(G) bir elementer abelyen 2-grubu olmalidir. Dolayisiyla Z = 1 bulunur. H := Ng(K)
olsun. Bu durumda HNQ = Cp(K) :=C ve HN[Q,K] = Q' dir. Ayrica G = H.[Q,K] dir.
[14] Lemma 3.5 (ii) den G/Q' = S4 x E(2) oldugu bilindiginden |K| = 3 ve dolayisiyla
Q/C mertebesi 4 olan bir elementer abelyen 2-grubu olmalidir. [G: KQ] =2 ve |[K| =3
oldugundan [G : Q] = 6 bulunur. G/Q abelyen olmadigindan G/Q == Ss diir. [H : KQ'| =2
oldugundan Q' = C ve Q = [Q,K] bulunur. Dolayisiyla G/Q" = S, diir. Simdi Q' > 1
oldugunu varsayalim. T C Q’, G grubunun bir merkez faktorii olsun. Q'/T, G/T nin bir
minimal normal alt grubu oldugundan Q'/T bir elementer abelyen 2-grubudur. G/T nin
Fitting alt grubu Q/T olur. Q/T bir 2-grubu oldugundan Q' /T C Z(Q/T) dir. Q/T abelyen
olmadigindan Z(Q/T) = Q' /T olmalidir. Dolayisiyla Q' /T, G/T nin biricik minimal normal
alt grubu olur. A/T, Q/T nin bir maksimal abelyen alt grubu olsun. [Q : A] = 2 oldugundan
A/T, G/T nin bir normal alt grubu oldugu gozlemlenir. Bu durumda [10] Lemma 12.12
den |A/T| = |Q'/T|.|1Z(Q/T)| oldugundan 2|Q'/T| = |Q'/T|* ve dolayisiyla |Q'/T| = 2
bulunur. O halde G/T mertebesi 48 olan bir rasyonel gruptur. Z(G/T) = Q'/T grubu

G/T nin biricik minimal normal alt grubu oldugundan, G/T nin en az bir tane sadik
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indirgenemez karakteri vardir. F(G/T) = Q/T bir abelyen olmayan 2-grubu oldugundan
Clifford Teoreminden G/T nin tim sadik indirgenemez karakterlerinin derecelerinin ¢ift
say1 oldugu goézlemlenir. G/T nin tiim sadik indirgenemez karakterlerinin derecelerinin
toplaminin 24 oldugunu g6zoniine alirsak, G/T nin derecesi 2 olan en az bir y sadik
indirgenemez karakteri vardir. Yo 7 € Irr(Q/T) oldugundan, P € Syl,(G) olmak iizere
Vpr 7 € Irt(PT/T) dir. Dolayisiyla Teorem 2.2.33 den Cg,7(PT/T) = Z(G/T) dir ve
Teorem 2.6.7 gore de Cgr(PT/T) = Z(PT/T) oldugundan Z(PT/T) = Z(G/T) = Q'/T
dir. O halde |(PT/T)'| = 4 olmahdir. Sonug olarak Tanim 2.1.1 gére PT /T mertebesi
16 olan bir maksimal sinif 2-grubudur. Sonug¢ olarak PT /T = Q4, PT/T = SDi¢ veya
PT /T = D¢ dir. Ancak bu bir ¢eliskidir. Ciinkii her ii¢ durumda da sadik indirgenemez
karakterler rasyonel degildir. Yani Ypy /7 € Irr(PT /T) rasyonel degildir.

G grubu 6.tipte bir grup olsun. G bir ¢oziilebilir rasyonel grup oldugundan Teorem 2.6.10
gore p(G) = {2,3} oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla G grubu 6.tipte bir grup olamaz. Ciinkii

6.tipin karakter derece cizgesinde en az ii¢ tane kose vardir.

Sonug olarak, G nin karakter derece ¢izgesinin baglantisiz olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli

kosul G = Sy x E(2) olmasidir.l

Sonug 4.1.2 G bir ¢oziilebilir rasyonel grup, G 22 S4 X E(2) ve |p(G)| > 1 olsun. Bu

durumda G nin derecesi 6 ile boliinen en az bir indirgenemez karakteri vardir.

Ispat. Teorem 2.6.10 ve Teorem 4.1.1 nin bir direk sonucudur. H

Rasyonel gruplar boliimiinde Teorem 2.6.11 de verildigi gibi Feit ve Seitz’in [4] yayinindan
G bir devresel olmayan sonlu basit grup olmak iizere G nin bir rasyonel grubun
bir kompozisyon faktorii olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosulun G nin bir alterne
gruba ya da PSp4(3), Spe(2), Og (2), PSL(3,4), PSU(4,3) gruplarindan birine izomorf
olmasi gerektigini biliyoruz. Bu durumda [4] yaymindan p/ # 2 olmak iizere PSL(2,p/)
gruplarimin  rasyonel olmadig: bilinmektedir. Teorem 4.1.4 iin ispatinda PSL(2,p/)
gruplarinin rasyonel olmadig1 gercegi oldukca fazla kullamllamldigi icin simdi PSL(2, p/)

gruplarimin rasyonel olmadiginin bir kolay ispatin1 verecegiz.
Lemma 4.1.3 p/ # 2 olmak iizere PSL(2, p/) gruplari rasyonel degildir.

Ispat. [7] kitabinda Teorem 8.3 ten PSL(2, p/) nin mertebesi u = %, k=(2,p/ —1)
olan bir devresel alt grubunun oldugunu biliyoruz. Simdi U =< x >, G := PSL(2,p/)
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nin mertebesi u# olan bir devresel alt grubu olsun. Bu durumda yine Teorem 8.3
den Ng(U) mertebesi 2u olan bir dihedral gruptur. G bir rasyonel grup olsa,
Ng(< x>)/Co(< x>) = Aut(< x >) olacagindan |Aut(< x >)| sayist 1 veya 2 olur. Bu

durumda ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere ¢(u) = 1 veya ¢(u) = 2 olur.

@(u) = 1ise u =1 veyau = 2 olur. p = 2 oldugunda k = (2,2/ — 1) = 1 olacagindan p/ =2
geliskisi elde edilir. p > 2 ise k = (2, p/ — 1) = 2 olacagindan p/ = 2u+ 1 den p/ =3 veya
p/ =5 bulunur. Bu durumda karsimiza PSL(2,3) = A4 ve PSL(2,5) = A5 gruplan gelir
fakat bu gruplar rasyonel degildir.

@(u) =2 ise u € {3,4,6} dir. p =2 ise k = 1 olacagindan p/ = u+ 1 olur. Bu durumda
karsimiza PSL(2,4) = PSL(2,5) = As grubu gelir. Bu ise ¢eligkidir. p > 2 ise k = 2
olacagindan p/ = 2u + 1 olur. Bu durumda karsimiza PSL(2,7), PSL(2,9) ve PSL(2,13)
gruplart gelir. Simdi PSL(2,7), PSL(2,9) ve PSL(2,13) gruplarinin rasyonel olmadigini

gosterelim.

PSL(2,13) grubu rasyonel degildir.: [7] Teorem 8.4 den PSL(2,13) grubunun mertebesi
7 olan bir < a > devresel alt grubu vardir. |PSL(2,13)| = 13.12.7 olacagindan
< a>€ Syl;(PSL(2,13)) olur. PSL(2,13) bir rasyonel grup olsa, < a > —{1} deki
elemanlar PSL(2,13) de eslenik olur. Sylow alt gruplar1 da eslenik oldugundan mertebesi
7 olan tiim elemanlar PSL(2,13) de eslenik olur. Teorem 8.4 den Ng(< a >) mertebesi
14 olan bir dihedral grup oldugundan PSL(2,13) grubunun 7-Sylow alt gruplarinin sayisi
[G : Ng(< a >)] = 6.13 olur. Bu durumda PSL(2,13) de mertebesi 7 olan elemanlarin
bulundugu eglenik eleman sinifinin eleman sayisi 6.6.13 olur. Ancak 6.6.13 1 |G| = 13.12.7
celigkisi elde edilir. O halde PSL(2, 13) bir rasyonel grup degildir.

PSL(2,9) grubu rasyonel degildir.: Benzer diisiince ile PSL(2,9) da mertebesi 5
olan elemanlarin bulundugu eslenik eleman smifinin eleman sayist 4.4.9 olur. Ancak

9.441|G|=9.8.5 dur.

PSL(2,7) grubu rasyonel degildir.: Aksi halde |PSL(2,7)| = 7.6.4 oldugundan PSL(2,7)
de mertebesi 7 olan devresl alt grup 7-Sylow alt grubudur. [7] Teorem 8.2 den
|Syl;(PSL(2,7))| = 8 olur. Bu durumda mertebesi 7 olan elemanlarin bulundugu eslenik
eleman sinifinin eleman sayisi 6.8 olur. Ancak 6.8 1 |G| =7.6.4 dir.l

Teorem 4.1.4 G bir sonlu coziilebilir olmayan rasyonel grup olsun. G nin karakter
derece cizgesinin baglantisiz olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosul asagidakilerden birinin

gerceklenmesidir.
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(a) G=Ss5xE(2).
(b) G2 SexE(2).
(¢) G= Aut(Ag) x E(2).

Ispat. G karakter derece cizgesi baglantisiz olan bir sonlu ¢oziilebilir olmayan rasyonel

grup olsun.

[19] dan I'(G) nin iki ya da ii¢ baglantili bilegene sahip olabilecegini biliyoruz. I'(G) ii¢ tane
baglantili bilegene sahip olsa, Teorem 2.5.2 den S = PSL(2,2") ve A bir abelyen grup olmak
iizere G = S x A olur. Bu durumda G bir rasyonel grup oldugundan G/A = § = PSL(2,2")

grubu da rasyonel olur. Bu ise celigkidir.

O halde I'(G) iki tane baglantili bilegene sahiptir. Bu durumda G grubunun Teorem
2.5.3 deki (1) — (6) kosullarin1 saglayan K ve N gibi normal alt gruplari vardir. (1)
den K/N=PSL(2,q) ; g > 4 oldugunu biliyoruz. Ayrica (2) den G bir rasyonel grup

oldugundan G/K bir elementer abelyen 2-grubu oldugu sonucuna varilir.

Simdi ¢ = 2/ ; f > 2 oldugunu varsayalm. ¢ > 5 olsa, (3) den 2 { [G : CK] oldugundan
G = C.K bulunur. Bu durumda G/N = C/N x K/N olur. G/N bir rasyonel grup
oldugundan K/N = PSL(2,q) grubu da rasyonel bulunur. Bu ise ¢eligskidir. O halde ¢ = 4
olmalidir. Ote yandan N = 1 olmahdir. Aksi halde (4) den K/L = PSL(2,4) olacak
bicimde mertebesi 16 olan L elementer abelyen 2-grubu vardir. Ayrica K/L, Irr(L) — {1}
tizerine tranzitif etki eder. Simdi 1 # v € Irr(L) ve Ig(v) = T olsun. Bu durumda
|K/L| = (¢* - 1)|K/LNT/L| oldugundan |K/(KNT)| = g*>—1 = 15 bulunur. (6) goz 6niine
alindiginda ¢*> — 1 = 15 € cd(K) bulunur. K, G nin normal alt grubu oldugundan 15 | (1)
olacak bi¢imde bir ) € Irr(G) vardir. Ayrica 7(G) = {2,3,5} oldugu géz 6niine alindiginda
I'(G) nin baglantilh bilesenleri {2} ve {3,5} bulunur. Ote yandan C/N := Cg/y(K/N)
olmak iizere (2) ye goére C/N < Z(G/N) dir. G/N béliim grubu rasyonel ve K/N = As
oldugundan K/N x C/N = KC/N < G/N dir. Bu durumda G/N/C/N — Aut(K/N) ve
KC/C = K/N =PSL(2,4) oldugundan As = PSL(2,4) < G/C < Aut(PSL(2,4)) = S5 yani
G/C = Ss bulunur. O halde I'(Ss) G nin karakter derece ¢izgesinin bir alt ¢izgesi olur.
Ancak I'(Ss) ¢izgesinde baglantili bilegenler {2,3} ve {5} oldugundan bu durum I'(G) de
2 nin singiiler nokta olmasi ile gelisir. O halde ger¢ekten N = 1 olmalidir. Bu durumda
Teorem 2.5.3 e gore K = PSL(2,4) ve C := Cg(K) < Z(G) dir. G bir rasyonel grup
oldugundan K x C < G dir. Dolayisiyla KC/C < G/C < Aut(K) olur. Aut(K) = S5 ve
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KC/C = K = As oldugundan G/C = S5 bulunur. Simdi x € G — KC olsun. [G : KC| =2
oldugundan G = K < x > C dir. Ayrica K < x > NC =1 dir. O halde K < x >= S5 dir. Bu
durumda C = Z(G) bir elementer abelyen 2-grubu oldugu goz oniine alinirsa G = Ss x E(2)

oldugu goriiliir.

Simdi 2 t g oldugunu varsayalim. Teorem 2.5.3 den K/N = PSL(2,q9); g > 5 olacak
bicimde K ve N normal alt gruplarinin oldugunu biliyoruz. K < G olmalidir. Aksi halde
G rasyonel grup oldugundan G/N = PSL(2,q) da rasyonel olur. Bu ise celigkidir. O
halde K/N < G/N olmalidir. C/N := Cg/y(K/N) oldugundan G/N/C/N — Aut(K/N)
olur. KC = G olsa, G/N = C/N x K/N olacagindan K/N = PSL(2,q) rasyonel bulunur.
Bu ise celigskidir. O halde KC < G ve dolayisiyla KC/C < G/C < Aut(K/N) dir.
KNC =N oldugundan KC/C = K/N = PSL(2,q) oldugunu biliyoruz. Bu durumda
PSL(2,q9) < G/C < Aut(PSL(2,q)) oldugundan Tanim 2.1.2 gore G/C bir neredeyse basit
gruptur. [23] Teorem 1.1 e gore PSL(2,q) bir A, ; n > 5 alterne gruptur ve G/C =S,
veya G/C = Aut(Ag) dir. [15] Teorem 2.7 den ¢ > 5 olmasi halinde I'(G/C) iki tane
baglantili bilesene sahipti. G/C = S, ise [1] makalesinden G/C = Sg olmalidir. O
halde G/C = Sg veya G/C = Aut(Ag) olabilir. Dolayisiyla K/N = Ag = PSL(2,9) olur.
Bu durumda N =1 ise G = S¢ X E(2) veya G = Aut(Ag) x E(2) gruplart elde edilir.
Eger N > 1 ise Teorem 2.5.3 (4) gore K/L = SL(2,9) olacak bi¢cimde bir L < G

vardir. G/N bir rasyonel grup ve C/N = Cg/n(K/N) < Z(G/N) oldugundan C/N bir
elementer abelyen 2-grubudur. [N/L| =2 oldugundan C/L nin her elemaninin mertebesi
2 veya 4 diir. Ayrica her 1 #xL € C/L i¢in (xL) < G/L dir. Ciinkii x € N ise (xL) =
N/L < G/L dir. x ¢ N ise (xL).N/L grubu G/L nin mertebesi 4 olan bir normal alt
grubudur. |xL| =2 ise N/L <Z(G/L) ve C/N <Z(G/N) oldugundan Cg/(xL) = G/L
dir. Bu durumda (xL) < Z(G/L) oldugundan (xL) <« G/L dir. |xL| =4 ise Teorem
2.2.2 gore |G/N| = |Cg/n(xN)| < |Cg/r(xL)| dir. G/L bir rasyonel grup oldugundan
ING/L(xL) : Cg/(xL)| = @(|xL|) = ¢(4) =2 dir. Burada ¢ Euler fonksiyonudur. O halde
Ng/L(xL) = G/L dir. Dolayisiyla her 1 #xL € C/L igin |G/L: Cg/(xL)| <2 dir. Her
1 #xLeC/Ligin K/L=(K/L) <(G/L) <Cg/((xL)) oldugundan C/L < Cg/(K/L)
dir. Simdi ilk olarak G/C = Sg¢ oldugunu kabul edelim. |G : KC| = 2 oldugundan
G=K(y)C ve K(y)NKC = K olacak bigimde bir y € G— KC vardir. U := K(y)/L,
PSL(2,9) grubunun bir ¢ift devresel genislemesidir ve [2] den U bir rasyonel grup degildir.
Simdi y € Irr(U) bir rasyonel olmayan karakter olsun. Bu durumda [y /;,0] # 0 olacak
bigimde bir 6 € Irr(K/L) vardir. T/L:=15,.(0) olsun. C/L < Cg/(K/L) oldugundan
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KC/L<T/L dir. U, T/L nin bir alt grubu degildir. Aksi halde, T /L = G/L olur. Bu
durumda Teorem 2.2.6 dan [yy,y] # 0 ve xg/ = @0 olacak bicimde bir a € N ve
x € Irr(G/L) vardir. Sonug 2.2.11 den K/L< U, |U:K/L|=2 ve 6 € Irr(K/L) U
da invaryant oldugundan € karakteri U ya genisletilebilir yani W, =6 dir. Bu durumda
Xu = ay olacagindan G/L nin rasyonel olmasiyla ¢eligskiye varilir. O halde 7 /L = KC/L
dir. Dolaysiyla I(0) = K/L oldugundan 6V = y dir. Ayrica AS/L e Irr(G/L) ve
Ak = nB olacak bigimde bir n € N ve A € Irr(T/L) vardir. Teorem 2.2.3 den
(291 = (n8)Y = ny dir. Bu ise bir celiskidir. Ciinkii A%/~ bir rasyonel karakterdir
ancak ny rasyonel degildir. Bu durumda G/C 2 S¢ dir. Diger yandan [2] de 2.A¢.23
yapisinda bir grup yoktur. Dolayisiyla G/C 2 Aut(Ag) dir. Sonug olarak N =1 olmalidir
ve ispat biter.ll
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5 TARTISMA VE SONUC

Ik ii¢ bolimde Karakter Derece Cizgeleriyle calisabilmek icin gerekli Grup Teorisi,
Karakter Teorisi ve Cizge Teorisindeki temel tanim ve teoremlere yer verilerek bilimsel
hazirlik yapilmagtir.

Dordiincii boliimde ¢oziilebilir gruplarin karakter derece cizgeleri ile ilgili 6nemli bir 6zelligi
veren Palfy’nin On the character degree graph of solvable groups, I:three primes [21]
makalesinin ispati detayli anlatilmistir. Bu makaleye gore ¢oziilebilir bir grubun karakter
derece ¢izgesinden alinan herhangi ii¢ kose en az bir kenar igerir.

Besinci boliimde [14] ve [15] makaleleri incelenmistir. [14] de Lewis karakter derece
cizgeleri baglantisiz olan tiim ¢6ziilebilir gruplart belirlemistir. Daha sonra [15] de ise Lewis
ve White karakter derece cizgesi baglantisiz olan ¢oziilebilir olmayan gruplart incelemistir.

Altinc boliimde Bulgular kismindaki probleme bir 6n hazirlik olarak rasyonel gruplarin
genel ozellikleri Kletzing’in [13] Structure and Representations of Q-Groups adl kitabindan
yararlanilarak verilmistir.

Bu yayinlar 15181nda Bulgular boliimiinde karakter derece ¢izgesi baglantisiz olan rasyonel
gruplarin bir tam smiflandirmasinin verildigi [3] makalesi anlatilmistir. G bir sonlu
coziilebilir rasyonel grup ise G nin karakter derece ¢izgesinin baglantisiz olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli kosulun G = S4 x E(2) olmasi gerektigi ispatlanmigtir. Eger G bir sonlu
coziilebilir olmayan rasyonel grup ise G nin karakter derece ¢izgesinin baglantisiz olabilmesi
icin gerekli ve yeterli kosulun G = S5 X E(2) , G = S¢ x E(2) yada G = Aut(4¢) x E(2)

olmas1 gerektigi ispatlanmugtir.
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