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Dr. Ogr. Uyesi Abdullah Cagman

Dr. Ogr. Uyesi Sait Tas

Bu tezde Oncelikle kiimeler kurami, ordinal sayilar, kardinal sayilar, kardinal fonk-
siyonlar ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmigtir. Daha sonra, Tychonoff uzayi iiz-
erindeki gercek degerli siirekli fonksiyonlarin uzayindaki diizgiin yakinsaklik topolojisinin
yogunlugu ve Cech—Stone kompaktlastirmasinin agirhgi, bir Hausdorff uzayinin modifikasy-
onunun zayif Lindeldf sayisi icin bir sinir olusturdugu, topolojik bir uzay iizerindeki G
topolojisine ait, yayilimin iist sinirlarini, Lindelof sayisim1 ve zayif Lindelof sayisi ile ilgili

literatiirdeki baz1 sonuclar verilmistir.
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In this thesis, first of all, definitions and theorems related to set theory, ordinal num-
bers, cardinal numbers, cardinal functions are given. Then, some results in the literature
regarding the density of the uniform convergence topology in the space of real-valued con-
tinuous functions on the Tychonoff space and the weight of the Cech—Stone compaction,
modification of a Hausdorff space creates a limit for the weak Lindel6f number, the upper
bounds of propagation, the Lindelof number and the weak Lindeldf number of the topology

G5 on a topological space are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

- : Mantiksal degil islemi

v : Evrensel niceleyici

= : Varliksal niceleyici

3! : Teklik niceleyicisi

a, B,7,0,€,¢ : Ordinal

Ord : Ordinallerin sinifi

Ard : Ardil ordinallerin sinifi

Lim : Limit ordinallerin sinifi

w : En kii¢iik sonsuz kardinal

Ky Ay [y Uy P : Kardinal

Card : Kardinallerin siifi

|| : « kimesinin kardinali

P(x) : « kimesinin kuvvet kiimesi

ICard : Sonsuz kardinallerin sinifi

oAl : k kardinalinin ardili

N : En kii¢iik sonsuz kardinal

Ny : En kiiciik sayilamaz kardinal

K+ A : k ve A nin kardinal toplanu

KA : Kk ve A nin kardinal carpimi

Ty : x kiimesinden y kiimesine tanimli fonksiyonlarin kiimesi
K : x kardinalinin \ kuvveti

2] : Kardinali A olan z kiimesinin altkiimelerinin sinifi
[z]=* : Kardinali en ¢ok A\ olan z kiimesinin altkiimelerinin sinifi
NA : A kiimesinin en biiyiik alt sinir1

VA : A kiimesinin en kiigiik ist sinir1

TAY s sup{x,y}

T Vy :inf{x,y}

Vi



1. GIRIS

Bilindigi gibi kiime teorisi matematiin temel yapisi olan sayr kavraminin kurul-
masinda onemli bir rol oynamaktadir. Kiime teorisi 20. yiizyilin baglarinda Georg Can-
tor’un sonsuzluk ifadesi ile ilgili calismalar ve bu calismalar sonucunda akla gelen sorulara
David Hilbert’in yaptig1 katkilar ile literatiirde yer almaya baglamistir. Kardinal sabitler
kiime teorisini iceren genel topolojide onemli bir rol oynar. Ayrica topolojik uzaylarin
siniflandirilmasinda kullanilir. Kardinal sabitlerle siniflandirilmis topolojik uzaylara 6rnek
verecek olursak, kompakt uzaylar, ayrilabilir uzaylar ve sayilabilir bir tabana sahip topolojik

uzaylar verebiliriz.

20. yiizyilin baglarindan itibaren kardinal fonksiyonlar konusu énem kazanmaya
baglamis olup giiniimiizde hala 6nemini ve giincelligini korumaktadir. Bunun baglica se-
beplerinden birisi herhangi bir topolojik uzay smifinin bir kardinal fonksiyon ile birlestiril-
mesiyle elde edilen sonuglar olarak ifade edilebilir. Kardinal fonksiyonlar topolojik uzay-
larin dahil oldugu siiflarda belirleyici rol oynamasi sebebiyle farkli kardinal fonksiyonlar
tanimlayarak daha onceden elde edilmis sonuclar1 kullanigh hale getirmektedir. Sayilabilir-
lik disinda daha biiyiik kardinal sayilarin oldugunun ispatlanmasi kardinal fonksiyonlarin

literatiirde yer almasinda biiyiik bir 6neme sahiptir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Girig boliimiinde, tez ile ilgili genel bilgiler
verilmig olup konu ile ilgili literatiirdeki gelismelerden bahsedilmistir. Kuramsal temeller
boliimiinde, aksiyomatik kiime teoresi, ordinal sayilar, kardinal sayilar bagliklar1 altinda
onemli tanim ve teoremler verilmistir. Materyal ve yontem boliimiinde, topolojik uzaylarda
yer alan bazi1 kardinal fonksiyonlarla ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Arastirma bul-
gular1 boliimiinde, literatiirde son yillarda kardinal fonksiyonlar1 konu alan bazi ¢alismalar
incelenmis ve ayrintili bir sekilde sonuglar ifade edilmigtir. Bu calismalar, bir X Tycho-
noff uzayi, d(C(X)) iizerindeki gercek degerli siirekli fonksiyonlarin uzayindaki diizgiin
yakinsaklik topolojisinin yogunlugu diger iki kardinal degismeze gore incelenmis olup X’in
Cech—Stone kompaktlastirmasimin agirhg w(pX) ve digeri de X’in kompaktlik derecesi
§(X) olmak iizere X 6lgiilebilir bir uzay oldugunda d(C'(X)) = w(BX) = 2<%, X sayila-
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bilir bir 7, uzay1 ise w(8X) < d(C(X)) < w(B(X x [0,1]))w(BX)d(C(X))w(B(X]0,1]))
oldugu gosterilmistir (Hold ve Novotny (2015)). Topolojide kardinal degismezler teorisinde
iki temel sonug dahil olmak iizere, bir Hausdorff uzayinin G5 modifikasyonunun zayif Lin-
delsf sayist igin bir smir sunulmustur. Bu simrlar | X| < 2539X(X) (Arhangel’skii) ve
|X| < 20Ox(X) (Hajnal-Juhasz) seklindedir. Verilen simirlar Bell ve dig. (1978b) ile
Hodel (2006) tarafindan Arhangel’skii’nin Teoremi {izerine yapilan aragtirmadaki bir soru-
nun ¢6ziime ulagsmasini saglamistir. Sonug olarak, 6nceki girisimlerin aksine, 75 nin 6tesinde
herhangi bir ayirma aksiyomuna ihtiyacinin olmadig1 anlagilmistir (Bella ve Spadaro (2019)).
Topolojik bir uzay iizerindeki (G5 topolojisine ait, yayilimin iist sinirlarini, Lindelof sayisin
ve zayif Lindelof sayisimi ispatlamiglardir. Ayrica, Juhasz ve van Mill’in o sayilabilir siki
homojen bir kompaktumun kardinalitesine iligkin yakin zamandaki sonucuna kisa bir ispat
saglamasi i¢in sinirlardan birka¢i uygulanmistir (Bella ve Spadaro (2017)). Son béliim sonug

kismi olarak ayrilmagtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Kavramlar

X bos olmayan bir kiime, 7 ise P(X)’in herhangi bir alt ailesi olsun. 7 C P(X)

ailesi,
al) X ve (), 7 nun elemamdir,
a2) 7 nun keyfi sayidaki elemanlarinin birlesimi 7 ya aittir,
a3) 7 nun sonlu sayidaki elemanlarinin kesigimi 7 ya aittir.

ozelliklerini sagliyorsa, 7 ailesinin her elemania X de bir acik kiime denir. Agiklar aksi-
yomlarini saglayan 7 ya X kiimesi iizerinde bir topolojik yapi denir. Boylece, (X, 7) ikilisine
de bir topolojik uzay denir. Birden fazla elemana sahip bir X kiimesi iizerinde birden fazla
topolojik yap1 kurulabilir. Acik kiimeleri karistirmamak i¢in eger bir X kiimesi iizerinde
birden fazla topolojik yap1 bulunuyorsa bir 7 topolojisine ait agik kiimeler 7-acik kiimeler
diye adlandirilir. X bostan farkli herhangi bir kiime ve 7 = P(X) ailesi verilsin. 7 ailesi
icin aciklar aksiyomlari saglandigindan 7 = P(X) ailesi X iizerinde bir topolojidir. Bu
7 = P(X) topolojisine gore her z € X i¢in {x} C X alt kiimesi bir a¢ik kiimedir. Bun-
dan dolay1 7 = P(X) topolojisine X iizerinde ayrik (noktasal, diskrit, en ince) topoloji ve
bu topoloji ile donatilmig X kiimesine de ayrik uzay denir. Bir X kiimesi iizerinde verilen
T ={X,0} C P(X) ailesi aciklar aksiyomlarini saglar. X iizerindeki 7 = {X, ()} topolojik
yapisina X iizerinde ayrik olmayan (en kaba, indiskrit) topoloji denir. (X, 7) uzayma da

ayrik olmayan uzay denir.

Not 2.1 Bir X kiimesi iizerinde tanuml farkl iki T, ve 75 topolojilerinin birlegimi 1 U Ty
genelde topoloji degildir. Fakat (1;);cr ailesi bostan farkli X kiimesi iizerinde herhangi bir

topoloji ailesi olmak iizere ,ﬂITi ailesi de X iizerinde bir topolojidir.
1€

F C X verilmis olsun. (X — F') € 7, yani F kiimesinin tiimleyeni agik bir kiime

ise F’' kiimesine 7 ya gore bir kapali kiime denir. Bir X kiimesi {lizerinde tanimh 7 ve 7

3



topolojileri verilsin. 7; topolojisine gore her acik kiime 7, topolojisine gore de acik ise 7;
topolojisi, 7> den daha kaba ya da 7, topolojisi, 7, den daha ince denir ve 7y C 75 seklinde
gosterilir. Eger 7, C 75 ve 71 # 71 ise 7y topolojisi 7, den kesinlikle daha kabadir (zayif) ya

da 7, topolojisi 71 den kesinlikle daha incedir (kuvvetli) denir.

Not 2.2 X in her 1 -acik kiimesi, To-agik ve X in her To-acik kiimesi, Ti-agik ise X iizerin-

deki bu iki topoloji birbirine esittir denir ve 7, = Ty seklinde gosterilir.

Tamim 2.1 Bir X kiimesi iizerinde tanimli T, ve T topolojileri verilsin. T, topolojisi o den
daha kaba veya 15 topolojisi T, den daha kaba ise T, ve Ty topolojilerine karsilastirilabilir

iki topoloji denir.

Bir (X, 7) topolojik uzay1 ve bir € X noktasi verilmis olsun. x € A olacak sekilde
her A C X acik alt kiimesine x noktasinin bir agik komsulugu denir. (X, 7) topolojik uzay
ve bir z € X noktasi verilsin. z noktasinin bir acik komsulugunu kapsayan her V' C X alt
kiimesine 2 noktasinin bir komsulugu denir ve NV () ile gosterilir. (X, 7) bir topolojik uzay
ve bir € X noktas1 verilsin. Sayet her V' € N (x) i¢in en az bir W € B(X) vardir dyle ki

W C V ise, B(X) ailesine 7 topolojisine gore x noktasinin bir komguluklar tabani denir.

Tanmm 2.2 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere Vx € X noktasumin sayilabilir bir komsu-

luklar tabani varsa, X uzaywna birinci sayuabilir uzay denir (Yiiksel (2014)).

Tanmm 2.3 (X, 7) bir topolojik uzay ve X in T topolojisi sayilabilir bir topoloji tabanina
sahipse, X uzaywna ikinci sayilabilirlik aksiyomunu saglayan uzay veya ikinci sayilabilir

uzay denir (Yiiksel (2014)).

(X, 7) topolojik uzayi, A C X alt kiimesi ve bir z € A noktas: verilsin. Sayet
A kiimesi z noktasinin bir komgulugu ise, = noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi denir.
(X, 7) topolojik uzayi ve bir A C X alt kiimesi verilsin. A kiimesinin biitiin i¢ noktalarinin
olusturdugu kiimeye, A kiimesinin ici denir ve A simgesiyle gosterilir. (X, 7) topolojik
uzayl, A C X alt kiimesi ve bir z € A noktas1 verilsin. x noktasinin her komgulugunda A
nin en az bir eleman: varsa, x noktasina A kiimesinin bir kapanig noktasi (degme noktasi)
denir. (X, 7) topolojik uzay1 ve bir A C X alt kiimesi verilsin. A kiimesinin biitiin kapanis

noktalarinin olusturdugu kiimeye A kiimesinin kapanist denir ve
A={re X |herV e N(x)igcin ANV # 0}

ile gosterilir.



Tanmm 2.4 (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak iizere f : X — Y bir fonksiyon ve bir
x € X noktasi verilsin. Eger f(x) noktasimin her V- C 'Y komsulugu icin f(U) C V olacak

sekilde x noktastmin bir U C X komsulugu varsa, f fonksiyonuna x noktasinda siireklidir

denir (Yiiksel (2014)).
Teorem 2.1 f : (X, 7) — (Y, v) fonksiyonu icin asagidaki ifadeler denktir (Yiiksel (2014)):
i) f fonksiyonu x € X de siireklidir,
ii) Her Ve N(f(x)) icin en az bir U € N (x) vardir éyle ki x € U ise f(x) € V dir,
iii) Her V€ N(f(z)) icin en az bir U € N (x) vardir dyle ki U C f~Y(V) dir,
iv) Her V e N(f(x)) icin f~1(V) € N(z) dir,

v) B(f(x)), f(z) € Y noktasimin komsuluklar tabani olmak iizere her W € B(f(x)) i¢in
Y W) € N(z) dir.

Tanmm 2.5 f : (X, 7) — (Y, v) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu X kiimesinin her
noktasinda siirekli ise, f fonksiyonu X iizerinde siirekli veya kisaca f fonksiyonu siireklidir
denir. Eger f fonksiyonu bir A C X alt kiimesinin her noktasinda siirekli ise, f fonksiyonu

A da siireklidir denir (Yiiksel (2014)).

Teorem 2.2 f : (X,7) — (Y,v) fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler denktir (Yiiksel
(2014)):

i) f fonksiyonu siireklidir,

ii) YA C X icin f(A) C f(A) dur,

iii) Y nin her kapali alt kiimesinin ters goriintiisii X de kapalidir,

iv) Y nin her agik alt kiimesinin ters goriintiisii X de agiktir.

Tanmm 2.6 (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak iizere f : (X, 7) — (Y, v) fonksiyonu
verilsin. Eger X in her agik alt kiimesinin goriintiisii Y de acik ise, [ fonksiyonuna bir actk
fonksiyon denir. X in her kapali alt kiimesinin goriintiisii Y kapali ise, f fonksiyonuna bir

kapali fonksiyon denir (Yiiksel (2014)).

Tanmm 2.7 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere X in alt kiimelerinin bir (A;);c; ailesi

verilsin. Eger X = ‘U]Ai ise, (A;)icr ailesine X kiimesinin bir ortiisii denir. Eger her i € [
1€
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icin A; kiimeleri X topolojik uzaymin agik alt kiimeleri ise, (A;);c; ailesine X topolojik
uzaywn bir acik ortiisii denir. Sayet her i € [ icin A; kiimeleri X topolojik uzaymn kapali
alt kiimeleri oluyorsa, (A;);cr ailesine X topolojik uzaymn bir kapalr ortiisii denir. Eger
J C I sonlu olmak iizere, (A;)ic; X kiimesinin bir értiisii ise (A;);c ailesine X kiimesinin
bir sonlu értiisii denir. Ayrica (A;);cr ailesinin bir alt ailesi X kiimesini drterse, bu alt aileye

X in bir alt ortiisii denir (Yiiksel (2014)).

Tanmm 2.8 (X, 7) topolojik uzayt verilsin. Eger X kiimesinin her a¢ik értiisiiniin sonlu bir

alt ortiisii varsa, X uzaymna kompakt uzay denir (Yiiksel (2014)).

Teorem 2.3 (X, 7) topolojik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler denktir (Yiiksel (2014)):
i) X kompakt uzaydir,

ii) X in kapali alt kiimelerinden olugan ve arakesiti bogs olan bir (F});c ailesinin arakesiti

bos olan sonlu bir (F})c; alt ailesi vardur,

iii) X in kapali alt kiimelerinden olugan ve sonlu arakesit ézelligine sahip olan her (F;);cy

ailesi icin 'ﬂIFi + () dir (Yiiksel (2014)).
1€
Teorem 2.4 (X, 7) kompakt uzay olmak iizere asagidaki ifadeler vardir ve bu ifadeler esdegerdir:

i) Artan bir (A,)nen aciklar dizisi X uzaym orterse, A,, = X olacak sekilde bir ny €
N vardr,

ii) Azalan bir (F,),en kapalilar dizisinin arakesiti bog ise, F,, = () olacak sekilde bir

ng € N vardrr,

iii) Azalan bir (F,)nen kapalilar dizisinin her F,, elemani bos degilse, (F,,)ncn dizisinin

arakesiti de bog degildir (Yiiksel (2014)).

Tanmmm 2.9 (X, 7) topolojik uzay olmak iizere her x € X noktast X uzayinda kompakt

komgsuluga sahipse, X uzaywna lokal kompakt uzay denir (Yiiksel (2014)).

Tanim 2.10 (X, 7) ropolojik uzay olmak iizere herhangi iki A, B C X alt kiimeleri verilsin.
Eger AN B # () veya AN B # () ise, A ve B kiimelerine baglantili iki kiime denir. Eger
ANB=0ve AN B = () ise, A ve B kiimelerine baglantili olmayan iki kiime denir (Yiiksel
(2014)).



Tanim 2.11 (X, 7) topolojik uzay: verilsin. X kiimesi bostan farkli ve baglantili olmayan
iki alt kiimenin birlesimine esitse, X uzayina baglantili olmayan uzay veya baglantisiz uzay
denir. Sayet X kiimesi her biri bostan farkli baglantili iki kiimenin birlesimine egsit ise, X

uzayina baglantili uzay denir (Yiiksel (2014)).

Teorem 2.5 (X, 7) topolojik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler denktir (Yiiksel (2014)).
i) X uzay! baglantilidir,
ii) X uzayi, baglantili olan ve bostan farkl iki alt kiimenin birlesimine egittir,
iii) X, ayrik olmayan ve bostan farkl iki acik alt kiimenin birlesimine egittir,
iv) X, ayrik olmayan ve bostan farkli iki kapalt alt kiimenin birlesimine egittir,

v) X uzaymun hem agik hem kapali alt kiimeleri sadece X ve () dir.

Tanmm 2.12 (X, 7) bir topolojik uzay ve bir A C X alt uzay verilsin. Eger (A, Ta) alt
uzayr baglantily ise, A kiimesine X uzayt icinde baglantily bir kiime denir. Sayet (X, T)
topolojik uzayimin her x ve y noktasticin v € U € Tvey € V € 7 olacak bicimde U UV

baglantisizligr varsa, X uzayina tamamen baglantisiz uzay denir (Yiiksel (2014)).

Teorem 2.6 Bir uzayin tamamen baglantisiz olmast icin gerek ve yeter kosul bos olmayan

baglantili kiimelerin tek elemanli kiimeler olmasidir (Yiiksel (2014)).

Tamm 2.13 (X, 7) topolojik uzayt verilsin. Eger her v € X noktasiuin X uzayinda baglan-
tili kiimelerden olusan bir komsuluklar tabani varsa, X uzaywna lokal baglantili uzay denir

(Yiiksel (2014)).

Tanm 2.14 (X, 7) topolojik uzay: verilsin. x # y olmak iizere her x,y € X i¢in en az bir
U € Y(x) vardir dyle ki y ¢ U veya en az bir V- € 9(y) vardir oyle ki x ¢ V ise, yani
en az bir noktanin diger noktayi icermeyen bir komsulugu varsa, X uzaywina Ty-uzay: veya

Kolmogorov uzayt denir (Yiiksel (2014)).

Tanmm 2.15 (X, 7) topolojik uzayi verilsin. x # y olmak iizere her x,y € X icin en az bir
U € Y(x) vardir oyle ki y ¢ U ve en az bir V€ V(y) vardir dyle ki x ¢ V ise, yani bu
noktalarin her birini digerinden ayirabilecek sekilde komsuluklari varsa X uzaywna T -uzayt

denir (Yiiksel (2014)).



Tanim 2.16 (X, 7) topolojik uzay: verilsin. x # y olmak iizere her x,y € X icin en az bir
U € ¥(x) ve en az bir V' € 9(y) vardir dyle ki U NV = (), yani bu noktalarin komsuluklar:
ayrik ise, X uzaywna Ts-uzayr veya Hausdorff uzayi denir (Yiiksel (2014)).

Tanim 2.17 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bir F' C X kapalt kiimesi ve X in bir ele-
mani olan x ¢ F noktast verilsin. Eger F kiimesi ile x noktasimin birbirinden ayrik birer

komgsuluklart varsa, X uzayina regiiler (diizenli) uzay denir (Yiiksel (2014)).

Tamm 2.18 (X, 7) fopolojik uzayr hem regiiler uzay hem de Ti-uzayt ise, X uzayina T;-
uzayi denir (Yiiksel (2014)).

Tanmm 2.19 (X, 7) bir topolojik uzay ve X kiimesinin birbirinden ayrik herhangi iki kapali
kiimesi olsun. Bu kapali kiimelerin biririnden ayrik birer komsuluklar: varsa, X uzayina

normal uzay denir (Yiiksel (2014)).

Tanim 2.20 (X, 7) topolojik uzayt hem normal hem de Ti-uzayt ise X uzayina Tj-uzayt
denir (Yiiksel (2014)).

Teorem 2.7 Hausdorff uzayindaki kompakt bir kiime kapalidir (Yiiksel (2014)).

Tamm 2.21 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere A C X alt kiimesi verilsin. Eger A #
ise, A kiimesine X icinde yogun denir. Sayet A= () ise, A kiimesine X iginde hi¢bir yerde
yogun degil denir. Eger A = X ise, A kiimesine X icinde her yerde yogun denir (Yiiksel
(2014)).

Tamm 2.22 (X, 7) topolojik uzayr verilsin. X uzaywun sayabilir yogun bir alt kiimesi

varsa X uzaywa ayrilabilir uzay denir (Yiiksel (2014)).

Aksiyomatik olarak kiime teorisinin ingasi i¢in asagidaki on aksiyoma ihtiya¢ duyulmaktadir

(Bernays (1991)).

Aksiyom 1 (Bos Kiimenin Varh@1) Herhangi bir eleman ihtiva etmeyen bir kiime vardir.
Yani,

daVy—y € o
dir.
Aksiyom 2 (Genisleme) Ayni elemanlara sahip olan iki kiime birbirine egsittir. Yani,
Vave' (Vy(y €z &y € 2) =z =2')

dir.



Aksiyom 3 (Ciftleme) Sadece herhangi iki kiime ciftini eleman olarak kabul eden bir kiime
vardir. Yani,

VxVyEIzVu(u €z (u=zVu= y))

dir. Burada

Vu(uéz@(u:x\/u:y))
ifadesine denk olarak z = {x,y} gosterimi alimrsa ciftleme aksiyomu
VaVy3dzz = {z, y}
seklinde yazilabilir.

Aksiyom 4 (Birlesim) Bir kiime verildiginde, sadece bu kiimenin her bir elemaninin ele-

manlarini, eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,
VaIyVz(z € y & Juw(w € z A 2 € w))
dir.

Aksiyom 5 (Alt Kiime) Keyfi bir ozellik ve bir kiime verilsin. Sadece bu kiimenin verilen
keyfi ozelligi saglayan elemanlarini, eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani her-

hangi bir ¢ formiilii icin,
VrIyvz <z cys (zexA gp(z)))

Aksiyom 6 (Kuvvet Kiimesi) Bir kiime verildiginde, sadece bu kiimenin tiim alt kiimelerini

eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,
VoIyvz(z € y & Yw(w € z = w € z))
dir.

Tanim 2.23 Herhangi a, b, ¢ kiimeleri icin o(a,b) ve p(a, c) den b = c oluyorsa o dzelligine

fonksiyonel denir (Holz ve dig. (2009))

Aksiyom 7 (Yer Degistirme) Bir kiime ve keyfi bir fonksiyonel ozellik verildiginde, bu fonk-
siyonel ozellik bu kiimedeki bir elemanla birlikte saglayan elemanlari eleman olarak kabul

eden bir kiime vardir. Yani herhangi bir ¢ ozelligi icin,
‘V’A(‘v’xfly(x €cA= go(x,y))) = EIBVZ(Z €Be dzx(ze AN cp(a:,z)))

dir.



Aksiyom 8 (Sonsuzluk) Her a elemani icin a U {a} yi ve bos kiimeyi eleman olarak kabul

eden bir kiime vardir. Yani,
Jz(0 €z AVy(y €z = yU{y} € 2))
dir.

Aksiyom 9 (Kurulum) Bostan farkli bir kiimenin oyle bir elemani vardir ki, bu eleman ile

kiimenin hicbir ortak elemani yoktur. Yani,
A#£Q)=Fz(zre ANANZ =)

Aksiyom 10 (Secim) Bir kiimenin elemanlarindan biri bog kiime ve elemanlari ikiserli ayrik
olsun. Bu kiimenin her bir elemaniyla bir ve yalniz bir ortak elemani olan bir kiime vardir.

Yani,
‘v’x((@ cxAVu,vez(utv=uNv=0)) = IVueczw(unz= {w}))

dir.

2.2. Ordinal Sayilar

Tanim 2.24 Bir A sinifinin her elemant A nin bir alt kiimesi oluyorsa, yani
Va:Vy((yEx/\xeA) :>y€A)

veya buna denk olarak,

Ve(re A= a2 C A)

onermesi gecerli ise A sinifina gecismeli denir (Schloder (2013)).

Tanim 2.25 Tiim elemanlar: gecismeli olan gecismeli bir kiimeye bir ordinal say: veya or-
dinal denir ve «, 5,7, 0,&, s harflerinden biri ile gosterilir. Tiim ordinallerin siifi Ord ile
gosterilir (Schloder (2013)).

Bu tamim asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

a € Ord & "o gecismeli’ N (VB € «, '3 gecismeli ")

dir. Bu tamumdan goriildiigii iizere () nin bir ordinal oldugu agiknr. 0 := () olarak tanmimlanir

(Schloder (2013)).
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Teorem 2.8 « bir ordinal ve 5 € « ise, 3 bir ordinaldir (Holz ve dig. (2009)).

Tanim 2.26 « bir kiime olsun. o + 1 := a U {a} seklinde tanumlanir (Schloder (2013)).
Ashnda bu ifade +1(«) = o + 1 seklinde tamimly +1 : Ord — Ord birli isleminin varligina

isaret edilir.
Teorem 2.9 « bir ordinal olsun. O zaman o + 1 de ordinaldir (Schloder (2013)).
Tanmim 2.27 « ve 3 iki ordinal olsun. O zaman,
a<pf:esaef
seklinde tanimlanir (Levy (2012)).
Teorem 2.10 Her o ordinali icin a < o + 1 dir (Levy (2012)).
Teorem 2.11 (Ord, <) tam (lineer) stralidir. Yani, beta-gama alfa-beta gama-alfa

i) Vv v £~ (surl),
ii) VAVBVa v < BAB < a = v < « (gecismeli),
iii) VAVB v < BV B <~y V~y=[(lineer)
dir (Tarski (1956)).

Teorem 2.12 Her o # 0 ordinali icin 0 < « dir. Yani O en kiigiik ordinaldir (Enderton
(1977)).

Tanim 2.28 « ordinal sayist verildiginde o« = 3 + 1 olacak sekilde bir 3 ordinali varsa o
ordinaline ardil ordinal denir. Tiim ardil ordinallerin sinifi Ard ile gosterilir (Holz ve dig.

(2009)).
Bu tamim asagidaki sekilde de ifade edilebilir:

a € Ard < 36 € Ord(a= [+ 1)
dir (Holz ve dig. (2009)).

Tamim 2.29 « ordinal sayisi verildiginde o ordinali hicbir ordinal sayinin ardili degilse «
ordinaline limit ordinal denir. Tiim limit ordinallerin sinifi Lim ile gosterilir (Holz ve dig.

(2009)).
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Bu tamim asagidaki sekilde de ifade edilebilir:
a € Lim:=a#0A (V8 € Ord(a # 8+1))
dir (Holz ve dig. (2009)).

Teorem 2.13 Her « ordinali i¢cin ya o = 0 ya o € Ard ya da o € Lim dir (Sierpiriski
(1958)).

Teorem 2.14 V3, a ordinalleri icin < o + 1 oldugunda 5 < o dir. Yani,
b<aVf=«a

dir (Sierpiriski (1958)).

Teorem 2.15 Her «,  ordinalleri icin § < acise 5+ 1 < a dir (Sierpiriski (1958)).

Teorem 2.16 « ve ( ordinalleri verilsin. 5 = « + 1 olmast icin gerek ve yeter kosul

a < v < [ olacak sekilde herhangi bir ~y ordinalinin olmamasidir. Yani,
B=a+1eVyeOrd—-(a<vy<p)
dir (Sierpiriski (1958)).

Teorem 2.17 « ordinali verilsin. « € Lim olmast igcin gerek ve yeter kosul o # 0 ve her

B < aigin f+ 1< adwr Yani,
a€lims (aA0ANVE<a f+1<a))
dir (Holz ve dig. (2009)).
Teorem 2.18 ¢ ordinallerin bir 6zelligi olsun. O zaman,
i) () (taban adim),
ii) Va € Ard ¢(a) = ¢(a + 1) (ardd adim),
iii) Va € Lim (V8 < o ¢(B)) = ¢(«) (limit adim)
sartlart saglaniyorsa N o € Ord icin () korunur (Schloder (2013)).
Tanim 2.30 0’z iceren ve +1 islemi altinda kapali olan en kiigiik kiime w ile gosterilir. Yani,
wi=MH{weOord|0ecwAYvew v+1e€w}
dir (Holz ve dig. (2009)).
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Teorem 2.19 w en kiiciik sonsuz ordinaldir (Holz ve dig. (2009)).
Tamim 2.31 1 ordinali, 1 := 041 = 0U{0} = {0} olarak tamumlamr (Holz ve dig. (2009)).

Tanim 2.32 «, 3, ordinalleri verilsin. Ordinal toplam, yinelemeli olarak asagidaki gibi

tamimlanir (Schloder (2013)).
i) a+0=aq
ii) € Ardve f=~v+lisea+f:=(a+v)+1,
iii) B € Limise a+ = U,cg(a+7)

Tanim 2.33 «, 3,y ordinalleri verilsin. Ordinal ¢arpim, yinelemeli olarak asagidaki gibi

tamimlanir (Holz ve dig. (2009)).
i) a-0=q,
ii) € Ardve f=~v+ lisea-5:=(a-v)+aq,
iii) § € Limisea - f:=U,cg(a-7)

Tanim 2.34 «, 3, ordinalleri verilsin. Ordinal iistel, yinelemeli olarak asagidaki gibi

tamumlanir (Holz ve dig. (2009)).
i) o =1,

i) B € Ardve =+ lisea® := () - q,

iii) B € Lim ise o’ := U,5(a”)
Teorem 2.20 A ordinallerin bir kiimesi olmak iizere UA bir ordinaldir (Holz ve dig. (2009)).
Teorem 2.21 Her «, 3 ordinalleri icin o + 3, « - B ve o® ordinallerdir (Levy (2012)).
Tanim 2.35 A ordinallerin bir kiimesi olmak iizere A kiimesinin supremumu,

sup A :=min{a € Ord |V € A f < a}

olarak tamimlanir (Bourbaki (1998)).
Teorem 2.22 A ordinallerin bir kiimesi olmak iizere sup A = UA dir (Holz ve dig. (2009)).

Teorem 2.23 «, 3,y ordinalleri verilsin. Asagidaki ifadeler gerceklesir (Tarski (1956)).
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i) a)0+a=a=a+0 b) p<a+p
c) f<y=a+f<a+y d a<f=a+vy<p+7y

e) (a+B)+y=a+(B+7)
ii) a)0-a=0=a-0 b)l-a=a=a-1

c) 0<aNf<y=a-<a-vy d a<f=a-~v<B-v
&) (@ B) -y =a-(5:7)

iii) a) BA0=0°=0 b) 19 =1
c)l<aAf<y=ad’<a d a<p=ao" <"
e) l<a=pB<a’ f) Pt =al -

g) (aﬁ)v = ol

Teorem 2.24 «, [ ordinalleri verilsin. Asagidaki ifadeler gerceklesir (Holz ve dig. (2009)).
i) a < Pise a-+ v = [ olacak sekilde bir ve yalniz bir ~y ordinali vardr.

ii) B #0ise v = B -&+nven < B olacak sekilde bir ve yalniz bir & ve n ordinal ¢ifti

vardir.

iii) a #Qve 8 >1lisea=07-1T+yAN1 <7< BNy <7 olacak sekilde bir ve yalniz

bir o, T ve 7y ordinal ii¢liisti vardir.

Sonsuzluk Aksiyomu’na gore (Zermelo (1908)) w toplulugu bir kiimedir. Béylece w
bir ordinal ve w ordinalinin her £ elemani i¢in w + & kiimesi, bir ordinal olur. Aslinda tiim «

ve f3 ordinalleri icin o« + 3, « - 3 ve o tanimlanacaktir. O halde,

14w = w<w+1,

2w = w<w-2,
(w+1)¥ = w<w
olur. Burada 1 + w,
(0,0,1,2,3,...)
sirasinin ordinalidir fakat w + 1 ise
(0,1,2,3,...,0)
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sirasinin ordinalidir. 2 - w,

(0,1,0,1,0,1,...)

sirasinin ordinalidir fakat w - 2 ise,
(0,1,2,3,...,0,1,2,3,...)
stirasinin ordinalidir. Ayrica,

2 w=2+4+2+2+4...,

w-2=wtw=w+1+1+1+...

dir. (w+ 1),
(w41 (w+1)7° (w+1)4...)

dizisinin limitidir. Burada,

(w+1) = (W+1)-(w+1)

(wW+1) w+(w+1)-1

= wWH+l+w+l+w+l4+..)+w+1
(wHwt+w+...)+w+1

= WwWtw+l
ve

w+1)? (w+1)

Wtw+1) - (w+1)

(
(

= (WHw+) wtw+wt1l
WHw+l+?+wt+l+d*+. )+ +w+1
(w?

WP+ )+t twtl

= P ruwt+w+l

olmak iizere genelde,

W+ =w"+w" '+ . twtl

dir.
Tamim 2.36 Her pozitif o ordinali icin oyle bir m dogal sayisi, o, . .., o, ordinalleri ve
ag, - - - , y, pozitif dogal sayilart vardir ki
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Qg > ... > Oy

oa=w ay+...+w"-ap
dir. Burada w®° - ay + ... + w*™ - a,, ifadesine, o ordinalinin Cantor normal formu denir.

Her topluluk bir kiime degildir. Ornegin dyle bir R toplulugu vardir ki her elemant

bir kiimedir. Fakat bu kiime kendisinin eleman1 degildir. Yani

R ={z|x ¢ x}

dir. Burada = degiskeni her zaman bir kiimedir.

Sonsuzluk Aksiyomu’nu kullanmadan w toplulugunun sinif oldugu agik degildir fakat
sinif olmaktadir ve Sonsuzluk Aksiyomu, dz = = w biciminde olabilmektedir.

Yerlestirme Aksiyomu’na gore (Skolem (1922)) aslinda w smufi bir kiime oldugun-

dan, {y : Jz(x € w Ay = w + )} smufi bir kiimedir. Bu kiime
{w+z:z€w}

olarak yazilabilir. Bilesim Aksiyomu’na gore (Zermelo (1908)) bu kiimenin
U{w—l—x:x € w} veya U(w—i—x)
zEw
bilesimi de bir kiime olmaktadir. Tanima gore bu bilesim w + w toplamudir.

Bu sonug, Godel’in Eksiklik Teoremi (Godel (1931)) veya Tarski’nin Dogrulugun
Tanimlanamamas1 Teoremi (Tarski ve dig. (1933)) gibidir. Bunlarin gercek bigimleri, N
toplulugu i¢indir. Bu sekildeki teoremleri ispatlamak zordur. Ancak bu teoremler, V icin
yazilabilir ve bu bi¢cimde bu teoremleri ispatlamak oldukg¢a kolaydir.

Bir sinif olusturan tiim ordinallerin toplulugu ORD ile gosterilir. Eger bu sinif bir
a kiimesi ise bu durumda a € ORD olur, yani a € a olur fakat bir ordinal i¢cin bu icerme
miimkiin degildir.Kisaca ORD bir kiime degildir ve bu teorem Burali-Forti Paradoks’u (Burali-

Forti (1897)) olarak bilinmektedir.

2.3. Kardinal Sayilar

Teorem 2.25 (x, <) iyi strali olsun. O zaman, bir ve yalniz bir « ordinali ve f fonksiyon

cifti icin f : (x,<) — («, €) izomorfizmdir (Holz ve dig. (2009)).
Teorem 2.26 Asagidaki ifadeler denktir.
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i) Secim Aksiyomu,

ii) Iyi siralama ilkesi: Her x kiimesi icin (x, <) iyi strali olacak sekilde bir < bagntist

vardrr,
iii) YyNz3f(f : y — x bire-bir V f : x — y bire-bir),
iv) YV ((y 0 A x #0) = 3f(f:y = xdrten V[ : & — y Orten))

dir (Holz ve dig. (2009)).

Tamim 2.37 Kendisinden daha kiiciik ordinaller ile aralarinda bire-bir ve orten bir fonksiyon
bulunmayan ordinale kardinal sayt veya kisaca kardinal denir ve k, \, i, v, p harflerinden
biri ile gosterilir. Tiim kardinallerin sinifi ise Card ile gosterilir (Holz ve dig. (2009)).

Bu tanim asagidaki sekilde de verilebilir :
k € Card := = (3 < k 3f(f : kK — « bire-bir ve drten)).

x bir kiime olsun. Se¢im Aksiyomu ve Teorem 2.26 ye gore (x, <) iyi sirali olacak
sekilde bir < bagintis1 bulunmaktadir. Buna gore x iyi siralanabilir oldugundan Teorem 2.25
ya gore x ile aralarinda bire-bir ve orten bir fonksiyon bulunan ordinaller mevcuttur. Bu
ordinallerin en kii¢ligliniin bir kardinal oldugu aciktir. Bu bilgiler iizerine asagidaki tanim

verilebilir.

Tamim 2.38 Bir x kiimesi verilsin. x ile aralarinda bire-bir ve orten bir fonksiyon bulunan
ordinallerin en kiiciigiine x in kardinal sayist veya kisaca kardinali denir ve |x| ile gisterilir.

Bu tamim asagidaki sekilde de verilebilir :
|z| := min{a € Ord | 3f(x — « bire-bir ve irten)}
dir (Engelking (1977)).

Kardinal tanimina gore, her z kiimesi igin |z| € Card oldugu agiktir. Yine kardinal

tanimina gore, Vo € Ord |a| < a gecerlidir. Ayrica o € Card = |«o| = « gegerlidir.
(a, g€ CardN\3f(f : o — [ bire-bir ve érten)) = «a = [ gecerlidir.

Tanim 2.39 Bir x kiimesi verilsin. |x| den x e bire-bir ve drten bir fonksiyona x in bir

numaralandirmast denir (Enderton (1977)).

Teorem 2.27 x ve y kiimeleri verilsin. f : x — y ve g : y — x bire-bir fonksiyonlari varsa,

o zaman x ile y arasinda bire-bir ve orten bir fonksiyon vardir (Bernays (1991)).
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Teorem 2.28 x ve y kiimeleri verilsin. x C vy ise x den y ye bire-bir bir fonksiyon vardir

(Holz ve dig. (2009)).
Teorem 2.29 x ve y kiimeleri verilsin. Asagidaki ifadeler gecerlidir (Holz ve dig. (2009)).
i) |yl = |z| < 3f(f : y — x bire-bir ve orten),
i) ly| <lz|< 3f(f:y — x bire-bir),
i) y # 0= (lyl < |z| < 3f(f : v — y orten))
Teorem 2.30 A C Card ise sup A = UA € Card dir (Holz ve dig. (2009)).

Teorem 2.31 Bir x kiimesi verilsin. O zaman, asagidakiler gecerlidir (Juhdsz (1980)).

i) |z| <|P(x)

>

i) *2 := {f|f : . — {0,1}} olmak iizere |P(z)| = |*2

>

iii) Vk € Card X € Card k < A

Tanim 2.40 x bir kardinal olsun. Eger k < w ise k ya sonlu kardinal denir. Kk > w ise Kk ya

sonsuz kardinal denir. Sonsuz kardinallerin sinifi ICard ile gosterilir (Enderton (1977)).

w nin her elemaninin bir kardinal oldugu agiktir. Ayrica en kii¢iik sonsuz kardinal w

dir. Teorem 2.31 iii) e gore bir x kardinali icin x nin ardilindan bahsedebiliriz.

Tanim 2.41 Bir k kardinali verilsin. k kardinalinden biiyiik en kiiciik kardinale x nin kardi-

nal ardily veya kisaca ardill denir ve k™ ile gosterilir (Sierpiriski (1958)).

Teorem 2.32 Ord sinifindan [Card sinifina tanmimli bir ve yalniz bir €-izomorfizmi tanim-

Lidir (Holz ve dig. (2009)).

Bu teoreme gore asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.42 Ord sinifindan 1Card smifina tamml bir ve yalniz bir €-izomorfizmine alef
(aleph) fonksiyonu denir ve X ile gosterilir. « € Ord igin R(«) gosterimi yerine X, kul-
lanilabilir. Ozel olarak N en kiiciik sonsuz kardinaldir. Yani Xy = w ve N, en kiiciik sayila-
maz kardinal olup X; = (Xo)* dir. Bazen R, yerine w, gosterimi kullamlir (Holz ve dig.

(2009)).
Teorem 2.33 Asagidaki ifadeler gecerlidir (Holz ve dig. (2009)).
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i) Eger k bir sonsuz kardinal ise k = X, olacak sekilde bir o ordinali vardir.
ii) Eger a < B ise X, < Ng dir.
iii) Eger Xg = w, N1 = (Ny) T, A € Lim ise Xy = sup{R, |« < \} dir:

Tanim 2.43 k ve \ kardinalleri verilsin. Bu durumda,
Atk = [ Ax{0}Ur x {1}
Ak = |AXEK|
kardinallerine sirasiyla k ve \ min kardinal toplami ve kardinal ¢arpimi denir (Holz ve dig.

(2009)).

Tamm 2.44 x ve y iki kiime olsun. O zaman,

Yy ={flf:x—y}

olarak tamuimlanir (Schloder (2013)).

Tanim 2.45 k ve )\ iki kardinal olmak iizere,

K = ‘)\FL|

seklinde tanimlanan kardinale k kardinalinin \ kuvveti veya tisteli denir (Enderton (1977)).

Teorem 2.31 i) ve ii) ye gore Vi € Card k < 2" ve k™ < 2" sonucu verilebilir.
Continuum Hipotezi 2% = X, dir (Enderton (1977)).
Genellestirilmis Continuum Hipotezi Voo € Ord 2% = R, dir (Enderton (1977)).

Teorem 2.34 |z| = x ve |y| = A olmak iizere x ve y kiimeleri verilsin. O zaman,

i) k+A=|zx{0}Uyx {1}

>

i) k- A=z xy|
iii) k* = |Vx|

olur (Holz ve dig. (2009)).

Teorem 2.35 < ordinal toplam, ordinal ¢arpim veya ordinal iistel olsun. «, [ ordinal-

lerinden herhangi biri sifirdan farkli digeri sonsuz ise,

oo B < max{lal, [B[}

dir (Holz ve dig. (2009))
Teorem 2.36 x, \, i, v kardinalleri verilsin. Yani asagidaki ifadeler saglanir (Tarski (1956)).
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i) a) (k+AN)+p=r+A+p b) k+A=A+k

i) a) (K-A)-p=r-(A-p) b) k- X=Xk
c) k-0=0 d) k-1=k
e) k- A+p)=r-A+kK-p

iii) a) K’TH =g kM b) (KM = kMH
c) (K- A =gH -\ d) k' =1ver #0ig¢in0" =0
e) k' =k, 1F = f) KE=kK- kK

iv) Kk < pve <vise

a) K+ A< pu+v b) k- A< pu-v

c) NA0= kN < ¥

Teorem 2.37 Eger x ve \ kardianllerinden biri sifirdan farkli digeri sonsuz ise,
K+ A= kK-A=max{k,\}

dir (Holz ve dig. (2009)).

Tanmim 2.46 a bir kiime olsun. O zaman,

[a]* ={z Callz|=A}

[a]** ={z Callz| <A}

seklinde tamimlanir (Juhdsz (1980)).

Teorem 2.38 a, |a| = k olacak sekilde sonsuz bir kiime ve X\ bir kardinal olsun. O zaman,

A < K ise

[a*] = [[a]**] = la|* = #*

dirve A\ > k ise

dir (Juhdsz (1980)).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Kardinal Fonksiyonlar

Tamm 3.1 ¢, tiim topolojik uzaylarin sinifindan (veya belirli bir alt sinifindan) tiim sonsuz

kardinal sayilarin sinifina tanumli bir fonksiyon olsun. Eger her (X, T;)ic(1,2) topolojik uzay
cifti icin
' X1 ve Xy homeomorf uzaylar' = ¢(X;) = ¢(X3)

kosulu saglanityorsa, ¢ ye kardinal fonksiyon denir (Juhdsz ve dig. (1979)).

Tanim 3.2 Bir (X, 7) topolojik uzay verilsin. X deki noktalarin sayisi ile w min kardinal

toplamina X in kardinali denir ve | X| ile gosterilir (Juhdsz ve dig. (1979)).

Tanmm 3.3 Bir (X, 1) topolojik uzayr verilsin. X in acik alt kiimelerinin sayist ile w nin

kardinal toplamina T nun kardinali denir ve o( X) ile gosterilir (Juhdsz ve dig. (1979)).
Tanmmm 3.4 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere,
w(X) :=min{|B| | B, X i¢in bir taban} + w
kardinaline X in agirligi denir (Juhdsz (1980)).
Teorem 3.1 Her (X, 7) topolojik uzayt igin,
w(X) < o(X) < 2
esitsizlikleri gecerlidir (Juhdsz (1980)).
Teorem 3.2 Bir (x, T) topolojik uzayt Ty ise,
1X| < gu(X)

dir (Engelking (1989)).
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Teorem 3.3 Bir (z, T) topolojik uzayt Ty ise,

| X] < o(X)
dir (Kunen ve Vaughan (1984)).
Tamm 3.5 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere,

d(X):=min{|D||DC X,D=X}+w

kardinaline X in yogunlugu denir (Kunen ve Vaughan (1984)).
Bu tanimda d(X) < w ise, X ayrilabilir uzay olur.
Teorem 3.4 Her (X, T) topolojik uzayt igin,

a(x) < |X]
dir (Kunen ve Vaughan (1984)).
Teorem 3.5 Her (X, 7) topolojik uzayt igin,

d(X) < w(X)

dir (Engelking (1989)).
Sonug 3.6 Her ikinci sayilabilir uzay, ayrilabilir uzaydir (Engelking (1989)).
Teorem 3.7 Bir (z, T) topolojik uzayt Ty ise,

X| < 924
dir (Comport (1971)).
Sonug 3.8 Bir (x, T) topolojik uzayt Ty ise,

22d(X)

d(X) < w(X) < o(X) < 2

esitsizlikleri gecerlidir (Kunen ve Vaughan (1984)).

Sonuc 3.9 Her ayrilabilir Hausdorff uzay: en ¢cok 2 kardinale sahiptir ve en ¢ok 2% acik
kiimeye sahiptir (Kunen ve Vaughan (1984)).
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Teorem 3.10 Bir (X, ) topolojik uzay: verilsin. RO(X), X in tiim regiiler actk alt kiimelerinin
swnifi olmak tizere

RO(X) < 24X)

esitsizligi gecerlidir (De Groot (1965)).

Bir regiiler uzayda tiim regiiler agik kiimelerin sinifi, topoloji i¢in bir taban olusturmaktadir.

Bu bilgiye gore asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 3.11 Eger (X, T) topolojik uzayt regiiler uzay ise,
w(X) < 24X
esitsizligi gecerlidir (De Groot (1965)).
Tanmm 3.6 (X, 7) bir topolojik uzay ve N C P(X) olsun. O zaman VG € 7 IM C N igin,
G=UM
esitligi saglaniyorsa N ye X de bir net denir (Engelking (1989)).
Tamim 3.7 (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere,
nw(X) = min{|N| | N, Xde bir ag} + w
kardinaline X in net agirligi denir (Engelking (1989)).
Teorem 3.12 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. O zaman,
o(X) < 2w
dir (Juhdsz (1980)).
Sonuc 3.13 Her (X, ) bir topolojik igin,
d(X) < w(X) < o(X) < min{2%! 2nv(X)
esitsizlikleri gecerlidir (Juhdsz, 1980).
Teorem 3.14 Bir (X, ) topolojik uzay: verilsin. O zaman,
d(X) < nw(X)

dir (Engelking (1989)).
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Teorem 3.15 Bir (X, 7) topolojik uzayt verilsin. O zaman,

nw(X) < w(X)
dir (Kunen ve Vaughan (1984)).
Teorem 3.16 Bir (X, T) topolojik uzay: verilsin. O zaman,

nw(X) < |X]|
dir (Engelking (1989)).
Sonug 3.17 Her (X, T) topolojik uzayt igin,
d(X) < nw(X) < min{|X|,w(X)}
dir (Juhdsz (1980)).
Tanim 3.8 Bir (X, 7) topolojik uzayt verilsin. O zaman A C X ve U C 7 olmak iizere,
A=nU

esitligi saglaniyorsa U ya A min bir lokal 1-tabani denir (Kunen ve Vaughan (1984)).
Tanim 3.9 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. O zaman,

P(A, X) == min{|U| | U, Xde A mn bir -tabani},

¥(p, X) =v({p}, X)
olmak tizere

P(X) sup{v(p, X) |p € X} +w

kardinaline X in pseudo karakteri denir (Kunen ve Vaughan (1984)).

Pseudo karakter kavrami sadece 7 uzaylariin sinifi i¢in bir kardinal fonksiyondur.
Teorem 3.18 Eger bir (X, 7) topolojik uzayr Ty uzayt ise,

X < nw(X)V )
esitsizligi gecerlidir (Charlesworth (1977)).

Lemma 3.1 « bir sonsuz kardinal sayi olmak iizere, bir X topolojik uzay: verilsin. Asagi-

daki ifadeler gerceklesir (Charlesworth (1977)).
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i) Her bir p € X igin p noktasimn agik komguluklarimin bir B, ailesi,
N{B : B € B,} = {p} olacak sekilde vardur.

B, < k ve

ii) Bir S C X alt kiimesi, X = |J{A : A C S,|A| < k} saglanacak sekilde vardir. O

zaman | X| < |S|* olur.

Teorem 3.19 (Pospisil Teoremi) Herhangi bir X Hausdorff uzay: icin | X| < (d(X ))X(X)

gecerlidir. Ozel olarak her birinci sayilabilir ve < 2% kardinaliteli yogun alt kiimeye sahip

Hausdorff uzayt < 2% kardinalitelidir (Levy (1979)).

Ispat Lemma 3.1 de y(X) = s ve Syi |S| < d(X) gercekleyen bir yogun kiime almak

yeterlidir.

Lemma 3.2 (Sapirovskii Lemmas1) V, X ropolojik uzaymin bir acik ortiiliisii ve s(X ) < Kk
olsun. O zaman A < k olacak sekilde bir A C X alt kiimesi ve |W| < k olacak sekilde bir

W CV alt ailesi, X = AU ((JW) saglanacak sekilde vardir (Hodel (1979)).

Ispat Aksini varsayarak, sonlu otesi timevarimla {z, : 0 < a < x*} C X alt kiimesi ve

{Vo:0< a<kt} CValtailesi

(%) xg € Vi, T4 € <Va— [(UVg) U{x5:6<a}]> 0<a<kh)

B<a
olacak sekilde insa edilebilir. Gercekten, keyfi zp € X ve zyp € Vy € V olan Vj ele-
manlar1 i¢in X # {z0} U Vj oldugundan z; € X — ({zo} U V;) elemani ve z; € V;-
(@ U Vo) gergekleyen Vi € V elemani bulunur. Herhangi bir & < s+ i¢in 25 € X
ve V3 € V (Vf < «) elemanlan belirlenmis olsun. O zaman, || < & oldugundan
varsayim geregi X — [(U Vs) U {zs: 8 <a}] # Dolup X = VUVV olmasindan dolay1
2o € Vo—[(U Vs) U{aﬁ;a:ﬁ—<a}} olacak sekilde z, € X, V, € ii elemanlari bulunarak
sonlu Gtesi tﬁgrrj:varlm devam ettirilir. Ancak bu sekilde insa edilen {z, : 0 < a < Kk}
kiimesi, X uzayinda kesikli olur ki bu da s(X) < k varsayimiyla celigir. Sonug¢ olarak

aranan Ozelliklerde A C X alt kiimesi ve WW C V alt ailesi mevcuttur.

Teorem 3.20 Herhangi bir sonsuz metriklenebilir bir X uzay: icin asagidaki onermeler

dogrudur (Levy (1979)):
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i) w(X)=nw(X)=rw(X)=hd(X)=hL(X)=s(X)=L(X)=dX) =c¢X) =
e(X) = we(X) = p(X),

iv) X uzayinda c(X) kardinaliteli bir gizenekli aile vardur,
v) o(X) = 2vX) dir,

Teorem 3.21 (Schmidt-Stone Teoremi) X hi¢ yalitilmis noktast olmayan ve tiim bostan
farkli agik kiimeleri > r agirlikli olan bir tam metriklenebilir uzay olsun. O zaman, |X| >

kN0 gecerlidir (Stone (1948)).

Teorem 3.22 X tam metriklenebilir bir uzay ve w(X) = k ise | X| = k veya | X| = k™ dir

(Stone (1948)).

Ispat Teorem 3.20ii)’den x < |X| < xM0 esitsizligi vardir. Eger | X| > & oldugu varsayilirsa,
kN > r olur. Herhangi bir p € X noktasini igeren tiim agik kiimelerin ailesi 7, ile gosteril-
mek iizere,

A={pe X :k<|B|, (VBe,)}

seklinde tanimlansin. Bostan farkli ve kapali A alt uzayinin, bostan farkl her ac¢ik kiimesinin
kardinalitesi > « dir. Gergekten, A kiimesi bos olsayd: her p € X noktasinin en az bir B,
acik komsulugu |B,| < &« esitsizligi gerceklesecek sekilde var olurdu. O zaman, w(X) =

L(X) ve X = |J B, oldugundan X uzayimnin {B,},cx acik ortiiliisiiniin bir { B, } . alt
peX
U By,

a<k

Diger iki iddia A kiimesinin tanimindan kolayca goriilir. u < x < ¢ gercekleyen s

o < Kk} = k geligkisi bulunurdu.

ortuiliisti var olup k < | X| = < Kk V sup{|B,,|
kardinallerinin en kii¢iigii A olsun. O zaman, A alt uzayinin bostan farkli her acik kiimesinin
agirhigr > A dir. (Gergekten eger A uzaymin bostan farkli bir V' agik kiimesi i¢in w(V') < A
olsaydi, k < |V| < (w(V))¥ < & celiskisi bulunurdu.) Sonug olarak, Teorem 3.21°den

|A] > A% > kX olup | X | > ™ bulunur.

Teorem 3.23 (Hajnal-Juhasz) « tekil ve giiclii bir limit kardinal say: olsun. Sagilim sayist
s(X) = k olan bir X Hausdorff uzaymnda r kardinaliteli kesikli bir alt kiime vardur (Juhdsz

(1972)).

Teorem 3.24 (Hajnal-Juhasz) Eger GKV + —(erisilmez kardinal sayt) iddiasimin dogru
oldugu varsayilirsa, herhangi bir X Hausdorff uzaymna karsilik uygun bir r x kardinal sayisi

o(X) = 2"X olacak gekilde vardir (Juhdsz ve dig. (1979)).
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Ispat | X| = xolsun. O zaman x = | X| < o(X) < 2| = 2% ve GKV nedeniyle o(X) = &
veya o(X) = 27 olur. o(X) = k olmast durumnda,  bir tekil kardinal say1 olamaz; ¢iinkii
r sayist tekil olsaydi, G KV nedeniyle « bir tekil giiclii limit kardinal say1 olurdu. O halde
Teorem 3.23’den dolay1 X uzayinda « kardinaliteli bir kesikli alt kiime vardir. Dolayisiyla
X uzaymin en az 2" sayida acik kiimesi bulunur ki bu da o(X) = & gergegiyle celisirdi.
Sonug olarak x bir diizenli kardinal say1 olup uygun bir xx kardinali i¢in o(X) = k = 25

gercgeklesir.

Teorem 3.25 |A| > R olmak iizere, { X, }aen kesiklenmemis topolojiden daha ince topolo-

Jiyle donatilmus topolojik uzaylarin bir ailesi ve X = [[ X, olsun. O zaman ¢ € {w,nw,
a€cA

Tw, X, X} ise 9(X) = |A| V supyep ¢(Xa) gerceklesir. Ayrica her o € A igin X, bir Ty

uzayt ise (X)) = |A| V sup,cp ¥(X,) gerceklesir (Hodel (1979)).

Teorem 3.26 (Hewitt-Pondiczery-Marczewski Teoremi) « bir sonsuz kardinal sayi ve

|A| < 2% olsun. her bir a € A igin d(X,,) < k olacak sekilde X, uzaylarmin X = [] X,
a€A

carpim uzayt icin d(X) < k gerceklesir. Ozel olarak < 2% sayida ayrilabilir uzayin ¢arpim

uzayt da ayrilabilirdir (Blair (1972)).

Ispat |D| = & olacak sekilde D kiimesi kesikli topolojiyle donatildiginda elde edilen uzay
D(r) ile gosterilirse, her bir « € A i¢in D(x) kesikli uzaymdan X, uzaymnin < x kardi-
naliteli yogun alt kiimesine (hipotez geregi boyle kiimeler mevcuttur) siirekli 6rten bir f,,
fonksiyonu tanimlanabilir. Ciinkii kesikli bir uzaydan herhangi bir uzaya tanimlanan tiim

fonksiyonlar siireklidir. Eger her a € A igin P, = D(k) olmak iizere P = [[ P, =

aeA

(D(k))* seklinde tammlanirsa, f = [] fa: P — X, f({Pa}tacr) = {fa(Pa)}aca gercek-

a€A
leyen f carpim fonksiyonu siirekli olur. O halde d(P) < x oldugu gosterilirse, herhangi bir

Y uzayinda yogun bir B alt uzaymin herhangi bir yogun alt kiimesinin Y ana uzayinda
da yogun olmasi ve siirekli orten fonksiyonlar altinda yogun kiimelerin goriintiisiiniinde
yogun olmasi gerceklerinden yararlanarak (d(P) >)d(X) < k sonucu elde edilir. Demek
ki d(P) < &k oldugunu kamtlamak yeterlidir. Bu amagla |[A| = 2 oldugu varsayilabilir;
ciinkii |A| < 27 ise 2" sayida kesiklenmemis (6zel olarak tek noktadan olusan) uzay ¢arpima
dahil edilerek yogunluk sayismin degismeyecegi kolayca goriiliir. Ozel olarak eger {0, 1}
kiimesini kesikli topolojiyle donatarak elde edilen kesikli uzay D(2) ile gosterilirse, (genel
olarak herhangi iki noktali kesikli uzay D(2) ile gosterilir) D(2) uzaymin bir 75 uzayi oldugu
agiktir. O halde her bir o € D igin D, = D(2) olmak iizere [[ D, = (D(2))” ¢arpim uzay1

aeD
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bir T, uzay1 olur. Ayrica Teorem 3.25 geregi w((D(2))?) = |D| = & olup, (D(2))? uza-
yinin |B| = & olacak sekilde bir B tabam bulunur. (D(2))” uzay1 bir T uzay1 oldugundan
ikiger ikiger farkli ¢, ... ¢, € (D(2))” noktalarina kargilik B tabanimin ¢, € B, € B ve
iistelik k # i icin B, N B, = 0 (k,i € N,,) olacak sekilde yani ikiserli ayrik olan n tane

iyesi vardir. O zaman,
B ={{By,....,B,} :neN,B, € B(VkeN,), ByNB; =0 (k#1i)} CP <y, (B)

ailesi ele alinsin. Diger taraftan !(D(Q))D} = 2% olup (D(2))” bir indis kiimesi olarak

A = (D(2))P = ({0,1})P gerceklesecek sekilde alinabilir. O halde
P = (D)) = (D(x)) "

olur. Keyfi sabit oy € D(k) noktast ele alinsin. Her bir n € Nigin {By, ..., B,} € B* ve

her (aq,...,a,) € (D(k))™ i¢in 6zel

p{B1,.... B}, (01, 00)) € P = (D(r) P = TP,

seEA

(her ¢ € Aigin P, = D(k)) noktalarinin ¢-ninc1 bilesenleri

ar 3 S € By ise

(p({Bla"-7Bn}7(0517"'705n)))<: ap §¢ QBk ise

seklinde olup tiim bu 6zel noktalarin kiimesi

S=A{p({B1,...,Bu},(a1,...,0)) :n € NABy,...,B,} € B*,o; € D(r) (Vi € N,)}

olarak tammlansin. Her bir p({By, ..., B,}, (ayq,...,a,)) € S noktasma ((By,..., B,),
(a1,...,ap)) € B"x (D(k))" C |J (B™ x ((D(k))™) swral ikilisini eslestiren fonksiyonun
n=1

bire-bir oldugu kolayca goriilebilir. _Dolaylslyla

S| < (B x (D(r)") < oV sup|B” x (D(x))"|
= Ny Vsup(|B"|- |(D(k))"]) = Ro V sup(" - &™)
neN neN

= NoVsup(k-K)=Nyg-k=kK
neN

olur. Ustelik S kiimesi P = [[P. = (D(x))* carpim uzayinda yogundur. Ciinkii bu
SEA
carpim uzayinda herhangi bir taban kiimesi, her bir D (k) ¢arpan uzayinda tek nokta kiimeleri

birer taban kiimesi oldugu icin B = {ag}, X ... X {an}, X ][ P. seklinde olup S N

SFSk
B # () oldugunu goérmek zor degildir. Gergekten, B taban kiimesinin belirleyici indisleri
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(D(2))P uzaymn ikigerli farkli olan ¢, . .., noktalarinin var olan ikiserli ayrik yerel ta-
ban kiimeleri sirasiyla By, . .., B,, ve B taban kiimesinin belirleyici ¢arpan kiimelerinde kul-
lanilan vy, . . ., oy, € D(k) noktalart ile tammlanan p({ By, ..., B, }, (a1, ..., ay)) € P 6zel
noktas1 S N B kiimesine aittir. Kisaca S C P yogun bir alt kiime olup |S| < k gerceklesir.

Sonug olarak d(P) < |S| < k olup teoremin ispat1 tamamlanur.
Teorem 3.27 k bir sonsuz kardinal sayt ise d(3D (k) \ D(k)) = k™ olur.

Teorem 3.28 x, 1 < k kosulunu gercekleyen bir kardinal sayr olsun. BD(k) uzayindan
BD(k) \ D(k) uzaywma siirekli ve orten bir fonksiyonun tamimlanabilmesi icin gerek ve yeter

kosul k = k™ olmasidir.

Ispat « bir sonlu kardinal say1 ise 3D(x) \ D(k) = 0 olacagindan iddia aciktir. x > R,
oldugu kabul edilsin. Gereklilik hipotezi geregi siirekli ve orten bir f : D (k) — BD(k) \
D(k) fonksiyonu var olsun. O zaman, siirekli ve orten fonksiyonlar altinda yogun kiimenin

goriintiisiide yogun olacagindan

No

K" = d(BD(r) \ D(k)) = d(f(BD(x))) < d(BD(x)) < |D(r)] = K < K™

dir. Yani k = ™ olur. Tersine yeterlilik hipotezi geregi © = ™ olsun. 3D(k) \ D(k)
uzayinin Teorem 3.27 nedeniyle var olan ve |E| = k™ olacak sekilde yogun bir £ kiimesi
ele alinsin. O zaman D(x) C BD(k) kesikli alt uzayindan £ C D(k)\ D(k) yogun alt uza-
yna siirekli ve orten bir g fonksiyonu tanimlanabilir. SD(k) \ D (k) uzay tikiz oldugundan,
(¢iinkit D (k) yerel tikiz oldugundan 5 D(x)\ D(k) C SD(k) alt kiimesi kapalidir) g fonksiy-
onunun 3D(k) uzayina siirekli geniglemesi vardir. Yani bir g : D (k) — BD(k) \ D(k)
siirekli fonksiyonu, §|p(.) = ¢ olacak sekilde tanimlanabilir. Ayrica tikiz uzaylardan Haus-

dorff uzaylarina taniml siirekli fonksiyonlar kapali oldugundan

9(BD(k)) = g(kapsp(x)D(K)) = kapsp)\nx)G(D(K)) = kapsp)\nx)9(D(x))
= kapsp)\peE = BD(K) \ D(k)

olup g fonksiyonu ortendir.
Sonug¢ 3.29 Birinci sayilabilir bir tikiz T5 uzay: ya sayilabilirdir ya da 2™ kardinalitelidir.

Teorem 3.30 « sonsuz bir kardinal say: olsun. Asagidaki ifadeler esdegerdir:

i) k kardinaliteli, birinci sayilabilir ve tikiz olan bir 15 uzayt vardir.
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ii) D(k) kesikli uzaymun birinci sayilabilir olan ve |cD (k)| = k olacak sekilde bir cD (k)

tikizlasmasi vardir.

iit) D(k) uzaymn bir ¢D(k) tikizlasmast vardwr éyle ki ¢cD(k) \ D(k) kiimesi, cD(k)

uzayinda r sayida ikiserli ayrik Gs-tiirii kapall kiimenin birlesimi olarak yazilir.

iv) BD(k)\ D(k) kiimesi, 5 D(k) uzayinda r sayida ikiserli ayrik Gs-tiirii kapali kiimenin

birlegimi olarak yazilir.

v) E, || = k gercekleyen bir indis kiimesi olmak iizere, her { € = icin D(k) kiimesinin

alt kiimelerinin bir {Aﬁf)};f:l dizisi asagidaki kosullar gerceklesecek sekilde vardir:

a) |JAY = D(x) (v¢ € D)
n=1

b) Pozitif tam sayilarin her {ne € N : & € =} indis ailesine kargilik sonlu sayida
&1,...,& € = elemanlart, |A$§f N...N A,(@i’;)‘ < Nq egitsizligini saglayacak

sekilde vardur.

c) Her&1,& € =, & # & indis ciftine karsilik bir n € N sayisi
AR U uAD UAP UL U A = D(k)
olacak sekilde vardur.

Ispat i) ifadesi dogruysa, Sonuc 3.29 nedeniyle k = X, ya da x = c olur. Simdi  sayisinin
ne oldugu acik¢a belirtilmeden i), ii), iii), iv) ve v) ifadelerinin esdeger oldugu kanitlanacak-
tir.

i) =ii): X, i)ifadesindeki 0zelliklere sahip olmak iizere, X uzayi araciligiryla tanim-
lanan A(X) Alexandroff ¢ift X uzayi (bkz. Engelking (1989)) kesikli D(x) uzaymn i) deki
ozellikleri saglayan bir tikizlasmasidir. (Gergekten, X; = X x {i} (i = 1,2) olmak iizere
X1 U X, kiimesi iizerinde Alexandroff ¢ift cember uzayina benzer sekilde tanimlanan A(X)
uzay1, birinci sayilabilir bir tikiz 75 uzayidir. A(X) uzayinda X, kapali-seyrek bir kiime ve
X, de agik-yogun bir kiimedir. Ustelik X, alt uzay1, X uzayi ile esyapili olup X, ~ kardi-
naliteli kesikli bir alt uzaydir. Bu durumda kesikli D(x) uzayi ile tikiz A(X) uzaymin X,
yogun alt uzay1 egyapili oldugundan, A(X) uzay1 D(k) uzaymnn ii) durumunda aranan 6zel-
liklere sahip bir tikizlagsmasi olur.) ii)= i) durumu agiktir. Dolayisiyla i) ve ii) ifadelerinin
esdeger oldugu goriiliir.

i) = iv): X, i) ifadesindeki 6zelliklere sahip bir uzay olsun. O halde |D(k)| = |X|
oldugundan bire-bir ve orten bir f : D(x) — X fonksiyonu vardir. Kesikli bir uzaydan her-

hangi bir uzaya tanimlanan tiim fonksiyonlar siirekli oldugundan f fonksiyonu da siireklidir.
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Bu durumda f fonksiyonunun $D(k) uzayma bir siirekli genislemesi vardir. Yani siirekli
bir g : fD(k) — X fonksiyonu, g|p) = f gerceklesecek sekilde vardir. Her z € X
i¢in F, = g7'(z) N (8D(k) \ D(k)) seklinde tanimlansin. 3D(x) bir T} uzay1 oldugundan,
BD(k) uzayinda her sifir kilmesi Gs-tiirii kapali bir kiimedir. Dolayisiyla F), kiimelerinin
BD(k) uzayinda ikiserli ayrik Gs-tiirii kapali kiimeler oldugu ve 5D(k) \ D(k) = | F.
oldugu anlagilir. Yani goriildiigii tizere i) ifadesi dogru ise iv) ifadesi gecerlidir. <
iv) = iii): Agiktir. iii)= v) durumu ise su sekilde kamtlanir: ¢D(k), D(k) uzaymin
iii) ifadesindeki ozelliklere sahip bir tikizlagmasi olsun. O halde c¢D(k) uzayinda cD(k) \

D(k) = £U Fe, |Z] = k olacak sekilde ikiserli G;-tiirti kapali F¢ kiimeleri vardir. Dolayistyla
€=

her ¢ € = i¢in, cD(k) uzayinda G (Vn € N) acik kiimeleri
Fe= (G, Gl €GP (v eN)
n=1

olacak sekilde vardir. Eger her ¢ € Z icin, AY = D(x) — G¥ (vn € N) seklinde tanim-
lanirsa, {Ag)};’f’:l (V¢ € =) dizileri v) ifadesindeki kosullart saglar. Gergekten, her £ € =

i¢in,
D(r) 2 [JAY = D(x) — (G = D(x) — F¢ 2 D(x) — (¢D() — D(r)) = D(x)
n=1 n=1
oldugundan i) saglanir. {n, € N : £ € =} pozitif tam sayilardan olusan herhangi bir indis

ailesi olsun. Bu indis ailesi tarafindan belirlenen {G%? : £ € =} ailesi, titkiz ¢D(k) \ D(k)

kiimesi i¢in bir agik oOrtiiliis oldugundan sonlu sayida &, . . ., & € = indisi

(é1) (&k)
cD(k)\ D(k) C Gl U UGk

’I’Lgk

olacak sekilde vardir. O zaman elde edilen

(€1) () — _ (&) (&r)) — _ (&) (éx)
A m...mAn;;_D(n) (GYU...UGS) =cD(k) — (G U...UGRH)

ngy ng, ng, ngy ne,

kiimesi, D(x) uzayinda tikizdir. O zaman,
(61) (&)
\An; N...N An;; | < Ry

olur ve bu durumda b)’nin saglandig1 anlagilir. F kiimelerinin ikigerli ayrik olmalan gercegin-
den yararlanarak c) kosulunun saglandig1 kolayca goriiliir.
v) = i): Varsayim geregi indis kiimesi = = D (k) seklinde alinabilir. = tizerinde her

bir £ € = noktasinin yerel tabaninin

Be={{&JUE - (AP U...UA9)) :neN}

n
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seklinde tanimlandig1 uzay birinci sayilabilir tikiz bir 75 uzayidir. Aciktir ki, = uzayi birinci
sayilabilir bir uzaydir. Farkli &;,& € = noktalar icin, a) ifadesi geregi & € AS ve
& € ASY olacak sekilde n,m € N vardir. n; = min{n € N : & € Affi)} (i =1,2)
seklinde tanimlansin. Diger taraftan c) ifadesi geregi bir ng € N sayis1 Aggl) u...U A%) U
A§52> Uu...U Ag%’) = E olacak sekilde vardir. Dolayisiyla ng = max{ni, ns, ng} alinirsa,

{(YUE- AU, uAl)) € Be, (i =1,2) olup
{3 UE- AR U UAN N{EIUE- (AR U...uAD)) =0

gerceklenir. Sonug olarak = uzayinin bir 75 uzayr oldugu anlasilir. Ayrica b) ifadesinden
yararlanarak = uzayinin tikiz oldugu goriilebilir. Yani v) ifadesi dogru ise i) de dogru olup

kanit tamamlanir.

Teorem 3.30 ve Sonug 3.29°den yararlanarak, esdeger i), ii), ii), iv) ve v) ifadelerinden
herhangi birisini (dolayisiyla hepsini) gercekleyen sayilamaz tek kardinal saymnin ¢ oldugu

anlasilir.

Tanmm 3.10 (X, 7)) bir topolojik uzay olsun. Eger, X kiimesinin her agik ortiisiiniin sayila-

bilir bir alt ortiisii varsa, (X, T ) uzaywa bir Lindeldf uzayidir denir.

Tanmm 3.11 (X7) bir topolojik uzay olmak iizere, eger her bir x € X noktast ve x’in her bir
U komgulugu icin yol baglanuli V- C U ozelliginde bir V' komsulugu varsa (Xr) ya yerel

yol baglantili uzay denir.
Tamm 3.12 [kiserli ayrik bostan farkli altkiimelerin ailesine hiicresellik denir.

Tamim 3.13 X’in her acik ortiisii en ¢ok k kardinaletisine sahip bir alt ortiiye sahip olacak

sekildeki en kiiciik k kardinaline siklik denir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Diizgiin Yakinsama Topolojisine Cech-Stone Kompaktlastirmasi

X bir Tychonoff (yani tamamen regiiler ve Hausdorff) topolojik uzay olsun ve (Y, p)
bir metrik uzay olsun. Tim f : X — Y siirekli fonksiyonlarin uzayim1 C'(X,Y’) ile ve tim
siirekli ve sinirl fonksiyonlarin uzayr C*(X,Y") ile gosterilsin. Bu uzaylar iizerinde esas
olarak 77 ile gosterilen diizgiin yakinsaklik topolojisi ile ¢alisacagiz. Esas olarak ¥ = R
durumu, yani gercek sayilarin olagan metrikle uzayi ile ilgilenecegiz. Basitlik bakimindan,
C(X):=C(X,R), C*(X) = C*(X,R) ve I =0, 1] ifade ediyoruz.

Bir topolojik uzay (Z, 7) i¢in, Z” nin yogunlugunu d(Z7) ile gosterin ve Z’ nin agir-
ligint ile w(Z) ile belirtin. Tiim uzaylar ve kardinal degismezlerin sonsuz oldugu varsayilir.
Baglam i¢in ne zaman ihtiyac¢ duyulursa, bir kardinal degismezin gosteriminde topolojiyi de
belirtecegiz.

Z’ nin her acgik ortiisiiniin m’den daha kii¢iik kardinaliteli ile bir alt ortiiye sahip

olmasi icin gerek ve yeter kosul Z uzayinin m-kompakt olarak adlandirilmasidir.

Tanmm 4.1 (Hold ve Novomy (2015)) (Z, T) topolojik bir uzay olsun. Sunu yazalim:
§(Z) = min{m; Z m — kompakttir}.

0(Z)’ ye Z’ nin kompaktlik derecesi diyecegiz. Bu kardinal degismez, asagidaki gibi tanim-
lanan Lindelof sayisina benzerdir:
L(Z)=min{m; Z’ nin her a¢ik ortiisiiniin en fazla m seklinde kardinalitesi olan

bir alt ortiisii vardrr.

Aslinda Juhasz (Juhasz (1980) Tanim 1.8)’de Lindelof sayisina alternatif olarak kompaktlik
derecesini onermis, ancak onu kullanmamayi tercih etmigtir. m’ nin kardinal ardili m™ ile
gosterilir.
Onerme 4.1 (Hold ve Novotny (2015)) Topolojik bir (Z, T) uzayt igin

L(Z)<6(Z) < L(Z)*"
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esitsizligi saglanr.

Olgiilebilir bir (Z, 7) uzaymn d(Z)-kompakt olmast igin gerek ve yeter kosul (Z, 7) uza-
ymin genellestirilmis anlamda kompakt olmasidir (Barbati ve Costantini (1997b)) (GK-
compact in generalized sense). Metrik uzaylar i¢in d(Z) = L(Z) sagladifindan §(Z) =
L(Z) olmast igin gerek ve yeter kosulun Z’ nin GK olduguna ve §(Z) = L(Z)™ olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun Z’ nin GK olmadigina sahibiz. Bu karakterizasyon, yazarlarin be-
lirli bir isim olmadan § yerine L semboliinii kullandiklar1 (Barbati ve Costantini (1997a))’de
de kanmitlanmigtir. (Barbati ve Costantini (1997b))’ de yazarlar da benzer bir kavram, yani
genellestirilmis tamamen sinirh (GTB - generalized totally bounded) kavramini onermislerdir.
Bir (Z, p) metrik uzaym A alt kiimesinin her z € Z i¢in, p(z, A) < ¢ saglamasi i¢in gerek ve
yeter kosulun e-yogun oldugu sdylenir. Her £ > 0 i¢in Z’ nin d(Z)’ den daha kiigiik kardi-
naliteli ile e-yogun bir altkiimesine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Z metrik uzayimin,
GTB olarak adlandirilmasidir. Onlar her uyumlu (compatible) metrik i¢in Z uzaymin GTB
olmasi halinde ancak ve ancak 6l¢iilebilir bir uzayimin GK oldugunu gostermislerdir.

X in Cech-Stone kompaktifikasyonunu 5.X ile gosterilsin. McCoy ve Ntantu (1988),
bir Tychonoff X uzay: i¢in d(C'(X)) = w(BX) esitligini sagladigim ifade etmislerdir.
Bununla birlikte, bu makalenin de ana amaci, X’in hangi uzaylar i¢in iddiayr sagladigim

arastirmak olan ilging bir soruyu kap1 agar.

Teorem 4.1 (Costantini (2006) Teorem 2.6) X olciilebilir bir uzay ve Y yol baglantili bir

metrik uzay olsun. Asagidakiler elde edilir:
i) X GK degilse ve Y GTB degilse, o halde d(C(X,Y)) = d(Y)*X) ;
ii) X GK degilse ve Y GTB ise, o halde d(C(X,Y)) = [< d(Y)]?X) ;
iii) X GK ise ve Y GTB degilse, o halde d(C(X,Y)) = d(Y)<%X);
iv) X GK ise ve Y GTB ise, 0 halde d(C(X,Y)) = [< d(Y)]<4X)
Bu teorem, ¢ kullanilarak esdeger ve basitlestirilmis bir forma yeniden formiile edilebilir.

Lemma 4.1 (Hold ve Novotny (2015)) X kompakt bir Hausdorff uzay olsun. O halde d(C(X)) =
w(X).

Ispat Her x € X ve z € U ile birlikte her acik U C X icin siirekli bir fonksiyon Jfau) €
C(X, 1) secilir oyle ki f; y(x) = 1 ve fuu)(X \ U) C {0} dir. Her g € C(X) icin dyle
ki tim y € X icin |g(y) — (2f@u)(y) — 1) < Lolup g(z) € (0,2) ve g(X \ U) € (-2,0)
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elde edilir. Bu yiizden eger baz1 G’ ler C'(X)’ de yogun ise o halde {g71(0,2); g € G}, X’
in bir tabanidir ve boylece w(X) < d(C(X)) elde edilir. Simdi X~ in bir B tabanini segilir
ve her bostan farkli U, V € B igin 6yle ki U C V segilir, f1) 8yle ki fuv)(U) C {0} ve
faern(X\V) C {1} dir. F = {fwv);U,V € B, U C V} U {1} sistemi noktalar1 ayiran
ve sabitleri iceren bir C'(X) alt cebiri olusturur. Bdylece Stone-Weierstrass teoreminden,
C(X)’ de yogun oldugu ve boylece F~ den olusturulan cebir elde edilir, ama sadece rasyonel

sayilar iizerindedir. Bu nedenle, ispatin sonucu olarak d(C'(X)) < w(X) elde edilir.

Teorem 4.2 (Hold ve Novotny (2015)) X bir Tychonoff uzayt olsun. O halde d(C(X)) >
d(C*(X)) = w(pX) dir.

Ispat Tk esitsizlik aciktir. ¢(f) = f|x ile tanimlanan ¢ : (C(8X),7y) — (C*(X), )
doniigiimii bir homomorfizmdir ve Lemma 4.1’ den d(C* (X)) = d(C(fX)) = w(5X) olur.

Teorem 4.3 (Hold ve Novotny (2015)) X bir élgiilebilir uzay olsun. O halde d(C(X)) =
w(BX) = 29 dir.

Ispat R ve [—n,n] ayrilabilir ve C*(X) = |, ., C(X, [-n,n]) oldugu i¢in, d(C*(X)) =
d(C(X)) = 2<°%) elde edilir.

4.2. Arhangel’skii’nin Teoremi ve Hajnal-Juhasz Esitsizligi

Topolojideki kardinal (temel) degismezler teorisindeki 6nemli esitsizliklerden iki tanesi

asagida verilmistir.
Teorem 4.4 (Arhangel’skii (1969)) Eger X bir Ty uzayi ise, o halde | X | < 25X gjy.

Teorem 4.5 (Hajnal ve Juhdsz (1967)) Eger X bir Ty uzayt ise, o halde | X | < 2¢C0X(X) dip.

Burada x(X), X’ in karakterini, ¢(X)” de X’ in hiicreselligini gosterir, yani X’
in bostan farkli ayrik acik alt kiimelerinin ikiserli ayrik koleksiyonunun kardinalitelerinin
(temel Ozelliklerinin) supremumudur ve L(X), X’in Lindelof derecesini belirtir, yani en
kiiciik x kardinali, 6yle ki X’ in her acik ortiisii en fazla x boyutunda bir alt ortiiye sahiptir.

Hiicresellik ve Lindelof derecesi arasindaki esas fark, onceki iki esitsizligin ortak bir
genislemesini bulmayi zorlastirir. 11k girisim 1978 de, zayif Lindelof derecesi notasyonunu
kullanan Bell, Ginsburg ve Woods (Bell ve dig. (1978a)) tarafindan yapilmistir. X’ in za-

yif Lindelof derecesi (wL(X)) en az  kardinali olarak tanimlanir 6yle ki X in her agik
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ortiisii, birlesimi X’ de yogun olan < x-boyutunda bir alt koleksiyona sahiptir. Acikca,
wL(X) < L(X) dir ve ayrica wL(X) < ¢(X) e sahibiz, ¢iinkii < x-boyutlu yogun
alt koleksiyonlar1 olmaksizin her acik ortii, kolay sonsuz indiiksiyon ile bostan farkli agik
kiimelerin x-boyutlu ikiserli ayrik ailesine inceltilebilir. Ne yazik ki, Bell-Ginsburg-Woods

sonucunun Hausdorff tan ¢ok daha giiclii bir ayirma aksiyomuna ihtiyaci vardir.

Teorem 4.6 (Bell ve dig. (1978a)) Eger X bir normal bir uzay ise, o halde | X | < 2wEEX(X)
dir.

Bu esitsizligin regiiler uzaylar i¢in dogru olup olmadig1 hala bilinmemektedir, an-
cak (Bell ve dig. (1978a))’ de Hausdorff uzaylar1 i¢in basarisiz olabilecegi gosterilmistir.
Aslinda, yazarlar keyfi olarak biiyiik kardinaliteye sahip Hausdorff diizensiz birinci-sayilabilir

zayif Lindelof uzaylarini insa ettiler.

Teorem 4.7 (Arhangel’skii (1979)) Eger X bir regiiler uzay ise, o halde | X | < 2wFe(X)x(X)
dir.

Alas (1993), teoremde verilen esitsizligin Urysohn uzaylar i¢in gecerli olmaya devam et-
tigini, ancak Hausdorff uzaylar: i¢in dogrulugu ispatlanamamistir. Arhangel’skii (1995)’te
kendisinin 1969 teoremi ve Hajnal-Juhasz esitsizliginin sayilabilir durumuna ortak bir iy-
ilestirme yapmasina izin veren, kati yari-Lindelof derecesi kavramini ortaya koyarak bir
adim daha atmistir. Eger ki: X’ in her kapali alt kiimesi F' i¢in; £ nin her agik Ortiisii
U i¢in; ve U’ nun her sayilabilir ayrisimi {U,, : n < w} i¢in sayilabilir alt aileler V,, C
U, varsa, X uzaym kat1 yari-Lindelof olarak tanimlamistir, her n < w durumunda, oyle
ki F ¢ U{UV, : n < w} seklinde ifade edilir. Her Lindel6f uzaymim kati Lindelsf
oldugu goriilebilir. Arhangel’skii, ilk sayilabilir uzayn her kat1 yari-Lindel6f” iiniin en fazla
stireklilikte kardinaliteye sahip oldugunu kanitlamistir.

Ancak, Arhangel’skii’nin yaklasimi daha yiiksek kardinallere genisletilemez. Gercek-
ten de | X| < 2¥(*)* in her kat1 yari-Lindelof X uzayi icin dogru olup olmadigi bile net

degildir. Bu, bizi asagidaki kardinal degismezleri ortaya koymaya sevk etmistir:
Tamim 4.2 (Bella ve Spadaro (2019))

* X' in parcali zayif Lindeldf derecesi (pwL(X)), minimum kardinal k olarak tanim-
lanir; dyle ki X in her agik drtiisii U i¢in ve U’ nun her ayrispmi{ld; : i € 1} icin
< k-boyutlu V; C U; aileleri vardir, her i € ITigin dyle ki, X C J{JV; i € I}
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* X in kapali kiimeleri icin parcall zayif Lindeldf derecesi (pwL.(X)), minimum kar-
dinal k olarak tamimlaniy, oyle ki her kapali F' C X kiimesi icin, F’ yi kapsayan her
U ailesi icin ve U’ nun her ayrigimi {U; : i € I}icin, < k-boyutlu alt aileler V; C U;
vardir, yle ki F ¢ J{UV; =i € I}.

Ana bulgumuzun bir sonucu olarak, Arhangel’skii Teoremi’ nin ve Hajnal-Juhasz esitsizli-

ginin istenen ortak uzantisi olan agagidaki sinir1 elde edecegiz.

Teorem 4.8 (Bella ve Spadaro (2019)) Her Hausdorff uzayt X igin, | X| < 2pwLe(X)x(X)

Tanimlanmamis kavramlar icin (Engelking (1989))’ e ve kardinal fonksiyonlarla ilgili gos-

terim bicimi i¢in cogunlukla (Hodel (1984))’ e bagvurulmustur.

4.3. G; Topolojisi I¢in Kardinal Degismezler

Juhdsz’m her kompakt Hausdorff X uzay: icin ¢(X;) < 2¢) simiri, ki burada
¢(X) X’ in hiicreselligini belirtmektedir; ikincisi ise Arhangel’skii’nin, Lindelof regiiler
daginik uzay: tizerindeki G5 topolojisinin Lindelof oldugu seklindeki sonucudur. Juhasz’in
sinir1, her kompakt X uzay1 icin ¢(X5) < ¢(X)“ oldugunu ispatlamanin miimkiin olma-
mas1 bakimindan sikidir (Fleissner (1978)); ve Arhangel’skii’nin sonucunda daginik 6zellik
(scattered property) 6nemlidir, ¢iinkii Gs-topoloji (zayif) Lindelof sayisi ¢*olan kompakt
Hausdorff uzaylar1 bulunmaktadir (Spadaro ve Szeptycki (2018)).

Bu makalede, G s-topoloji tizerindeki kardinal degismezler i¢in ¢esitli yeni sinirlar or-
taya koyulmustur. Ornegin, her X alani icin s(X;) < 2°%) oldugu ispatlanmistir; buradaki
s(X), X’in yayilimidir (yani, X’in ayr alt kiimelerinin kardinalitelerinin ekiisti (supre-
mum)). Regiiler bir alan i¢in L(X;) < min{psw(X)¥X) 25X} oldugu ispatlanmistir.
Burada L(X), X in Lindel6f derecesini belirtirken, psw(X) X’in nokta ayirma agirhgimi
(point-separating weight) ve d(X), X’in yogunlugunu gostermektedir (Bella ve Spadaro
(2017)).

Ispatlarda genellikle (H(u),e) yapisimin temel alt modelleri kullamlmistir.
Dow’un aragtirmasi (Dow (1988)) makalesini okumak i¢in yeterlidir ve burada gerekli bil-
giler verilmistir. H(u)” niin, gecisli kapamiginin (transitive closure) kardinalitesi ;2 den
kiiciik olan tiim kiimelerin kiimesi oldugunu hatirlatir. g regiiler sayllamaz oldugunda,
H(p) nun, giic kiimesi aksiyomu diginda, kiime teorisinin tiim aksiyomlarini karsiladigi

bilinmektedir. Tiim varolussal niceleyiciler .S ile sinirlandirildiginda, bir formiiliin bir S
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kiimesi tarafindan kargilandig1 soylenebilir. E8er, M’ deki parametrelere sahip bir formiil
H(p) ile kargilaniyorsa, M C H (u) seklindeki bir kiimenin H (1)’ nun temel bir alt modeli
oldugu sdylenir (ve bunu M < H(u) seklinde yazilir).

Asagi dogru Lowenheim-Skolem teoremine gore, her S C H () i¢in temel bir alt
model M < H(u) vardir; 6yle ki | M| < |S|- w ve S C M dir. Bu teorem bir¢ok uygulama
icin yeterlidir, ancak genellikle (6zellikle topolojik uzaylar icin kardinal sinirlarda) asagi-
daki kapanma 6zelligine sahip olmalidir. Eger her S C M ise M ’nin x-kapali oldugunu
soylenebilir, 6yle ki |S| < k i¢in S € M vardir. Yeterince biiyiik regiiler p i¢in ve her
sayilabilir S C H () kiimesi igin her zaman bir x-kapali temel alt model M < H (u) vardir,
oyle ki |M| = 2" ve S C M (Bella ve Spadaro (2017)).

G, topolojisinin kardinal fonksiyonlari i¢in bazi sinirlar asagidaki gibidir.

Onerme 4.2 (Bella ve Spadaro (2017))

i) w(Xy) < (w(X))",

i) x(X,) < (x(X))~.
iii) X regiiler ise, d(X,) < 24X %,

iv) X regiiler ise, Tw(X,) < 2700x,

Ispat ilk iki madde asikardur.

Ugiincii madde, regiiler uzaylar icin w(X) < 2%*) oldugu bilindiginden, d(X,) <
w(X,) < w(X)® < 24X olur,

Dérdiincii maddeyi ispatlamak igin, her regiiler X uzayi igin w(X) < (mw(X))<X)

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

Tw(X,) < w(X,) < w(X)* < (mw(X)) X < (rw (X)) X < grelX)

elde edilir.

G5 topolojisi i¢in kardinal degismezlerle ilgili erken sonug¢lardan biri Juhdsz tarafin-
dan (Juhdsz (1972)) te ispatlanmistir ve bu sonug baslangicta Arhangel’skii’nin bir kom-
paktum iizerinde G topolojisine ait zayif Lindelof sayisi ile ilgili bir problemi tarafindan
motive edilmistir. Bunun ispati, sonsuz kombinasyonlulardan Erdos-Rado teoreminin bir

uygulamasidir.
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Teorem 4.9 (Bella ve Spadaro (2017)) X sayulabilir kompakt (tikiz) bir regiiler uzay olsun.
0 halde,
c(X5) < 205,

Yukaridaki teoremde regiilerligin cok dnemli olduguna dikkat edilmelidir, ciinkii (Vaughan
(1980)) G5 noktalar1 ve kardinalite ile, siireklilikten daha biiyiik, hatta ayrilabilir sayilabilir
kompakt bir Hausdorff uzay insa edilmistir. Bir sonraki sonucta Erdos-Rado teoreminden

yararlanilmistir. Buna gore;
s(X) = sup{|D| : D, X' in ayrik bir alt kiimesidir. }
yazilir.

Teorem 4.10 (Bella ve Spadaro (2017)) X herhangi bir uzay olsun ve r bir kardinal olsun.
O halde, s(X,;) < 255,

Ispat Genelligi kaybetmeden s(X) < & oldugunu varsayilabilir. Tezat olarak ise, D C X,
seklinde > (2")* kardinalitesinin bir ayrik kiimesi oldugu varsayilsin. Her z € D igin
X igerisinde bir G, kiimesi G, bulanabilir, 6yle ki G, N D = {z}. {U¥ : o < k} bir
acik kiimeler dizisi olsun, dyle ki G, = (\{U? : o < &k} elde edilir. <, X iizerinde
dogrusal bir siralama olsun. Her bir a, 8 < kigin Cp 5 = {{z,y} € [D]* 12 <y Az ¢
UY Ny ¢ Ug} olsun. Erdos-Rado teoremine gore bir 7' C D kardinalite % mn bir kiimesi
ve bir ¢ift ordinal (v,0) € x? bulunabilir, 8yle ki [T]* C C, s.Buna gore, her x € T i¢in
U NU§ NT = {x}. Dolayisiyla T', kardinalite x** de X" in ayrik bir alt kiimesidir, ki bu
s(X) = k ile ¢eligmektedir.

Teorem 4.11 (Bella ve Spadaro (2017)) X herhangi bir uzay olsun ve r bir kardinal olsun.
O halde, L(X¢) < 25X,

Ispat s(X) < x ve 6 yeterince biiyiik bir regiiler kardinal olsun. M, H(6) nin x-kapali bir
temel alt modeli olsun, dyle ki X, F € M, 25 +1 C M ve |M| = 2" elde edilir.

Her F' € F igin acik kiimeleri {U,(F') : o < k} segilirse, F’nin bir G¢ kiimesi
oldugu goriiliir. ' € F N M oldugunda, {U,(F) : a < k} € M ve dolayisiyla {U,(F) :

a < Kk} C M elde edilir.

Teorem 4.12 (Bella ve Spadaro (2017)) X regiiler bir uzay olsun. O halde, L(X,) <
25(X)~n.
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Ispat X(t(z, X)) uzayindaki bir 2 noktasinin sikiliginin, minimum kardinal  olarak tanim-
lanir. 7 € A\ A’iile X~ in her A alt kiimesi icin B C A seklinde bir alt kiime vardir, dyle
ki |B| < k ve x € B. X uzayimn sikihig1 daha sonra t(X) = sup{t(z, X) : # € X} olarak
tanimlanir. Sayilabilir bir sikilifa sahip bir uzay da ayni zamanda sayilabilecek kadar siki

olarak adlandirilir.

Teorem 4.13 (Bella ve Spadaro (2017)) X yogun bir sayilabilir noktalardan olusan sayila-
bilir kompakt (tikiz) bir uzay olsun. O halde, wL(X¢) < 2{X)wLX)% elde edilir.

Ispat wlc(X) - t(X) < k, G kiimeleri tarafindan X~ in bir F ortiisii olsun. ¢ yeterince
biiyiik bir regiiler kardinal olsun ve M, H ()’ nin s-kapali temel bir alt modeli olsun, dyle
ki X, F e Mve|M|=2".

Her F € F icin {U, : a < k} agik kiimeler segiliraw, F” nin G¢ kiimesi oldugu

gosterilmis olur.
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5. SONUC

Arastirma bulgularinda kardinal fonksiyonlarla ilgili literatiirde son zamanlarda yapilan

calismalardaki bazi sonuglar asagida verilmistir.

(C(X,Y), ) uzayinda m, n iki kardinal say1 olmak iizere;
m<" = sup{m’;j < n}, [< m]" = sup{j";j < m}, [< m]*" = sup{j";j < m,x < n},
elde edilir.

X olciilebilir bir uzay ve Y yol baglantili bir metrik uzay olsun. Buna gore,

i) Y GTB degilse, o halde d(C(X,Y)) = d(Y )<

ii) Y GTB ise, o halde d(C(X,Y)) = [< d(Y)]<*™).
elde edilir.

X Olgiilebilir bir uzay ve Y yol baglantili ayrilabilir bir metrik uzay olsun. O halde
d(C(X,Y)) = 2<°X) elde edilir.

X olgiilebilir, Lindel6ff ve kompakt olmayan bir uzay olsun, o halde w(fX) = ¢ = 2¥

elde edilir.

Arhangel’skii (1979), zayif Lindelof derecesinin yani wL.(X ) kardinal degismezinin,
yani en az « kardinalinin goreceli bir versiyonunu ortaya koyarak bu iki temel sonucun
ortak bir genellemesini elde etmeye ¢ok yaklasmistir dyle ki herhangi bir kapali F'
kiimesi ve F' C [JU saglayan herhangi bir I/ agik kiimeler ailesi igin, bir V € [U]=F
alt koleksiyonu vardir 6yle ki F C |JV dir.

X bir T} uzay1 olsun. O halde, | X| < 25(X)¥(X) e]de edilir.

X yogun sayilabilir karakter noktalar1 kiimesi ile birlikte sayilabilecek kadar kompakt

X| < 2¢eXUX)wle(X) elde edilir.

T5 uzayi olsun. O halde,

X yogun sayilabilir karakter noktalar1 kiimesi ile birlikte regiiler sayilabilecek kadar

kompakt uzay olsun. O halde, wL(X,) < 2wE(X)t(X)% e]lde edilir.
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* X yogun sayilabilir karakter noktalar1 kiimesi ile birlikte normal sayilabilecek kadar

kompakt uzay olsun. O halde, wL(X,) < 20X X)) elde edilir.
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