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Karma denemeler kanonik polinom olarak adlandirilan polinom modelinin
0zel bir haline gereksinim duyarlar. Genellikle, karma denemelerde bilesenler
tizerinde, fiziksel, kimyasal ve ekonomik nedenlerden kaynaklanan, alt ve iist sinirlar
seklinde ek kisitlamalar vardir. Bu ek kisitlamalar ¢ogu zaman kotii kosulluluk
probleminin olusmasina neden olur. Bunun yani sira karma veride x ve/veya y
yoniinde sapan deger problemi de bulunabilir. Bu durumda en sik kullanilan en
kiigiik kareler tahmin edicisi giivenilir sonuglar vermeyecektir. Bu ¢alismanin amaci
karma verinin kotli kosullulukla birlikte sapan degere sahip olmasi durumunda en
kiigiik karelere alternatif daha gilivenilir regresyon katsayi tahmini elde edebilmektir.
Bu tip karma veriler i¢cin sapan degerlere kars1 dayanikli olan robust tahmin ediciler
ile Ridge ve Liu tahmin edicileri birlikte kullanilarak elde edilen robust Ridge ve
robust Liu tahmin edicilerinin performanslari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Karma denemeler, Liu tahmin edicisi, Ridge regresyon, M
tahmin edici, GM tahin edici.
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Experiments with mixtures require a special form of polynomial model called
canonical polynomial model. In general, additional constraints in the form of lower
and upper bounds are placed on the component because of physical, chemical and
economic reasons. These additional constraints often cause multicollinearity. One of
the estimators that are used to estimate the regression parameters for the mixture data
is the ordinary least square estimator. When the mixture data have outliers and/or
multicollinearity problem the performance of the LS estimator will be poor. The aim
of this study is to propose estimators for the model parameter of a mixture models
that can combat with the multicollinearity and the outliers simultaneously. We will
combine the robust M and GM estimators with a biased estimator such as Ridge.
Since the combined estimator (the resulting hybrid estimator) will be robust against
the outlier in y and/or x direction and will deal with the multicollinearity in the
design matrix X it will be more stable estimator then the OLS. Examples are given to
show the performance of combined estimator when the outliers and multicollinearity
are present for experiment with mixture data.
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1. GIRiS Orkun COSKUNTUNCEL

1. BOLUM. GIRIS

1.1. Karma Denmelere Bir Bakis

Karma denemeler ile ilgili istatistiksel arastirmalar Quenouille’nin 1953
yilinda ¢ikan “The Design an Analysis of Experiment” adli kitabindaki kisa 6neri
notu ile baglamistir. Ardindan 1955 yilinda Claringbold “Use of the simplex design
in the study of the joint action of related hormones” adli makalesinde karma
denemeleri ele almistir. Ancak karma denemelerle ilgili olarak yapilan ilk kapsamli
calisma 1958 yilinda Henry Scheffé’nin “Experiments with mixtures” adh
makalesidir. Bu ¢alismada Scheffé, simpleks latis tasarimini ve bu tasarima uygun
polinom modelini vermistir. Bu makale ile birlikte karma denemelerdeki aragtirmalar
hizli bir gelisim siirecine girmistir. Bunu takiben 1963 yilinda Scheffé, simpleks
sentroid tasarim ve uygun polinom modelini vermistir. Bu tasarimlar giiniimiizde
halen sik¢a kullanilmaktadir.

Karma denemeler amag yiizey (response surface) denemelerinin 6zel bir
halidir. Amag yiizey ¢alismalarinda deneysel tasarimdaki herhangi bir faktor igin
secilen diizey, diger faktdrlerden bagimsizdir. Ornegin, karisma orani, reaksiyon
zamani ve sicaklik degiskenlerinden olusan ii¢ bilesenli bir kimyasal deneyi
diistinelim. Bu deneydeki sicaklik diizeyi reaksiyon zamani ve karigsma oranindan
bagimsiz olarak secilebilir. Karma denemelerde ise faktorler karigimi olusturan
bilesenlerin oranlaridir ve amag bilesenlerin miktarlarinin degil, her birinin oraninin
fonksiyonudur.

Giinlik hayatimizda kullandigimiz bir¢ok {irlin iki veya daha fazla
malzemenin ya da maddenin degisik oranlarda karistirilmasiyla elde edilir. Ornegin,
Un, yag, seker, kabartma tozu ve su kullanilarak yapilan kek karigimi. Kum, su ve
bir ya da daha fazla ¢esit ¢imentonun karistirilmasiyla yapilan beton. Portakal, limon
ve havug sularmin karigtirilmasiyla elde edilen meyve suyu. Gilimiis tozu, baglayici,
¢oziicii ve dengeleyici maddelerin karistirilmasiyla elde edilen fotograf film tabakasi.
Tat ve koku veren katki maddelerinin bulundugu tiitiin karigimi. Verdigimiz

orneklerde karisimin olusturulmasinda her iirliniin en az bir ya da daha fazla



1. GIRiS Orkun COSKUNTUNCEL

ozelligiyle ilgilenilmektedir. Biitiin 6rneklerde olusturulan iiriiniin 6l¢iilecek 6zelligi
formiilde goriilen bilesenlerin oranina veya yiizdesine baghdir.

Karma denemelerde iki veya daha fazla maddenin degisik oranlarda
karistirilmasinin nedeni, elde edilen triiniin karisimi olusturan maddelerin tek tek
kullanilmasindan daha iyi sonuglar verebilmesidir. Ornegin, A, B ve C olarak
adlandirilan 3 farkli rafineriden alinan benzin stokumuz olsun ve bunlarin tek tek
veya ¢esitli oranlardaki karigimlariyla ilgilenelim. Bu durumda; %50A-%50B veya
%350B-%50C veya %50A-%50C, %33A-%33B-%33C veya %25A-%75B veya
%25B-%75C veya %25A-%75C gibi ¢esitli oranlardaki karisimlarinin tek basina A,
B ve C benzinlerinden daha iyi sonug verip vermedigi aragtirtlmaktadir. Arastirma
sonunda en iyi sonucu veren karisim belirlenir. Ayrica bu belirleme ya da se¢im
yapilirken maliyet, kullanilabilirlik gibi etmenler de gz Oniinde bulundurulur.
Burada yanitlanmasi gereken soru: “Eger A, B ve C benzinlerinin farkli oranlardaki
karisimlari, fiziksel, kimyasal ve ekonomik sartlar g6z onilinde bulundurularak,
sadece A, B ve C benzinlerinin kullanilmasindan daha iyi sonug¢ verebilir mi?”
(Cornell, 1990).

Karma denemelerde bilesenlerin oranlar1 degistirilerek {iriiniin ilgilenilen
ozelligi degistirilebilir. Deneysel bakimdan, genellikle, Olciilebilir 6zellik veya
Olciilebilir amag (beton karistminin sertligi gibi) ile kontrol edilebilir degiskenler
(beton karisiminda bulunan kum, su, ¢imento bilesenlerinin oranlar1 gibi) arasindaki

fonksiyonel iligki incelenir. Bu incelemenin iki nedeni vardir. Bunlar,

1) Karigimi olusturan maddelerin hangi oranlardaki karisimlarinin en 1yi
oldugunu belirlemektir.
i1) Karigimi olusturan bilesen oranlarini degistirerek tiim sistem i¢in en iyi ya da

optimum durumu belirlemektir.

Karma denemelerle ilgili sdylediklerimizi matematiksel olarak ifade etmek
icin verdigimiz benzin karigimi deneyini tekrar ele alalim. A ve B olarak
adlandirilan iki farkl rafineriden alinan benzin stokumuzun oldugunu diisiinelim.

Burada ilgilenecegimiz 6zellik ayni test araci ile ayn1 miktar A veya B veya bunlarin
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degisik oranlardaki karigimlarinin yaptiklar1 yol miktaridir. A benzininin 1 galonu
(1 galon = 3,79 litre) ile ortalama 13 mil (1 mil = 1,61 kilometre) yol yapildig1 ve B
benzininin 1 galonu ile ortalama 7 mil yol yapildig1 bilinmektedir. Test aracinin
deposuna 1 galon A ve 1 galon B benzini koyuldugunda 13 + 7 = 20 mil yol
yapilabilecegini umariz. Yani, %50A-%50B benzin karistmmin 1 galonu ile
ortalama 20/2 = 10 mil yol yapilacagini bekleriz. Yanitlanmasi gereken soru, “A ve
B Dbenzinlerinin %50A-%50B veya %33A-%67B gibi degisik oranlardaki
karigimlarini kullanarak elde ettigimiz ortalama yol miktarinin, A ve B benzinlerini
tek tek kullandigimizda ulastigimiz ortalama yol miktarindan daha fazla olup
olmadigidir”.

Bu soruyu yanitlamak igin test aracinin deposuna %50A-%50B oranlarinda
benzin karisimindan olusan 2 galon benzin koyulmus ve benzin bitene kadar
gidilmistir.  Bu sekilde 5 deneme yapilmistir, deney 5 kez tekrarlanmistir.
Denemelerden elde edilen sonuglar Tablo 1.1°de verilmistir. Bes deneme sonucunda

yapilan ortalama yol, 12 mildir.

Tablo 1.1. Bes karma deneme sonunda elde edilen sonugclar.

Deneme | %350-%50 benzin karisiminin 2 galonu ile yapilan | 1 galon karisim i¢in ortalama
yol (mil) yol (mil)
1 24,6 12,30
2 23,3 11,65
3 24,3 12,15
4 23,1 11,55
5 24,7 12,35

Ortalama yol = 12.00

Elde edilen 12 millik ortalama yol iki benzin ¢esidinin basit ortalamasindan
elde edilen 10 milden daha yiiksektir. BoOylece A ve B benzinlerinden bir karigim
yapildiginda birbirlerini tamamladiklarin1 séyleyebiliriz. Eger A ve B benzinlerinin
her karisimi i¢in elde edilen ortalama yol miktar1 basit ortalamadan daha biiyiikse bu
durum Sekil 1.1°deki diiz ¢izgi ile gosterilen egri ile verilir. Eger elde ettigimiz
ortalama yol miktart ile basit ortalama esit ise, yani %50A-%50B benzin karigiminda
10 millik bir ortalama, %33A-%67B benzin karisimindan [(13 X %33) + (7 X
%67)]/100 = 9 millik bir ortalama elde ediliyorsa bu durum Sekil 1.1°deki dogru ile
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verilir. Eger ortalama yol basit ortalamadan kii¢likse bu durum Sekil 1.1°de noktal

cizgi ile gosterilen egri ile verilir (Cornell, 1990).

galon basina yapilan yol

%100A-%0B %50A-%50B %0A-%100B

Sekil 1.1. %50A-%50B benzin karisiminin yol grafigi.

Genel olarak karma problemde, ol¢iilebilir ama¢ sadece karigimi olusturan
bilesenlerin oranina baghdir, karisimin miktarina baglh degildir. Benzin 6rneginde
Olctilebilir amag her galon benzin icin yapilan yol miktaridir. Deneyde yapilan yol
miktar1 iki benzin ¢esidinin oranina baglidir, kullanilan yakitin miktarina bagh
degildir. Karma problemin 6nemli bir 6zelligi, bagimsiz veya kontrol edilebilir
faktorlerin (A ve B benzinleri gibi), hacim, agirlik veya mol sayis1 gibi kontrol
edilemeyen oranlar olmamasidir.

Calisilan sistemdeki miimkiin bilesenlerin sayisini q olarak alirsak ve
karmadaki i-inci bilesenin oranini1 da x; ile gosterirsek yukarida anlattiklarimizin

15181nda,

0<xi<1, i=1,2,..,q (1.1)

Ve

K=}

Yx =x1txt .. txg =10 (1.2)
i=l1

kosullar1 ortaya cikar. (1.2)’deki kosula gore negatif olamayan x; bilesen oranlarinin

toplam1 1’1 verecektir. (1.2)’deki kosul, karma denemelerde oranlar {izerindeki temel

kisitlamadir. (1.1) ve (1.2) ile verilen kosullara karma denemelerin dogal kosullari

(dogal kisitlamalar1) denir (Crosier, 1984).
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Bundan sonra x;, 1= 1,2, ..., q’ye karmanin bilesenleri diyecegiz. Karmanin
bilesenleri (1.1) ve (1.2)’deki kosullar1 saglar. Bir karmada miimkiin bilesenlerin
sayisi 1 ise (0rnegin x; = 1, xo = 0, x3 = 0 gibi) boyle karmaya “saf karma” ya da “tek
bilesenli karma” denir. Tek bilesenli karmalar genel olarak ¢ok bilesenli karmalara
karsi bir 6l¢iit olarak kullanilir.

xi, 1=1, 2, ..., @’nun degerleri i¢in kullanilan koordinat sistemine, simpleks
koordinat sistemi denir. x;, i = 1, 2, ... , q karma bilesenleri tizerindeki (1.1) ve
(1.2)’deki dogal kisitlamalar nedeniyle q bilesenli ve simpleksin sinirlar1 tizerindeki
veya i¢indeki noktalardan olusan faktor uzaymin geometrik tanimi (q — 1) boyutlu
simplekstir.

iki bilesen (q=2) i¢in faktdr uzay1 bir dogrudur ve Sekil 1.2°de gosterilmistir.
Bu dogru pargasi lizerindeki tiim noktalar (1.1) ve (1.2)’deki dogal kosullardan otiirti
(x1, 1-x1) veya (1-x, X2) formundadir. Eger x; ve x, bir benzin karisimindaki
sirastyla A ve B maddelerinin oranlari ise tlim olanakli A ve B maddelerinin karigimi

bu dogru pargasi lizerindedir.

Bilesen 2 (x,)

X1+X2:1

| Bilesen 1 (x;)

Sekil 1.2. q =2, x; + x, = 1 i¢in faktdr uzay1 bir boyutlu simplekstir. Ttim
deneysel noktalar dogru iizerinde olmalidir.

Ug bilesen (q = 3) icin faktdr uzay1 bir eskenar iiggendir ve Sekil 1.3’te
gosterilmistir.  Sekil 1.3’teki eskenar iicgenin kose noktalar1 tek bilesenli karmalari
gosterirler ve x; = 1, 1 # j olmak lizere x; = 0, 1, j = 1, 2, 3 seklinde ifade edilir.
Uggenin merkez noktas1 ii¢ bileseninde esit orana sahip oldugu (1/3, 1/3, 1/3)
karisimini temsil eder. Sekil 1.4°te iic bilesenli bir sistemdeki koordinatlarin

cizilebilecegi liggensel koordinatlar verilmistir.
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Bilesen 1 (1, 0, 0) X =

X1+X2+X3:1 (I’0,0)
"
Bilesen 3
(0,0, 1)
Xy = 1 X3 = 1
(0,1, 0) (0,0, 1)

Bilesen 2 (0. 1. 0)

Sekil 1.3. q =3, x; + X, +x3 = 1 i¢in faktdr uzay1 iki boyutlu simplekstir. Tim
deneysel noktalar eskenar iiggenin sinirlar1 iistiinde veya iginde
olmalidir.

0,1,0) (0,0, 1)
= P X3:1

Sekil 1.4. Karma denemelerde {iggensel koordinatlar.

Sekil 1.5°te q =3, x; + x» + x3 = 1 faktor uzayindaki (iki boyutlu simpleksteki)
x; =0, x, =0,2 ve x3 = 0,8 dogrular1 ve (0; 0,2; 0,8) noktast; ayrica (0,35; 0,45; 0,20)
noktasi ve x; = 0,35, x, = 0,45 dogrular1 gosterilmistir. Burada x; + x; + x3 = 1 ve

x3 =1 - X; - X3 oldugu unutulmamalidir.
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(1,0,0) (1,0,0)

X1 X1

X, = 0,45 dogrusu
X, = 0,2 dogrusu

x3 = 0,8 dogrusu x; = 0,35 dogrusu

(0,35; 0,45; 0,20)
noktasi

(0,1, 0) / (0;0,5;0,8) 0,0,1) (0,1,0) / (0,0, 1)

noktasi X3 X2 x3=0,20 dogrusu %

x; = 0 dogrusu

Sekil 1.5. Uggensel koordinatlarda dogru ve noktanin gosterilmesi.

En iyi kanisimlar, iirliniin kalitesini azaltmayan ve ayni zamanda maliyeti
arttiric1 etkisi olmayan karigimlardir. Cogu zaman karmadaki bilesenlerin en az
birinde veya tiimiinde, bilesen degisim aralig1 0 ile 1 arasinda olmayabilir. Baz1 veya
tiim bilesenler {izerinde alt ve {ist sinirlar seklinde kisitlamalar olabilir. i-inci bilesen
tizerinde boyle bir kisitlama s6z konusu ise, q bilesenli bir sistemde, L;, i-inci bilesen
tizerindeki alt sinir ve Uj, i-inci bilesen tizerindeki iist sinir olmak {izere kosul (ek

kisitlamalar),

OSLiSXiSUiSI (13)
seklinde yazilabilir. Bu kisitlamalar ayrica sistemi olusturan bilesenlerin lineer
kombinasyonlar1 iizerinde de olabilir. c;, lineer kombinasyonlar {iizerindeki
kisitlamanin alt sinir1 ve d; tist sinir1 olmak tizere,

¢ < Aljxl + Aszz + ...+ quXq < dj (1.4)

seklinde yazilabilir (Piepel, 1983).

Teoride amag ylizeyi verecek bir fonksiyonel iligki vardir. Bu iligkinin
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n = d(x1, X2, ... , Xq) (1.5)

oldugunu diisiinelim. m, bilesenlerin X, Xo, ... , Xq oranlarina bagli amag¢ degerlerini
gostermektedir. ¢ fonksiyonu ile gosterilen amag ylizeyin x;, i =1, ..., q’de siirekli
bir fonksiyon oldugu kabul edilecektir. Genelde ¢(xi, X2, ... , Xg)’1 gostermek i¢in
polinom fonksiyonlar kullanilir. Normal olarak, diisiik dereceli polinomlar, 6rnegin

birinci dereceden polinom,
q
n=R+ ZBiXi (1.6)
i=1
ve ikinci dereceden polinom,

n=_Po+ iﬁixi + izq:Binin (1.7)

i<j

dir. Iki polinomda da q bilesen vardir. Kiigiik dereceli (birinci ve ikinci dereceden)
polinomlar, biiylik dereceli (liclincii ve daha yliksek dereceden) polinomlara gore
daha az terim icerirler. Bu nedenle denklemdeki parametrelerin kestirimi i¢in daha az
gozlem degerine ihtiya¢ duyarlar. Ayrica ¢ogu zaman ikinci dereceden polinomlar
amag fonksiyonu olusturmak i¢in yeterli olmaktadir.

n denemeden olugsan bir karma deneyde mn amact gozlenirken, i-inci
denemedeki y;, 1=1, 2, ..., n ile gosterilen gdzlenen amag degerleri i¢in n; ortalamali
ve ° ortak varyansli oldugu varsayimi yapilir. &; deneysel hatalarmi iceren gozlenen

amag fonksiyon degerleri,
Yi=MNit g 1<i<n (1.8)

seklindedir. ¢&; deneysel hatalarinin birbirleriyle iliskisiz oldugu ve sifir ortalamali,

o° ortak varyansl dagildig1 varsayilir. Yani i, i’ = 1, 2,..., n ve i # 1’ i¢in E(g;) = 0,
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E(e}) = o’ ve E(gigy) = 0°dir. Béylece v; i¢in beklenen deger i = 1, 2, ... , n olmak
tizere E(y;) = n;’dir.

n = ¢(Xi, X2, .. , Xq) ile polinom bi¢gimindeki modeli olusturmak amaciyla
denklemin fonksiyonel iliskisini yaklasik olarak degerlendirmek icin q bilesenin
degisik oranlariyla ve belirlenmis sayida denemeler yapilir. Degisik oranlarin
kiimesini olusturmak deneysel tasarimlarin ilk adimidir. Daha sonra modeldeki
parametreler tahmin edilir.

Amag fonksiyonu i¢in; y;, 1 =1, ... , n i-inci gézlem degerini, x;, siitunlarinda
bilesen oranlarinin g¢arpimini igeren nxp tipindeki X matrisinin i-inci satirini
(notasyonlar1 sadelestirmek i¢in bundan sonra x; yerine x'; kullanacagiz), B, px1
tipinde bilinmeyen parametre vektoriinii ve g, sifir ortalamali 6* (6* < o) varyansl
normal dagilimdan gelen i-inci gézlemin hatasini géstermek {izere n gozlem ve p

parametreli
yi =X'i + &, i=1,...,n (1.9)

modelini diisiinelim. En genel halde regresyon tahmin edicisini veriye uyguladigimiz
zaman } icin regresyon katsayilar1 dedigimiz B elde edilir ve yi’lerin tahmin edilen
(uydurulmus) degerleri y; = E(y;) = X'iB "dir.  Ayrica rezidiiler ¢; = y; —V; olarak
verilir. (1.9)’de verdigimiz model i¢in en ¢ok bilinen klasiklesmis tahmin edici en

kiiciik kareler tahmin edicisidir. ¢’nin sabit oldugunu diisiinelim. Bu durumda 3’nin

en kiiciik kareler tahmini,
S(B) =D (y; —xiB)’ (1.10)
i=1

fonksiyonunu minimize eder. X, nxp (p > q) tipinde ve i-inci satir1, i-inci gézleme
karsilik gelen siitunlarinda p tane x; de8iskeninin degerlerini iceren p tam rankl
katsayr matrisi ve y, nx1 tipinde amag¢ degisken lizerinde gozlemlerin bir siitun

vektorii olmak tizere B nin en kiiciik kareler ¢6ziimii matris formunda,



1. GIRiS Orkun COSKUNTUNCEL

B =X'X)"'Xy (1.11)

dir ve ¥ uydurulmus degerleri,

¥ =XX'X)"'X'y (1.12)

seklindedir. En kii¢lik kareler yonteminin bu kadar popiiler ve klasiklesmis olmasini
temel nedeni hesaplanmasinin kolayligidir. Tahmin veriler yardimiyla herhangi bir
iteratif yonteme ihtiya¢ olmaksizin direk ve kolaylikla hesaplanmaktadir. Ayrica
diger tiim yansiz tahmin ediciler i¢inde en iyi lineer yansiz tahmin edicidir ve eger
hatalar normal dagiliyorsa, Maksimum Likelihood tahmin edicisine benzedigi gibi bu
durumda diger yansiz tahmin edicilere gére minimum varyansli tahmin verir.

Regresyon analizinde karsilagilan en 6nemli iki problem koétii kosulluluk yada
i¢c iliski ve sapan deger problemidir. Karma denemelerde genellikle karigimi
olusturan bilesenler iizerinde fiziksel, kimyasal ve ekonomik nedenlerden
kaynaklanan (1.3)’te verilen formda alt ve st sinirlar seklinde ve/veya (1.4)’te
verilen formda bilesenlerin lineer kombinasyonlari iizerinde ek kisitlamalar bulunur.
Dolayisiyla bilesen degisim araliklart 0 ile 1 araliginda degildir ve buda kotii
kosulluluk yada i¢ iligki probleminin ortaya ¢ikmasina neden olur. Ayrica y; gozlem
degerleri sapan degerlere sahip olabilirler ve bdylece &; deneysel hatalari normal
dagilmiyor olabilirler. Bu durumda en kiiciik kareler ile elde edilen istatistikler tutarl
olmaz. Ayrica Montgomery ve Voth (1994) Sekil 1.2 ve Sekil 1.3’te verdigimiz kot
kosulluluk problemi olmayan Simpleks Latis Tasarimi olarak bilinen standart
tasarimlarin, en kiigiik kareler tahmininin tutarliligini etkileyen x yoniinde sapan
deger problemine sahip olduklarini gostermislerdir.

Kotli kosulluluk problemi i¢in ¢esitli teknikler Onerilmistir fakat bunlar

arasinda en sik kullanilanlar1 Ridge ve Liu regresyon tahmin edicileridir (Hoerl ve
Kennard, 1970; Liu, 1993). Ridge tahmin edici, BEKK, [’nin en kiigiik kareler tahmin

edicisi ve k, (k > 0) yanlilik ¢arpani olmak iizere,

10
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Br=(X'X+KI)"X'XPB exx (1.13)

ve Liu tahmin edici, 0 < d < 1 olmak iizere,

Br=X'X+I)'(X'X +dD)f exx (1.14)

dir. Liu tahmin edicisinin Ridge tahmin edicisine gore bir avantaji, Liu tahmin
edicisi d parametresinin bir lineer fonksiyonudur ve Ridge tahmin edicisindeki k
yanlilik ¢arpanina gore secimi daha kolaydir. Dikkat edilirse her iki tahmin edici
B’nin en kii¢iik kareler tahmin edicisini kullanmaktadir ve bu tahmin edici y
yoniindeki sapan degerlere kars1 hassastir. Bu problemi ortadan kaldirmanin yolu, bu
tahmin edicilerin Robust sekillerinin tanimlanmasidir.

Eger y yoniinde sapan degerlere sahip bir veri seti ile ¢alistyorsak, bu yondeki
sapan degerlere kars1 hassas olan klasik yontemler (en kiiclik kareler, Ridge, Liu)
tutarli tahminler vermeyecektir. (1.9)’da verilen modelde y; gozlemleri normal
dagiliyorsa en kiiclik kareler yontemi uygun bir yontemdir ve B’nin tahmini iyi
istatistiksel Ozelliklere sahip olacaktir. Ancak, y; gozlemleri normal olmayan,
0zellikle normalden daha kalin kuyruklu, sapan deger iireten, dagilimlardan geliyorsa
en kiigiik kareler uygun tahmin edici olmayacaktir ¢iinkii bilindigi gibi sapan
degerlerin en kiiclik kareler iizerinde biiylik etkileri vardir. Bu durumlarda robust
tahmin yontemlerini kullanmak 6nerilmistir (Huber, 1972, 1973, 1981). Eger veride
sapan degerle beraber kotii kosulluluk problemi varsa robust Ridge ve robust Liu

tahmin edicilerinin kullanilmasi Onerilmistir (Silvapulle, 1991; Arslan ve Billor,
1996, 2000). Robust Ridge tahmin edici, B *, [’nin bir robust tahmin edicisi ve k, (k

> () yanlilik carpani olmak tiizere,

Brr=(X'X +KI)'X'Xp" (1.15)

ve Liu tahmin edici, 0 < d < 1 olmak iizere,

11
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Bro=XX+D'(XX+dDB" (1.16)
dir.
1.2. Robust Istatistige Giris

Istatistik literatiiriinde “Robust” kelimesi “Gii¢lii, Dayanakl1” kelimeleri ile
esanlamlidir.  Robust istatistigin asil amaci model hatalar1 i¢in varsayilan
dagilimlarin yanlis olmasi ve/veya sapan degerlerin bulunmasi durumunda
giivenilebilir sonuglar verebilmektir.

(1.9)’da verilen model i¢in en kiigiik kareler ile parametre tahmini, ¢ hata
teriminin normal dagilimindan geldigi varsayimi altinda yapilir. Normallik varsayimi
hipotez testleri ve gliven araliklarinin olusturulmasi i¢in gerekli olup B katsayilarinin
tahmini i¢in gerekli degildir. Bu durumda elde ettigimiz 3 tahminleri iyi istatistiksel
Ozelliklere sahiptir. Ancak ¢ hatalarimin normal olmayan, kalin kuyruklu, ince
kuyruklu ve/veya c¢arpik dagilimlardan geliyorlarsa en kiigiik kareler tahmin edicileri
1yi tahmin ediciler olmaktan ¢ikacaktir.

En ¢ok kullanilan teknik olan en kiigiik kareler tahmin edicileri g = y; —x'if8
olmak iizere rezidii kareler toplamini yani Zn:slz ’yi minimum yapma diisiincesi ile

i=1
calisir. Verilerde sapan degerler varsa bu durumda ¢; artacak ve kareler toplamini
minimum yapmaya c¢alisan en kiiglik kareler iyi istatistiksel Ozelliklere sahip
olmayacaktir. Sekil 1.6’da verilen grafikte sapan degerlere sahip bir veri i¢in en
kiiciik kareler ve robust yontemlerle uydurulmus dogru verilmistir. En kiiciik kareler
ile uydurulan dogrunun verileri ¢ok iyi agiklayamadigi buna karsilik robust yontemle

elde edilen dogrunun sapan degerlerden hig etkilenmedigi agik¢a goriilmektedir.

12
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K_'"—\—\_

robust

Sekil 1.6. En kii¢iik kareler ve robust yontemlerle uydurulan dogru.

Robust istatistiksel analiz yontemleri anlatilmadan 6nce gerekli baz1 tanim ve

ozellikler Bolim 1.2.1°de verilecektir.

1.2.1. Tamim ve Ozellikler

X, F dagilimina sahip ve her reel p i¢in X + p’niin dagilimi F, ile gosterilsin.
O zaman {F,; —0 < p < oo}’a F tarafindan {iretilen konum parametre ailesi denir.
u’yede konum parametresi (location parameter) denir.

F bir dagilim ve 6 > 0 olsun. Fy = F(x/0), x > 0 olarak tanimlansin. {Fg; 6 >
0}’a F tarafindan genellestirilen Olgek parametre ailesi denir ve 0’yada Olgek
parametresi (scale parameter) denir.

X, F dagilimma sahip olsun ve X + p’niin dagilimi F,; ile gosterilsin.
Boylece {F, s; -o0 < <00, > 0}’aF tarafindan tiretilen konum 6lgek ailesi denir ve
(1, o)’ya konum-olgek parametresi (location-scale parameter) denir.

X =(x1, X2, ... , Xp) rasgele orneklem olsun. 0 tahmin edicisi her a i¢in,

Ba+X)=06(a+xy,..,at+xy)=a+0(xy,...,X,) =a+ 0(X) (1.17)

oluyorsa 0 tahmin edicisine konum esdegerli tahmin edici denir. Eger 6 tahmin

edicisi her a > 0 igin,

0(aX) = 0(axy, ... , ax,) = [a].0(X) (1.18)

13
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oluyorsa 0’ya olgek esdegerli tahmin edici denir. Ayrica eger O tahmin edicisi her

a>0 ve her b i¢in,
B(aX +b)=0(ax; +b,...,ax, +b)=2a.0(X)+b (1.19)

oluyorsa 0’ya konum-ol¢ek esdegerli tahmin edici denir.

Orneklem ortalamasi,

X =+ (1.20)

olarak verilir. Orneklem ortalamasi konumun bir 6l¢iisiidiir ve kitle ortalamasinin bir
tahminidir. Orneklem Medyan: ise, xg’ler xi, ... , Xp’'lerin sira istatistikleri ve

X1y < ... < X olmak lizere,

Medyan= < x +x_ (1.21)
— —+1
2

S

, ngift

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse 6rneklem ortalamasi sapan degerlerden ¢ok asiri
etkilenecek bir yapiya sahiptir ve bu ylizden robust degildir. Ancak Orneklem
medyan1 ise verilerin merkezindeki degere esit olup sapan degerlere karsi hassas
olmayan bir yapidadir ve robust bir tahmindir. Ornegin Rosner (1975)’in verdigi 10
adet aylik kan basinci dlgiistinden olusan x; = {90, 93, 86, 92, 95, 83, 75, 40, 88, 80}
verisi i¢in 6rneklem ortalamasi 82.2 iken 6rneklem medyan1 87 olarak elde edilir.

Orneklem Varyansi,

14
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i(xi _i)2

Var(X)= S’ =- (1.22)

n-1

olarak verilir ve rneklem standart sapmasi S, = 4/S> “dir.

Orneklem varyans1 orneklem ortalamasindan hesaplaniyor olup sapan
degerlere karst ¢ok hassastir ve robust olmayan bir 6l¢ek tahmini verir. Bilindigi
gibi, medyan kiiciikten biiyiige siralanmis bir seride en ortadaki terim oldugundan
medyandan hareketle hesaplanacak bir 6l¢ek tahmincisi de tipki medyan gibi sapan
degerlerden etkilenmeyecektir. Medyandan hareketle hesaplanacak olan bu 6lgek
tahmincisi Medyan Mutlak Sapma (Median Absolute Deviations-MAD) olarak

adlandirilmaktadir. Medyan mutlak sapma,

MAD = medyan|x; — medyan(x;)| (1.23)

formiilii ile hesaplanmaktadir. Yani seri terimlerinin medyandan mutlak farklarinin
medyan1 alinarak elde edilmektedir. Bu 0Olgek tahmin edicisi sapan degerlerden

etkilenmediginden robust bir tahmindir.
1.3. Karma Denemelerde Simpleks Latis Tasarimi ve Kanonik Polinom

Simpleks (kisitlanmis bolge) tizerinde diizgiin araliklarla dagilmis noktalarin
yerlesim diizeni latis (kafes) olarak bilinir. Latis adi noktalarin bir siralanisini
tanmimlamak igin kullamlir. Ornegin simpleks iizerinde q bilesenli m-inci dereceden
bir polinomu tanimlamak, temsil etmek icin {q, m} simpleks latis kullanilir.

Simpleks latis 0 ile 1 arasinda m + 1 esit aralikli degerlerden olusur.

Xi= 0,

2

L (1.24)
m m

15
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boylece {q, m} simpleks latis tasarimi bilesenlerin tiim olanakli degerlerini igerir
(Schefte, 1958).

{q, m} simpleks latisindeki tasarim noktalarinin sayist,

q+m-1} (q+m-1)!
( m ]_ m!(q-1)! (129

dir. Bu birbirinden farkli ve sinirsiz olarak tekrarlanabilen q 6genin sira goz Oniine

alinmaksizin, yani 123 veya 132 gibi, m-li kombinasyonlarmin sayisidir. Ornegin,

3+2-1
{3, 2} simpleks latis i¢in tasarim noktalarinin sayisi ( 5 jzé ve {3, 3}

+3-1
simpleks latis i¢in tasarim noktalarinin sayisi ( ] =10 dur.

{q, m} simpleks latis i¢in tasarim noktalarinda toplanmis veriler i¢in genel

regresyon fonksiyonu asagidaki formdadir. m-inci dereceden polinom

n=Po+ Zq:BiXi + Ziﬁijxixj + ZZ iﬁijkxixjxk T (1.26)

i< i<j<k

+m

seklinde verilir (Cornell, 1990). (1.26)’daki polinomda terim say1s1 (q ]’dir ve
m

bu polinom, x; + X, + .. + x4 = 1 kisitlamas1 durumunda karma modeller i¢in

anlamlidir. Kisitlama nedeniyle,
x,=1->'x, (1.27)

almir ve polinomdaki terimlerden biri sadelestirilir ya da kaldirilir. Bu islem

polinomun derecesini etkilemez. Bu durumda (1.26)’daki polinom derecesi m olan

16
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+m-1

q — 1 bilesenli ve [q J terimli polinoma doniisiir. Bu polinom daha az bilesen

m

ve terim igerdigi i¢in daha uygundur. (1.26)’daki polinoma alternatif olan m-inci
dereceden q bilesenli polinom, (1.2)’deki kisitlamanin (1.26)’daki polinomun bazi
terimleri ile carpilmasiyla elde edilir. Sonugta elde edilen polinoma “kanonik
polinom” ya da “polinomun kanonik formu” denir. Simpleks {izerinde derecesi m
olan q bilesenli belirli bir kanonik polinom modele {q, m} simpleks latis karsilik
gelir. Bunun terside dogrudur (Cornell, 1990).

Kanonik polinomda karmalarin dogal kisitlamalar1 kullanilarak dontisim

yapilmasiyla asagidaki karma modellerin kanonik formlar1 elde edilir.

q
n= Z:Bixi (Dogrusal model) (1.28)

i=1

q q
n= Z:Bixi + ZZBiniXJ’ (Karesel model) (1.29)
i=l1

i<j

1.3.1. {q, m} Simpleks Latisin Tasarim Noktalarinda Ama¢ (Yamyt)

Fonksiyonu Olarak Kanonik Polinom Katsayilar1 ve Parametrelerin Tahmini

{q, m} simpleks latisi ile {q, m} polinomu arasinda 6zel bir iliski vardir. Bu
iligki latisteki tasarim noktalarinin sayisi ile polinomdaki terimlerin sayist arasinda
bire bir iliskidir. Bu iligkinin bir sonucu olarak polinomdaki parametreler, {q, m}
simpleks latisinin noktalarinda beklenen amacin fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

Amac fonksiyondaki i-inci bilesen n); ile gosterilsin. Esit oranli (%50-%50) 1
ve j-inci bilesen nj; ve yine esit oranli i, j ve k-inci bilesen njj ile gosterilsin.
Sekil 1.7°de {3, 2} ve {3, 3} simpleks latislerindeki tasarim noktalarinda amag
fonksiyonunun bu terminolojisi gosterilmistir. Bu terminolojiyi ilk kez Scheffé

(1958) vermistir.
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Ni22

X2=1 X3 =1

O

2 n23 n3 n2 N2z M233 3

Sekil 1.7. {3, 2} ve {3, 3} simpleks latislerindeki tasarim noktalarinda amag
terminolojisi.

Amagc fonksiyonunun terminolojisinin ii¢ 6zelligi vardir:

1. Alt simge sayist karmada kullanilan boliimdeki bolene esittir (n;’deki iki
alt simge bilesen oranlar1 1/2 olan bir karigimi gosterir, yani x; = 1/2 ve
xj = 1/2dir.)

2. Alt simgedeki farkli rakamlarin sayis1 karmadaki sifirdan farkli orana
sahip bilesen sayisini verir.

3. Alt simgede yer alan rakamlar karmadaki ilgili bilesenin oranmi verir.
Ornegin, 11, ii¢ alt simgeye sahiptir. O zaman boliim 3’tiir. Alt simgede
iki tane 1 ve bir tane 2 vardir. Farkli rakam sayisi iki olup 2 bilesen
sifirdan farklidir. 1 rakami iki kez goriinmek {izere birinci bilesen igin
oran 2/3 ve 2 rakami bir kez goriinmek {izere ikinci bilesen ic¢in oran

1/3’tiir.

Polinom modeldeki Bi, Bi ve Bix parametrelerinin m;, ni ve Mk beklenen

+m-—1

amaglar cinsinden ifade edilebilmesi i¢in (q j tane denklemin ¢oziilmesi

m

gerekir. Bu say1 sadece {q, m} polinomundaki parametre sayis1 degil ayrica

{q, m} simpleks latisindeki tasarim noktalarinin da sayisidir. Bu yilizden {q, m}

18
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simpleks latis tasarim noktalarinda olgiilen m;, nj ve nix beklenen amaclarinin da

sayisidir. Ornegin,
N = Bixi + Paxo + B3xz + Praxixz + Pizxixs + P23XoXs (1.30)

ikinci dereceden polinom modeli 3 bilesenli karma sistem igin kullanilsin. Ikinci
dereceden polinom modelindeki 3; ve B parametreleri, {3, 2} simpleks latis tasarim

noktalarindaki n; ve n;; beklenen amagclar cinsinden ifade edilecektir..

Kose noktalarinda ni: xi=1, x;=0, 1,j=1,2,3 j=#i

Kenar orta noktalarda n;: xi=1/2, x;=1/2, x=0, 1<j, k#1,]j

doniisiimii yapilirsa;

m =P n2= P2 M3 = B3
ni2=p % + B2 % +Bi2 %%
N3 =P % +Bs % + B3 %% (1.31)
N2 = P2 % + B3 % +Bos %%

6 bilinmeyenli 6 denklem sistemi elde edilir. Bu sistem f; ve [3; i¢in ¢6ziildiiglinde,

Biz=4n12—-2n1 —2n2
Bz =4n13—2n1 - 213 (1.32)
B2z =4m23 — 212 — 213

elde edilir. ikinci dereceden q bilesenli bir polinom model q(q + 1)/2 terim igerir ve

beklenen amaglar {q, 2} simpleks latis tasarim noktalaridir. Ikinci dereceden q
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bilesenli polinom modelindeki B; ve By, 1, j = 1, 2 ..., q, 1 <] parametreleri {q, 2}
simpleks latis tasarim noktalarindaki m; ve m; beklenen amaglar1 cinsinden

yukaridaki sekilde ifade edilir. Genel olarak q bilesen igin,

Bi =i
Bij = 4nij — 2(mi t my) (1.33)

dir. Daha yiiksek dereceli (m > 2) polinomlar i¢in islemler, ikinci dereceden
polinomdaki islemlerle benzer sekilde yapilir.

Bi ve Pi parametreleri i¢in olusturulan denklemlerden, f; ve f;
parametrelerinin b; ve b; tahminlerini bulabiliriz. Bu amagla n; ve n; beklenen
amagclar1 i¢in gézlenmis degerleri yani y; ve y;; degerlerini kullanabiliriz.

Kose noktalarinda x; = 1, x; =0, j # 1’deki her bir bilesene karsilik gelen
gozlenen amag degerlerini y; ve kenar orta noktalarda x; = 1/2, x; = 1/2, x¢ =0,
1 < j # k’daki ikili terimlere karsilik gelen gozlenen amag¢ degerlerini y; olarak
alalim. B; =n; ve Bij = 4ni; — 2(n; + n;)’de yi ve yji’leri n; ve nji’lerle yer degistirelim.

b; ve by, sirastyla B; ve Bj; parametrelerinin tahminleri olsun. Bu durumda,

bi=yi, i=1,...,q

. .. [ by Yity;
by =4y —2(yity), L,j=1,2,...,q i<]j 2 YT (1.34)

olacaktir. i, rjverjjsirastylaxi=1,x=0; xi=0,xj=1 vexi=x;=1/2, xx =0 (1 <},

k # 1, j) noktalarindaki gozlemlerin tekrar sayismi gostersin. y,, y;, y; ortalama

degerleri bu gozlemlerden elde edilsin. Yukaridaki denklemlerde y;, yj, ve yj’lerin

yerine sirayla y;, y;, y; ’leri kullanilirsa 3; ve Bj; parametrelerinin en kiigtik kareler

tahminleri,
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Bi=7y,

Bij= 4y, -2(y, +§’j) (1.35)
bi¢iminde elde edilir. Dikkat edilirse 3; ve 3;; parametrelerin tahminleri kdse ve orta
noktalarda yapilan tekrarli gozlemlerin orneklem ortalamasina dayalidir. Ancak
orneklem ortalamasi c¢ok hassas bir istatistiktir. Aliman Olgiimler arasinda dis
kosullardan kaynaklanan hatali gézlemler varsa robust olmayan 6rneklem ortalamasi

yanlis tahminler elde edilmesine neden olacaktir. Bu yiizden 6rneklem ortalamasi

yerine bunun robust tahminini kullanabiliriz.
1.3.2. {3, 2} Simpleks Latis Tasarimina Bir Ornek

{3, 2} simpleks latis tasarimin her noktasinda 3 tekrarli olarak yapilan meyve
suyu karigimini ele alalim (Cornell, 1990). Kavun (x;), ananas (x,) ve portakal (x3)
meyvelerinden olusan meyve suyu karigimi elde edilmek isteniyor. Elde edilen
karistmin Lezzetli, dayanikli ve tortusuz olmasi bekleniyor. Yapilan Slgiimlerden

sonra elde edilen veriler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 1.2. Meyve suyu karigimi verileri

Kavun (x,) Ananas (x;) Portakal (x;) Uygunluk (y;) Ortalama (y)
1 0 0 48 43 4.7 4.60
0 1 0 63 6.5 6.2 6.33
0 0 1 74 69 7.0 7.10
0.5 0.5 0 6.1 63 5.8 6.07
0.5 0 0.5 59 6.1 6.5 6.17
0 0.5 0.5 6.1 6.2 6.2 6.17

Tablo (1.2)’deki verilere dikkat edilirse, tekrarli Glglimlerde herhangi bir
uyumsuzluk goérinmemektedir. Ortalamalarda alinan 6lgiimlerden aykir1 olmayan
bir seviyede yani sapan deger ve x’in degisim aralifi 0 ve 1 oldugundan kotii
kosulluluk problemleri yoktur.

(1.35)’de elde edilen ikinci

dereceden modelin katsayr tahminlerini

kullanarak bilinmeyen [ katsayilarin1 hesaplarsak:
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bi=7y, =4.60
b=, =633
by=7y,=7.10

b =47, -2(F, + ¥,) =4.6.07 - 2.(4.60 + 6.33) = 2.42
b1z =4, - 2, + ¥,) = 4.6.17 - 2.(4.60 + 7.10) = 1.28

by =4y, -2(y, +y;,)=4.6.17-2.(633+7.10)=-2.18
elde edilir. O halde modelimiz

S’ = 4.60X1 + 6.33X2 + 7.10X3 + 2.42X1X2 + 1.28X1X3 — 2.18X2X3 (136)
olarak elde edilir.

Simdi Tablo 1.2’de verilen meyve suyu karisimi verisinde 3 tekrarh
gozlemler yerine 4 tekrarli gdzlemler alindigini diisiinelim. Yeni eklenen gozlemler
tezin amacini daha iyi anlatabilmek icin eklenmis hayali gozlemlerdir. Ancak

gercekte bu tip veri setleriyle ¢aligma ihtimali ytliksektir.

Tablo 1.3. Meyve suyu karisimi verisi. Verilere yeni eklenen gozlemler

Kavun (x;) Ananas (xy) Portakal (x3) Uygunluk (y;) Ortalama (V)
1 0 0 4.8 43 4.7 105 6.075
0 1 0 63 6.5 6.2 3.0 5.5
0 0 1 74 69 7.0 14 5.675
0.5 0.5 0 6.1 63 58 0.8 4.75
0.5 0 0.5 59 6.1 6.5 0.3 4.7
0 0.5 0.5 6.1 62 6.2 184 9.225

Tablo 1.3’teki verilere dikkat edersek yeni eklenen bu gdzlemler ilk ii¢
gbzlemin ortalamasindan c¢ok farkli, drneklem ortalamasini biiyiiten, sapan deger

olusturan gozlemlerdir. Bu gézlem ve ortalama igin katsayilar1 hesaplarsak
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b =79, =6.075
b, = yz =355
by =, =5.675

b12:4§’12 _Z(yl + ?2):_4-15
bis =4y, -2(y, *+ y3)2_4-7

by =4y, —2(y, +y;) = 14.55

sonuglarin1 elde ederiz. Ancak ekledigimiz degerlere dikkat edilirse onceki 3
gozlemden cok farkli gbzlemler. Yani bu gozlemler yiiziinden katsay1 tahminlerimiz
giivenilirlikten olduk¢a uzaklastyor. (1/2, 1/2, 0) noktasindaki 18,4 olarak alinmis 4.
gozlemin by, katsayisina etkisinin ¢ok fazla oldugu goriilmektedir. Uydurulan

model,

S’ = 6.075X1 + 5.5X2 + 5.675X3 — 4.15X1X2 — 4.7X1X3 + 14.55X2X3 (137)

seklindedir. 1ki veri grubu icin elde edilen modellerdeki katsay1 tahminleri
birbirinden ¢ok farklidir ve sapan degerlerin modele etkisi agik¢a goriilmektedir.
Sekil 1.8’te her iki model icin yiizey ve kontur grafikleri verilmistir. Aslinda
orneklem ortalamasmma bagli olan bir tahmin yaptigimiz igin normal olarak
problemsiz veriler i¢in grafiklerin birbirine benzer olmasini bekleriz ancak burada
ozellikle kose noktalarda 6rneklem ortalamasinin sapan degerlerden ne kadar fazla

etkilendigini gorebiliyoruz.
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X3 (0,0,1)

X2 (0,1,0) X2 (0’1’0)

(a) (b)
Sekil 1.8. Uydurulan modeller i¢in yiizey ve kontur grafikleri

Orneklerde elde edilen modellerden ve grafiklerden anlagildigi gibi (1.35)te
verilen tasarim tahmin yontemi 6rneklem ortalamasina bagli oldugundan ve sapan
degerlere sahip bir veri grubu ile c¢alistigimizda, 6rneklem ortalamasinin robust
olmamasindan dolay1 biiyiik problemler ¢ikariyor. Iste veride bulunmasi muhtemel
olan bu tip gdzlemlerden etkilenmeyecek bir tahmin edici olarak robust tahmin

edicileri diislinliyoruz.
1.4. Konum ve Ol¢ek Parametreleri icin M Tahmin Edicisi

Maksimum Likelihood tipi tahmin edici veya M tahmin edici en c¢ok
kullanilan robust tekniklerden biridir. M tahmin edicisi sapan degerlerin etkilerini
azaltmak i¢in hatalarin kareleri toplami yerine hatalarin karesel fonksiyonundan daha
yavas artan bir fonksiyon kullanir. Bu fonksiyon, p simetrik, tek minimumu sifir
olan pozitif tanimli ve karesel bir fonksiyondan daha yavas artacak sekilde secilmis

bir fonksiyon olmak iizere,

> p(x;,6) =min (1.38)
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seklindedir. (1.38) denkleminin tiirevini alir sifira esitlersek p’ = y olmak iizere

normal denklemler dedigimiz
> p/(x,,0)= Y w(x,,6)=0 (139)

denklem sistemini elde ederiz. Buna 0’nin M tahmin edicisi veya Maksimum
Likelihood tipi tahmin edicisi denir ve eger f(x), x;’lerin geldigi dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonu iken p = -logf(x;, 0) olarak secilirse aligilmis maksimum
likelihood tahmini elde edilir. Yani, f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu ile verilen bir
dagilimda bilinmeyen konum parametresini 0 ile verelim. f(x — 6), -0 <0 < ©
fonksiyonunu tanimlayalim. x;, Xp, ... , X, bu dagilimdan gelen bagimsiz, 6zdes

dagilimli bir rasgele 6rneklem olsun. ML fonksiyonu,

L(x, 0) = li[f(xi,e) (1.40)
dir. Bu fonksiyonun f(x — 0) i¢in logaritmasi p(x) = —Inf(x) olmak tizere,

InL(0) = ianllnf(xi -0) = —gnl:p(xi -0) (1.41)

dir. Eger tiirev alarak maksimum yapabiliyorsak, p'(x) = y(x) olmak tizere,

d(InL(®)) _ < f'(x, —0) _ 2 B

- ;—f(Xi o) ;\p(xi 0) (1.42)
dir. L(0)’y1 maksimize eden

iW(Xi -0) =0 (1.43)
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denkleminin ¢oziilmesiyle 6’nin maksimum likelihood tipi tahmin edicisi veya M-

tahmin edicisi elde edilir ve genellikle 0 ile gosterilir. M, maksimum likelihood’dan

dolayidir (Hogg, R.V., 1979).

Simdilik 6l¢ek tahmin edicisinin verilerden elde edilebildigini diisiinerek

sadece konum tahmin edicisinin elde edilmesiyle ilgilenecegiz. Yani, Z:p(xi -0) =
min problemi veya Z:\p(xi —0) =0 denklem sisteminin ¢dziimiinii arastiracagiz.

(1.39) denklemini w; agirliklar

wi= YOO a0 (1.44)
x. —0

1

olmak iizere

2 Wi(x,—0)=0 (1.45)
seklinde agirlikli formda yazabiliriz. Buradan

dwx, =Y wo (1.46)

elde edilir ve son yazilan esitlik bize 6°’nin

PN (1.47)

-5

bicimindeki Ornekleme bagli agirliklar ile elde edilen tahminini verir. Robust
istatistiksel analizde kullanilan p fonksiyonlarinin yapisindan dolayr (1.38)’deki
fonksiyonun 0’ya gére minimumunu analitik yontemlerle bulmak miimkiin degildir.

Bu ylizden sayisal yontemler kullanarak ¢6ziim elde edilmeye calisilir. Herhangi bir
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sayisal yontem (Ornegin Newton-Rapson yontemi) kullanilarak bu ¢6ziimiin
bulunabilmesine ragmen en sik kullanilan yontem tekrar agirliklandirilmis en kiiciik
kareler (reweighted least suquares) yontemidir.

Bir kestiricinin robusthigini (dayanikliligini) 6lgmek icin kullanilan iki
yontem vardir. Bu yontemlerden birincisi etki fonksiyonu ve digeri ise bozulma
noktasidir (breakdown point). (1.39)’da verilen y fonksiyonuna Etki Fonksiyonu
denir. Etki fonksiyonu genel olarak yerel dayanikliligin 6l¢iisii olarak adlandirilir ve
bir tek gozlemin ¢ok biiyiik veya cok kiiclik olmasi durumunun tahmin ediciye
etkisini dlcer. Ornegin p(x) = x*/2 secilirse en kiigiik kareler tahmin edicilerine
ulagilir ve en kiiclik kareler icin etki fonksiyonu y(x) = x’tir. Dikkat edilirse y(x)
sinirlt bir fonksiyon degildir ve x — oo i¢in y(x)’de sonsuza gider. Bu en kiigiik
kareler yonteminin, tahminler iizerinde verilerin etkisinin, hatalarin biiytkligi ile
lineer arttig1 ve robust olmadig1 anlamina gelmektedir. Bu ylizden robust istatistikte
secilen p fonksiyonlar: tiirevleri simirli olacak sekilde secilirler. Ornegin literatiirde
kullanilan ve bu tezde de kullanilacak Tablo 1.5’te verilen Huber ve Tukey p
fonksiyonlar1 gibi. Bozulma noktasi ise, genel (global) robustlik 6l¢iisii olarak
tanimlanir ve tahmin ediciyi bozan en kiiclik sayidaki sapan degerlerin, 6rneklem
sayisina orani olarak verilir. Orneklem ortalamasinin bozulma noktasiin 1/n oldugu
ve n — oo i¢in sifir oldugu bilinmektedir. Yani bir tek bozuk gdzlem bile 6rneklem
ortalamasinin bozulmasina yetecektir. Diger yandan 6rneklem medyaninin bozulma
noktasinin %50 oldugu bilinmektedir. Yani verilerin yarisina yakini bozuk olsa bile
orneklem medyani tutarl bir tahmin edicidir. En kii¢iik kareler i¢in bozulma noktasi
I/n olup n’in artan degerleri i¢in sifira yaklasir. Yani en kiiciik kareler %0’lik
bozulma noktasina sahiptir. Buda bize en kiigiik karelerin sapan degerlere karsi ne
kadar hassas oldugunu gosterir.

Bir bagka robust yaklasim ise & hatalarimin normal olmayan daha kalin
kuyruklu veya carpik dagilimlardan geldigi varsayimi ile elde edilebilir. Daha dncede
belirttigimiz gibi, hatalarin normal dagilimdan gelmedigi durumlarda normallik
varsaymmi ile elde edilen tahmin ediciler yanlis sonuglar verecektir. Ornegin hatalarin

t dagilimidan geldigi varsayilirsa maksimum likelihood yontemiyle konum
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(location) parametresi tahmin edebiliriz. Buna gore, f(x), t dagilimimin olasilik

yogunluk fonksiyonu olmak iizere, p = -logf(x) olarak secersek,

2

p(x) = V—H.log(l + X—] (1.48)
2 \%

olup v etki fonksiyonu y(x) = p'(x)’ten

v+1)x
yi = D (1.49)
V+X
olup agirliklar,
wi— 1 (1.50)
v+(x;,—0)

olarak elde edilir ve © konum tahmini elde edilir. Benzer sekilde hatalarin t
dagilimindan daha esnek bir yapiya sahip olan GT dagilimlarindan geldigini veya
hatalarin carpik bir dagilimdan geldigi disiintiliyorsa SGT dagilimindan geldigi
varsayimi daha 1yi sonuglar verebilir. Bu tezde kullanacagimiz dagilimlarin olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 ile p, y ve agirliklar1 Tablo 1.5°te verilmistir.

GT ve t sapan degerlerden ¢ok fazla etkilenmez diger yandan normal
dagilimin en kiiciik kareler kestiricisi X sapan degerlerden ¢ok etkilenir. Yani X
kalin kuyruklu dagilimlar i¢in iyi bir tahmin edici degildir. Robust tahmin edicisini
verilerin merkezinde normal dagilim gibi kuyruklarda ise baska dagilimlara ait gibi
goriilen dagilimlar i¢in kullaniriz.

0’nin Xy, ... , X, O0rneklemi i¢in bulundugunu ve daha sonrada o6rneklemdeki
degerlerin 6 ’dan sapmalarin Ornegin li¢ kati ile degistirildigini diisiinelim. Bu yeni
diizenlenmis 6rneklem icin elde edilecek yeni 0 ¢Ozlimii ayn1 olmayacaktir. Yani

tahmin edici (1.18)’de verildigi gibi 6lgek esdegerli degildir ve bu problemi ¢6zmek
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icin Huber (1981) konum ve 6l¢ek parametrelerinin (1.51) yardimiyla esanli olarak
¢Oziilmesini 6nermistir. Yani dlgek parametresinin de M tahmin edicisini bulabiliriz.
Fakat bu boliimde bizim ilgilendigimiz konum parametresi oldugundan simdilik
Olgek parametresinin verilerden hesaplanabildigini, yani bilindigini varsayarak
sadece konum parametresinin tahminini elde etmeye calisacagiz. O halde 6’nin 0
tahmini i¢in 6lgek esdegerli olanini bulmamiz gerekir. Bunun i¢in 6 6l¢egin (c’nin)

robust tahmini olmak iizere, & ’y1 bir defa tahmin edip kullanacagiz. Bu durumda,

iw("ife}o (1.51)

denklemini ¢ozebiliriz. Coziimde kullanilacak 6lgek tahmini,

med | X, —med(X;) |
0,6745

6:

(1.52)

dir. Paydadaki 0,6745 degeri, eger n biiyiik ve 6rneklem normal dagilimdan geliyorsa
6°’y1, o’nin yansiz tahmin edicisi yapar (6 ~ o). Orneklem standart sapmasi sapan
degerlerden ¢ok etkilenen ve robust olmayan bir tahmin edici oldugundan & yerine
kullanilamaz. Orneklerimizde hatalari & ile standartlastirarak iterasyonlar
yapacagiz.

(1.35)’te verdigimiz simpleks-latis tasarimi ig¢in parametre tahmini, tasarim
noktalarinda yapilan tekrarli gozlemlerin ortalamasina daylidir. Ortalamanin sapan
degerlere kars1 ¢ok hassas olmasindan dolayi, sapan degerlere karsi direncli olan

tahmin ediciler olarak robust M tahmin edicileri tasarim noktalarindaki ¢ok tekrarl

gozlemlere uygularsak, fi*, bilinmeyen 3 parametresinin robust M tahmin edicisi ve

¥, tasarim noktalardaki tekrarli gozlemlerinin ortalamasmin robust M tahmin

edicisi olmak iizere,
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=y,

L =4y, -2(3 +Y) (1.53)

- T

robust tahminlerini elde ederiz.

1.4.1. M tahmin Edicisi i¢in Bir Ornek

Bu kisimda Tablo 1.3’te verilen tasarim noktalarindaki tekrar sayilari birer
arttirillarak olusturulmus meyve suyu karisimi verisi ele alinacaktir. Tablo 1.2°deki
orijinal ve degistirilmis veriler icin (1.36) ve (1.37)’de elde edilen katsay1 tahminleri
ile M tahmin edicilerinden elde edilen katsay1 tahminleri karsilastirilacaktir.

IIk olarak hatalarin hangi dagilimdan geldiginin bilinmemesi durumunda
Huber ve Tukey etki fonksiyonlarini kullanarak daha sonra da hatalarin t, GT ve
SGT dagilimindan geldigini varsayarak iterasyonlar1 yaptirdigimizda elde edilen
tasarim noktalarindaki ortalama sonuglar1 Tablo 1.4’te verilmistir. Huber’in p
fonksiyonu tek minimuma sahiptir. Bu ylizden minimum probleminde ¢oziime
yakinsamasit daha kolaydir. Ancak Tukey’in p fonksiyonunun minimumu tek
degildir. Bu yiizden iterasyonlarda Tukey p fonksiyonu i¢in birden fazla baslangi¢

degeri secmek daha uygun olacaktir.

Tablo 1.4. Yeni veriler i¢in robust tahmin ediciler ile elde edilen tasarim
noktalarindaki ortalama sonuglar1

Tasarim veri eklenmeden Huber | Tukey t GT | SGT

Noktasi onceki/sonraki ort.
X1 4.60/6.075 4.85 4.60 472 | 4.61 | 4.40
X, 6.33/5.5 6.48 6.33 6.14 | 6.34 | 6.22
X3 7.10/5.675 6.85 7.09 6.97 | 7.08 | 6.94
X1X 6.07/4.75 5.81 6.06 593 | 6.02 | 5.85
X1X3 6.17/4.7 5.86 6.16 6.04 | 6.13 | 595
X)X3 6.17/9.225 6.22 6.16 6.22 | 6.16 | 6.11

Oncelikle orijinal ve yeni verideki ortalamalara dikkat edersek eklenen
verilerin ortalamay1 ¢ok etkiledigini goriiriiz. Iterasyonlar sonucunda elde edilen

sonuclara dikkat edilirse yeni veriler i¢in 6rneklem ortalamasi ile robust yontemlerle
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bulunan ortalama arasindaki fark hemen dikkat ¢cekmektedir. Robust yontemler yeni
eklenmis sapan degerlerden hemen hemen hi¢ etkilenmemistir. (1.37)’te klasik
yontem i¢in uydurulan model elde edilmisti. Robust yontemle (6rnegin GT) elde

ettigimiz sonug i¢in uydurulan model

S’ =4.61x; +6.34x, + 7.08x5 + 2.18x1x2 — 1.14x1X3 — 2.2X2X3 (1.54)

olarak elde edilir. Tahmin edilen B katsayilarinin sapan degerlerden nasil
etkilendigini agikca géormekteyiz. (1.36)’da 3 gdzlemli veri i¢in elde ettigimiz klasik
model ile (1.53)’te elde ettigimiz 4 gozlemli sapan degerli veri i¢in robust modele
dikkat edilirse birbirlerine yakin oldugu goriiliir. Yani sapan degerler olmasina
ragmen simpleks latis tasariminda robust yontemler kullanildiginda ¢ok iyi sonuglar

elde edilmektedir.
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Tablo 1.5. Bazi dagilimlar ve p fonksiyonlar i¢in etki ve agirlik fonksiyonlari

F(V;_lj x2 _(%1
Fx)= ———| 1+— , v serbestlik dereceli
t e F(V/Z)( V)
2 v+1)x v+1
p(x) = V—Hln(1+X—J (o) = ¢ )2 w(x) = -
2 v V+X V+X;
xP gL -0 <X <0
p X P
fX, » O, P, Q)= 1+ G>0, p>0, q>0
Ot o9 2qu/p3(1/p,q)[ qcpj
1 1 1 1) Ix, ]
GT p(x)=n|Inp+InT'| q+— |-Inoc-In2—-| — [Inq—InT"| — |-InT'(q) |-| q+— Zln I+—
p p p P /= qo
p-1 p-2
o) = (pq+1] |><||X : W) = (qu;l')ITPI
I+—- arix
qc”
pq+l >0, p>0,q>0,
p [x [ P
f(X, K, o, )\‘: p, q): /p o o |}\«|<1 Qarplkhk
2B(l/p,q)q Po| [l+sgn(x)A]’qo parametreli
1 n p
p(x) = nln p/ZB(l,q]qp —nlnc—[mjzm 1+ [x]
SGT p p J)a [1 + sgn(x)k]p qo’
(pg+1)! i
+1 & [1+sgn(x AP [ x. ' sgn(x, p-2
W(x) = pqp Z[ gn(x; )AT" | ;I gn(x;) wix)= c
N %] [1+sgn(x AP g+ 5l
[1+sgn(x;)A]"qc" ‘ o’
2
X
PR | x[<k = 1% Ix <k L, |x[<k
= X) =
Huber | p(x) R L% Ksen(x), |x [> k w(x) = K
k|x|-——, |x]>k s x>k
|x-0]
2 2P
%[1—|:1—(£j } J,|x|§c
c
p(x) =
C2
Tukey 6 Axpe
2P )2
X X
x|1-| — Jx[gc 1-|— Jx[£c
v - { (cj:l X W) = { (c)] X
0 X >c 0 X >c
welseh | @ o) 1) 1)
p(x) = ?(l—e ) y(x) = xe w(x)= e (Bu tezde ele alinmayacak)
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Sekil 1.9. Huber, Tukey ve Welsch p, y ve agirlik fonksiyonlarimin grafikleri.

Huber

Tukey

p-fonksiyonu

Welsch

p-fonksiyonu

p fonksiyonu

y-fonksiyonu

y-fonksiyonu

Agirlik fonksiyonu

v fonksiyonu

Agirlik fonksiyonu
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2. ROBUST REGRESYON VE KATSAYI TAHMINI Orkun COSKUNTUNCEL

2. BOLUM. ROBUST REGRESYON VE KATSAYI TAHMINi

Robust istatistik, istatistiksel yoOntemlerin saglamlik teorisidir. Robust
istatistik verilerin modelden sapmalarinin klasik yontemlere etkilerini inceler ve
gerekiyorsa daha uygun bir yontem gelistirir. En kiigiik kareler, regresyon modeli
normal dagilima sahipken cogu zaman uygun yontemdir ve iyi istatistiksel
ozelliklere sahip tahminler verir. Ancak normallikten sapmalar oldugu durumlarda
uygun yontem olmaktan ¢ok uzaktadir. Bu tip durumlarda alternatif tahmin edici
olarak robust tahmin edicileri diisiiniiriiz. Istatistiksel ¢alismalarda, regresyon tahmin
edicisi i¢in baslangicta kabul edilen istatistiksel model dogru olmazsa bile iyi
sonuglar verebilen yontemler elde edebilme ugruna hatir1 sayilir g¢abalar sarf
edilmistir. En kii¢iik karelerin normallik varsayimi altinda bile en uygun tahmin edici
oldugu diistincesi Tukey (1960)’m “A survey of sampling from contaminated
distributions” adl1 ¢alismasi ile son bulmustur. Daha sonra bu ¢alismadan esinlenerek
birbirine paralel 4 6nemli robust teori, Huber (1964), Huber (1965), Hampel (1968),
Rousseuw (1987) ortaya atilmustur.

Bu béliimde (1.9)’da verilen n gozlemli, p parametreli regresyon modelinin
parametre tahminlerini inceleyecegiz. Bircok istatistiksel yontem bazi kabullenmeler
ile kisitlanmustir. Ornegin verilerin dagilimmin normal dagilimdan geldiginin kabul
edilmesi gibi. Regresyon analizinde karsilasilan ve bu kabullenmelerin yanlis
olmasimna neden olan en biiyilk problem veri setindeki bazi gozlemlerin diger
gozlemlerden farkli davranmasi yani sapan deger problemidir. Robust istatistiksel
yontemlerin esas hedefi bu tip sapan deger igeren veri setleri i¢in kullanilabilecek,
tutarli sonuglar veren yontemler gelistirmektir. Robust kelimesi ilk olarak 1953°te
G.E.P. Box tarafindan kullanilmistir. Birinci boliimde konum parametresi i¢in robust
tahminler elde etmistik. Bu (1.9)’da verilen modelde p = 0 alinmasi ile esdegerlidir.

Yani, y; = Bo + & modelindeki By parametresinin tahmin edilmesidir. Klasik
yontemler kullanildiginda B¢’in tahmini BO , y orneklem ortalamasina esit olur ve

daha 6ncede belirttigimiz gibi bu tahmin normal olmayan dagilimlarin tirettigi sapan

degerlerden ¢ok etkilenir.
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2.1. Robust M Regresyon Tahmin Edicileri

Robust yaklagimlar sapan degerlerin ortaya ¢iktig1 bir cok durumda uygulama
alan1 bulurlar. Ciinkii robust istatistiksel yontemler baslangic kabullenmelerinin
yanlis olmasi durumunda veya sapan deger olmasi durumunda bile tutarli sonuglar
vermek zorundadirlar. Bir¢ok robust tahmin yontemi vardir. Bunlar arasinda en ¢ok
kullanilanlar M-tahmin edicileri (maksimum likelihood tipi tahmin edici), L-tahmin
edicileri (sira istatistiklerinin lineer kombinasyonlar1), R-tahmin edicileri (ranka
dayali veya rank doniisimiine dayali tahmin edici) (Huber, 1981), RM-tahmin
edicileri (repeated median-tekrarli medyan tahmin edicileri) (Siegel, 1982), LMS-
tahmin edicileri (medyan karelerinin en kii¢iigiini kullanan tahmin edici)
(Rousseeuw, 1984)’dir. Bu tezde en ¢ok kullanilan robust istatistiksel yontem olan
M-tahmin edicileri ile ilgilenecegiz.

(1.9)’da verilen model i¢in en kii¢lik kareler tahmini (1.11)’de verilmisti.
Ancak daha oOncede sdyledigimiz gibi hatalarin normal olmadigi veya sapan
degerlerin olmasi1 durumunda en kiigiik kareler ile elde edilen istatistiksel analiz
sonuglart giivenilir olmayacaktir. Boyle durumlar igin robust istatistiksel analiz
yontemleri uygun olacaktir.

En genel halde (1.9)’daki 3 katsayis1 i¢in M tahmin edicisi, p(e)
Dp) 20 i) p0)=0 iii)pe)=p(-e) iv)lel>[ej, 1] iken p(ei) = p(e;)
kosullarini saglayan bilinen bir fonksiyon olmak {izere

ip(ei) = ip(yi ~xiP) (2.1)

fonksiyonunu minimum yapar. Fonksiyonu minimum yapacak 3 degerini elde etmek

i¢in (2.1)’deki fonksiyonun (’ya gdre tiirevini alip sifira esitlenir. O zaman,

ip'(yi —-x;B)x; =0 (2.2)
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elde edilir. (2.2)’teki fonksiyonu

PC) o x 20,620 (2.3)
=1 €

1

olarak yazabiliriz. (2.3)’teki fonksiyonda w; = p’(e;)/e; dersek fonksiyon,

iz::WiXiei =§:Wixi(yi -xB)=0 (2.4)
seklinde yazilir ve buradan

ZwiXiYi =§wixix§ (2.5)

normal denklemleri elde edilir. Buna gore [ icin M tahmin edicisi,

-1
B = (zwixixgj ZWiXiYi (2.6)
i=l i=1

dir. Matris formunda (2.5)’deki normal denklemler, W matrisi kdsegeninde wij

agirliklar1 bulunan késegen bir matris olmak iizere,
X'WXB =X"Wy 2.7)
ve B tahmini

B =(X'WX)'X'Wy (2.8)
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olarak elde edilir. ¢; hatalar1 i¢in iki durum ele alinabilir. Birincisi hatalarin
bilinmeyen bir F dagilimindan geldiginin varsayilmasi ve ikincisi hatalarin geldigi
dagilim formunun bilinmesi durumlaridir. Boliim 2.1.1 ve 2.1.2°de bu iki durum ele

alinacaktir.

2.1.1. Hatalarin Dagilim Formunun Bilinmemesi Durumu

M tahmin edicisi hesaplanirken birka¢ durum ele almabilir. ilk olarak
hatalarin  geldigi dagilimin bilinmedigini ve o Olgek parametresinin dnceden
hesaplanabildigini diisiinelim. o 0l¢ek parametresinin bir tahmini olarak,

ei =y;— ¥;hatalarinin MAD’ 11 yani,

. 1
6= .medyanle; — medyan(e;)| =

06745 06745 .mad(e;) = 1.483.mad(e;) (2.9)
kullanabiliriz. Daha sonra e; hatalar1 6 ile standartlastirilir ve B i¢in (2.8)’deki
tahmin elde edilir. p fonksiyonu olarak Tablo 1.5’te verilen Huber veya Tukey p
fonksiyonlar1 secilebilir. lteratif tekrar agirliklandirilmis en kiigiik kareler ydntemi
ile M tahmini elde edilir. Ancak Tukey p fonksiyonu Huber p fonksiyonu gibi
minimumu tek olan bir fonksiyon olmadigindan iterasyon icin secilen baslangi¢
degerine dikkat edilmelidir. Bir yakinsama olmuyorsa baska bir baslangi¢c degeri
secilerek islemler tekrar yapilmalidir.

Huber p fonksiyonu,

(2.10)

seklindedir. i-inci gézlem icin e = y;i - Xxi' olup (2.1)’deki fonksiyonu minimize

edecegiz. Bunun i¢in fonksiyonun [’ya gore tlirevini alip sifira esitlersek
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DXy —%'B) =0, %= (Xit, ..., Xip), i=1,...,0,0=(0, ..., 0) (2.11)
i=1

tahmin edici denklem sistemini elde ederiz. Bu p bilinmeyenli denklem sisteminin

¢Ozlimii iteratif yontemle elde edilir. En yaygin yontem tekrar agirliklandirilmis en

kiiciik kareler yontemidir. Bu calismada bu yontem kullanilacaktir. Iteratif yonteme

ihtiyag duymamizin nedeni agirliklarin rezidiilere, rezidiilerin tahmin edilen

katsayilara ve katsayilarin rezidiilere bagli olmasindan kaynaklanir. Dolayisiyla bu

iteratif bir ¢6ziim gerektir. Huber p fonksiyonu i¢in w; fonksiyonu,

. . ,—k<e <k
p'(e) = (2.12)
olmak iizere,
' 1 ,—k<e <k
wi=RCD) oy 2.13)
e, — ,dy
e |
olarak elde edilir.
Tukey’in p fonksiyonu,
2 2 7P
% 1—{1—(Ej } ,lelLce
c
p(e) = (2.14)
C2
_ > ’ € |> c
6

seklindedir. ¢ =5 veya ¢ = 6 secilebilir. w; agirlik fonksiyonu p’(e;),
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¢, 2y’
p'(e) = ei[l_(ﬂ ] lailee (2.15)

0 9|ei|>c

olmak tlizere,

! ei ’ 2
o PE) _ {1—{;” el 016

0 ’|ei|>c

olarak elde edilir ve agirlikli en kiiciik kareler i¢in iteratif yontem uygulanir.

Sekil 1.9°da verilen Huber ve Tukey p fonksiyonlarinin grafiklerine dikkat
edilirse Tukey p fonksiyonu bir siire arttiktan sonra sabitlesirken Huber p fonksiyonu
artmaya devam etmektedir. Yani Tukey p fonksiyonu kullanilarak ¢dziime daha hizl
ulasilmasina ragmen daha oncede belirtildigi gibi iterasyonlarda segilen baglangic
degeri ¢ok onemlidir.

Ikinci olarak gene hatalarin hangi dagilimdan geldiginin bilinmedigini ve o
Olcek parametresinin de bilinmedigini diisiinelim. o dlgek parametresini 3 ile esanli

olarak tahmin edebiliriz. Bu durumda Huber (1981), po(0) = 0 ve a > 0 olmak {izere,

L(B, o) = HZ{ (yl . Bj+a} 2.17)

i=1

fonksiyonunu 3 ve ¢’ya gére minimize etmeyi onermistir (Literatiirde bu yaklasim
Huber’in 2. Yaklasimi olarak bilinir). Bunun i¢in (2.17)’deki fonksiyonun 3 ve ¢’ya

gore tiirevlerini alip sifira esitlersek,

G_L:lng(yi—_wjxgzo

aB ni; O

a_L:lng(Yi_XiBj( —(y; — B)j +p0( _XiBj-i-a:O
oc n4<g o o’ c

elde ederiz. Son elde ettigimiz denklemlerde yo(x) = p'o(X) ve xo(X) = Xyo(x) — p'o

alirsak,
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lzwo(yi__xiﬁ]xi:o (2.18)
n‘g o}
Ve

150228 (219)

i=1

minimizasyon problemi elde edilir. p = (1/2)x” secilirse en kiigiik kareler tahmin
edicisi elde edilir ve p’nun bu klasik se¢imi i¢in normal model varsayimi altinda

6 'nin ¢’nin yansiz tahmin edicisi olabilmesi i¢in Huber a parametresinin,
n —
a= TPE(XO) (2.20)

olarak secilmesini Onermistir.
Asagida verecegimiz algoritma yardimiyla B ve o i¢in agirlikli en kiigiik
kareler katsay1 tahminleri Huber ve Tukey p fonksiyonlari i¢in yapilir. Algoritma

o’nin esanli tahmin edilip edilmeyecegine gore 4 veya 6 adimdan olusabilir.
Algoritma I (Huber ve Tukey icin katsay1 tahminleri)

Agirlikli en kiigiik kareler icin bir algoritma e; = y; — x'i} olmak iizere

asagidaki gibidir.

i. Pk ve oix baslangic degerleri secilir. [ i¢in baslangic degeri en kiigiik
kareler veya LMS olabilir. o i¢in ise baslangic degeri (2.8)’den
hesaplanabilir.

ii.  Verilerden e; ve oj hesaplanir. Rezidiiler ei/ojy seklinde standartlastirilir.

iii.  w; agirhiklarn belirlenerek kdsegeninde wi’ler olan W kosegen matrisi

olusturulur.
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iv. e, e’lerin bir vektori olmak iizere T = (X'WX)'X'e hesaplanir ve
B =i+ 1 elde edilir. By yerine p alinr.

v.  Buradan B ve oy yardimiyla ve o = E(y?) = 0.7785 olmak iizere,

1 — B(l) 2
G (n— p)az\lf( - ] (o) (2.21)

olarak elde edilir.
vi. oy yerinde " almarak ayni islemler tekrar edilir. Iterasyona T sifira

yaklasana kadar, 6rnegin 7, 0.00001 oldugunda, son verilir.

Eger o esanli olarak tahmin edilmek istenmiyorsa algoritmanin v. ve vi. adimlari
cikarilir ve algoritmanin basinda secilen ojx, o’nin bir tahmini olarak alinir ve

iterasyon icerisinde yeniden hesaplanmadan kullanilir.
2.1.2. Hatalarmm Dagilim Formunun Bilinmesi Durumu

Bu kisimda hatalarin geldigi dagilimin simetrik oldugu diisiiniiliiyorsa normal
dagilima alternatif kalin kuyruklu t veya GT dagilimindan geldigi varsayilacak ve
hatalarin simetrik olmayan ¢arpik bir dagilimdan geldigi diisiiniiliiyorsa SGT

dagilimindan geldigi varsayilacaktir. ilk olarak (1.9)’da verdigimiz modelde

hatalarim — [(y‘ xip)° J olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ailesine sahip bir
c c’

dagilimdan geldigi ve ¢ dlgek parametresinin bilinmedigini diisiinelim. Buna gore 3
ve o i¢in esanli M tahmin edicisini Maksimum Likelihood yontemiyle bulabiliriz.

[k olarak Maksimum Likelihood fonksiyonunu olusturalim.

i=1 c G

L(B. o) - ﬁif[—(y”’?ﬁ ) j= 11 ((y‘ SIS Lk j (222)
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elde ederiz. Islemleri kolaylastirmast acisindan (2.22)’deki  fonksiyonun
logaritmasini alip log Likelihood fonksiyonunu olusturursak,

2
(&)

L = logL(B, o) = -nlogo + ilog{f{wﬂ (2.23)

log Likelihood fonksiyonunu 3 ve ¢’ya gére maksimum yapmak istiyoruz. Bunun

i¢in (2.23)’teki L fonksiyonunun 3 ve ¢’ya gore tiirevlerini alip sifira esitlersek,

2(y, - X:B)X:

n _ v'R)2
aL:z 62 — fr (Y1 )2(113) j :0 (224)
B S f((yi—xim j o
02
—20(y, — Xi’B)z
n 4 —x'B)?
a_L__£+Z o — f!((Y1 )2(113) j :0 (225)
do G ia £ (yi —xiB) S
02
tahmin edici denklemleri elde edilir. Bu denklemleri,
_ v'R)2
f!((Yi ?B)j
wi= ° __ (2.26)
f[(yi_XiB) j
2
c
olmak tlizere,
a—LZZWi.Z(Yi _i(iB)Xi ~0 2.27)
op ‘I 9
oL n g ~2(y, —x!B)°
_—=——4 W-.—l ! :0 2.28
0 o ; ' o’ (2.28)
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olarak yazabiliriz. Buradan (2.27) ve (2.28) denklemlerinden [3 icin (2.6)’de elde

edildigi gibi

-1
ﬁ = (zwiXiX;J ZWiXiYi (2.29)
i1 P

Ve

R 1
6’ =;Zwi.(yi —x/B)’ (2.30)
i=1

M tahminleri elde edilir. Hatalarin t, GT ve SGT dagilimlarindan geldigini
varsayarak (2.29) ve (2.30)’de buldugumuz tahminleri benzer sekilde elde ederiz.

2.1.2.1. Hatalarin t Dagihmindan Geldiginin Varsayilmasi

(1.9)’daki modelde e; rasgele hatalarinin bagimsiz 6zdes dagilimli, sifir
ortalamali, ¢ bilinmeyen Olgcek parametreli v serbestlik dereceli t dagilimindan
(ei ~ t(0, o; v)) geldigini varsayalm. Oyleyse i-inci gdzlem y;’nin yogunluk

fonksiyonu

seklindedir. Sekil 2.2°de t dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonun grafigi ¢esitli v

serbestlik derecesi i¢in verilmistir.
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Sekil 2.1. Serbestlik derecesi v =3 ve v =1 i¢in t dagilimi.

Buna gore log likelihood fonksiyonu,

1(B, G)Z%lo ( j Zl g{ X B)} (2.32)

olur. 1(B, o) fonksiyonunu  ve c’ya gore maksimize etmek icin B ve c’ya gore

tiirevlerini alip sifira esitlersek,

1

L (v BB
G

A _vily QU ox Px)le’ ~0 (2.33)

op B
(¢} (e}

O n v+l (20(y —x 'B)z)/64:_ (V+1)(y] X;'B)
ds 20 Z L6i-x'B 20 GZ vi-x'B)’

G G

c’ =X B

('5

1| no Z(v+1)(yl—X'B)2 _0 (2.34)

elde edilir. Eger,
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2. ROBUST REGRESYON VE KATSAYI TAHMINI Orkun COSKUNTUNCEL

w=— YL (2.35)
V4 (Y1 2i B)
c
olarak alirsak tahmin edici denklemler,
ﬂzZWiX’(yi-Xi jzo (236)
5[3 i=1 9
ol e yi - XTBJZ
—=—no W. ! =0 2.37
= LW ( . (237)

elde edilir. Agirlikli en kiigiik kareler i¢in algoritma asagidaki gibi verilir.

Algoritma I1

i. v serbestlik derecesi (v > 0) belirlenir ve p ve o i¢in B ve 6© baslangic
degerleri belirlenir. x;'B ve ¢; hesaplamp 6*a béliinir, v ile toplanir.

ii. w; fonksiyonu yardimiyla w;” agirliklar belirlenir ve W kdsegen matrisi

olusturulur.
1. B(l) = (X'WX)'X'Wy hesaplanir.
. A (1) - - R I ¢ A
iv.  &"Vigin wi¥lar yardimiyla 6 == w,(y, - x;'8")’ *den 6" bulunur.
i=1

v. B yerine B ve 6@ yerine 6" alinarak ayni islemler tekrar edilir.
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2.1.2.2. Hatalarimm GT Dagilimindan Geldiginin Varsayilmasi

(1.9)°daki &; rasgele hatalarinin bagimsiz 6zdes dagilimli bilinmeyen o dlgek
parametreli, sifir ortalamali bilinen p ve q sekil parametresine sahip GT dagilimindan

geldigini varsayalim. i-inci gozlem y;’nin yogunluk fonksiyonu,

L

q IET- N A
fyp= — LU [ gz Bl o (239
26B(1/p,q) o’

dir.  GT dagilimi (McDonald and Newey (1988)), regresyondaki hatalarin
modellenmesinde t dagilimina alternatif olarak verilmistir. p ve q sekil
parametrelerinin biiyiik degerleri icin yogunluk fonksiyonu daha ince kuyruklu ve
benzer sekilde kiigiik degerleri i¢in kalin kuyrukludur. Sekil 2.3’te gesitli p ve q
degerleri i¢cin GT dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu verilmistir. p’nin 1, 0.6,

0.3 olmas1 durumunda dagilim simetri merkezinde sivridir.

Sekil 2.2. Sekil parametreleri p ve q’nun degisik degerleri i¢in GT dagilimi.

Buna gore log likelihood fonksiyonu,

I(B, &) = -nlogo - (q+1]ilog[q +Mj (2.39)
P /=

(o)
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olur. Bunu B ve c’ya gore maksimize etmek i¢in  ve c’ya gore tiirevlerini alip

sifira esitlersek,

n -p ' _ v 'R |P1 g !
ﬂ:(q_i_ljzc 'p'Xi |Y1 X, B| Sgn(Yi X B):O,p>1 (240)

op p)S Ly Bl
o’
n —p-1 _ QP
oB o] P /ia |y —x;'Bl
q+———
c
elde edilir. Elde ettigimiz bu denklemleri,
_ 1R |P-2 A2-p
qtly,—x'Blf 67"
olmak tizere tahmin edici denklemleri,
> wix, (v, —x,'B)=0 (2.43)
i=1
Zw (y,—x,'B)’ —né> = (2.44)

seklinde yazabiliriz. Buradan,

-1
B:(Zwixixi'j [ZWiXiYi]
i1 i1

N I A
&’ =szi(Yi — X 'B)Z
P

tahminlerini elde ederiz. Bolim 2.1.2.1°de t dagilimi i¢in verilen algoritma II ile

iteratif ¢coziim agirlikli en kiiciik kareler yardimiyla elde edilir.
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2.1.2.3. Hatalarin SGT Dagilimindan Geldiginin Varsayilmasi

Son olarak (1.9)’daki &; rasgele hatalarinin sifir ortalamali, bilinmeyen
Olcek parametreli, |A| < 1 olacak sekilde ¢arpiklik parametreli, p,q > 0 olacak sekilde
bilinen sekil parametreli SGT dagilimina sahip oldugunu varsayalim. i-inci gézlem

yi nin yogunluk fonksiyonu

1n|P p
Yi X
p ‘ c
fy;) = 1+ (2.45)
2B(1/p.q)q"” [1 +Sgn[yi X, 'BJKT 4"
(e)

dir. SGT dagilimi (Theodossiou, 1998) tarafindan verilmistir. SGT dagiliminin
parametreleriyle oynayarak bircok dagilima ulasabiliriz. Ornegin, A = 0 igin GT
dagilimini, A =0 ve p = 2 i¢in t dagilimi, A =0, p = 2 ve ¢ — o i¢in normal dagilimi
verir. Sekil 2.4’te SGT dagiliminin parametrelerinin ¢esitli degerleri icin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi verilmistir.

Sekil 2.3. Cesitli parametre degerleri i¢in SGT dagilima.

Buna gore log likelihood fonksiyonu,
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p
1(B,0)=nlog| ———  |-nlogo—
(P-0) g(zBa/p,q)q”pj 50

Y — X (2.46)

(MjZlog 1+ °

- o p
P/ {lJrsgn(yi Xi B]?\,j| qo”

(@

olur. 1(B, o) fonksiyonunu  ve c’ya gore maksimize etmek icin B ve c’ya gore

tiirevlerini alip sifira esitlersek,

X!
p"yl '
c

p-1 X vB P
X; {l+sgn(},ii]k} qo’
c
' Zp
1+sgn(Yi-Xi Bj;\‘ q20_2p
ﬂ_[pq+lj . c

P p yi X 'P ’
(e}

x'B). [
{1 +sgn (y‘l] 7»} qo’
o

1+

p-1

=0, p>1 (247

' -P !
) |:1+Sgn[Yi_Xi Bjk} ‘Yi x;'B
_ [pq+1j c c

qc’ )3 yi X 'P ’
o

x"B). [
{1 +sgn (}’l‘}k} qo”
c

1+
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' P 1 |P
. N |:1+Sgn[Yi_Xi Bjk} ‘Yi X; BI
_:_2_[1361;1) o 1 o (2.48)
do G \go i=1 yix;'B
I+ °
=X, 'B P
{l+sgn(y“)7n} qo’
c
' -p-1 1@ |P '
|:1+Sgn[yl"xi Bjx} Yi X B| Sgn(Yi_Xi Bj
G_L:(pq—i-lj c c | c (2.49)
O qc” )5 ‘yi X, P
1+ °
=X 'B P
{1+sgn(}llljk} qo®
c
elde edilir. Elde ettigimiz bu denklemleri,
' P 1@ P2
[1+Sgn[}Ii_Xi Bjk} yi—x'B
wi= | Pat] o o (2.50)
qu ‘yl _ Xi 1n|P
I+ o 5
{1+sgn(wjk} qo’
c
olmak tizere tahmin edici denklemleri,
D wx, (v, -x,'B)=0 2.51)
i=1
n ) n
> wi(y,—x,'B) ——=0 (2.52)
i=1
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seklinde yazabiliriz. Buradan,

ﬁ:(iwixixij (iwixiyij (2.53)

&=~ w,(y,-x, "B =0 (2.54)
nsg
N . .
A== 2w =) sgn(y =, 'B) (2.55)
i=1

tahminlerini elde ederiz. Bolim 2.1.2.1°de t dagilimi i¢in verilen algoritma II

yardimiyla agirlikli en kiiciik kareler tahminleri elde edilir.

2.2. Ornekler

Bu kisimda sapan degerlere sahip ve/veya carpik olan karma veriler igin
robost yontemlerin performansini gostermek i¢in bazi 6rnekler verecegiz. Burada ele
alacagimiz problem sapan degerlere sahip ve/veya carpik veriler i¢in sapan
degerlerden ve/veya normal olmayan carpik verilerden etkilenmeyen bir model
kurabilecek miyiz? Birinci bolimde simpleks latis tasarim noktalarinda yapilan
tekrarl gozlemler i¢in bu tezde ele alacagimiz robust yontemlerle sapan degerlerden
etkilenmeyen modellerler kurmustuk. Ancak bu kisimda simpleks latis tasarim
noktalarinin diginda baska noktalarda da denemler yapilarak olusturulmus veri
setlerini ele alacagiz. Veriler Design Expert programinin simiilasyon araci
kullanilarak elde edilmistir. Orneklerde ilk ©nce hatalarm geldigi dagilimin
bilinmedigini varsayarak Huber ve Tukey p fonksiyonlar1 yardimiyla katsay1 tahmini
yapip daha sonra hatalarin normalden daha kalin kuyruklu ve/veya carpik bir
dagilimdan (t, GT, SGT) geldigini varsayarak katsay1 tahminleri yapacagiz ve

bunlar1 en kiiciik kareler yontemiyle elde edilen tahminler ile karsilastiracagiz.

Ornek 2.1: Bilesen degisim araliklari 0 ile 1 arasinda olan 20 gdzlemli veri

seti Tablo 2.1°de verilmistir ve simpleks latis tasarim noktalarindan baska noktalarda
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karisima sahip bir veri setidir. Tablodaki verilere dikkat edilirse (0.1, 0.7, 0.2), (0.1,
0, 0.9), (0.8, 0, 0.2) ve (0.8, 0.2, 0) noktalarinda 2’ser, (0.42, 0.32, 0.26) noktasinda
6, ve diger noktalarda birer tekrardan olusmaktadir ve 3 ile 18 numarali denemelerde
elde edilen sonuglar digerlerinden oldukga farklidir. Uggensel koordinatlarda tasarim
noktalarinin yerlesimi ve ilgili noktadaki tekrar sayisi ile y; gézlemleri i¢in histogram

Sekil 2.5°te verilmistir.

Tablo 2.1. 20 gozlemli karma veri seti.

Sira X4 X, X3 Y Sira X3 X, X3 Y
1 0.30 | 0.70 | 0.00 2.6720 11 042 | 0.32 | 0.26 2.2620
2 0.10 | 0.70 | 0.20 -1.0400 12 0.10 | 0.35 | 0.55 0.4877
3 042 | 032 | 0.26 16.4400 13 0.80 | 0.20 | 0.00 2.6050
4 0.26 | 0.51 | 0.23 1.6770 14 0.10 | 0.70 | 0.20 1.9210
5 042 | 032 | 0.26 0.7822 15 042 | 0.32 | 0.26 0.4704
6 0.10 | 0.00 | 0.90 0.9480 16 042 | 0.32 | 0.26 0.4795
7 0.80 | 0.00 | 0.20 0.9960 17 0.80 | 0.00 | 0.20 2.4210
8 042 | 032 | 0.26 0.3473 18 0.10 | 0.00 | 0.90 33.8290
9 0.26 | 0.16 | 0.58 -1.3672 19 0.45 | 0.00 | 0.55 0.4890
10 0.80 | 0.20 | 0.00 1.7030 20 0.55 | 0.45 | 0.00 0.5950

Ortalama = 3,4
n=20

X2 © Tasarim Noktalar1 X3 27,5 " 2505 17,5 32,5
Sekil 2.4. Tablo 2.5’teki tasarim noktalarinin tekrar sayisi, iiggensel

koordinatlardaki yerlesimi ve y; gozlemleri i¢in histogram.

Tablo 2.1°deki veriler icin en kiigiik kareler tahmin edicileri ile elde edilen

model,

¥ =1.52x; + 1.03x, + 19.85x;3 + 10.98x;x5 — 29x;x3 — 35.22X,X3 (2.56)
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seklindedir. Bu model i¢in 6 = 7.85’tir. Bu model i¢in normal olasilik grafigi Sekil
2.5’te verilmistir. Grafige dikkat edilirse veriler daha kalin kuyruklu bir dagilimdan

gelmektedir ve veri grubundan uzakta bulunan 3 goézlem 3., 6. ve 18. siradaki

gbzlemlerdir.
99 —
5]
95 —
B o
90 = [l
80 a”
= 70 - HE.
8 50 - g
O f
° 30 - g &
-c—é 20 - =
z o
5 10 = o
Z 5 =
o
1 —
T I 1 i
-2.51 -1.08 0.35 1.77 3.20
Studentized Rezidiler

Sekil 2.5. (2.52)’deki model i¢in normal olasilik grafigi (Design Expert 6).

Standartlastirilmis rezidiiler i¢in indeks grafigi Sekil 2.7°de verilmistir.
Indeks grafikleri en kiigiik kareler ile robust yontemler ile elde edilen sonuglar
arasinda farkliliklar olmas1 durumunda sapan degerleri tespit etmek i¢in kullanilan
giivenilir bir aragtir.  Standartlagtirma islemi ¢ = y; — ¥ ; rezidiilerinin & ile
boliinmesiyle yapilir. Sekilde 3., 6. ve 18. gozlemler biiyiik rezidiilere sahiptirler.

En kiigiik kareler ile elde edilen modeli inceledikten sonra simdide robust
yontemleri ele alalim. Basta hatalarin geldigi dagilimin bilinmedigini varsayarak
Huber ve Tukey ile katsay1r tahmin yapacagiz ve daha sonra hatalarin normalden
daha kalin kuyruklu t ve GT dagilimlarindan geldigini varsayarak parametre tahmin
yapacagiz. Ilk olarak o 6lgek tahminini verilerden hesaplayip daha sonrada f ile

esanli olarak tahmin edecegiz. o i¢in bir robust tahmin (2.8)’den elde edilir ve bu
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tahmin

6 = 0.906’dir (bu 6 degerini o’nin esanli tahmini sirasinda baslangi¢ deger

olarak alacagiz).

olmasi

3
18
a
3
St 2. o
=2
5
3 1
[
z
- 47 nooLe
g oop b2 72 =8 g7 P ISI6
= ’ 12 19 20
= i
< 9
o o
5 -14
8
w2
6

2 o

0 3 6 9 12 15 18 21

gbzlem no

Sekil 2.6. Standartlagtirilmis rezidiiler i¢in indeks grafigi.

Elde ettigimiz sonuglar, katsayr tahminlerini karsilagtirmanin daha kolay

acgisindan Tablo 2.2 ve Tablo 2.4’te verilmistir.

Tablo 2.2. o verilerden hesaplandiginda katsay1 tahminleri.

Katsay1 Pus Pus HUBER | TUKEY t GT
20 Gozlem 18 Gozlem
G pagiangc = 7-85 G pagiange = 1.1 G baglangse = 0.9064
B, 1.524 2.67 2.7025 2.790 3.080 | 2.621
B, 1.033 2.47 3.1296 3.005 4726 | 4.777
Bs 19.850 0.80 2.2011 0.900 1283 | 1.357
BiB» 10.982 -3.08 -4.0174 | -4.469 -8.550 | -7.724
B1B; -29.107 -4.53 -6.4171 | -5.039 -6.562 | -5.936
B.B; -35.224 -6.40 -8.2392 | -6.731 -8.287 | -8.809
S 1.879 0.786 0.745 | 0.840

Elde edilen sonuglar en kiigiik karelerden oldukg¢a farklidir ve en kiigiik

kareler verideki sapan degerlerden ¢ok fazla etkilenmistir. Agirlik fonksiyonlari

rezidiilerin azalan fonksiyonlaridir ve verilerin merkezinden uzaklasan goézlemler
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icin (0rnegin sapan degerler) kiiclik agirliklar elde edilir. Buna gore o’nin baslangic

degeri kullaniliyorken elde edilen agirliklar Tablo 2.3’te verilmistir.

Tablo 2.3. o verilerden hesaplandiginda elde edilen agirliklar.

Sira | Huber | Tukey t GT
1 1.000 | 0.970 1.874 | 5.460
2 0.512 0.688 0.165 | 0.193
3 0.078 0.000 0.006 | 0.008
4 1.000 | 0.946 1.295 | 1.808
5 1.000 | 0.999 1.909 | 4.545
6 1.000 | 0.993 1.986 | 57.66
7 1.000 | 0.975 1.286 | 2.776
8 1.000 | 0.993 1.871 | 4.589
9 0.626 | 0.849 0.507 | 0.581
10 1.000 | 0.989 1.755 | 6.768
11 0.824 | 0.833 0.452 | 0.512
12 1.000 | 0.990 1.986 | 7.274
13 1.000 | 0.984 1.442 | 1479
14 1.000 | 0.966 1.990 | 9.253
15 1.000 | 0.998 1.968 | 7.568
16 1.000 | 0.998 1.973 | 8.005
17 1.000 | 0.956 1.187 | 1.099
18 0.037 | 0.000 0.001 | 0.001
19 1.000 | 0.999 1.998 | 13.22
20 0.934 | 0.907 0.800 | 0.990

Tablodaki agirlik degerlerine dikkat edilirse 3. ve 18. gozlemler en diisiik

agirlik degerine sahiptir ve bu degerler sapan degerler olabilir. En kiiciik kareler ile

elde edilen model i¢in ise bu iki gozlem ile beraber 6. gézlemde problemli olarak

goriiniiyordu. Simdi o Olgek tahminini [ ile esanli olarak tahmin ederek elde

ettigimiz sonuglara bakalim. o i¢in baslangi¢ degeri 6 ;i ve iterasyonlar sonucunda

elde edilen degerler 6 4, ve katsay1 tahminleri Tablo 2.4’te verilmistir.
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Tablo 2.4. B ve o esanli olarak tahmin ediliyorken katsay1 tahminleri.

Katsay1 Bis Bis HUBER TUKEY t GT
20 Gozlem 18 Gozlem
B, 1.524 2.67 2.223 2.936 2.255 2.365
B, 1.033 2.47 1.839 3.691 4.692 4.753
Bs 19.850 0.80 5.543 0.951 1.426 1.366
BB, 10.982 -3.08 1.626 -6.256 -6.457 -6.989
B1Bs -29.107 -4.53 -9.963 -5.544 -5.801 -5.654
B,B3 -35.224 -6.40 -12.993 -7.072 -8.867 -8.923
o tahminleri
G ik 1.1 7.85 0.9064 0.9064 0.9064 0.9064
G son 3.5063 0.7157 0.2991 0.6150

Burada da elde edilen sonuglar en kiigiik karelerden farkli oldugu gibi
iterasyonlarda o’nin baslangi¢c tahmini ile sabit tutuldugunda elde edilen sonuglara

yakin sayilabilir. Tablo 2.5’te elde edilen agirliklar verilmistir.

Tablo 2.5. ¢ esanli hesaplaniyorken elde edilen agirliklar.

Elde edilen agirliklara dikkat edilirse burada da 3. ve 18. gozlemler en kiiciik

agirlik degerlerine sahiptir ve bu degerler sapan degerlerdir.

Sira | Huber | Tukey t GT
1 1.000 0.970 1.906 | 5.728
2 1.000 0.412 0.019 | 0.094
3 0.306 0.000 0.000 | 0.003
4 1.000 0.931 0.385 | 1.200
5 1.000 0.997 1.376 | 3.547
6 1.000 0.990 1.966 | 20.08
7 1.000 0.953 1.531 | 2.968
8 1.000 0.991 1.243 | 3.403
9 1.000 0.765 0.070 | 0.310
10 1.000 0.984 1.999 | 13.19
11 1.000 0.731 0.061 | 0.271
12 1.000 0.992 1.843 | 5.521
13 1.000 0.971 0.200 | 0.770
14 1.000 0.983 1.909 | 7.449
15 1.000 0.997 1.760 | 5.808
16 1.000 0.997 1.795 | 6.141
17 1.000 0.937 0.107 | 0.507
18 0.160 0.000 0.000 | 0.000
19 1.000 0.999 1.701 | 7.006
20 1.000 0.866 0.125 | 0.539
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kiiciik agirlik degerine sahip 2 sapan degeri ¢ikararak 18 gozlem degeri i¢in en kiiciik

kareler tahmin edicileri kullanarak elde edilen model,

S’ = 2.67X1 + 2.47X2 + 0.8X3 — 3.08X1X2 — 4.53X1X3 — 6.4X2X3 (257)

seklindedir. Bu model i¢in 6 = 1.11’dir. Bu model (1.52)’de en kii¢iik kareler ile 20
gbzlem kullanarak elde ettigimiz modelden oldukc¢a farklidir. Ayrica robust
yontemlerle elde edilen modeller ile ¢ok benzerdir. Asagidaki sekilde 20 ve 18
gozlemli modeller i¢cin ve GT ile elde ettigimiz model i¢in yiizey grafikleri

verilmistir.

3 77

S -~ e, =

X SRS SIS I'
SNSRI

SRR 0"

D05
3%

X2
(a) (b) (c)
Sekil 2.7. Yiizey Grafikleri (a) 20 gozlem (b) 18 gozlem (c) GT

Ornek 2.2: Bu 6regimizde gene bilesen degisim araliklar1 0 ile 1 arasinda
olan 20 gozlemli veri seti kullanacagiz. Ancak bu sefer veriler normalden daha kalin
kuyruklu degil de normalden daha carpik bir dagilima sahiptir. Veriler Tablo 2.6’da
verilmistir. Uggensel koordinatlarda tasarim noktalarinin yerlesimi ve ilgili noktadaki

tekrar sayisi ile y; gdzlemleri i¢in histogram Sekil 2.9°da verilmistir.
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Tablo 2.6. 20 gézlemlik karma veri seti.

Sira X; X, X3 y Sira X; X, X3 y

1 0.30 | 0.70 | 0.00 | 5.5110 11 042 | 0.32 | 0.26 | 1.8900
2 0.10 | 0.70 | 0.20 | 2.7910 12 0.10 | 0.35 | 0.55 | 8.6130
3 0.42 | 032 |0.26 | 3.1630 13 0.80 | 0.20 | 0.00 | 1.5210
4 0.26 | 0.51 | 0.23 | 3.6090 14 0.10 | 0.70 | 0.20 | 2.1200
5 0.42 | 0.32 | 0.26 | 1.9920 15 042 | 0.32 | 0.26 | 7.6870
6

7

8

9

1

0.10 ] 0.00 |[0.90 | 2.8040 16 042 1032 |0.26 | 3.7300
0.80 | 0.00 |[0.20 | 0.4169 17 0.80 | 0.00 |020 | 1.6783
042 1032 [026 | 0.5283 18 0.10 ] 0.00 |]0.90 | 1.8970
026 |0.16 |0.58 | 6.9420 19 045 10.00 |0.55 | 1.5447
0 0.80 ] 020 |0.00 |1.7140 20 0.55 1045 ]0.00 | 12.6720

n=20 Ortalama=3,4

- L[] :

X2 ® Tasarim Noktalar1 X3 40 20 00 20 40 60 80 10,0 120

Sekil 2.8. Tablo 2.6’daki tasarim noktalarinin tekrar sayisi, liggensel
koordinatlardaki yerlesimi ve y; gozlemleri i¢in histogram.

Tablo 2.6’daki veriler icin en kii¢iik kareler tahmin edicileri ile elde edilen

model,

§/ = —0.776X1 — 0.732X2 + 4.311X3 + 27.169X1X2 — 3.353X1X3 — 8.813X2X3 (258)

seklindedir. Bu model i¢in 6 = 9.609’tir. Bu model i¢in normal olasilik grafigi
Sekil 2.10°da verilmistir. Grafige dikkat edilirse veriler normalden farkli ¢arpik
(pozitif yonde carpik) dagilimdan gelmektedir ve veri grubundan uzakta bulunan 3
gozlem 8., 12. ve 20. siradaki gozlemlerdir. Sekil 2.11°de standartlagtirilmig

rezidiiler i¢in indeks grafigi verilmistir.
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Normal % Olasilik

-1.39

|
-0.39

Studentized Rezidiiler

|
0.62

|
1.62

2.63

Sekil 2.9. (2.54)’deki model i¢in normal olasilik grafigi (Design Expert 6).

Standartlastirilmis Rezidiiler
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Sekil 2.10. Standartlastirilmis rezidiiler i¢in indeks grafigi.
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Sekil 2.10°daki normal olasilik grafiginden ¢arpik dagilim problemi oldugunu
belirledikten sonra hatalarin ¢arpik SGT dagilimindan geldigini varsayarak katsayi
tahmini yapabiliriz. Elde ettigimiz katsay1 tahminleri ile A ¢arpiklik parametresinin
ilk ve son degerleri ile o Olgcek parametresinin ilk ve son degerleri Tablo 2.7°de
verilmistir. A =0 i¢cin SGT, GT ile ayn1 sonuca yakinsar ve A = 0 ve p = 2 i¢in SGT,

t ile ayn1 sonuca yakinsar.

Tablo 2.7. SGT i¢in katsay1 ve parametre tahminleri.

Katsay1 Bus SGT t GT
20 Gozlem
Bi -0.776 -1.268 -1.480 -1.768
B, -0.732 5.135 4237 4.146
Bs 4311 1.791 1.998 1.762
BiB, 27.169 9.475 13.399 14.499
B1Bs -3.353 4.579 6.630 9.046
B2B3 8.813 -17.523 -10.811 | -10.592
o ve A tahminleri

G ik 9.609 2.173 2.173 2.173
S son 0.912 0.654 0.615
ik 0.5
Ason 0.73

t ve GT i¢in elde edilen sonuglar en kiigiik karelerden farkli oldugu gibi
katsayilarin isaretlerinde de farkliliklar vardir. Ayni sekilde SGT icinde elde edilen
sonuclara en kiiciik kareler ile elde edilen sonuglardan farklidir ve burada da
katsayilarin isaretleri farkliliklar gostermektedir. Sekil 2.12°de SGT, GT ve en

kiictik kareler i¢in ylizey grafikleri verilmistir.
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Sekil 2.11. Yiizey Grafikleri (a) en kiiciik kareler (b) GT (c) SGT
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3. BOLUM. KARMA DENEMELER ICIN ROBUST RiDGE VE
ROBUST LIU TAHMIN EDICILERi

Karma denemelerde kotii kosulluluk veya i¢ iliski problemi arastirmacilarin
sikca karsilastiklar1 ve 6nemle iizerinde durulmasi gereken bir problemdir. Karma
denemeler, kanonik polinom olarak adlandirilan 6zel polinom modeline gereksinim
duyarlar. Karma denemelerde polinomlar genelde ek kisitlamalara maruz
kaldiklarindan i¢ iliski ya da kotii kosulluluk olarak bilinen istenmeyen durumlar
ortaya cikar.

Karma sistemlerde sistemi olusturan bilesenler iizerinde sirasiyla (1.1) ve
(1.2)’deki dogal kisitlamalarin oldugu belirtilmistik. Cogu zaman bilesenler iizerinde
bu kisitlamalarin yani sira bilesenlerden bazilari veya tiimii iizerinde alt ve st
sinirlar seklinde ve/veya bilesenlerin lineer kombinasyonlar1 tlizerinde (1.3) ve
(1.4)’deki ek kisitlamalarda bulunabilir. Bilesenler lizerindeki bu ek kisitlamalar
karma problemde ¢ogu kez kotii kosulluluga ya da i¢ iliskiye neden olur. Kotii
kosullulugun yani sira veride y yoniinde sapan degerlerin varligi da séz konusu
olabilir. Boyle durumlarda en kiiciik kareler ile elde edecegimiz istatistiksel sonuglar
bizi ¢cok yanlis sonuclara gotiirebilir.

Bu boliimde, karma sistemlerde sapan deger ve i¢ iliski probleminin ayni
anda olmasi durumunda robust tahmin yontemlerinin etkilerini inceleyecegiz. Koti
kosulluluk problemi ile miicadelede alternatif yontemlerden ikisi Ridge ve Liu
yontemleridir. Bu iki tahmin edici en kiigiik karelerden elde edilen katsayi
tahminlerini kullanirlar. Ancak en kiiclik kareler y yoniinde sapan degerlere karsi
cok hassastir ve dolayisiyla y yoniinde sapan degerler olmas1 durumunda Ridge ve
Liu tahminleri de hassas olacaktir. Bunun i¢in y yoniindeki sapan degerlerden
etkilenmeyen robust yontemleri, ¢coklu i¢ iligkinin etkisini azaltan Ridge ve Liu ile
birlikte kullanarak daha dayanikli tahminler elde edebiliriz. Bu béliimde, kotii
kosulluluk ile sapan deger problemine sahip karma veriler icin robust Ridge ve

robust Liu tahmin edicilerin etkileri incelenecektir.
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3.1. Kotii Kosullulugu Belirleme Yontemleri ve Standartlastirma

(1.9)’da verilen Scheff¢ kanonik polinom modeli matris formunda,

y=Xp+e (3.1)
ile gosterilir. (3.1)’deki modelde, X, nxp (p > q) tipinde ve i-inci satiri, i-inci
gozleme karsilik gelen siitunlarinda p tane x; degiskeninin degerlerini igeren matrisi;
y, nx1 tipinde amag¢ degisken iizerinde gdzlemlerin bir siitun vektoriinii; B, px1
tipinde tahmin edilecek parametrelerinin bir siitun vektoriinii; €, nx1 tipinde E(g) =0

ve Var(e) = o’ ozelliklerini saglayan rasgele hatalarin bir siitun vektdriini

gostermektedir. Bu model i¢in en kii¢lik kareler tahmin edicisi

Brs=(X'X)'Xy (3.2)
ve [3 Ls’nin varyans-kovaryans matrisi,

Var(Bs) = 62(X'X)"! (3.3)

seklindedir. xi, X2, ..., X, yukaridaki modeldeki X matrisinin p siitunu olsun. X

matrisinin siitunlar1 arasinda tam bir lineer bagimlilik varsa; yani,

Dex; =0 (3.4)

olacak sekilde tiimii sifir olmayan c;’ler varsa X matrisinin ranki p’den kiigiiktiir. Bu

durumda X'X matrisi singiilerdir ve tersi yoktur. Bununla birlikte

Dex; =0 (3.5)
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ise ¢ogu kez kotii kosulluluk olarak tanimlanan durum olusur. Kotii kosulluluk ya da
i¢ iligkinin istenmeyen etkileri vardir.

Bagimsiz degiskenler arasinda c¢oklu i¢ iligkinin ya da kotii kosullulugun
goriilmesinin temel olarak {ic nedeni vardir. Birincisi, deney tasariminda yeterli
planlama yapilmamasindan veya arastirmanin zayif gdzlemsel verilere
dayandirilmasindan  kaynaklanan i¢ iliski problemidir. Ikincisi, bagimsiz
degiskenlerin kuvvetleri veya carpimlari gibi matematiksel islemler sonucu
olusturulan yeni bir degisken nedeniyle ortaya c¢ikan yapisal veya model
belirlenmesinden kaynaklanan i¢ iliskidir. Yapisal ¢oklu i¢ iligki, modeldeki bilesen
sayisiin gozlem sayisindan fazla oldugu durumlarda da goriiliir. Ucgiinciisii ise,
bagimsiz degiskenler iizerindeki kisitlamalardan kaynaklanan i¢ iliskidir. Ozellikle
karma denemelerde bilesenler iizerinde genellikle alt ve {ist smirlar seklinde
kisitlamalarin varlig: siddetli i¢ iliski probleminin dogmasina ve en kii¢lik karelerden
elde edilen sonuglarin tutarsiz olmasina neden olacaktir.

Kot kosullulugun varliginin belirlenmesinde en ¢ok kullanilan 2 yontem
VIF; (Varyans sisirme faktdrleri) ve kosul sayis1 yontemleridir. (VIF)’ler, (X'X)"

matrisinin kdsegen elemanlaridir. Brownlee (1965), R}, i-inci gozlem ¢ikarildiktan

sonra elde edilen R* degeri olmak iizere,

(3.6)

oldugunu gostermistir. Bu, biiyiik R;* (6rnegin Ri*>> 0,99) degerlerinden kagimanin
bityiik VIF;’den ka¢inmaya denk oldugunu gésterir. Gorman (1970), R? > 0,99 ise
kotii kosulluluk problemi oldugunu belirtmistir. Bu VIF; > 100 olmasi ile ayni
anlama gelmektedir. Marquardt (1970), VIF’lerin herhangi birinin 10’dan biiyiik
olmasit durumunda en kiiciik kareler kestiricilerinin kullanilmasi ile elde edilen
tahminlerin kararli olmadiklarin1 bunun yerine alternatif model olusturulmasi
gerektigini veya alternatif tahmin edicilerin kullanilmasi gerektigini belirtmistir.

Alternatif tahmin edici olarak Ridge Regresyon tahmin edicisi ve Liu tahmin edicisi
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kullanilabilir. Koti kosullulugun belirlenmesinde uygulanabilecek diger bir yontem,
X'X matrisinin 6zdegerlerine dayali kosul sayis1 yontemidir. Sifirdan farkli
Ozdegerlerin sayis1 matrisin rankini verir. X'X matrisinin 6zdegerlerinden biri sifira
esitse X'X matrisi singiilerdir ve boylece X matrisinin siitunlar1 lineer bagimlidir.
Ozdegerler elde edildikten sonra en biiyiik 6zdeger ile en kiiciik dzdegerin orani

alinarak X'X matrisinin kosul sayis1 elde edilir.

A

max

Kosul sayis1 = v 3.7)

min

Belsley ve ark. (1980), kosul sayisinin 25’den biiyiik oldugu durumlarin arastirilmasi
gereken durumlar oldugunu belirtmislerdir. Genel olarak kosul sayis1 100’ den kiiciik
ise, ¢oklu ig¢ iliski probleminin ciddi boyutlarda olmadigi, 100 ile 1000 arasinda ise,
giiclii bir i¢ iligki problemi oldugu, 1000’den biiyiik ise, ¢ok ciddi bir i¢ iliski
problemi oldugu soylenir.

Birgok istatistiksel paket programin olusturulmus modelin en kiiciik kareler
kestiricilerini hesaplarken degiskenleri standartlastiripp daha sonra X'X matrisini
olusturur. Degiskenleri standartlagtirmanin bircok faydasi vardir. ilk olarak X'X
matrisinin tersi alinirken olusan yuvarlama hatalarini azaltir. Ayrica degiskenlerin ve
katsayilarin yorumlanabilirligini arttirir.  Ozellikle x;’ler farkli birimlerde &lgiimler
iceriyorsa daha kolay yorumlanabilen sonuglar verir. Standartlastirilmis degiskenler
yardimiyla farkl degiskenlerin regresyon katsayilarini direk olarak karsilagtirmakta

mumkin olmaktadir. x;’ler

wij= ——— (38)

seklinde standartlastirilirlar. Standartlastirilmis degerler cinsinden model

y=o'1+Wp +¢ (3.9)
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dur. Karma denemelerde model sabit terim igermediginden degiskenleri

Wy = (3.10)

seklinde standartlastiririz. Bu durumda model,
y=WB +¢ (3.11)

seklinde olur. Ornegin,
y= ZBiXi+ZBinin+8 (3.12)
i=1 i=1

ikinci dereceden Scheffé karma modelini ele alalim. Bu modeldeki lineer terimler ve

karesel terimler sirasiyla,

>
b
>

ui

Wy = Ve WyiWyj = —— (3.13)

=

.M:
>
S}
cxm
>
)

ui it uj

1l
—_
Il
—_

seklinde standartlagtirilirlar. Buna gore standartlagtirilmis degiskenler cinsinden 2.

dereceden 3 degiskenli Scheffé tipi karma model,
y= BI*WI + Bz*Wz + B3*W3 + B12*W1W2 + B13*W1W3 + B23*W2W3 (3.14)

olarak elde edilir.
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Ornek 3.1. Omek 2.1°de standartlastirma islemi uygulanmadan detayl
olarak incelemesi yapilan Tablo 2.1°de verdigimiz 3 bilesenli 2 sapan degere sahip
karma veriyi ele alarak standartlastirma igleminin etkilerini inceleyelim. Tablo 3.1°de

(3.13)’te verilen bagintilar kullanilarak standartlastirilmis veriler verilmistir.

Tablo 3.1. Tablo 2.1°de verilen karma verinin standartlastirilmis sekli.

Sira X3 X, X3 XX, X;X3 X,X3 y

1 0.1430 | 0.4202 | 0.0000 | 0.3865 | 0.0000 | 0.0000 2.6720
2 0.0477 | 0.4202 | 0.1122 | 0.1288 | 0.0417 | 0.3740 -1.0400
3 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 16.4390
4 0.1240 | 0.3061 | 0.1290 | 0.2440 | 0.1246 | 0.3133 1.6770
5 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 0.7822
6 0.0477 | 0.0000 | 0.5047 | 0.0000 | 0.1875 | 0.0000 0.9480
7 0.3814 | 0.0000 | 0.1122 | 0.0000 | 0.3334 | 0.0000 0.9960
8 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 0.3473

o

0.1240 ] 0.0960 | 0.3253 | 0.0766 | 0.3142 | 0.2479 -1.3672
10 0.3814 | 0.1201 | 0.0000 | 0.2944 | 0.0000 | 0.0000 1.7030
11 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 2.2620
12 0.0477 ] 0.2101 | 0.3084 | 0.0644 | 0.1146 | 0.5142 0.4877
13 0.3814 | 0.1201 | 0.0000 | 0.2944 | 0.0000 | 0.0000 2.6050
14 0.0477 104202 | 0.1122 | 0.1288 | 0.0417 | 0.3740 1.9210
15 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 0.4704
16 0.2003 | 0.1921 | 0.1458 | 0.2473 | 0.2275 | 0.2222 0.4795
17 0.3814 | 0.0000 | 0.1122 | 0.0000 | 0.3334 | 0.0000 24210
18 0.0477 ] 0.0000 | 0.5047 | 0.0000 | 0.1875 | 0.0000 33.8293
19 0.2146 | 0.0000 | 0.3084 | 0.0000 | 0.5157 | 0.0000 0.4890
20 0.2622 ] 0.2701 | 0.0000 | 0.4555 | 0.0000 | 0.0000 0.5950

Tablo 3.2’de 20 gozlemli orijinal verilerin standartlagtirilmis  ve
standartlastirilmamuis sekilleri i¢in elde edilen sonuglar verilmistir. Standartlagtirilmis
degiskenler cinsinden elde edilen sonuclara dikkat edilirse MSE ve kosul sayisindaki
iyilesme acik¢a goriilmektedir. Etkilesim terimlerinin standart hatalarinda ve
VIF’lerindeki iyilesme dikkat ¢ekicidir. Standartlastirma islemi goz ardi edilmeyecek
kadar iyi sonuclar elde etmemizi saglamistir. Bu yiizde yukarida bahsettigimiz
avantajlar1 goz Oniine alarak bundan sonra tiim hesaplamalarimizi standartlastiriimis

degiskenler cinsinden yapacagiz.
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Tablo 3.2. 20 gozlemli orijinal veriler i¢in sonuglar.

Terlm _ Stan(}artlas't.lrllmamls _ Stalﬂldartlanstlrllmls
Bis se(B.s) | Ozdeger | VIF;-ler Bis se(B.s) | Ozdeger | VIF;-ler

B 1 1.524 8.999 7.259 1.314 3.206 | 18.876 3.823 5.781
ﬁz 1.033 13.866 2.073 3.118 1.731 | 23.098 1.070 8.657
B 3 19.851 7.797 1.561 0.987 35.401 | 13.904 0.740 3.137
[3 12 10.986 | 40.150 0.070 26.154 5957 | 21.821 0.222 7.726
B 13 -29.108 | 39.417 0.030 25.278 | -13.976 | 18.946 0.085 5.824
[3 23 -35.225 | 43.563 0.026 30.791 | -13.192 | 16.310 0.060 4316

6°=61.63191 6°=61.63121

MSEOLS = 5401.59 MSEOLS =2184.258

KS =278.626837 KS = 63.7166

3.2. Ahsilmis Ridge ve Alisilmis Liu Tahmin Edicileri

Regresyon analizinde en ¢ok karsilasilan en Onemli iki problem kotii
kosulluluk ve sapan deger problemleridir. Bu problemler elde edilen tahminlerin
dogrulugunu énemli derecede etkiler ve kesinlikle arastirilmas: gereklidir. Ozellikle
karma denemelerde en ¢ok kullanilan modeller 2. dereceden oldugundan ve 2.
dereceden model i¢in X veri matrisinin siitunlar1 bilesen oranlarinin ¢arpimlarini
igerdiginden ve ayrica karisimi olusturan bilesenler iizerinde fiziksel, kimyasal,
ekonomik nedenlerden dolay1 bulunan ek kisitlamamalar yiiziinden kotii kosulluluk
probleminin ortaya ¢ikmasi ihtimali ¢ok yiiksektir. En kiigiik kareler en iyi lineer
yansiz tahmin edicilerdir. Yani yansiz tahmin ediciler arasinda minimum varyansa
sahip katsay1r tahminleri Uiretirler. Ancak bu en kii¢iik karelerin verdigi varyansin
kiiciik oldugu anlamimna gelmez. Ridge ve Liu regresyon tahmin edicileri X veri
matrisinin kotli kosulluluga sahip oldugu durumlarda 3’nin yansiz tahmini en kiigiik
karelerden daha kii¢lik varyansa sahip daha kararli yanli tahmin verirler.

(3.1) modeli i¢in Ridge regresyon tahmin edicisi normal denklemeleri

(X'X+kDfr=Xy (3.15)
ve B’nin ridge tahmin edicisi k > 0 yanlilik ¢arpan1 ve BLS, B’nin en kiiglik kareler

tahmini olmak tizere,
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Br(k) = (XX + kD) X'y = (XX + kI) ' X'XB s (3.16)
dir ve varyans kovaryans matrisi,

Var(B r) = o2(X'X + K ' X' X(X'X + kI)! (3.17)
dir. Ridge icin MSE, A;, X'X matrisinin 6zdegerleri olmak iizere,

MSE(Br) = o’ i—(x‘ ?_ik)z

+ KB (XX +KI) B (3.18)

dir. BR en kiiciik kareler tahminine dayalidir ve eger k = 0 alinirsa en kiigiik kareler
tahmin edicisi elde edilir. Ridge tahmin edicisinde yanlilik parametresi k’nin se¢imi
¢ok onemli bir yer tutar. k’nin bir uygun se¢imi B Ls ve 6 en kiigiik kareler

tahminleri olmak tizere,

ki = 22 (3.19)

dir (Hoerl ve Kennard, 1970).

Liu tahmin edicisi (Liu, 1993), coklu ici iliski problemi ile miicadele
edebilen, Ridge tahmin edicisine alternatif yanli tahmin edicidir. (3.1) modeli i¢in
alisilmis Liu tahmin edicisi 0 < d < 1 yanlilik parametresi olmak {iizere,

Br(d)=(X'X+D'X'X+dDB s (3.20)

dir ve varyans kovaryans matrisi,
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Var(f 1) = °(X'X + ) (X X+D(X'X) (XX + d)(X'X + 1) (3.21)
dir. Liu tahmin edicisinin Ridge tahmin edicisine gore avantaji d yanlilik
parametresinin bir lineer fonksiyonu olmasidir ve bdylece d’nin se¢imi k’dan daha
kolay olacaktir (Liu, 1993).

Ornek 3.2. 1lk olarak Ornek 3.1°de ele aldigimiz Tablo 3.1°de verilen
standartlastirilmis karma veriyi ele alalim. Ornek 3.1°de standartlastirilmis veri igin
en kiiciik kareler tahmin edicileri elde edilmisti. ilk olarak 2 sapan degeri ¢ikararak
18 gozlem kullanildiginda elde edilen sonuglari inceleyelim. Elde edilen sonuglar

Tablo 3.3’te verilmistir.

Tablo 3.3. 2 sapan deger ¢ikarilmis 18 gozlemli veri i¢in elde edilen sonuglar.

] 18 gozlem icin sonug¢lar
Terim Prs ; A | Ozdeg VIF1
(20 gozlem) Bis se(B,g) | Drdeser imer

B, 3206 5.611 2.698 3.493 5.894
B, 1731 4.120 3.316 0.937 8.898
B, 35401 1.444 2.599 0.730 5.466
B 5957 -1.678 3.169 0.150 8.130
B -13.976 -2.173 2.840 0.082 6.530
B -13.192 -2.398 2.431 0.055 4.783

&62=61.63121 62=1.23536

MSEOLS =2184.258 MSEOLS = 49.04484

KS =63.7166 KS = 63.5090

En kiiciik kareler sonuglarma dikkat edilirse sapan degerlerin katsayi
tahminlerine etkileri acikca goriilmektedir. Ozellikle varyans ve MSE oldukca diisiik
elde edilmesine ragmen kosul sayis1 25°ten yiiksek olup arastirilmasi gerekir. 18 ve

20 gozlemli veriler i¢in Ridge ve Liu tahminleri Tablo 3.4’te verilmistir.

70



3. ROBUST RIDGE VE ROBUST LIU TAHMIN EDICILERI Orkun COSKUNTUNCEL

Tablo 3.4. 18 ve 20 gozlemli veriler i¢in Ridge ve Liu Tahminleri

20 gozlem igin 18 gozlem icin
Ridge ve Liu Tahminleri Ridge ve Liu Tahminleri

Terim Br R-VIF; B L-VIF; Br R-VIF; B L-VIF;
f3 | 0.730 0.742 1.937 0.939 3.371 1.313 3.604 1.836
ﬁz 0.499 0.672 0.870 1.229 1.831 1.357 2.491 2.594
B 3 19.876 0.817 17.716 0.670 0.322 1.546 0.788 1.754
[3 12 4.165 0.699 3.148 1.135 0.860 1.399 -0.271 2.401
[3 13 -1.870 0.746 -3.112 0.942 -0.414 1.338 -0.917 1.998
323 -6.345 0.797 -5.152 0.792 -1.170 1.337 -1.268 1.558

k=10.221252 d=0.317 k=0.1161136 d=0.499

MSER = 560.455 MSEL=857.341 MSER = 15.233 MSEL = 26.944

Elde edilen sonuglara dikkat edilirse uygun k ve d yanlilik parametreleri
kullanilarak gerek 20 gerekse 18 gozlemli veriler i¢in oldukea kiiciik MSE degerleri
elde edilmistir. Kosul sayisi degeri 100’lin altinda olmasina ragmen MSE
degerlerine etkisi dikkatten kagmayacak orandadir. Burada uygun k degeri (3.19)’da
verilen kyk ile hesaplanmis ve d degeri ise en kiigiik MSE degeri elde edilence sona
eren dongi kullanilarak elde edilmistir.

Ornek 3.1 ve Ornek 3.2°de sapan de@er ve kotii kosulluluk probleminin
karma veriye etkileri incelendi. Dikkat edilirse yaptigimiz inceleme sapan
degerlerden ¢ok fazla etkilenen en kiiclik kareler tahmin edicisine dayanmaktadir.
Cinkii Ridge ve Liu tahmin edicileri en kiigiik kareler tahminine dayali sonug
verirler. Bu boliimde amacimiz sapan deger ve kotii kosulluluk problemlerinin karma
verilere etkilerini en aza indirebilmek ic¢in Ridge ve Liu tahmin edicileri ile birlikte

Robust M regresyon tahmin edicilerinin birlikte kullanilmasidir.

3.3. Robust Ridge ve Robust Liu Tahmin Edicileri

(3.1)’deki modelde X degiskenleri standartlastirilmis olsun. Boylece X'X
matrisi korelasyon matrisi formunda elde edilir. X'X matrisinin 6zdegerleri
M2k 2... 2N, >0ve A=diag(Ay, ..., Ap) olsun. A; 6zdegerlerine karsilik gelen

ozvektorler g;’ler olmak tizere, P = (qi, ... , qp), X'X = PAP’ olacak sekilde ortogonal
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bir matris olsun. Bu durumda (3.1)’deki model kanonik formda, C = XP, a = P’

olmak iizere,
y=Ca+e (3.22)

seklinde gosterilir. Kanonik formda gosterim bazi kolayliklar sagladigi gibi elde
edilen o’nin herhangi bir tahmin edicisi & ile B tahminlerinin MSE’leri esit

olacaktir. Bdylece sadece kanonik model kullanmak yeterlidir.
o’nin en kiigiik kareler tahmin edicisi & s = (C'C)'C'y’dir. o’min alistimis

Ridge tahmin edicisi & r(k),
Z(k) = (A +kI)'A = (C'C+kI)'C'C (3.23)

olmak tizere G r(k) = Z(k)G s’ dir. Bu tahmin edici veride sapan degerlerin olmasi
durumunda ve X'X kotii kosulluluga sahip iken & s en kiigiik kareler tahmininden

daha tutarli sonuglar verir. & r(k)’nin MSE’si, k > 0 olmak iizere,

2
LIS » ( Kka.
MSE{ & r(k)! = 6° . i 3.24

{ar(k)} 2 k) ;(ki+k] (3.24)

seklinde verilir.

Yukarida bahsettigimiz nedenlerden dolay: alisilmis Ridge tahmin edicisi y
yoniindeki sapan degerlere kars1 hassastir. Silvapulle (1991), bu problemle miicadele
etmede alternatif bir yontem olarak robust M tahmin yontemine dayali Robust Ridge
tahmin edicisini (Ridge tipi M tahmin edici) dnermistir. (3.19) modelindeki o’nin M

tahmin edicisi &y olmak lizere,

a rm(k) = Z(K) 6 (3.25)
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dir. ar(k), & rs’nin kisitlanmig versiyonudur ve bu kisitlama Z(k) ile yapilir. Buna
gbre G s yerine &y ile yapilan kisitlama ile kalin kuyruklu dagilimlardan gelen
hatalarin & (k) tizerindeki etkilerinin azalmasi beklenir. Q;;, Q= Cov( 6.\) matrisinin

kosegen elemanlari olmak iizere, & rm(k) igin MSE,

MSE { 6 ru(k)} = i(k AR i((xkjik)j (3.26)

1

dir. Sivapulle (1991), C varsayimlar: olarak adlandirdigr asagidaki varsayimlari

vermistir.

i) M tahmin edicisinde kullanilan y fonksiyonunun c¢arpik-simetrik ve
azalmayan bir fonksiyondur.

11) Hatalar simetriktir.

iii) Cov( & y) sonludur.

iv) &y iteratif yontemle elde edilmistir.
Bu varsayimlar altinda 0 < k < k; i¢in MSE{ & rm(k)} < MSE{ay} olacak
sekilde pozitif bir k; degerinin var oldugunu ve eger Q; < © 7»1 , her 1 i¢in ise

MSE{ & rm(k)} < MSE{d r(k)} oldugunu gdstermistir.

k degerinin uygun se¢imini Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975),
2 1 C A ’a 2
o= _n . Z(Yi —Bors —Ci0) (3.27)
- i=1

olmak tizere

A2
kp= —0 (3.28)
ol
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olarak vermislerdir. Ayrica Lowless ve Wang (1976) k’nin bir bagka tahminini

kg = —22 (3.29)

seklinde vermislerdir. Benzer sekilde Silvapulle (1991), s?, 6>’nin bir robust tahmini

Ve

 L@-p Y /)
A?= i (3.30)

1, ’
{n;\l’(ﬁ/s)}

olmak iizere, M tahminine dayali k’nin robust se¢imini,

A

PA

1G]

kRM -

(3.31)

olarak vermistir. Dikkat edilirse y(x) = x olarak segilirse &t = G rs Ve A? =52

olur. Bdylece y’nin bu se¢imi igin kg = krm ve G r(kr) = & rm(krm) olur. Yani
alisilmig Ridge ile robust Ridge birbirine esittir.

(3.22)’deki kanonik model i¢in o’nin  Liu tahmini,
Gu(d)=C'C+DNCC+dD)bs=(A+D)(A+dD)bLs (3.32)
dir. o’nin herhangi bir & tahmini i¢in MSE(& ) = MSE(B) olacak sekilde B =P'a

seklinde bir tahmine karsilik gelir. Bu ylizden sadece kanonik formu ele almak

yeterlidir.
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Daha 6ncede bahsettigimiz gibi Liu tahmini y yoniindeki sapan degerlerden
cok etkilenen en kiigiik kareler tahmin edicilerini kullandigindan, sapan deger
probleminin oldugu durumlarda tutarli olmayan sonuglar iiretebilir. &y, o’nin M

tahmin edicisi olmak tizere o.’nin Liu tipi M tahmin edicisi 6 pm(d),
Gim(d) =A+DA+dD) b (3.33)

seklinde tanimlanir (Arslan ve Billor, 2000). Bu tahmin edici M tahmin edicisine
dayali olup ¢oklu i¢ iligki problemi ve y yoniinde sapan degerlerin olmast durumunda
etkilidir. Ridge tahmininde oldugu gibi Liu tahmin edicisi ile Liu tipi M tahmin
edicisin karsilagtirma kriteri MSE olarak alinacaktir. & pyv(d) nin MSE’si A;’ler X'X
matrisinin 6zdegerleri, 0 <d < 1 ve Q; Q = Cov( & \) matrisinin kdsegen elemanlari

olmak tizere,

MSE{ & 1m(d)} = Z (x(; d)) Q. +(d—1)zi“(%°°T)2 (3.34)

dir.

Arslan ve Billor (2000), C varsayimlar: altinda, MSE{ & m(d)} < MSE{ am(d)}
olacak sekilde 0 < d < 1 varligimni ve her 1 i¢in Q;; < szi'l ise her 0 <d < 1 igin
MSE{ & m(d)} < MSE{a(d)} oldugunu gostermislerdir. Buna gore (3.34)’deki
MSE{awm(d)},

d=2L T (3.35)
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de minimize edilmistir. Ayrica MSE{ & m(d)} < MSE{a 1(d)} nin gosterilmesi i¢in
iki MSE farkinin sifirdan kiiglik oldugunu gostermek yeterlidir ve farkin sifirdan
kiigiik olabilmesi i¢in € < 6”A; " olmasi gerektigini gérmek kolaydur.

d’nin bir robust tahminini (2.33) denkleminde ociz ve Qji’lerin yerine onlarin
yansiz tahminlerini kullanarak elde edebiliriz. G\ nin o ortalamali, A’A™" varyansls,

normal dagilima sahip oldugu bilinmektedir. Yani, sy 6l¢egin bir tahmini ve

- OEVE/0)]

: : (3.36)
[E(y'(e/0))]

172

olmak iizere n'"°( &, — a) = N(O, A’Aydir. Boylece o;’nin yansiz tahmini

~

2
df\di N ve Q;’nin yansiz tahmini (3.30)’da verilen A ? kullanilarak elde edilen

A2/ A, ’dir (Huber, 1981). Bu yansiz tahminleri (3.35) denkleminde yerlerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilirsa d’nin bir robust tahmini

Z:ll (k +1)

T 21
d,=1-A Az

Z(k +1)°

i=1 1

(3.37)

elde edilir. d yanlilik parametresi 0 ile 1 araliginda olmak zorundadir. Bu yiizden

d’nin h > 0 olacak sekilde

R A M (3.38)
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seklinde genellestirilmis formunu kullanabiliriz. Pratikte eger d, 0 ile 1 arasinda ise
&M kullanilmasinda sakinca yoktur. Ancak diger durumlarda d’nin genellestirilmis

formunun kullanilmasi 6nerilmistir (Arslan ve Billor, 2000).
Ornek 3.3. Tablo 3.1°de verdigimiz standartlastirilmis karma veriyi tekrar
ele alalm. Ornek 3.2°de sapan degerlerin model katsayilar1 iizerindeki etkileri

incelenmisti. Bu veri i¢in robust M tahmin edicileri Tablo 3.5’te verilmistir.

Tablo 3.5. 20 gozlemli veri i¢in robust M regresyon tahmin edicileri

Terim Bis Bis Huber Tukey T GT
20 gozlem 18 gozlem
B 3.206 5.611 4.688 6.162 6.467 5.422
B, 1.731 4.120 3.070 6.160 7.850 7.794
B 35.401 1.444 9.887 1.697 2.279 2.383
B 5.957 -1.678 0.878 -3.409 -4.638 -4.257
Bis -13.976 -2.173 -4.784 -2.663 -3.145 -2.738
Bas -13.192 -2.398 -4.867 -2.651 -3.093 -3.243
20 gozlem igin k=1.345 c=6 v=2 p=12
67=61.63121 6 =3.506 | 6 =0.7153 6 =065 | q=2
MSEOLS =2184.258 6 =1.237

Sapan degere sahip 20 gozlemli standartlastirilmis veri icin elde edilen robust
M tahminleri ile en kii¢iik kareler tahminleri arasinda farkliliklar olmasi
bekledigimiz ve siirpriz olmayan bir sonugtur. Daha dncede belirttigimiz gibi robust
yontemler y yoniinde sapan degerlerin olmasi durumda c¢ok etkili sonuglar veren
yontemlerdir ve dikkat edilirse 18 gozlemli sapan deger bulunmayan veri i¢in elde

edilen en kiiciik kareler katsay1 tahminlerine yakin katsay1 tahminleri elde edilmistir.
Tablo 3.6’da (3.37)’de verilen A? kullanilarak elde edilen standart hatalar
verilmistir. Robust tahmin edicilerinin standart hatalari A’ (X'’X)™" matrisinin

kosegen elemanlarinin karekokii hesaplanarak elde edildi.
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Tablo 3.6. Robust tahminlerin katsayilar1 i¢in standart hatalar

Terim | se( BLS ) se(Huber) se(Tukey) se(T) se(GT)
B 18.876 3.719 1.814 0.887 3.025
B, 23.098 4.552 2.220 1.085 3.701
B 13.904 2.740 1.336 0.653 2.228
B i 21.821 4.300 2.097 1.025 3.496
B 13 18.946 3.734 1.821 0.890 3.036
B 13 16.310 3.214 1.568 0.766 2.613
A2 2.393 0.569 0.136 1.582

Robust yontemlerle elde edilen standart hatalarin en kiiciik karelerin standart
hatalarindan ¢ok daha iyi oldugu goriilmektedir.

Simdi Ridge ve Liu tahminlerinde kullanilan en kiiclik kareler katsay1 tahmini
yerine Tukey p fonksiyonu ve A? kullamlarak elde edilen katsay1r tahminini

kullanalim. Elde edilen sonuglar Tablo 3.7°de verilmistir.

Tablo 3.7. 20 gozlemli veri i¢in M tahminine dayali robust Ridge (BRM) ve

robust Liu BLM tahminleri

Terim | gﬁ;;lem seBs) | Bw | seBu) | B | se(Bu)
f} . 3.206 18.876 2.747 0.650 3.001 0.731
Bz 1.731 23.098 2.067 0.618 2.719 0.836
B 3 35.401 13.904 0.503 0.682 0.741 0.617
B . 5.957 21.821 0.795 0.631 -0.364 0.803
f} . -13.976 18.946 -0.306 0.651 -0.658 0.732
623 -13.192 16.310 -0.735 0.673 -0.835 0.671

20 gozlem igin k=0.2212 Tukey | d=0.317 Tukey

Elde edilen sonuglart Ornek 3.2°de elde ettigimiz Tablo 3.4’teki sonuglarla
karsilagtirdigimizda MSE degerlerinde %50 oraninda bir iyilesme oldugunu
goriiyoruz. Ayrica en kiiclik kareler tahmini yerine robust M tahmin edicisini

kullandigimizda sapan degerlerin katsayr tahminleri {izerindeki etkileri daha iyi
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goriilmektedir. 18 gozlemli veri i¢in elde edilen Ridge ve Liu tahminleri ile 20

gbzlemli veri icin elde edilen robust Ridge ve robust Liu tahminleri birbirlerine yakin
elde edilmistir. Ozellikle [33 katsay1 tahmini 20 gozlemli veri i¢in Ridge ile 19.876
ve Liu ile 17.716 elde edilirken 18 gézlemli sapan degersiz veri i¢in Ridge ile 0.322
ve Liu ile 0.788 olarak hesaplanmistir. 20 gozlemli veri igin robust Ridge ile 0.503

ve robust Liu ile 0.741 olarak elde edilmis ve sapan degerlerin katsay1 tahminleri

tizerindeki etkilerinin ciddi oranda azalmasi saglanmistir.

3.4. Siddetli Coklu I¢ iliski ve Sapan Deger Problemlerinin Birlikte

Olmasi Durumu icin Bir Ornek: Motor Yag Karisim Verisi

Bu boliimde ¢ok iyi bilinen Snee (1975)’in motor yagi karisimi verisi igin
robust Ridge ve Robust Liu tahmin edicilerinin etkilerini inceleyecegiz. Caligsmanin
amaci ti¢ farkli motor yaginin (X,, X3, X4) karigtirilmasiyla elde edilen yag karisimina
cesitli kritik fiziksel o6zellikleri (y) istenilen seviyeye getirecek sekilde eklenecek
katki maddesinin (x;) miktarinin belirlenmesidir. Bilesenler karma denemelerin

dogal kisitlamalarinin yani1 sira asagidaki ek kisitlamalara sahiptirler.

0,07 <x; <0,18
0,00 < x5 < 0,30
0,37 <x3<0,70 (3.39)
0,00 <x4<0,15

Karma denemelerde bu tip ek kisitlamalar yliziinden ¢ogunlukla kot kosulluluk
problemi ortaya ¢ikar. Ayrica dikkat edilirse birinci ve dordiincii bilesenlerin degisim
araliklar1 ¢ok dardir ve bu tip dar aralikli degisim araligina sahip veri gruplari icin
kotii kosulluluk problemi daha ciddi boyutlardadir ve bu istenmeyen durum yukarida
da bahsettigimiz gibi ¢aligmadaki hassasiyeti ciddi boyutlarda etkiler. Ciinkii dar
degisim araligina sahip degiskenlerin 2. dereceden model i¢in VIF; degerlerinin

yiiksek  olmast  beklenir. Degiskenleri  standartlastirmanin  yararlarindan
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faydalanabilmek icin (3.14)’de verilen ikinci dereceden model i¢in degiskenleri
(3.13)’te verilen yontemle standartlastiracagiz. 18 gozlemden olusan veri orijinal ve
standartlastirilmis olarak Tablo 3.8’de verilmistir. Ayrica ¢alismanin amacini daha
iyi aciklayabilmek i¢in 5. gozlem degeri ys, sapan deger olacak sekilde

degistirilecektir ve bu Tablo 3.8’de ypomuk 0larak verilmistir.

Tablo 3.8. Snee(1975)’in motor yag1 karigimi verisi.

Sira X X2 X3 X4 Wi W) W3 Wy Yori | Ybomk
1 0.1500 | 0.0000 | 0.7000 | 0.1500 | 0.2512 | 0.0000 | 0.2681 | 0.3314 | 13.89 | 13.89
2 0.1800 | 0.3000 | 0.3700 | 0.1500 | 0.3015 | 0.3517 | 0.1417 | 0.3314 | 13.99 | 13.99
3 0.0700 | 0.2300 | 0.7000 | 0.0000 | 0.1172 | 0.2696 | 0.2681 | 0.0000 7.6 7.6
4 0.0700 | 0.0800 | 0.7000 | 0.1500 | 0.1172 | 0.0938 | 0.2681 | 0.3314 9.45 945
5 0.1800 | 0.1200 | 0.7000 | 0.0000 | 0.3015 | 0.1407 | 0.2681 | 0.0000 | 12.93 | 3.417
6 0.0700 | 0.3000 | 0.6300 | 0.0000 | 0.1172 | 0.3517 | 0.2413 | 0.0000 7.38 7.38
7 0.0700 | 0.3000 | 0.4800 | 0.1500 | 0.1172 | 0.3517 | 0.1839 | 0.3314 8.58 8.58
8 0.1800 | 0.0000 | 0.6700 | 0.1500 | 0.3015 | 0.0000 | 0.2566 | 0.3314 | 15.65 | 15.65
9 0.1800 | 0.3000 | 0.5200 | 0.0000 | 0.3015 | 0.3517 | 0.1992 | 0.0000 | 11.94 | 11.94
10 0.1800 | 0.0000 | 0.7000 | 0.1200 | 0.3015 | 0.0000 | 0.2681 | 0.2651 | 15.24 | 15.24
11 0.0700 | 0.2275 | 0.6275 | 0.0750 | 0.1172 | 0.2667 | 0.2403 | 0.1657 8.24 8.24
12 0.1800 | 0.1440 | 0.5920 | 0.0840 | 0.3015 | 0.1688 | 0.2268 | 0.1856 | 13.84 | 13.84
13 0.1250 | 0.3000 | 0.5000 | 0.0750 | 0.2093 | 0.3517 | 0.1915 | 0.1657 | 10.08 | 10.08
14 0.1300 | 0.0860 | 0.7000 | 0.0840 | 0.2177 | 0.1008 | 0.2681 | 0.1856 | 11.48 | 11.48
15 0.1250 | 0.2375 | 0.6375 | 0.0000 | 0.2093 | 0.2784 | 0.2442 | 0.0000 9.64 | 9.64
16 0.1300 | 0.1360 | 0.5840 | 0.1500 | 0.2177 | 0.1594 | 0.2237 | 0.3314 | 11.94 | 11.94
17 0.1330 | 0.1630 | 0.6170 | 0.0870 | 0.2227 | 0.1911 | 0.2363 | 0.1922 | 11.25 | 11.25
18 0.1800 | 0.1500 | 0.5200 | 0.1500 | 0.3015 | 0.1759 | 0.1992 | 0.3314 | 14.65 | 14.65

Tablo 3.2°de standartlagtirilmis ve standartlastirnlmamis degiskenler
cinsinden en kiiciik kareler katsayilari, standart hatalar X matrisinin 6zdegerleri,
kosul sayilari, VIFy’ler ve katsay1 tahminleri verilmistir. Bu veri i¢in elde edilen
sonuglara dikkat edilirse Ornek 3.1°de ele aldigimiz 20 gozlemli karma veriye gore

kosul sayis1 ¢ok biiyiiktiir ve kotii kosulluluk problemi ¢ok ciddi boyutlardadir.
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Tablo 3.9. Motor yagi karigimi verisi sonuglari.

Standartlastgnlmamns Standartlzjstlrllmls
Terim Bexk  |SE(Bekx) | Ozdeger VIF; Bexk  SE(Bexx) Ozdeger VIF;
B 125,8915 5.07 8,060 | 20198,698 | 74,4183 | 3.056 7,5447 | 7039,660
B 2 6,6914 0.665 0,345 342,195 | 5,7344 | 0.574 1,3905 248,663
[3 3 7,0113 0.192 0,101 28,591 | 18,2851 0.508 0,1714 194,669
[3 4 16,24 3.133 0,051 | 7665,789 | 7,3513 1.445 0,231 | 1573,6241
[3 12 -114,9972 6.565 0,00078 | 33900,847 |-12,5959 | 0.737 0,048 409,402
[3 13 -99,0116 6.714 0,00072 | 35423,061 |-35,3256 | 2.459 0,033 | 4555,863
[3 14 -56,4377 7.245 0,00045 | 41234,244 | -3,6242 | 0.485 0,005 177,230
3 23 -5,7463 1.211 0,00030 | 1134,920 | -2,7883 | 0.586 0,001 259,098
3 24 -8,6768 3.649 | 0,000028 | 10385,443 | -0,6888 | 0.295 0,0004 65,740
3 34 -6,7357 3.765 | 0,0000085 | 11065,164 | -1,8411 1.040 0,00008 815,987
G2=0.001292234  KS =948235.29 6 2=0.001326762 KS =94308.75
MSEOLS = 208.5394 MSEOLS = 20.35245

X katsay1 matrisinin kosul sayist ve VIF; degerleri kabul edilebilir degerlerin
¢ok tizerinde olup kétii kosulluluk problemi ¢ok ciddi boyutlardadir. Ayrica dikkat
edilirse degisim araligi dar olan degiskenlerin VIF degerleri digerlerinden daha
biiylik elde edilmektedir. Standartlastirilmis degiskenler cinsinden elde edilen
sonuglarin yorumlanabilirliginin yiiksek olmasi yaninda MSE degerinde de dikkate
deger oranda kiiciilmesi ve birgok istatistik paket programinin standartlastiriimis
degiskenler cinsinde sonu¢ Tlretmesinden dolayr bundan sonra islemlerimizi
standartlastirilmis degiskenler cinsinden yapacagiz.

Simdi de veride kotii kosullulugun yani sira sapan deger olmasi durumu ile
olmamasi durumunu karsilastirmak amactyla verideki 12.93 olan 5. gozlem degerini
DE6 programinin simiilasyon editoriinii kullanarak 3.417 olarak degistirelim.
Standartlastirilmis degiskenler kullanilarak elde edilen sonucglar Tablo 3.3’te

verilmigtir.
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Tablo 3.10. Bozulmus gozlemler i¢in elde edilen sonuglar.

Terim B se(B.s) Ozdeger VIF;

B 13.355 131.128 7,5447 7039,660
B, 19.451 24.645 1,3905 248,663
B s 0.578 21.806 0,1714 194,669
B -94.826 61.997 0231 | 1573,6241
B 1 3.657 31.622 0,048 409,402
B 13 -6.222 105.488 0,033 4555,863
B 35.543 20.806 0,005 177,230
B 0.017 25.157 0,001 259,098
B 4267 12.672 0,0004 65,740
B 82.855 44.644 0,00008 815,987
67=2.442527 KS = 94308.75

MSEOLS = 37468.21

Tablo 3.9°da orijinal veri ve Tablo 3.10°daki 1 sapan degerli veri i¢in elde
edilen sonuglart karsilastirdigimizda, degiskenleri standartlastirma isleminin bir
miktar iyilestirme saglamasina ragmen yeterli olmadigini ve veriler i¢in kosul sayisi,
VIF; ve MSE degerlerinin standartlastirilmamis degiskenlere gore daha kiicilik
olmasina ragmen kabul edilebilecek degerlere gore ¢ok biiylik oldugunu ve ciddi bir
kotii kosulluluk probleminin oldugunu goriiyoruz. Ek olarak veride sapan deger
olmast durumda ise MSE degerinin 20,35245°den 37468.21°¢ yiikseldigini
goriiyoruz. Ayrica sapan deger olan veri i¢in ’larin standart hatalarinin da ciddi
sekilde arttigin1 goriiyoruz. Yani genel olarak veride kotii kosulluluk problemine ek
olarak birde sapan deger problemi varsa en kiiciik kareler ile elde edilen sonuglarin
cok tutarli olmayacagini ve standart hatalar ile MSE degerlerinin daha biiyiik elde

edilecegini sdyleyebiliriz.

Simdi de sapan deger olacak sekilde degistirilen 5. gézlem degerini ve X
katsay1 matrisinde karsilik gelen satir1 veriden ¢ikarirsak elde edecegimiz sonuglari
inceleyelim. 17 gozlemden olusan veriler icin elde edilen en kii¢iik kareler analiz
sonuclart Tablo 3.11°de verilmistir. Elde edilen sonuglara dikkat edilirse MSE

degeri ve B katsayr tahminlerinin standart hatalarindaki fark ¢ok ciddi boyutlarda.
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Yani 1 tek sapan degerin bile sonuglara etkisi ¢ok fazla. Ancak yiiksek kosul sayis1
ve VIF; degerleri yani kotii kosulluluk problemi, y yoniindeki sapan deger ve karsilik

gelen X katsay1 matrisinin satir1 ¢ikarilmasina ragmen yine ciddi boyutlardadir.

Tablo 3.11. 1 sapan degeri atilmis 17 gozlemlik veriler i¢cin en kiigiik
kareler.

Terim 18 gB iiL;lem . g[iiLleem se(B) | Ozdeger VIF;-ler

B 13.3553 74.394 3.311 7.362 7230.436
B 2 19.4510 5.740 0.626 1.363 258.290
[33 0.5775 18.278 0.565 0.616 210.712
[34 -94.8265 7.311 1.787 0.225 2107.794
f% 12 3.6771 -12.589 0.800 0.034 422918
f& 13 -6.2221 -35.314 2.640 0.0198 4599.2
B 14 35.5429 -3.609 0.623 0.0051 255.719
B 23 0.0171 -2.787 0.627 0.0019 259.501
B 2 4.2673 -0.687 0.319 0.0003 66.997
B 34 82.8547 -1.808 1.339 0.00008 1183.009
&6%2=0.00151587 MSEOLS =25.15523 KS =92025

2. boliimde ele aldigimiz Robust M tahmin edicileri kullanilarak elde edilen

sonuclar Tablo 3.12’te verilmistir.

Tablo 3.12. 18 gozlemlik bozulmus veriler i¢in M tahmin edicileri.

Terim ﬁLs Huber Tukey T GT
(17 gézlem) k =1.345 c=5 v=1 p=12;q=2

B 74.394 70.368 70.1593 67.315 72.109
B 5.740 6.980 6.5454 6.686 6.1733
B 18.278 17.493 17.7072 17.770 17.7682
Ba 7.311 2.074 4.3243 6.236 5.3194
B -12.589 -11.710 -11.6548 -10.970 -12.0783
B -35.314 -32.709 -32.1525 -29.938 -33.6443
B s -3.609 -1.756 -2.3535 -2.294 -2.7782
B -2.787 -3.328 -3.2641 -3.624 -2.9162
B 2 -0.687 -0.225 -0.3739 -0.732 -0.5048
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B34 -1.808 2311 0.4685 -1.029 -0.2344
5° 2.442572 0.4305 0.0129 0.0000378 0.03315

Robust tahmin edicileri kullanarak elde edilen sonuglara dikkat edilirse
katsay1 tahminleri sapan degerden ¢ok az etkilenmistir ve varyans tahminde dikkate
deger bir oranda azalmistir. Huber M tahmin edicisinin Tukey M tahmininden farkli
olmasinin nedeni Sekil 1.9°da verilen p fonksiyonlari ile agiklanabilir. Huber p
fonksiyonunun kollar1 yukart dogru c¢ikarken yani siirekli artarken Tukey p
fonksiyonunun kollar1 bir siire sonra x eksenine paralel olacak sekilde bir yapiya
sahiptir. Bunun anlami Tukey p fonksiyonu kullanildiginda ¢6ziime daha hizli
yaklagilir. Ancak daha dncede belirttigimiz gibi robust M tahmin ediciler y yoniinde
sapan degerlerin olmasi durumunda etkili olan yontemlerdir. Koti kosulluluk

probleminin oldugu durumlarda etkili yontemler degildir. Tablo 3.13’te robust
tahmin edicileri i¢in (3.37)’de A’ kullanilarak elde edilen standart hatalar

verilmistir. Robust tahmin edicilerin standart hatalar A’ (X'X)"! matrisinin kosegen

elemanlarinin karekoki alinarak elde edilir.

Tablo 3.13. Robust tahmin edicileri i¢in standart hatalar

Terim se( BLS) se(Huber) | se(Tukey) se(T) se(GT)

B 131.128 70.74743 9.826825 0.6381237 22.38793
B, 24.644 13.29661 1.846901 0.119932 4.207695
Bs 21.806 11.76478 1.634129 0.1061153 3.722948
B 61.997 33.44917 4.646092 0.3017029 10.58494
B 1 31.622 17.06122 2.369806 0.1538879 5.399002
B 13 105.488 56.91414 7.905379 0.513351 18.0104
B 20.806 11.22545 1.559216 0.1012507 3.552277
B 25.157 13.57274 1.885254 0.1224226 4.295074
B 12.672 6.836755 0.949626 0.06166579 2.163482
B 44.644 24.08666 3.345639 0.2172555 7.622191
A? 0.711 0.0137175 0.5568 0.0711994

Standart hatalardaki en kiigiik karelere gore elde edilen onemli iyilesme

acikca goriilmektedir.
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Robust Ridge tahmin edicisinin etkilerini daha iyi agiklayabilmek i¢in Ornek
3.1’de oldugu gibi islemleri orijinal veri ve 1 gdzlem degeri bozulmus veri i¢in
yapacagiz. Daha oOnce belirttigimiz nedenlerden dolayr tahminlerimizi
standartlastirilmis degiskenler icin yapacagiz. Tablo 3.14’te orijinal veriler i¢in en

kiiciik kareler ve Ridge tahmin edicisi kullanilarak elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 3.14. Orijinal veriler icin EKK ve Ridge regresyon sonuglari.

Terim B se(PB.s) VIF-ler Be se(fy ) R-VIF;
B, 74.4183 2.490 7039.660 |  21.6098 | 0450 |  152.9509
B, 5.7344 0.470 248.663 50515 |  0.463 161.8972
Bs 18.2851 0.410 194.669 | 13.6204 |  0.391 115.1841
B 73513 1.180 1573.6241 7.9004 | 0.648 | 3167561
B -12.5959 0.601 409.4202 | -0.2351 0.218 35.7484
B -35.3256 2.007 4555.863 7.1298 | 0387 112.9021
B -3.6242 0.395 177.230 3.9855 0.217 35.4570
B -2.7883 0.478 259.098 228202 | 0458 158.4023
B -0.6888 0.241 65740 | -0.9530 |  0.166 20.7418
B 14 -1.8411 0.849 815987 |  -2.8858 |  0.478 172.0685
52=0.0013267662 k =0.0005
MSEOLS = 20.35245 MSER = 5.065067

Elde edilen sonuglara dikkat edilirse Ridge tahmin edicisi kullanildiginda en
kiiglik kareler tahminine nazaran MSE degeri ile VIF; degerlerinde dikkate deger bir
diizelme olmustur. Ridge tahmin edicisini bozuk veriler ile 1 sapan degeri ¢ikarilmis
17 gozlemlik veriler i¢in uyguladigimizda elde edecegimiz sonuglar Tablo 3.15°te

verilmistir.
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Tablo 3.15. 17 ve 18 gozlemli veriler i¢in Ridge regresyon sonuglari.

Terim _ 17 gozlem iAg:in sonuclar A18 gozlem icjn sonuglar
Br se(By) R-VIF; Br se(By) R-VIF;

B 20.749 0.481 152.987 4.795 3.669 5.510
B, 5.466 0.498 163.747 9.588 8.294 28.163
B, 12.979 0.429 121.294 1.178 8.341 28.482
B4 5.826 0.665 291.754 -0.644 5.281 11.417
B 12 0.059 0.234 36.289 6.452 5.860 14.059
B i3 7.014 0.416 114.490 2.962 4.953 10.046
B s 4.996 0.254 42.523 18.932 5.899 14.250
B 13 -2.510 0.494 160.855 6.647 7.225 21.374
B -1.168 0.189 23.500 -11.699 4331 7.681
B -0.843 0.516 175.750 15.398 5.741 13.493
k=0.0005 MSER =5.789 k=0.005

MSEOLS = 25.1552 MSER = 7348.902

Tablo 3.15’teki sonuglar1 inceledigimizde 18 gozlem icin Pr katsayi
tahminlerinin orijinal verilerdekine nazaran ¢ok farkli oldugunu goriiyoruz. 1 sapan
deger katsayr tahminlerini oldukga etkilemistir. Ayrica tahmin edilen katsayilarin
standart hatalarini1 da olumsuz yonde etkilemistir. VIF; degerleri istedigimiz diizeyde
elde edilse de Ridge i¢in MSE degeri hala ¢ok biiyliktiir. 17 gozlem i¢in elde edilen
sonuglara dikkat edilirse Tablo 3.14’teki 18 gozlemli verilerden elde edilen sonuglara
olduk¢a yakindir. Simdi, Tablo 3.12’deki Tukey M tahmini sonuglar1 kullanarak,
robust Ridge tahmin edicisini sapan deger ve kot kosulluluk olan veriye

uygulayalim. Elde edilen sonuglar Tablo 3.16’da verilmistir. Robust Ridge igin

standart hatalar (3.22)’de verilen A2 yardimiyla hesaplanmistir.
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Tablo 3.16. 18 gozlemli veriler i¢in robust Ridge regresyon sonuglari.

Terim | fé;fﬁ,os se(Buv) K J:,‘f?.‘oos se(Bev) kl:})].IOFois kl:(}.](llg(i)s
B 13.389 0.031 20.791 0.164 5.510 152.9509
B, 2.731 0.071 5.635 0.169 28.163 161.8972
B s 10.680 0.071 13.270 0.143 28.482 115.1841
Ba 3.283 0.045 6.342 0237 11.417 316.7561
B 2.181 0.045 -0.072 0.079 14.059 35.7484
B 13.775 0.042 7.600 0.141 10.046 112.9021
B 6.063 0.050 4.490 0.079 14.250 35.4570
B 0.291 0.061 -3.031 0.167 21374 158.4023
B -0.467 0.037 -0.887 0.061 7.681 20.7418
B 1.566 0.049 -1.546 0.174 13.493 172.0685
k =0.005 igin MSER = 403.3552 Tukey igin A>=0.0137175

k = 0.0005 igin MSER =3132.521  MSEOLS = 37468.21

Robust Ridge yardimiyla elde edilen sonuglara bakilirsa 17 gozlemli sapan
deger cikarilmis veriler i¢in elde edilen sonuglara yakindir. Yani robust M tahmin
edicileri gibi robust Ridge tahmin edicide sapan degerden etkilenmemistir. Ayrica
Ridge tahmin edicisinin kotii kosulluluga karst kullanilabilecek bir yapida
olmasindan dolay1 her iki olumsuz durumun etkisi minimuma inmistir. MSE ve VIF;
degerleri de karsilastirildiginda en kiiciik karelere gore kabul edilebilir bir degere

sahip olduklar1 goriiliir.
Simdi de robust Liu tahmin edicilerinin etkilerini inceleyelim. Tablo 3.17°da

orijinal veriler i¢in en kiiclik kareler ve Liu tahmin edicisi kullanilarak elde edilen

sonugclar verilmigtir.
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Tablo 3.17. Orijinal veriler i¢in EKK ve Liu regresyon sonugclari.

Terim B se(B.s) VIF-ler B, se(f,) L-VIF,
B, 74.4183 2.490 7039.660 74.2223 1113 | 6998.558
B, 5.7344 0.470 248.663 57269 | 0209 | 247.2162
Bs 18.2851 0.410 194.669 18.2514 | 0.185 193.5375
B 7.3513 1.180 1573.6241 7.3431 0.526 1564.44
B -12.5959 0.601 409.4202 | -12.5475 | 0268 |  407.0165
Bis -35.3256 2.007 4555.863 |  -35.1992 |  0.895 |  4529.265
B -3.6242 0.395 177.230 35978 | 0.176 176.1998
B -2.7883 0.478 259.098 2769 | 0213 | 257.5902
B -0.6888 0.241 65.740 -0.6845 | 0.107 65.3602
B -1.8411 0.849 815.987 -1.8209 | 0379 |  811.2771
67=0.0013267662 d=0.997076
MSEOLS = 20.35245 MSEL = 20.29314

Elde edilen sonuglara dikkat edilirse Liu tahmin edicisi kullanildiginda en
kiiciik kareler tahminine nazaran MSE degeri ile VIF; degerlerinde bir azalma oldugu
gibi [ katsay1 tahminlerinin standart hatalar1 da diigsmiistiir. Liu tahmin edicisini
bozuk veriler ile 1 sapan degeri ¢ikarilmig 17 gbzlemlik veriler i¢in uyguladigimizda

elde edecegimiz sonuglar Tablo 3.18’de verilmistir.

Tablo 3.18. 17 ve 18 gozlemli veriler i¢in Liu regresyon sonuglari.

Terim _ 17 gozlem iAg:in sonuclar _ 18 gozlem igiin sonuclar
B. se(B,.) L-VIF; B, se(B,) L-VIF;

[3 | 74.151 1.128 7178.433 74.2223 1.113 6998.558
B 2 5.731 0.213 256.438 5.7269 0.209 247.2162
[33 18.235 0.192 209.203 18.2514 0.185 193.5375
B4 7.302 0.609 2092.64 7.3431 0.526 1564.44
B i -12.530 0.273 419.881 -12.5475 0.268 407.0165
B 13 -35.161 0.899 4566.124 -35.1992 0.895 4529.265
B 14 -3.575 0.212 253.886 -3.5978 0.176 176.1998
B 13 -2.764 0.214 257.640 -2.769 0.213 257.5902
B o -0.681 0.108 66.520 -0.6845 0.107 65.3602
B -1.782 0.456 1174.505 -1.8209 0.379 811.2771
d=0.996397  MSEL =25.06497 d=0.997076

MSEOLS =25.1552 MSEL =20.29314
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Simdi Tablo 3.12°deki Tukey M tahmini sonuglar1 kullanarak robust Ridge
tahmin edicisini sapan deger ve kotii kosulluluk olan veriye uygulayalim. Elde edilen

sonuclar Tablo 3.19°da verilmistir. Robust Liu i¢in standart hatalar (3.22)’da verilen

A’ yardimiyla hesaplanmistir.

Tablo 3.19. 18 gozlemli veriler i¢in robust Liu regresyon sonuglari.

Terim | B, | se(B,) | L-VIF,
B 9.703 0.042 10.010
B, 3.327 0.009 0.469
Bs 7.173 0.008 0.396
B 4.546 0.020 2.325
B 3.367 0.011 0.725
B 6.366 0.034 6.532
B4 5.146 0.008 0.385
B 3337 | 0.009 0.499
B 0.735 | 0.007 0.286
B 4902 | 0015 1275
d=0.0375 MSEOLS = 37468.21
MSEL = 5662.013

Robust Liu ile elde edilen sonuclara dikkat edilirse alisilmis Liu tahmininden
olduk¢a farklidir. VIF; ve katsay1r standart sapmalarinda onemli derecede diisiis
kaydedilmistir.

Sonug olarak, sapan deger ve ¢oklu i¢ iliski problemlerinin karma veri i¢in
elde edilen katsay1 tahminleri iizerindeki kotl etkilerine karsit miicadele amaciyla
Onerilen robust M tahmin edicileri ile Ridge ve Liu yanl tahmin edicilerinin birlikte
kullanilmas1 birgok agidan avantaj saglamistir. Ozellikle ikinci &rnekte, Snee
(1975)’in verdigi motor yagi karisimi verisi, MSE agisindan ¢ok Onemli gelisme

saglanmstir.
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4. BOLUM. GENELLESTIRILMIS M (GM) TAHMIN EDICIiLERI

Regresyon analizinde kotii kosulluluk ve sapan deger gibi sikc¢a karsilagilan
diger bir problemde x yoniinde sapan deger (leverage point) problemidir. Bu
calismada simdiye kadar karma veride y uzayinda aykir1 olan gozlemlerin (sapan
degerlerin) varliginin katsay1 tahminleri {izerindeki etkileri ve M tahmin edicilerinin
bu sapan degerlere karsi performanslari incelenmis buna karsilik katsayr matrisi ile
ilgili bir inceleme yapilmamistir. Birinci boliimde ele alinan, karma denemelerin
analizinde sik¢a kullanilan standart tasarimlar, kotii kosulluluk problemini diisiik
seviyede tutan katsayr matrisleri {iiretirler ancak x yoniinde sapan deger problemi
(leverage point) aragtirmacinin karsisinda duran diger bir sorundur. Ayrica ¢ogu
zaman 1.1 ve 1.2’de verilen dogal kisitlamalara 1.3’te verilen ek kisitlamalar
eklenmesi tasarim noktalarindan uzaklagilmasina neden olur ve bundan dolay1
katsay1 matrislerinde ciddi problemler olusur. Ozellikle kotii kosulluluk problemi hig
istenmeyen yiiksek seviyelerdedir. Bu bdliimde, katsayr matrislerinde kot
kosulluluk probleminin yani sira Cook uzakligi, Mahalanobis uzakligi gibi tanim
yontemlerinden faydalanarak belirleyebilece§imiz x yoniinde sapan degerlerin
olmasi durumunda, X uzayindaki sapan degerlere karsi etkili olan, Genellestirilmis

M (GM) tahmin edicilerinin performanslar1 incelenecektir.

4.1. x Yoniinde Sapan Degerleri Tammmlama Y ontemleri

Sapan degerler verinin ¢ogunlugunun olusturdugu yapiya uygun olmayan
gozlemlerdir. Cok bilesenli sistemlerde bir noktanin x yoniinde sapan deger
oldugunu belirlemek c¢ok zordur. Ozellikle karma denemelerde, en ¢ok kullanilan
ikinci dereceden modeller degiskenlerin ikili c¢arpimlarini igerdiginden ve
degiskenler iizerindeki kisitlamalar nedeniyle, gézlemin x yoniinde sapan deger
oldugunu belirlemek daha da giiclesir. Sekil 4.1a’da gosterilen durumu goéz Oniine
alalim. Sekilde bir noktanin X uzayinda 6rneklemin diger noktalarindan daha uzakta
ancak neredeyse diger noktalarin icinden gegen regresyon dogrusunun iistiinde

oldugu goriilmektedir. Bu sekildeki gozlemlere iyi leverage nokta denir ve iyi x
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degerlerlerine sahip degillerdir. Bu tip gozlemler regresyon katsayir tahminlerini
etkilemezler fakat R?, katsayilarin standart hatas1 gibi model istatistikleri iizerinde
cok onemli etkileri vardir. Simdi de Sekil 4.1b’de gdsterilen durumu ele alalim. Bir
nokta X ve Y uzaymm i¢inde ancak Orneklemdeki diger noktalardan farkl
davranmaktadir. Bu tip gozlemlere y yoniinde sapan deger veya dikey sapan deger
denir. Bu gdzlemler biiylik hata degerlerine sahiptirler. Sekil 4.1c’de ise modele
etkisi ¢cok olan biiyiik hata degeri iireten bir gdzlem s6z konusudur. Bu gozlem X
uzayindan uzakta fakat y degeri normal goriinmektedir. Bu sekildeki gozlemlere
kotii leverage nokta denir. Bu gozlemlerin model katsayilar1 {lizerinde Onemli
etkileri vardir ve regresyon dogrusunun yoniinii kendilerine dogru ¢ekerek manivela

etkisi yaparlar.

(a) (b) (©)
Sekil 4.1. a) iyi leverage nokta b) dikey sapan deger c) kotii leverage nokta

Alisilmis ¢oklu lineer regresyonda x yoniinde sapan deger olan noktalari
belirlemek i¢in en ¢ok kullanilan yontem H sapka matrisinin kdsegen elemanlari
hii’leri incelemektir. Ek olarak Mahalanobis uzakligi, Cook uzakligi, DFFITS
Olgiileri kullanilabilir. Ancak bu istatistikler veride bir tek aykirt deger olmasi
durumunda etkilidirler. Birden ¢ok aykir1 degerin olmasi durumunda etkilerin
maskelenmesi problemi ortaya c¢ikar yani x yoniinde sapan degerler biiyiik h;; veya
biiylik mahalanobis uzakligina sahip olamayabilirler. Bu durumda bu tip gozlemlere
kars1 daha dayanikli olan robust tahmin edicileri kullanmak daha giivenilir sonuglar

uretecektir.
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X yoniinde sapan degerlerin belirlenmesinde simetrik ve idempotent (H' = H,

HH' = H), izi, rankina esit olan

H=XX'X)"'X’ 4.1

sapka matrisi onemli bir yer tutar. y = Hy oldugundan, H’ye sapka matrisi
denmistir. H sapka matrisinin h;; elemanlar i-inci gozlem y; tarafindan kullanilan x

yoniinde sapan deger olan noktalarin y, uydurulmus degeri lizerindeki etkilerinin

yorumlanmasini saglar. Ancak daha ¢ok H sapka matrisinin h; kosegen elemanlari
ile ilgilenilir. hj, i-inci goézlemin X uzaymin merkezine olan uzakliginin
standartlastirilmis Olgiisiidiir. Bdylece X uzayindan uzakta olan etkili gézlemler
bliyiik h;; degerlerine sahip olacaktir. h; degerleri O ile 1 araliginda olup 1’e yakin
olan h; degerine karsilik gelen i-inci gozlem x yonilinde sapan deger olarak
degerlendirilir. Yani H matrisinin kdsegen elamanlari ile agiklayici degiskenlerin
uzayindaki noktalar arasinda énemli bir iliski vardir.

Genel olarak eger h;; degeri ortalamasi olan 2p/n degerinde biiyiik ise i-inci
gbzlem x uzaymin uzagindadir ve tahminler {izerinde 6nemli etkileri olabilir. h;
kosegen eleman: sifir ise bu uydurulan model iizerinde etki yok anlamina gelir. h;;
biiylik ise yani 1’e yakin ise i-inci rezidiiniin varyansi hemen hemen sifirdir. Bunun
ana sebebi i-inci gozlemin en kiicilik karelerin regresyon katsayilari tizerinde 6nemli
etkilerinin oldugudur. Ancak bu durum tek basina o noktanin iyi veya kotii olmasi
anlamina gelmez.

H sapka matrisi sadece X’e bagl olup, y yoniindeki sapan degerleri ihmal
eden, ¢ok dikkatli kullanilmas1 gereken bir istatistiktir. Cilinkl Sekil 4.1°de verilen
modele etkisi olan noktalar modele etkisi olmayan noktalarin etkisi ile
goriilmeyebilir. Bagska bir degisle, sapka matrisi veri seti sadece tek sapan degere
sahip iken kullanighdir. Ancak birkac¢ sapan deger varsa karsilik gelen h;; bununla
ilgili bilgi icermeyebilir. Boylece X i¢inde hji’ler arasinda goriinmeyen ¢oklu sapan

degerler bulunabilir ve h;; yiiksek olsa bile rezidiiler oldukca kiiciik elde edilebilir.
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Sonug olarak sadece h;i’lere bakarak bir gézlemin X uzayinda sapan deger oldugunu
sOyleyemeyiz.

Regresyon analizinde bir gozlemin sapan deger oldugunu iddia edebilmek
icin kullanilan en faydali yontem bu gozlem varken ve yokken caligmaktir. Bu amag
i¢cin en ¢ok basvurulan yontemlerden biri Cook (1977, 1979)’un verdigi kendi adiyla
anilan Cook uzakligidir. Cook uzakligi, i-inci gozlem varken ve yokken regresyon
katsayilar1 arasindaki uzakligt yani bir gdzlemin c¢ikarilmas: ile regresyon
katsayilarinda olusan degisimi Olger.

(1.9)’da verilen modeli ele alalim. En kiigiik kareler i¢in standartlastirilmis

rezidiiler ¢; = y; — y; olmak tizere,

I =

(4.2)

|

ile verilir. Burada,

§2= >l (4.3)

dir ve hatalar bagimsiz, sifir ortalamali, ¢ standart sapmali, 6zdes dagilima sahip
oldugunda 62, o”’nin yansiz tahmin edicisidir. Bazen standartlastirlmis rezidiiler

yerine

fj= —— (4.4)

studentized rezidiileri kullanilir. Bu iki ¢esit rezidiiye genel olarak standartlastirilmig

rezidiler denir.
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(1.9)’da verilen modelin en kiiciik kareler ¢6ziimii (1.11)’de verilen B olmak

lizere y = XB kullanarak Cook uzakligi, ¥ (i), i-inci gézlem ¢ikarildiktan sonra elde

edilen uydurulmus deger ve p tahmin edilecek parametre sayisi olmak tlizere

cpr - G=3E-30) 45)
pG

seklinde verilir. Cook uzakligi i¢in bir diger form ise

CD? = lr? h; 4.6
i i (4.6)
p

1-h,

seklinde verilir. (4.7) formu uydurulmus deger vektoriindeki i-inci godzlemin
kaldirilmasinin etkilerini dlger diyebiliriz. (4.8) formundan hareketle CD? nin veri
setinin 3 etkenine bagli oldugunu sdyleyebiliriz. Bunlar, tahmin edilecek katsay1
say1si p, i-inci standartlastinlmis rezidii ve i-inci rezidii varyansmm (o’(1 — hy))
yi’'nin varyansmna (c°h;)) oramdir. Boylece CD?, y;’yi ne kadar iyi uydurdugunu ve
xinin geriye kalan x;’lerden ne kadar uzakta oldugunu olger. Her iki durumda
CD? ’nin bilyiik ¢ikmasina katki saglar. Eger CD? 1°den biiyiik ise i-inci gdzlem
sapan degerdir ve incelenmesi gerekir.

Besley ve ark. (1980) (4.8) formuna benzer asagidaki teshis formunu

vermislerdir.

/.
DFFITS(i) = - N7 4.7)
5() 1-h,

Bu formdaki en oOnemli degisiklik & yerine &(i) 'nin yani i-inci gozlem

cikartildiginda elde edilen standart sapmanin kullanilmasidir. Bu teshis formunun

orijinalligi ¥ — ¥ (i)’nin i-inci bilesenin standartlastiriimasidir. Boylece bu form bir
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gozlemin silinmesinin tahminler iizerindeki etkisinin Ol¢iisiidiir. Eger DFFIFS(i)
degeri 2\/£ ’den biiyiik ise i-inci gdzlem sapan degerdir ve incelenmesi gerekir
n

Bahsettigimiz bu teshis yontemleri en kiiciik karelerin hj, ¥y gibi bazi

fonksiyonlar1 yardimiyla elde edilmistir. Bu incelemeler y ve x yoniinde problemli
gbzlemler hakkinda bilgi igerirler. Ancak ne yazik ki x yoniindeki birden fazla sapan
deger ¢esidini saglikli bir sekilde elde edebilmemizi saglayamazlar ¢iinkii bu tip
sapan degerler birbirlerinin etkilerini maskeleyebilirler. Bu yiizden ¢ok dikkatli

kullanilmalar1 gerekir.

Regresyon analizinde x yoniinde sapan deger olan noktalar1 belirlemek icin
kullanilan en 6nemli 6l¢li Mahalanobis uzakligidir. Mahalanobis uzakligr X katsay1
matrisinin i-inci satirlari x;’nin verinin merkezinden ne kadar uzakta oldugunu
verinin olusturdugu deseni goz oniinde bulundurarak Slger. (1.9)’da verilen modeli

ele alalim. X, X’in
_ 1
X=—) X (4.8)

seklinde verilen aritmetik ortalamasi olmak iizere, X katsayr matrisinin varyans-

kovaryans matrisi

C=+3(x, ~R)(x, ~%) (4.9)

=

dir. Karesel mahalanobis uzakligi,

MD? = (x;— X)C'(x;— X)’ (4.10)
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seklinde wverilir. Dikkat edilirse bu 6l¢i X katsayr matrisinin i-inci satir1 ile

ortalamasi arasindaki uzakligi C varyans-kovaryans matrisine bagli olarak verir.
MD; degeri (p — 1) serbestlik dereceli Xz dagilimu ile karsilastirilir. Clinkii (4.12)°de

verilen mahalanobis uzakligi formu y* dagilmindan gelmektedir (Graybil, 1976). O
halde,

MD; > xfp_l),o,% 4.11)

ise i-inci gozlem X katsay1 matrisinin merkezinden uzaktadir deriz.

Gortildiigi gibi mahalanobis uzaklig1 hesabinda X ve C varyans-kovaryans
matrisi 6nemli bir yer tutmaktadir. Daha Oncede belirtildigi gibi ¢oklu sapan
degerlerin olmasi durumunda, h;’lerde de oldugu gibi, bu sapan degerlere karsilik

gelen MD; degerleri etkilerin maskelenmesi nedeniyle biiyiik olamayabilir. Diger

bir degisle X ve C robust degillerdir ve sapan degerlerin kiigiik bir kiimesi (hatta bir
tanesi bile) X ’yi kendilerine dogru ¢ekecekler ve C’yi de sisirecektirler. x;’nin h; ve

MD; degerleri arasinda

2
T_Di +% (4.12)

hii =

seklinde ¢ok O6nemli monoton bir iliski vardir. Yani h;’lerin sapan degerlere karsi
olan hassassizliklar1 goz oniine alindiginda MD? sapan degerlere kars1 hassas robust
olmayan bir istatistiktir denilebilir (Rousseeuw ve Zomeren, 1990). Ozellikle karma
veriler, ¢ogunlukla siddetli ¢oklu i¢ iliski veya kotii kosulluluk problemine sahip
olduklarindan MDi2 ’ler gercekei sonuglar iiretemeyecektir. Bu durumda klasik
varyans-kovaryans matrisi yerine X matrisindeki aykir1 gozlem degerlerine karsi
daha direncli olan Rousseeuw (1985) tarafindan verilen ve varyans-kovaryans
matrisinin robust tahmini olarak da bilinen X’in minimum hacimli elipsoidini (MVE:

Minimum Volume Ellipsoid) kullanarak elde edilen robust Mahalanobis uzakligi

daha gercekei sonuglar tiretecektir.
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MVE tahmininin kirilma noktasinin %50 oldugu bilinmektedir. Yani verinin
%350’sinin sapan deger olmasi durumunda MVE ile elde edilen konum ve kovaryans
matrisi tahmini giivenilir olacaktir. Buna gére MVE’ye bagli robust mahalanobis
uzakligi, T(X) ve C(X), MVE tahmin edicisi ile elde edilen merkez ve varyans-

kovaryans tahminleri olmak {izere,

RMD; = (x, - T(X))C(X) " (x, - T(X)) (4.13)

dir. Robust MD? hesabinda klasik varyans-kovaryans matrisi yerine kullanilabilecek

bir diger robust tahmin ise Rousseeuw (1984,1985) tarafindan verilen minimum
kovaryans determinant (MCD: minimum covariance determinant) tahmin edicisidir.

Bu tahmin edici ise en kiigiik determinanta sahip alt kiimeler arastirir.

Ornek 4.1. Boliim 3.4’te incelenen siddetli ¢oklu ig iliski problemine sahip 4
bilesenli motor yag1 karisimi verisini ele alalim. (3.40)’ta bilesenler iizerindeki ek
kisitlamalar ve Tablo 3.8’de verinin orijinal ve standartlastirilmis sekli verilmistir.
Hatirlanacagi gibi veride 5. gozlem y yoniinde sapan deger olacak sekilde
degistirilmisti. Bu 6rnekte bir gézlemi bozulmus Tablo 3.8’de ypouk 0Olarak gosterilen
y amag degerleri kullanilacaktir. Tablo 3.10’da en kiiglik kareler ile elde edilen
katsay1r tahminleri ile standart hatalar1 ve VIF; degerleri ile standartlagtirilmis X
katsay1 matrisinin 6zdegerleri verilmistir.

Tablo 4.1’de yukarida bahsedilen tanimlama ydntemleri i¢in elde edilen
sonuclar verilmistir. 5. gozleme karsilik gelen alisilmis, standartlastirilmis ve
studentized rezidii degerlerinin tiimii beklenildigi gibi bliyiiktiir ¢linkii bu gozlem
degeri sapan deger olacak sekilde degistirilmisti. h; degerlerine baktigimizda 2p/n =
1.111 olup 1’den biiyiik oldugu i¢in h;’lerin ortalamasi olan 0.555’degerinden biiyiik
olan h;; degerlerine dikkat etmek gerekir. 2., 4., 5., 7. ve 9. gozlemlere ait degerler
ortalama degerin lizerinde elde edilmistir. Cook uzakligi ve DFITS degerlerine
baktigimizda, 5. ve 7. gozleme ait Cook uzakligi 1’den biiylik ve ayni sekilde

ozellikle bu iki gozleme ait DFITS degerleri ile 9. ve 13. gozlemlere ait degerler
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2,/p/n = 1.491 degerinden biiyliktiir. 2. gdzlem i¢in C varyans-kovaryans matrisi

kullanilarak elde edilen mahalanobis uzakligi degeri geriye kalan goézlemlerden

oldukca biiyiik oldugu goze ¢arpmaktadir. 5. ve 7. gozlemlere ait MVE kullanilarak

elde edilen robust mahalanobis uzakhg: degerlerine dikkat edilirse Zyos , | = Zo950 =

16.91898 degerinden oldukca biiyliktiir. Buna gore 5. gozlemin hem x hemde y
yoniinde sapan deger oldugunu ve 7. gozlemin x yoniinde sapan deger oldugunu

sOyleyebiliriz.

Tablo 4.1. Motor yag1 karigimi verisi i¢in teshis sonuglari

# . r t; h; Cook | DFITS | MD | RMD
(0555) | >1 | (1.49071)
1 | -0562| -0481| -0457| 0442 0.0183 ~0.4064 | 0.308 8.039
2 | 0072 0169 -0.159| 0927 | 0.0362 20.5635 | 1.147 | 13.298
3 | 0941 ] 08759 | 0862| 0.528] 0.0859 09116 | 0.528 8.768
4 | 0371 0549 -0523| 0813 ] 0.1309 J1.0909 | 0.123 | 12.114
5 | 2.054| -2.828| -113.503 0.784 | 2.9026 | 216263 | 0.301 | 208.379
6 | -1.108| -1.028| -1.032| 0.525| 0.1166 J1.0841 | 0466 |  9.3687
7 | 1319] 2339| 3.892| 0869| 3.6495| 10.0511 | 0340 | 416.093
8 | -0248 | -0210| -0.197 | 0.429 | 0.0033 20.1712 | 0.345 7714
9 | 0779 | 1.197 1236 | 0.827 | 0.6845 27012 | 0303 | 12.819
10 | 1.086| 0939| 0932] 0453 0.0732 0.8487 | 0.264 9.631
11 | -0824| -0687| -0663| 0411 | 0.0330| -0.5539 | 0.065 8.971
12| 1.003| 0847| 0831| 0427 0.0535 0.7169 | 0.027 9.046
13 | -1.828| -1617| -1.844| 0477 | 02382 17595 | 0.148 9.325
14| 1.035| 0847| 0830| 0388 0.0455 0.6610 | 0.072 6.922
15| 1672 1382 1482 | 0401 | 0.1277 | 121150 | 0.321 9.250
16 | -0395| -0345| -0326| 0466 | 0.0104 | -0.3043 | 0.147 8.608
17 | -0.043 | -0.032| -0.030| 0275 0.0001 -0.0186 | 0.001 7.529
18 | -0332| -0319| -0301| 0558 0.0128 20.3374 | 0.382 8.597

Regresyon analizinde bir gozlemin model katsayr tahminlerine etkisini
anlayabilmek i¢in en etkili yol ilgili gozlem modelde iken ve modelden
cikarildiginda tahmin yaparak karsilastirmaktir. Buna gore, motor yagi karisimi
verisinden 5. ve 7. gozlemi ¢ikarttigimizda en kiigiik kareler ile elde ettigimiz katsay1
tahminleri ile orijinal veri ile elde ettigimiz katsay1 tahminlerini karsilastirirsak bu iki
gbzlemin gergekten etkili olup olmadiklar1 konusunda fikir sahibi olabiliriz. Tablo
4.2’de 5. ve 7. gozlemi g¢ikartilmis 16 gozlemli motor yagi karigimi verisinin en

kiigiik kareler sonuglar1 verilmistir.
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Tablo 4.2. 16 gozlemli motor yagi karigimi verisi en kiigiik kareler sonuglari.

Terim B se(B.s) Ozdeger VIF;
B 1 74,96436 3,721593 6,75017 | 8112,974
B 2 6,028792 0,910098 1,34768 | 485,1756
B3 18,0969 0,715631 0,46912 | 299,9857
B4 8,888515 3,890649 0,17424 | 8866,791
B 12 -12,9996 1,225619 0,03350 | 879,9004
B s 1353197 2802102 | 001573 | 4599283
B 14 -4,21867 1,470038 0,00265 | 1265,842
By -2.90572 0712832 | 0,00163 | 2976435
B 24 -0,81278 0,433496 0,00008 | 110,0761
B 34 -2,87985 2,710856 0,00006 | 4304,624
62=0.001707 & =0,04131796 KS=110553
MSEOLS = 49.88753

Dikkat edilirse etkili olarak belirlenen 5. ve 7. gozlemler ¢ikarildiginda elde
edilen sonuglar ile Tablo 3.10’da verilen, bu iki gézlem modelde iken elde edilen
sonuglar arasinda c¢ok onemli farklar vardir. 1Ilk olarak katsayr tahminlerine
bakildiginda gerek deger olarak gerekse isaret olarak farkliliklar goriiyoruz. Ayrica
katsayilarin standart hatalarina ve MSE degerine bakildiginda ¢ok ciddi iyilesmeler
hemen goze batmaktadir. Bunlara karsilik kosul sayisi ve VIF; degerleri hala kotii
kosulluluk probleminin oldugunu gdstermektedir ancak karma denemelerde 2.
dereceden modeller i¢in X katsayr matrisleri degiskenlerin ¢arpimlarinm
icerdiklerinden bu beklenen olagan bir durumdur. O halde gercektende bu iki

gozlem katsay1 tahminleri {izerinde 6nemli etkilere sahiptir diyebiliriz.

4.2. Genellestirilmis M (GM) Tahmin Edici

Daha oOncede belirttigimiz gibi M tahmin edicilerinin kirilma noktalari
I/n’dir. Yani rezidiiler, gdzlemlere karsilik gelen tasarim noktasi ile iligkisiz olarak
agirhiklandirilir.  Bir gozleme karsilik gelen rezidiiniin ¢ok kiigiik ancak karsilik
gelen sapka matrisinin kdsegen elemant hy; degeri ¢ok biiyiik olabilir. Bu durumda

M tahmin edicileri ile yiiksek etki noktalari 1’yakin (hatta 1) agirligina sahip
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olacaktir. Boylece bu tip aykir1 gézlemler tahmin edicinin yararligini ve kararliligini
kotii etkileyecektir. Yani M tahmin edicileri y yoniindeki sapan degerlere kars1 etkili
ancak X yoOniindeki sapan degerlere karsi hassas olan tahmin edicilerdir.

M tahmin edicilerinin bu dezavantaji simirlt etkili regresyon tahmin
edicilerinin (bounded influential regression estimators) gelistirilmesini saglamstir.
Bu tahmin edicilere Genellestirilmis M veya GM tahmin edicileri denir. GM tahmin
edicilerinin M tahmin edicilerine gore avantaji X yoniindeki sapan degerlere karsi
hassas olmamalaridir. GM tahmin edicilerinin dezavantaji ise kirilma noktalarinin
1/p’den biiyiik olmamalaridir. Sonug olarak, ¢ok parametreli bir model i¢in kirilma
noktas1 1/n’den daha iyi olmayacaktir. Ancak p parametre sayisi kiigiikk ise bu
tahmin ediciler ¢ok iyi sonuglar iiretecektir (Montgomery ve ark. (2001)).

Lineer regresyon i¢in en genel halde GM tahmin edicileri, p fonksiyonu [0,
o) araliginda azalmayan cift bir fonksiyon ve u;’ler x;’lere bagh agirliklar olmak

lizere,
2 . Yi_xi’B l+oo _ -+
c Zp |y min (4.14)
1

formundadir (Simpson, D.G. ve ark. (1992)). Dikkat edilirse GM tahmin edicileri M
tahmin edicilerine x’e bagli agirliklarin eklenmesi ile elde edilmektedir. Bu sekilde
tahmin edicinin hem x hem de y uzaymda sinirlandirilmasi saglanmistir. Robust
istatistikte secilen p fonksiyonunun tiirevinin yani y etki fonksiyonunun sinirl
olmasi gerekir. GM tahmin edicileri i¢in sinirh etki fonksiyonu elde edebilmek icin
u(x)y(ei/o)x’in sinirlt olmasi gerekir. Yani u(x)x siirli olacak sekilde secilmelidir
(Arslan, O. (1992)).

(4.14) formunda eger p(x) = x” ve u; = 1 segilirse,

Gzzw = Zn‘,(yi —x!f)* =min (4.15)

(&)
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seklinde en kiigiik kareler tahmin edicisi elde edilir. Ayni sekilde eger p(x) = [x| ve

u; = 1 secilirse,
> ly, - x| = min (4.16)
i=1

L; tahmin edicisi elde edilir. (4.14)’te verilen formda u; = 1 segilirse y yoniindeki

aykir1 degerlere kars1 hassas olan,
GZZp(yi_—XiBJ = min (4.17)
1

seklinde Huber M tahmin edicisi elde edilir.
(4.14) formunda o’nin se¢imi 6nemlidir. GM tahmin edicileri i¢in iki tip
yaklasim vardir. ilki Mallows (1975)’in verdigi (4.14) formunda o = 0 olarak

secilmesiyle elde edilen

GZZp(}]i_—XiBjui = min (4.18)
c

seklindeki Mallows yaklagimidir. Mallows tipi M tahmin edicisi olarak da bilinen bu
yaklasim Huber p fonksiyonu ile birlikte uygun u; agirliklart kullanarak sapan
degerlerle birlikte etkili gdzlemlerinde etkilerini azaltmaya calisir (Sekil 4.2). Uygun
Mallows agirligi, X_, MVE (veya MCD)’nin merkez degerleri, C, MVE (veya MCD)

ile elde edilen varyans-kovaryans matrisi ve b’de sabit bir say1 olmak iizere,

uiminll,{ — b_l — } } (4.19)
(x; =X.)'C (%, -X,)
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seklinde verilir (Simpson ve ark., 1992). b sayist a = 0.1 veya 0.05 olacak sekilde 1
—a 6nem diizeyine sahip, p — 1 serbestlik dereceli y* dagilimi olarak secilir.
Ikinci yaklasim ise Schweppe (1975)’in verdigi (4.14) formunda o. = 1 olarak

secilmesiyle elde edilen

*y p(yi_—XiBJ v’ =min (4.20)

i=1 Gui

seklindeki Schweppe yaklasimidir. Schweppe tipi M tahmin edicisinin Mallows tipi
M tahmin edicinin aksine etkili gozleme karsilik gelen rezidii degeri biiyiikse etkili
gozlemin etkilerini azaltmaya c¢alisir (Sekil 4.2). Uygun Schweppe agirhigi, X_,

MVE’nin merkez degerleri, C, MVE (veya MCD) ile elde edilen varyans-kovaryans

matrisi olmak tizere,

B 1
B \/(Xi _ic)!c_] (Xi _ic)

4.21)

seklinde verilir (Hampel ve ark., 1986).

Burada goriiliiyor ki agirliklar x; noktasinin orijinden metrik uzakliginin bir
fonksiyonudur. Metrik bilinen sabit konum ile robust kovaryans matrisi olarak
verilebilir. Daha oncede sdylendigi Mallows formu X uzaymdaki konum ile
rezidiiler i¢in farkli sinirla koyar ve X uzayindaki etkili gozlemler icin agirliklar
amac degiskenin durumunu dikkate almaksizin belirler. Ancak, amacin veriyi nasil

uydurdugu hakkinda bilgi icermeyen diisiik agirlikli x;, etkili bir tahmin vermez
clinkii aykirt nokta B ‘nin giivenilirligine katkida bulunuyor olabilir ve boylece

tahmin edicinin etkinligini arttirabilir. Buna karsilik Schweppe formu ise, x;’lerin
agirliklari karsilik gelen rezidii degeri biiyiikse diisiirdiigii i¢in bir gézlemin toplam
etkisine siir koyar. Buna gore, Schweppe formu bu tip durumlarda Mallows

formuna gore daha iyi sonuglar iiretecektir denilebilir.
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Huber M tahmin edicisi X yoniindeki sapan degerlerin
etkilerini sinirlamaz. Sadece y yoniindeki sapan

degerlerin etkilerini sinirlar.

Mallows tipi M tahmin edici hem X yoniindeki etkili
gozlemlerin hem de y yoniindeki sapan degerlerin

etkilerini sinirlar.

Schweppe tipi M tahmin edici X yoniindeki etkili
gozlemlere karsilik gelen rezidii biiyiikse, bu

gbzlemlerin etkilerini sinirlar.

Sekil 4.2. M ve GM tahmin edicilerinin aykir1 gézlemlere karsi davranislari

(Hampel, F.R. ve ark. (1986)).

Buna gore Huber M tahmininin elde edildigi gibi, B i¢in GM tahmin edicisi
elde edilir. Bu ¢alismada o, verilerden bir defaya mahsus olarak hesaplanip (6rnegin
(2.8)’de verilen MAD hesaplanarak) sabit olarak kabul edilecektir. (4.23)’te verilen

formun [3’ya gore tiirevini alip sifira esitlersek, y = p” olmak iizere,

Gzzp![}Ii _XlBJ(_chzulza_oJullJra — 0 (4.22)

ou’ cu;

i=1

Ve
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SR (—Yi — jxi’ui =0 (4.23)

elde edilir. Dikkat edilirse oo = 0 alinirsa Mallows, a = 1 alinirsa Schweppe tipi GM
tahmini elde edilir. (4.32)’te elde edilen denklem,

M, t=0
v(i) =4 t (4.24)
y'(0), t=0

agirlik fonksiyonu olmak iizere (y; — xi'B)/(ow!") ile ayn1 anda garpilip boliiniirse,

ZV(YG_—:;B] X (y, —x{p) =0 (4.25)

1

elde edilir. (4.25) denkleminde 0, = V[y'_—tﬁj ul ™ ahnirsa,
cu

D (v, —xB)xi; =D Gx,(y; —xB) =0
i=1 i=1
Ve

Zn:ﬁiXiYi - Zn:ﬁixixi,ﬁ =0 (4.26)
i=1 i1

n -1
denklemi elde edilir. (4.26) denkleminde esitliginin her iki tarafinin { U.X.X! } ile

[ |
i=1

carpilmasiyla B nin GM tahmini

n

-
BGM = (zﬁixixi'] zﬁiXiYi (4.27)
i

i=1
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olarak elde edilir. v = (y1, ... , yn)s X = [X1, ... , Xa]' ve U= diag(Q,,...,0,) olarak

alinirsa matris notasyonu ile GM tahminin normal denklemleri,

X'UX)B=XTUy (4.28)

ve ’nin GM tahmini,

Bam=XUX)'X' Uy (4.29)

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2. Ornek 4.1°de ele aldigimi motor yag1 karigimi verisini ele alalim.
Boliim 3.4’te bu veri i¢cin M tahmin edicileri hesaplanirken o 6lgek tahmini sabit
kabul edilmemis her iterasyonda tekrar hesaplanmisti. Bu boliimde daha oncede
belirtildigi gibi o bir defaya mahsus olmak iizere hesaplanip sabit kabul edilecektir.
Tablo 4.3’te robust M tahmin edicileri i¢in elde edilen katsayr tahminleri ve &
degerleri verilmistir.

Tablo 4.3. Motor yag1 karigimi verisi icin M tahmin edicileri (o, (2.8)’de
verilen MAD ile hesaplanip sabit kabul edildi ).

Terim BLS kliulb;zs T_ukey ’E‘ ~ GT ~
=1. c=3.67 v=2 p=12,q=2

B 13.355 33.7246 74.3938 67.3288 72.4355
B, 19.451 14.8755 5.7398 7.3512 6.2796
B 0.578 6.4844 18.2781 16.2393 17.7830
Ba -94.826 -60.7422 7.3113 -4.5520 4.8128
B 3.657 -1.7645 -12.5894 -10.7139 -12.1489
B 13 -6.222 -15.9304 -35.3137 -31.9327 -34.0031
B4 35.543 22.4776 -3.6088 0.9194 -2.7048
B 23 0.017 -0.9187 -2.7872 -2.4943 -2.9521
B 24 4.267 2.6141 -0.6869 -0.0973 -0.4631
B 14 82.855 54.6021 -1.8079 8.0113 0.1867
G 1.562858 1.017391 1.017391 1.017391 1.017391
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Tablo 4.4’te M tahmin edicileri i¢in katsayilarin standart hatalar1 ve A’
degeri verilmistir. Tablo 4.5’te ise robust tahmin ediciler i¢in agirliklar ve MAD ile
standartlastirilarak elde edilen hatalar verilmistir. GT icin elde edilen sonuglar iyi
olmamasmna ragmen p ve q sekil parametrelerinin farkli se¢imleri ve o olgek
parametresinin sabit kabul edilmemesi daha iyi sonuglar iiretecektir. Tablo 3.12 ve

Tablo 3.13’te o’nin sabit kabul edilememesi ile elde edilen sonuglar bunu

kanitlamaktadir ve ayrica 6rnegin p = 3 ve q = 4 secilirse A degeri 0.678 elde
ediliyor dolayistyla standart hatalarda en biiyiiyii 69.11 olarak daha uygun bir

seviyede elde ediliyor.

Tablo 4.4. M tahmin edicileri i¢in katsayilarin standart hatalari.

Terim QLS kliulb;l;s T_ukey '1" ~ GT ~
=1. c=3.67 v=2 p=12,q=2
B 131.128 84.62912 89.94505 96.24981 171.8492
B, 24.645 15.9056 16.9047 18.08965 32.29816
B, 21.806 14.0732 14.9572 16.00564 28.57725
B 61.997 40.01239 42.52574 45.50661 81.24975
B i 31.622 20.40889 21.69086 23.21129 41.44259
B i3 105.488 68.08153 72.35803 77.43002 138.2474
B s 20.806 13.42804 14.27152 15.27189 27.26719
B 13 25.157 16.23591 17.25576 18.46531 32.96888
B 12.672 8.178227 8.691938 9.301205 16.60683
B 44.644 28.81281 30.62268 32.76919 58.50774
A2 &7 =2.4425 1.017391 1.149219 1.315976 4.195108

Tablo 4.5 ve Tablo 4.6’te robust M tahmin edicilerinin kullandiklar1 agirliklar
ve MAD ile standartlastirilmis hatalar verilmistir. 5. gézlemin sapan deger olarak
degistirilmis olmasi bu gozleme karsilik gelen agirliklarin kiiciik olmasina neden
olmustur. Ayrica bu gozleme ait robust M hata degerlerinin rs’e gore daha yiiksek
oldugu yani bu gozlem igin en kiigiik kareler ile elde edilen hatanin olmasi

gerekenden daha kiiciik elde edildigi goriilmektedir.
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Tablo 4.5. Robust tahmin ediciler i¢in agirliklar.
Huber | Tukey T GT Huber | Tukey | T GT
1 | 1.000 0.999 1.499 4.448 10 | 1.000 0.999 1.491 12.779
2 | 1.000 0.999 1.499 2401 11 | 1.000 0.999 1.498 3.282
3 | 1.000 0.999 1.495 69.997 12 | 1.000 0.999 1.488 3.308
4 | 1.000 0.999 1.497 9.809 13 | 1.000 0.999 1.454 5.871
5 [0.301 0.000 0.040 0.034 14 | 1.000 0.999 1.492 9.907
6 | 1.000 |0999 | 1.489 69.415 | 15 | 1.000 | 0.999 |1.4684 | 4.005
7 11.000 0999 |[1484 |102303| 16 | 1.000 | 0.999 [1.4989 | 6.276
8 [ 1000 [0999 [1.499 | 118144 | 17 | 1.000 | 0.999 [1.4999 | 170.47
9 [1.000 [ 1.000 |1.494 | 169246 | 18 | 1.000 | 0.999 |1.4969 | 7.295
Tablo 4.6. Robust M tahmin edicileri icin MAD ile standartlastirilmig
hatalar.
r; (ekk) Huber Tukey T GT
1 -0.4812 -0.3564 0.0346 -0.0328 | 0,0280
2 -0.1691 -0.0395 0.0220 0.0105 | 0,00004
3 0.87598 0.6056 -0.0309 0.0799 | -0,00006
4 -0.5488 -0.2495 -0.0196 -0.0583 | -0,0095
5 -2.8277 -4.4641 -9.3467 -8.5028 | -9,21399
6 -1.0279 -0.7221 0.0098 -0.1165 | -0,0083
7 2.3391 0.8632 -0.0038 0.1455 | 0,000006
8 -0.2102 -0.1631 -0.0019 -0.0294 | -0,00080
9 1.1972 0.5097 -0.0004 0.0868 | 0,00000
10 0.9398 0.7058 -0.0161 0.1078 | 0,00050
11 -0.6873 -0.5233 0.0492 -0.0505 | 0,02958
12 0.8474 0.6621 0.0164 0.1273 | 0,02644
13 -1.6171 -1.2133 -0.0479 -0.2516 | -0,10846
14 0.8467 0.6721 -0.0175 0.1007 | -0,00382
15 1.3822 1.1020 0.0202 0.2072 | 0,0465
16 -0.3455 -0.2560 0.0071 -0.0374 | 0,0006
17 -0.0323 -0.0246 0.0106 0.0037 | 0,00005
18 -0.3193 -0.2279 -0,0315 -0.0643 | -3,4236

Motor yag1 karisimi verisi GM tahmin edicileri kullanildiginda elde edilecek
sonuclarin, Tablo 4.2’de 5. ve 7. gozlemimi c¢ikartilmis 16 gdzlem i¢in en kiigiik
kareler tahmin edicilerine yakin olmasmi beklenir. Ayrica x yoniindeki u(x)
agirliklarda bu iki gozleme karsilik gelen agirliklarin digerlerinden daha kiigiik
olmasi ve y yoniindeki agirliklarda ise sadece 5. gozleme karsilik gelen agirligin
digerlerinden daha kiigiik olmasi beklenir. Daha oncede belirtildigi gibi ¢ 6lgek
parametresi bir defaya mahsus olarak verilerden hesaplanarak sabit kabul edilecektir.
Ayrica GM tahmin edicileri Huber p fonksiyonu kullanilarak elde edilecektir. Buna

gbre Mallows ve Schweppe tipi GM tahmin edicileri x yoniindeki agirliklara sirasiyla
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(4.19) ve (4.21)’de verilen formlarda sahip olacaklardir. y yoniindeki agirliklar ise,

Mallows i¢in a = 0 ve Schweppe i¢in oo = 1 olmak iizere asagidaki gibi olacaktir.

w(y) =

yi —xB
G.(u(x;))*

A

!

(4.30)

Tablo 4.7°de Mallows tipi GM tahmin edicisi elde edilen katsay1 tahminleri

ile x ve y yoniindeki agirliklar verilmistir.

Tablo 4.7. Mallows tipi GM tahmini i¢in elde edilen sonuglar.

Terim B # w(y) u(x) Gll\::ltlgm
x1 62.8058097 1 1.000 1.000 -0.0768
x2 8.3429841 2 1.000 1.000 0.0045
x3 149176127 3 1.000 1.000 0.1505
x4 -12.0801706 4 1.000 1.000 -0.0851
x1x2 -9.5050121 5 0.048175 | 0.284944 | -7.9554
x1x3 -29.7909456 6 1.000 1.000 -0.1988
x1x4 3.8242785 7 1.000 0.201647 | 0.2432
x2x3 -2.2548128 8 1.000 1.000 -0.0479
x2x4 0.2537239 9 1.000 1.000 0.1449
x3x4 14.2657405 10 | 1.000 1.000 0.1896
11 | 1.000 1.000 -0.1140
12 | 1.000 1.000 0.2004
13 | 1.000 1.000 -0.3800
14 | 1.000 1.000 0.1790
15 | 1.000 1.000 0.3284
16 | 1.000 1.000 -0.0679
17 | 1.000 1.000 0.0006
18 | 1.000 1.000 -0.0875

Mallows tipi GM icin elde edilen sonuglara dikkat edilirse beklenildigi gibi

16 gozlemden olusan en kiiciik kareler tahminine yakindir ve benzer sekilde 5. ve 7.

gozlemlere karsilik gelen agirliklarda geriye kalanlardan oldukga kiiciik elde

edilmigtir. 5. gézleme ait hata degerinin de beklenildigi gibi digerlerinden oldukca

biiylik oldugu goriilmektedir.
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Tablo 4.8’de Schweppe tipi GM tahmin edicisi elde edilen katsay1 tahminleri
ile x ve y yoniindeki agirliklar verilmistir. Elde edilen sonuglara dikkat edilirse
Mallows tipi GM tahmininde oldugu gibi 16 goézlemli sonuglara yakindir. 16 ve 18
gbzlemli motor yagi karisimi verisi i¢in en kiigiik kareler ile elde edilen sonuglar
arasindaki fark dikkate alindiginda GM tahmin edicilerinin bu iki gézlemin etkilerini

en aza indirdigi agikca goriilmektedir.

Tablo 4.8. Schweppe tipi GM tahmini i¢in elde edilen sonuglar.

Terim | Py £l w) uy | O
x1 71.5770530 1.000 | 0.35268893 | 0,0075
x2 6.3726885 1.000 | 0.27422730 | 0,0177
x3 17.4611650 1.000 | 0.33772022 | 0,0132
x4 2.5969171 1.000 | 0.28731299 | -0,0355
x1x2 -11.8396373 0.0103429 0.06927439 | -9,0085
x1x3 -33.9714417 1.000 | 0.32671929 | -0,0409
x1x4 -1.8018022 1.000 | 0.04902354 | 0,0563
x2x3 -2.6577933 1.000 | 0.36004646 | -0,0131
x2x4 -0.4581876 1.000 | 0.27929644 | 0,0349
x3x4 2.0997953 1.000 | 0.32223512 | 0,0339

1.000 | 0.33386570 | 0,0095
1.000 | 0.33247806 | 0,0611
1.000 | 1.75325311 | -0,1287
1.000 | 0.38009973 | 0,0303
1.000 | 0.32880116 | 0,0951
1.000 | 0.34084196 | -0,0112
1.000 | 0.36443882 | 0,0081
1.000 | 0.34104708 | -0,0451

JUSINY (U [N (NN [N IR N N U
S I N I N S I = R S B T SN IV B R S

4.3. GM Tahminine Dayah Ridge ve Liu Tahmin Edicileri

Regresyon analizinde c¢oklu i¢ iligki probleminin olmasi durumunda en ¢ok
kullanilan yontemlerin Ridge ve Liu yoOntemleridir. Hatirlanacagi gibi bu iki
yontemin en kii¢iik kareler yontemine dayali oldugu ancak en kiicliik kareler
yonteminin aykir1 degerlere karst ¢cok hassas olmasindan dolayr performanslarinin
kotii etkilendigi belirtilmisti. 3. Bolimde bu tahmin edicilerde en kiiciik kareler
tahmin edicisinin yerine robust M tahmin edicilerinin kullanilmasinin etkileri

incelenmisti. Bu boliimde ise en kiigiik kareler tahmin edicisi yerine GM tahmin
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edicilerinin kullanilmasinin etkileri incelenecektir.

alinan motor yagi karigimi verisi kullanilacaktir.

Bunun icin Ornek 4.1°de ele

flk olarak Béliim 3.2 ve 3.3’te ele alman Ridge ve robust Ridge tahmin

edicisini inceleyelim. Tablo 4.9°da motor yag1 karisimi verisinden alisilmis Ridge

tahmin edicisi ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 4.9. Motor yagi karisimi verisi i¢in en kiigiik kareler ve aligilmig
Ridge tahmin edicisi ile elde edilen sonuglar.

Terim QLS se( BLS ) VIF;-ler BR se( [3R ) R-VIF;
x1 13.355 131.128 7039,660 4.5613021 4.381725 7.860514
x2 19.451 24.645 248,663 10.1567343 9.831985 39.57702
x3 0.578 21.806 194,669 0.6766834 9.641665 38.05965
x4 -94.826 61.997 1573,6241 -3.1187714 6.718733 18.48143
x1x2 3.657 31.622 409,402 6.4164118 6.321545 16.3609
x1x3 -6.222 105.488 1555,863 3.0814752 5.610025 12.88517
x1x4 35.543 20.806 177,230 19.6165868 6.216967 15.82406
x2x3 0.017 25.157 259,098 6.6122998 8.730988 31.20955
x2x4 4.267 12.672 65,740 -11.5788991 4.535266 8.421051
x3x4 82.855 44.644 815,987 17.3803515 6.661556 18.16821
k=0.0037 MSEOLS=37468.21 MSERIDGE = 502.1269

Dikkat edilirse Ridge tahmini en kiigiik karelere gore ¢cok daha iyi MSE, VIF;
ve standart hata degerlerine sahiptir. Ayrica en kiigiik kareler tahmininde kotii
kosulluluk probleminden kaynaklanan sisme, oOzellikle x4 i¢in, hemen goze
batmaktadir. Tablo 4.10°da alisilmis Ridge tahmin edicisinde en kiigiik kareler
tahmini yerine robust M tahmin edicileri (bu Ornekte Huber M tahmini)
kullanildiginda elde edilen sonuclar verilmistir. Sonuglara dikkat edilirse MSE,
standart hata ve VIF; acisindan daha iyi sonuglar elde edilmistir.

Tablo 4.11°de en kiiciik kareler yerine GM tahmin edicileri kullanarak elde
edilen robust Ridge tahmin sonuglari verilmistir. Elde edilen sonuglara dikkat
edilirse robust M tahminlerine dayali Ridge tahminlerine gore her bakimdan daha iyi
olan VIF; degerleri acisindan kotii kosulluluk probleminin etkilerinin tamamiyla

ortadan kalkmis oldugu goriiliir.
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Tablo 4.10. Huber M tahminine dayali robust Ridge tahmini sonugclar.

B se(Bry) R-VIF;
B, 7.6938439 2738808 7.372848
B, 7.6085603 6.166462 3737526
Bs 4.2366447 6.074706 36.27126
B -0.5210319 | 4.156338 16.97985
Bin | 49360697 4.028257 15.94948
Bis | 65752725 3.542223 12.33286
B 14.9289221 | 3.976703 15.54384
By | 43930317 5.456299 29.2623
B | -7.8432065 | 2.90346 8.285978
B 11.6257653 | 4.184912 17.21412
k=0.0039 MSEOLS = 37468.21
MSERIDGE = 50.83759

Tablo 4.11. Motor yag1 karisimi verisi i¢cin GM tahminlerine dayali robust
Ridge tahmin edicisi sonuglari.

Mallows tipi GM tahmini Schweppe tipi GM tahmini
Browe | se(Brgwi) | R-VIF, Brows se(Baous) | R-VIF;

B 1 10.931580 1.197712 1.409993 9.924137 1.361298 1.821457
[32 2.808700 1.789153 3.14635 2.655433 1.35471 1.803869
B 3 8.390462 1.985499 3.874819 8.212600 1.707809 2.866754
[34 3.583207 1.19588 1.405683 4.325191 1.14454 1.28758
B 12 3.635498 2.238538 4.925393 3.791233 2.098942 4.330249
B 13 11.758544 1.739291 2.973422 10.810176 1.567453 2414911
B 14 7.936188 2.563434 6.458868 7.310153 2.209787 4.799688
B 23 2.668593 1.719909 2.907522 3.146743 1.554893 2.376366
B 24 -2.646799 2.207778 4.790962 -2.217968 2.136578 4.486932
B 34 4.425732 1.928084 3.65396 5.224179 1.781817 3.120601

k=0.02379 MSEOLS =37468.21 k=0.0285 MSEOLS =37468.21

MSERIDGE-GM = 36.414 MSERIDGE-GM = 3.008133

Ridge tahminleri i¢in yapilan inceleme Liu tahmini i¢inde yapildiginda yine
alisilmis Liu tahmine goére cok daha iyi sonuglar elde edilir. Tablo 4.12°de motor
yagi karigtimi verisinden alisilmis Liu tahmin edicisi ile elde edilen sonuglar

verilmigtir.
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Tablo 4.12. Motor yag1 karigimi verisi i¢in en kii¢lik kareler ve alisilmis Liu
tahmin edicisi ile elde edilen sonuglar.

Bys se(fs) VIF-ler B, se(B,) L-VIF;

B, 13.355 131.128  [7039,660 8.488244 41.57892 707.7943
B, 19.451 24645  D48.,663 8.432130 7.870697 25.36221
B 0.578 21.806  [194,669 4.239941 6.980094 19.94726
B, 94826 | 61.997  [1573,6241 -26.519316 19.67651 158.51

B 3.657 31622 $09,402 3.651535 10.07022 41.51817
B s -6.222 105.488  }4555,863 2.385151 33.4538 458.1964
B s 35.543 20.806  [177,230 15.478449 6.665172 18.18793
Bas 0.017 25.157  D59,098 2.406394 8.031658 26.41016
B 4.267 12,672 165,740 2.071275 4.128002 6.976547
B 82.855 44.644  B15987 30.194690 14.18452 82.37395

d=0.317 MSEOLS =37468.21 MSELIU = 11859.06

Tablo 4.13’te alisilmig Liu tahmin edicisinde en kiigiik kareler tahmini yerine

robust M tahmin edicileri (bu 6rnekte Huber M tahmini) kullanildiginda elde edilen

sonuglar verilmistir. Sonuclara dikkat edilirse MSE, standart hata ve VIF; ac¢isindan

daha iyi olan bir sonug elde edilmistir.

Tablo 4.13. Huber M tahminine dayali robust Liu tahmini sonuglari.

B se(By) L-VIF,
B 11.487688 15.24267 228.3675
B, 5362894 2.912166 8.335743
Bs 6.266129 2.590139 6.594141
B -6.857456 7.221843 51.26349
B |2755164 3.714028 13.55821
By |2.776288 12.26655 147.8961
B | 8900187 2.476935 6.030332
By | 2736956 2.971631 8.679641
B o 1.254363 1.574747 2437439
B 14.358056 5.214057 26.72167
d=0.18 MSEOLS = 37468.21
MSELIU = 6899.073
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Tablo 4.14’te en kiigiik kareler yerine GM tahmin edicileri kullanarak elde

edilen robust Ridge tahmin sonuglar1 verilmistir.

Tablo 4.14. Motor yag1 karigimi verisi i¢in GM tahminlerine dayali robust
Liu tahmin edicisi sonuclari.

Mallows tipi GM tahmini Schweppe tipi GM tahmini
BLGMM se( BLGMM ) L-VIF; BLGMS se( BLGMS ) L-VIF;

[3 | 13.535994 10.32196 104.7217 12.0051395 16.92759 | 281.6452
[3 2 3.994686 2.13097 4.46341 3.9909349 3.402106 11.37648
[3 3 7.421308 1.876067 3.459463 6.0505850 3.125344 |  9.600808
[3 4 2.905508 5.713712 32.08845 2.2574809 9.885847 96.0594
[3 12 2.144084 2.638207 6.84116 1.9229599 4.434127 19.32539
[3 13 2.654260 8.269252 67.21164 0.8615781 13.5215 179.7056
[3 14 5.464152 2.052741 4.141718 4.4166759 3.489517 11.96859
[3 2% 2.945218 2.037166 | 4.079104 2.7369497 3.39759%4 11.34632
[3 2 1.158034 1.144415 1.287297 2.0609957 1.791455 3.15445
[3 34 6.525920 4.088551 16.43051 5.5964126 6.999646 | 48.15753

d=0.121 MSEOLS =37468.21 d=0.121 MSEOLS =37468.21

MSELIU-GM = 4549.438 MSELIU-GM = 4549.438

GM tahminine dayali robust Ridge tahmininde oldugu gibi GM tahminine
dayal1 robust Liu tahmini de aligilmis Liu ve M tahminine dayali robust Liu tahmin
edicilerinden daha iyi sonuglar iiretmistir. Ancak GM tahminine dayali robust Ridge

tahmini her acidan en iyi performansi sergilemistir.

Sonug olarak eger karma veride kot kosullulukla birlikte x ve y yoniinde
sapan degerler varsa, Ridge ve Liu yanl regresyon tahmin edicileri ile birlikte GM
siurlt etkili regresyon tahmin edicisinin kullanilmasiyla elde edilen robust Ridge ve
robust Liu tahmin edicilerinin kullanilmasi daha tutarli sonuglarin elde edilmesini

saglar.
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5. BOLUM. KARMA DENEMELERDE PSUDOBILESEN DONUSUMU
VE ROBUST TAHMIN EDIiCiLER

Karma denemelerde (1.1) ve (1.2)’de verilen dogal kisitlamalarin yani sira
genellikle fiziksel, kimyasal veya ekonomik kosullardan kaynaklanan (1.3)’te verilen
alt sinirlar, iist sinirlar ya da hem alt hemde st sinirlar seklinde ek kisitlamalar
vardir. Ayrica (1.4)’te verilen bilesenlerin lineer kombinasyonlar1 iizerinde ek
kisitlamalarda bulunabilir. Bu kisitlamalar deneysel bdlgenin alanini ya da hacmini
sinirlar ve seklini degistirir. Deneysel bolgenin sinirlandirilmasi siddetli ¢oklu i¢
iliski ya da kot kosulluluga neden olur. Psudobilesenler olarak adlandirilan
degiskenler orijinal bilesenlerden yeni degiskenlere bir doniisiimdiir ve deneysel
bolgenin hacminin sinirlandirilmasindan kaynaklanan kétii kosullugu azaltmak igin
uygulanir. Deneysel bolge bir simpleks ise psudobilesen doniisiimii ayn1 zamanda
standart tasarimlar1 deneysel bolgeye uyarlamak i¢in kullanilir. Bu béliimde karma
sistemi olusturan bilesenler iizerinde hem alt hemde {ist sinirlarin her ikisinin de
olmasi durumunda psudobilesen doniisiimii uygulanmis karma veriye robust tahmin

edicilerinin etkileri incelenecektir.

5.1. Simirlarin Tutarhhgi ve Psudobilesen Doniisiimii

Karma denemelerde bilesenler {iizerindeki (1.3) ve (1.4)’de verilen ek
kisitlamalarin tutarh olmasi istenir. (1.1), (1.2), (1.3) ve (1.4) ile verilen kisitlanmis
bolge igindeki tiim noktalarin kiimesi R olsun. L; < x; < Uj kisitlamasiin tutarl
olabilmesi i¢in her 1= 1, 2, ..., q i¢in X; = L; ve x; = U; kosulunu saglayan x = (xi, Xz,

.., Xq) noktasinin R’de olmasi gerekir ve ¢; < Ajx; + Agixo + ... + AgXq < d
kisitlamanin tutarli olabilmesi i¢in y; = AjX; + AyXs + ... + AgXq olmak iizere her |
icin yj = ¢; ve y; = d; kosulunu saglayan x noktalarinin R’de olmasi gerekir. (1.3)’deki
kisitlama (1.1)’dekini saglamalidir. (1.4)’deki kisitlama (1.1), (1.2) ve (1.3)’deki
kisitlamalar1 saglamalidir.

Bilesenler tizerinde alt ve iist sinirlar seklinde kisitlamalar oldugunda,
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q
DL <1 ve U >1 (5.1)
i=1

esitsizlikleri ortaya c¢ikar. Bunlar kisitlanmig bolgenin bos olmadigini gosterir.
Yukaridaki esitsizlikler saglanmiyorsa karma deneyin (1.2)’deki dogal kosulu
saglanmaz.

Karma denemelerde alt sinirlardan ve iist simirlardan kaynaklanan iki tip
tutarsizlikla karsilagilabilir. Ornegin, McLean ve Anderson (1966) un verdikleri ¢ok
iyi bilinen dort bilesenli parlayarak yanma verisi i¢in bilesenler {izerindeki ek

kisitlamalar,

0.40 < x; < 0.60
0.10 < x, < 0.50

0.10 < x3 <0.50 (5.2)
0.03 < x4 <0.08

seklindedir. L; < x; < Uj kisitlamasinin tutarli olabilmesi i¢in heri =1, 2, ..., q i¢in
xi = Lj ve xi = Uj kosulunu saglayan x = (xi, X2, ... , Xq) noktast olmasi gerektigi
belirtilmisti. Ancak x, = 0,50 ve x3 = 0,50 iken higbir x = (x;, X2, X3, X4) noktast R
bolgesinde olmayacaktir. O halde bu kisitlamalarda iist sinirlardan kaynaklanan bir

tutarsizlik vardir. Ikinci tip tutarsizlik igin ii¢ bilesenli, bilesenler iizerinde
0.1<x,<0.2 (5.3)

ek kisitlamalar1 bulunan karma sistem ele alalim (Cornell, 1990). Sekil 5.1°de karma
sistem i¢in deneysel bolge verilmistir. Dikkat edilirse eger x3 = 0.6 ise, hicbir
x = (X1, X2, X3) noktas1 R bolgesinde olmayacaktir ve bu kisitlamalarda alt sinirlardan

kaynaklanan bir tutarsizlik vardir.
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Deneysel bolge

Sekil 5.1. Ug bilesenli karma sistem i¢cin deneysel bolge

Tutarsizliklar1 ve tiplerini belirlemenin en kolay yolu deneysel degisim

araliklarinin karsilastirilmasidir. Her bilesen i¢in deneysel degisim araligi,

Ri=Ui-L; (5.4)

Ro=1->L, (5.5)
ve bilesenler iizerindeki iist sinirlarin deneysel degisim araligi

Ry= quui 1 (5.6)

i=1
olsun. Rjy’den biiyiik herhangi bir R; tutarsiz bir iist sinir belirtir. Ry’dan biiyiik

herhangi bir R; tutarsiz bir alt sinir belirtir (Crosier, 1984). Buna gore (5.2)’de

verilen 4 bilesenli karma sistem i¢in, R, = 0.37, Ry = 0.68’dir. Bilesenlerin deneysel
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degisim araliklar1 R; = 0.20, R, = 0.40, R; = 0.40 ve R4 = 0.05’dir. Buna gore x;
bileseni icin R, > Ry ve x3 bileseni icin R3; > Ry tutarsiz iist sinirlar1 belirlenir.
Benzer sekilde (5.3)’de verilen 3 bilesenli karma sistem i¢in Ry = 0.3, Ry = 0.1 olup
bilesenlerin deneysel degisim araliklar1 R; = 0.1, R, = 0.1 ve R3 = 0.2 olarak elde
edilir. Sadece x3 bileseni i¢in R3 > Ry olup tutarsiz bir alt sinir vardir. Sekil 5.1°¢e
dikkat edilirse x3 bileseni icin alt sinir 0.6 yerine 0.7 olsaydi problem séz konusu
olmayacakti.

Incelenen birinci tip tutarsizlik,

q
Ui+ » L. >1, heri=1,2, ..., (5.7)
j q

j#i

durumunda ortaya ¢ikar ve ikinci tip tutarsizlik,

q
Li+> U, <1, heri=1,2,..,q (5.8)

j#i

durumunda ortaya ¢ikar. Kisitlamalarin tutarsizligi,

9
Ui+ YL, =1 (5.9)

j#i

veya

q
Li+> U, =1 (5.10)

i#]

olacak sekilde alt ve iist smirlarin arttirllmasit veya azaltilmasiyla diizeltilebilir.
(5.2)’de verilen dort bilesenli 6rnekte sistemi olusturan ikinci ve {igiincii bilesenler
icin eger U, ve Us; iist sinirlarii 0,5 yerine daha diisiik bir de§er almamiza engel

olacak ¢ok onemli bir sebep yoksa 0,47 olarak alabiliriz. Ancak 6rnegin U, = 0,5
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sinir1 ¢ok dnemli bir sinirlama ise L;, Ls ve Ls’den herhangi biri veya tiimii azaltilir
ve U+ L, + L3+ L4 =1 saglatilmaya ¢alisilir. Bu degisiklikler caligmanin amacina
uygun olarak arastirmaci tarafindan yapilir.

Karma sistemin varsa tutarsizliklar1 ortadan kaldirildiktan sonra orijinal
bilesenleri degiskenlerin yeni bir kiimesine doniistiren uygun psudobilesen

dontisiimii, q bilesenli sistemde, L;, x; degiskenine ait alt sinir gdstermek iizere,

zi= Nk (5.11)

seklinde wverilir. (5.11)’deki psudobilesen doniigiimii standart tasarimi, (1.3)’teki
kisitlamalar tarafindan indirgenen bir simplekse uyarlamada kullanilir. Bu doniigiim,
Scheffe polinom modeli olusturmada kotii kosullulugu azaltmak i¢in ve deneysel
bolgenin bir simpleks olmadigr durumlarda kullanilir (Gorman, 1970, Snee ve
Rayner, 1982). Psudobilesen doniisiimii bazen kotii kosullugu azaltmada etkin
degildir ve her zaman bir simpleks tasarimi deneysel bolgeye uyarladigi da dogru
degildir. D0niislimiiniin ara sira olan bu basarisizligi, bilesenlerin degisim araligi
tizerindeki st smurlarin  etkisinin  ve deneysel bolgenin seklinin hesaba
katilmamasindan kaynaklanir (Piepel, 1983).

Karma sistemi olusturan bilesenler iizerinde sadece alt (tiim st sinirlar 1’e
esit), sadece iist (tlim alt sinirlar 0’a esit) veya hem alt hem de iist sinirlar olabilir.
Bu calismada hem alt hem de iist sinirlarin birlikte oldugu karma sistemler ele

alinacaktir.

5.2. Robust Tahmin Edicilerin Psiidobilesen Doniisiimii Yapilmis Karma

Veriye Etkilerinin Incelemesi
St. John (1984) karma sistemlerde psiidobilesen doniisiimiiniin kosul sayis1 ve

VIF; degerleri iizerinde iyilestirici bir etkisi oldugunu gostermistir. Tablo 5.1°de

McLean ve Anderson (1966)’un verdikleri ¢ok iyi bilinen parlayarak yanma verisi
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orijinal ve psiidobilesen doniisiimii yapilis sekli verilmistir. (5.2)’de bilesen degisim
araliklar1 verilmis ve tutarsizliklar belirlenerek 2. ve 3. degiskenlerin 0.5 olan iist
siirlarinin 0.47 almmast durumunda tutarsizligin ortadan kalkacagi belirtilmisti.

Buna gore dort bilesenli sistem i¢in yeni bilesen degisim araliklari,

0.40 < x; < 0.60
0.10 < x, < 0.47 (5.12)
0.10 < x3 < 0.47
0.03 < x4 < 0.08

seklinde olusur.

Tablo 5.1. Parlayarak yanma verisi

Sira Orijinal Bilesenler Prsiidobilesenler
No X3 X, X3 Xy 7 /) 73 Zy y

1 0.4 0.1 0.47 0.03 ] 0.0 0.0 | 0.5689 | 0.0 75.00
2 0.4 0.1 0.42 0.08 | 0.0 0.0 ] 04920| 0.4 | 180.00
3 0.6 0.1 0.27 003 | 04 0.0 ] 02614 | 0.0 | 195.00
4 0.6 0.1 0.22 0.08 ] 04 0.0 ] 0.1845| 0.4 | 300.00
5 0.4 0.4 0.10 0.03 | 0.0 | 0.5689 0.0 | 0.0 145.00
6 0.4 0.42 0.10 0.08 | 0.0 | 0.4920 0.0 | 04| 230.00
7 0.6 0.27 0.10 0.03| 04| 0.2614 0.0 | 0.0 | 220.00
8 0.6 0.22 0.10 0.08 | 04| 0.1845 0.0 | 04| 350.00
9 0.5 0.10 0345 | 0.055] 0.2 0.0 ] 03767 | 0.2 | 220.00
10 0.5 0.345 0.10 | 0.055]| 0.2 | 0.3767 0.0 0.2 ] 260.00
11 04| 02725 | 0.2725] 0.055| 0.0 | 0.2652 | 0.2652 | 0.2 | 190.00
12 06| 0.1725| 0.1725 ] 0.055| 04| 0.1115] 0.1115] 0.2 | 310.00
13 0.5 0.235 0.235 003 ] 02| 02076 | 0.2076 | 0.0 | 260.00
14 0.5 0.21 0.21 008 ] 02| 0.1691 | 0.1691 | 0.4 | 410.00
15 0.5] 0.2225] 0.2225] 0.055] 0.2 ] 0.1884 | 0.1884 | 0.2 | 425.00

Bu boliimde daha oncede belirtilen degiskenleri standartlastirma isleminin
avantajlarindan dolay1 orijinal ve psilidobilesen doniisiim yapilmis verilerin
standartlastirilmis sekilleri kullanilacaktir. Tablo 5.1°de standartlastirma yapilmamis
veriler verilmistir. Tablo 5.2°de orijinal parlayarak yanma verisi i¢in en kiigiik
kareler sonucglar verilmistir. Yiiksek VIFj, kosul sayisit degerleri kotii kosullulugun

cok ciddi boyutlarda oldugunu gdstermektedir.
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Tablo 5.2. Standartlagtirilmis orijinal parlayarak yanma verisi i¢in en kii¢iik
kareler sonuglar

Terim Bys se(fs) Ozdeger VIF;
B -3055.9987 | 1752.3977 | 8.42211044154 | 855.5329
B, -2280.2189 963.7927 | 1.00312516350 | 258.7847
B -2353.0399 963.7927 | 0.32870438064 | 258.7847
B 32622054 | 12137.5161 | 0.16753685959 | 41042.23
B 3800.6082 | 17313680 | 0.04077821295 | 835.1224
B 3698.1418 |  1731.3680 | 0.02756489018 | 835.1224
B -760.9615 |  6852.0166 | 0.00566704262 | 13080.01
B 524.0979 3203815 | 0.00410255422 | 28.59606
B -935.6654 | 3309.3159 | 0.00039386170 | 3051.039
B -942.7778 | 3309.3159 | 0.00001659306 | 3051.039
&2 =13589.456 & =59.91207 KS =507568.3
MSEOLS = 227199177

Tablo 5.3’te psodobilesen doniisiimii ve standartlagtirma islemi uygulanmis
parlayarak yanma verisi i¢in en kiiciik kareler ile elde edilen sonuglar verilmistir.
Dikkat edilirse, psudobilesen doniisiimii yapilmadan elde edilen sonuglara gore ¢ok

daha iyi VIF;, standart hata, kosul sayis1 ve MSE degerleri elde edilmistir.

Tablo 5.3. Psudobilesen doniisiimii ve standartlagtirma islemi uygulanmis
parlayarak yanma verisi i¢in en kii¢iik kareler sonuglari

Terim Bys se(fs) Ozdeger VIF;
B -281.3250 | 338.92530 | 4.7817341852 | 32.00216
B, 2185372 | 101.86761 | 1.6625011883 |  2.89097
B 108.9720 |  101.86761 | 1.2508628575 | 2.89097
B 982.5472 | 2405.71540 | 0.8753479762 | 1612.352
B 12 4542743 | 206.94475 | 0.5449124629 | 11.93109
B i3 442.0268 | 206.94475 | 0.4623332391 | 11.93109
B -108.3392 | 975.53162 | 0.2238297272 |  265.127
Bas 129.2178 78.99095 | 0.1781531714 | 1.738305
B -335.8066 | 1187.70021 | 0.0199492368 | 392.9932
B -338.3592 | 1187.70021 | 0.0003759552 | 392.9932
52=3589.456 & =59.91 KS=127.89 MSEOLS =9787908
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Montgomery ve Voth (1994) karma denemelerin standart tasarimlarinda x
yoniinde etkili noktalarin modele etkilerini incelemislerdir. x yoniindeki etkili
gbzlemlerin teshisinde Cook uzakligi Olcilistinii kullanmiglardir.  Ancak (4.7) ve
(4.8)’de verilen Cook uzakligi sapka matrisi H’nin kdsegen elemanlari hj’lere
baghdir ve h; degerleri etkilerin maskelenmesinden etkilenen ¢ok dikkatli
kullanilmas1 gereken istatistiklerdir. Ayrica etkili gozlem noktalarinda tekrar sayisi
arttirtlarak h;; degerleri daha diisiik elde edilmektedir. Ancak bu durum deneyin
maliyet, uygulanabilirlik gibi etkileri géz Oniine alindiginda her zaman gecerli
olmayan ve karma deneme olusturulmadan 6nce diisiiniilmesi gereken bir ¢oziimdiir.
Bu nedenle sapan degerlere daha diisiik agirliklar vererek etkilerini azaltmaya c¢alisan
robust yontemlerin uygulanmasi Onerilmistir. Bu bolimde amag, daha oncede
belirtildigi gibi tezde ele alinan robust tahminlerin ve bu tahminlere dayali kotii
kosulluluga kars1 direcli robust Ridge ve robust Liu tahmin edicilerinin psiidobilesen

doniistimii yapilmis karma verilere etkilerinin incelenmesidir.

Tablo 5.4. Parlayarak yanma verisi i¢in teshis sonuglari

A

Sira €. hy I; t Cook | DFFITS MD RMD

1
1 13.0042 | 0.9357 | 0.8560 | 0.8288 | 1.0664 | 3.162 12.189 | 58.584
2 7.1385 |0.8970 | 0.3718 | 0.3373 | 0.1208 | 0.997 11.769 | 37.912
3 4.4646 | 0.7242 | 0.1417 | 0.1270 | 0.0053 | 0.205 9.398 | 14.830
4 | -25.6653 | 0.6039 | -0.6807 | -0.6392 | 0.0707 | -0.789 7.695 | 9.994
5 | 20.6709 | 0.9357 | 1.3607 | 1.5337 | 2.6944 | 5.851 12.1894 | 58.584
6
7
8

1.1632 | 0.8970 | 0.0606 | 0.0542 | 0.0032 | 0.160 11.769 | 37.912
-6.7829 |0.7242 | -0.2153 | -0.1934 | 0.0121 | -0.313 9.398 | 14.829
-2.0264 | 0.6039 | -0.0537 | -0.0481 | 0.0004 | -0.059 7.695 | 9.994
9 |-37.8292 | 0.5440 | -0.9344 | -0.9199 | 0.1039 | -1.004 8.273 7.862
10 | -45.3768 | 0.5439 | -1.1209 | -1.1586 | 0.1495 | -1.264 8.273 7.862
11 | -41.9767 | 0.8277 | -1.6917 | -2.3137 | 1.3821 | -5.085 11.697 | 18.809
12 | 30.0099 | 0.4315 | 0.6627 | 0.6206 | 0.0329 | 0.538 8.025 | 6.423
13 | -31.3567 | 0.5762 | -0.8093 | -0.7765 | 0.0911 | -0.916 10.009 | 8.489
14 | 19.3899 | 0.4847 | 0.4496 | 0.4105 | 0.0188 | 0.396 8.216 | 7.627
15 | 95.1728 ] 0.2699 | 1.8614 | 3.0047 | 0.1293 | 1.835 3.407 | 4.648

Tablo 5.4’te psudobilesen doniistimii uygulanmis parlayarak yanma verisi
icin teshisler verilmistir. €, = y; — ¥; alistlmis rezidii degerlerinde 15. gozleme ait

rezidii degeri digerlerine gore oldukc¢a biiyliktiir ve y yoniinde sapan deger olabilir.

(4.8)’de verilen Cook uzakligr formu h;; ve r; standartlastirilmis rezidii degerlerine
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baghdir ve dikkat edilirse deneysel noktalara karsilik gelen Cook uzaklig1 degerleri
arasinda 1., 5. ve 11. gozlemlere ait degerler 1’den biiyiiktiir. 15. gdzlem biiyiik r;
degerine sahip olsa bile h;; degeri kii¢lik oldugundan Cook uzakligi 1°den kiiciik elde

edilmistir. Benzer sekilde biiylik €. ve h;i degerlerine sahip olan 1., 5., 11. ve 15.

gozlemlere ait DFFITS degerleri mutlak degerce 2\/p/_n = 1.6329 degerinden
olduke¢a biiytiktiir ancak 15. gozleme ait DFFITS degeri 1.6329 degerini ¢ok fazla
asmamustir.  (4.12)’de verilen, (4.11)’deki C klasik varyans-kovaryans matrisine
dayal1 alisilmis Mahalanobis uzakligi ile elde edilen degerlerde ise ;(égs’p_l = Xooso =
16.91898 degerinden biiyiik bir uzaklik elde edilmemistir. Buna ragmen robust
varyans-kovaryans matrisinin robust tahmini MVE’ye dayali robust Mahalanobis

uzaklig1 degerlerinde ise 1., 2., 5., 6. ve 11. gozlemlere ait degerler (4.11)’deki kriteri

asan degerlerdir ve x yoOniinde sapan deger olabilirler. Robust Mahalanobis

uzakliklari
1-h,
Wi = —— 5.13
i (5.13)
agirliklart ve
— Zwixi
X, = (5.14)

merkez degerleri kullanilarak elde edilen robust varyans-kovaryans matrisine dayali
olarak hesaplanmistir. Bunun nedeni algoritma isleyisi sirasinda 3. Boliimde
belirtilen kotii kosulluluk ve yuvarlama hatalarindan kaynaklanan singiiler matris
probleminin olmasidir.

Bir gozlemin kurulan modele etkisini gostermenin en basit yolu ilgili gézlem
cikartilarak tekrar model kurulmasidir. Tablo (5.4)’teki teshis sonuclarina gore 15.
gbzlem y yoniinde sapan degerdir. Buna gore 15. gdzlemi modelden ¢ikartilarak

yeniden en kiiciik kareler tahmin edicisi uygulandiginda katsayir tahminleri ve bu
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tahminlerin standart hatalar1 gibi istatistiklerde meydan gelebilecek degisiklikler
incelenmelidir. Tablo 5.5’te 15. gozlemi ¢ikarilmis 14 gbzlemli parlayarak yanma

verisi i¢in elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 5.5. 14 gbzlemli parlayarak yanma verisi sonuglari

Terim Bus se(Bs) Ozdeger VIF;

B 1 -131.9422 211.20683 | 4.5765789352 | 32.38238
B ) 225.9213 62.09102 1.7225206064 | 2.798662
B3 118.3173 62.09102 1.3111154257 | 2.798662
B 4 1950.7786 1496.79241 | 0.8970950649 | 1626.358
B 12 352.2804 128.52610 | 0.5688734798 11.99156
B 13 340.3436 128.52610 | 0.4904577754 | 11.99156
B 14 -542.7674 614.62006 | 0.2314066936 | 274.2246
B 23 100.5923 45.85081 | 0.1825222881 1.526114
B 24 -823.9751 745.12946 | 0.0190595560 | 403.0476
B 34 -826.4969 745.12946 | 0.0003701749 | 403.0476
6% =1377.549 6 =37.11535 KS =12363.29

MSEOLS = 3816040

Dikkat edilirse kotii kosulluluk problemi hala ¢ok ciddi olarak devam
etmektedir ancak katsayr tahminlerinde mutlak degerce Onemli degisiklikler
olusmustur. Ayrica standart sapma ve katsayilarin standart hatalarinda yaklasik
olarak yar1 yariya iyilesme olugmustur.

Tablo 5.6’te robust M tahmin edicileri kullanilarak elde edilen katsay1
tahminleri ve standart sapma verilmistir. Standart sapma (1.23)’te verilen MAD ile
bir defaya mahsus olarak hesaplanip sabit kabul edilmistir. Daha 6ncede belirtildigi
gibi robust M tahmin edicileri eger veride y yoniinde sapan deger varsa o gézlemin
etkisini en aza indirecek sonuclar iiretirler. Yani robust M tahmin edicilerinin
parlayarak yanma verisi i¢in 14 gozlemli en kiiciik kareler ile elde edilen katsay1

tahminlerine yakin sonuglar iiretmesi beklenir.
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Tablo 5.6. Parlayarak yanma verisi i¢in robust M tahminleri

Terim | B, (15) B (14) Huber Tukey T GT

B -281.3250 | -131.9422 | -197.9521 | -151.8642 | -182.4999 | -183.7196
B, 2185372 | 2259213 | 225.0756 | 2343074 | 236.0598 | 234.3321
B 108.9720 | 1183173 | 1155104 | 123.9349 | 1247618 |  123.2807
B 982.5472 | 1950.7786 | 1555.8251 | 22452633 | 22547979 | 2141.0255
B 4542743 | 352.2804 | 401.5061 | 366.7626 | 382.1784 | 3845568
B 4420268 | 340.3436 | 389.2586 | 3559734 | 372.8894 | 374.7762
B s -108.3392 | -542.7674 | -358.9501 | -651.1265| -649.1168 | -601.8340
B 1292178 | 100.5923 | 1173983 | 1055029 | 106.3850 |  108.1965
B 24 -335.8066 | -823.9751 | -619.0362 | -962.2139 | -969.1997 | -912.0930
B 4 -338.3592 | -826.4969 | -621.5888 | -963.7804 | -969.7316 | -912.9272

k=1345 [c=3.67 v=2 p=2q=2.5

5 =59.912 MAD = 30.5353

Sonuglara dikkat edilirse gercektende robust M tahminleri 15. gozlemin

katsay1 tahminlerine etkilerini diistirmiistiir. Tablo 5.7’de robust M tahmin edicileri

ile elde edilen katsayilarin standart hatalar A degerleri ve Tablo 5.8’de robust M
tahmin edicileri ile elde edilen standartlastirilmis hata ve agirliklar verilmistir.

Robust M tahminlerinin hatalart MAD ile standartlastirilmistir ve katsayilarin

standart hatalar1 A ile elde edilmistir. Tablo 5.7 ve 5.8’de elde edilen sonuclar en
kiigtik kareler ile elde edilen sonuglardan daha iyidir ve gercektende 15. gozleme ait

agirlik digerlerinden daha kiiciiktiir.
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~

Tablo 5.7. Parlayarak yanma verisi katsayilarin standart hatalar1 ve A

degerleri

Terim | se( BLS ) (A5) | se( fiLs ) (14) | se(Huber) | se(Tukey) se(T) se(GT)

[3 | 338.92530 211.20683 171346 | 162.6146 | 157.2658 | 172.7395
[32 101.86761 62.09102 | 51.49987 | 48.87556 | 47.26791 51.9187
[3 3 101.86761 62.09102 | 51.49987 | 48.87556 | 47.26791 51.9187
[3 4 2405.71540 1496.79241 1216.226 1154.25 1116.284 1226.117
[3 12 206.94475 128.52610 | 104.6223 | 99.29104 | 96.02508 | 105.4732
[3 13 206.94475 128.52610 | 104.6223 | 99.29104 | 96.02508 | 105.4732
[3 14 975.53162 614.62006 | 493.1867 | 468.0551 | 452.6595 | 497.1976
B 23 78.99095 45.85081 | 39.93442 | 37.89946 | 36.65284 | 40.25919
B 24 1187.70021 745.12946 600.45 | 569.8525 | 551.1085 | 605.3332
B 34 1187.70021 745.12946 600.45 | 569.8525 | 551.1085 | 605.3332
A’ G 2=3589.4 1377.549 917.421 | 826.3041 | 772.8393 | 932.4038
A’ G =59912 37.11535 30.2829 28.7455 27.7999 30.5353

Tablo 5.8. Robust M tahmin edicileri i¢in agirliklar ve hatalar

Agirhiklar Standartlastirilmis Hatalar
Huber | Tukey T GT EKK | Huber | Tukey T GT
1.000| 0.9968| 1.487| 2.3759| 0.85600| 0.3041| 0.1471| 0.1317| 0.1593
1.000| 0.9999| 1.498| 2.3974| 0.37184| 0.1238| 0.0241| 0.0435| 0.0526
1.000| 0.9992| 1.488| 2.3878| 0.14169| 0.0716| 0.0728| 0.1230| 0.1132
1.000| 0.8897| 1.117| 1.8642| -0.6806| -0.9034| -0.8744| -0.8269| -0.8477
1.000| 0.9783| 1.413| 2.2672| 1.36067| 0.5551| 0.3831| 0.3505| 0.3827
1.000| 0.9963| 1.488| 2.3859| 0.06059| -0.0719| -0.1585| -0.1265| -0.1215
1.000| 0.9890| 1.470| 2.3554| -0.2152| -0.2968| -0.2728| -0.2000| -0.2177
1.000] 0.9992| 1.499| 2.3991| -0.0537| -0.1292| -0.0744| -0.0007| -0.0300
9 1.000] 0.9925| 1.437| 2.2794| -0.934| -0.7223| -0.2256| -0.2952| -0.3638
10 1.000| 0.9700| 1.333| 2.1191 -1.120| -0.9695| -0.4513| -0.4999| -0.5757
11 1.000| 0.9768| 1.383| 2.1857| -1.691| -0.9110] -0.3968| -0.4107| -0.4951
12 1.000| 0.6206| 0.590| 1.1355]| 0.66269| 1.2578| 1.6907| 1.7547| 1.6686
13 1.000| 0.9839| 1.377| 2.2183] -0.809| -0.6340| -0.3298| -0.4209| -0.4525
14 1.000| 0.7729| 0.863| 1.5471| 0.4495| 0.9808| 1.2759| 1.2137| 1.1740
15 0.356] 0.0000| 0.142| 0.2898 1.861| 3.7778| 4.4307| 4.3608| 4.2665

RIS [N [B [ R[N |-

Tablo 5.2°de elde edilen teshis sonuclarina gore 1., 2., 5., 6. ve 11. gdzlemler
x yoniinde sapan deger olabilecek gozlemlerdir. 4. Boliimde ele aldigimiz hem x
hemde y yoniindeki sapan degerlere karsi etkili olan GM tahmin edicileri icin elde

edilen sonuglar Tablo 5.9°da verilmistir.
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Tablo 5.9. Parlayarak yanma verisi i¢in GM tahmin edicileri

Mallows tipi GM tahmini Schweppe tipi GM tahmini
w.hb wtx Hata f; w.hb wtx Hata f;
GMM GMS

1 1.000 | 0.5374 0.3041 -197.9521 | 1.0000 0.1307 0.1966 33.0533
2 1.000 | 0.6680 0.1238 225.0756 | 1.0000 0.1624 | -0.0692 | 230.8425
3 1.000 | 1.0000 0.0716 115.5104 | 1.0000 0.2597 0.2995 | 121.2773
4 1.000 | 1.0000 | -0.9034 | 1555.8251 | 1.0000 03163 | -0.7610 | 471.7584
5 1.000 | 0.5374 0.5551 401.5061 | 1.0000 0.1307 0.4477 | 239.1248
6
7
8

1.000 | 0.6680 | -0.0719 389.2586 | 1.0000 0.1624 | -0.2649 | 226.8773
1.000 | 1.0000 | -0.2968 | -358.9501 | 1.0000 0.2597 | -0.0689 39.8390
1.000 | 1.0000 | -0.1292 117.3983 | 1.0000 0.3163 0.0131 | 203.1427
9 1.000 | 1.0000 | -0.7223 | -619.0362 | 1.0000 0.3566 | -0.2919 | -79.3402
10 1.000 | 1.0000 | -0.9695 | -621.5888 | 1.0000 0.3566 | -0.5391 -81.8929

11 1.000 | 0.9484 | -0.9110 0.0839 0.2306 | -3.6979
12 1.000 | 1.0000 1.2578 1.0000 0.3946 0.5172
13 1.000 | 1.0000 | -0.6340 1.0000 0.3432 | -0.8749
14 1.000 | 1.0000 0.9808 1.0000 0.3621 1.0820
15 0.356 | 1.0000 3.7778 0.1974 0.4638 3.1603

Mallows GM tahmini i¢in (4.19)’da verilen agirlik formu ve Schweppe GM
tahmini igin (4.21)’de verilen agirhk formu kullamlmstir. Ozellikle Schweppe
tahmini diger tahminlerden oldukga farkli elde edilmistir.

Psiidobilesen doniistimii yapilmis parlayarak yanma verisine alisilmis ve
robust Ridge tahmin edicileri uygulandiginda elde edilen sonuglar Tablo 5.10°da
verilmistir. Ayrica orijinal veri sadece standartlastirildiktan sonra elde edilen en
kiiciik kareler ve Huber M tahminine dayali robust Ridge sonuglar1 da Tablo 5.10°a

eklenmistir.
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Tablo 5.10. Parlayarak yanma verisi i¢in Ridge tahmin edicisi sonuglari

Standartlastirilmis orijinal veri Psiidobilesen doniisiimii uygulanms veri

Terim BLS ﬁR GRM BLS BR BRM
k=0.0190 k=0.0091 k=0.0075 k=0.0035

B -3044.0306 358.73703 83.02694 | -281.3250 | -129.22198 | -101.22440
B, -2276.0401 | -238.46644 | -664.65576 218.5372 216.01184 222.03674
B, -2349.0884 | -314.04544 | -740.73694 108.9720 108.62135 113.50268
B 3343.9516 197.47643 221.02499 982.5472 178.35651 274.70734
B 12 3791.4314 196.96319 650.17613 454.2743 363.01133 338.43799
B 13 3689.1398 116.22519 553.47727 442.0268 350.17265 325.90873
B -808.6970 430.90933 421.35753 | -108.3392 186.98786 144.86187
B 527.0704 350.79419 505.41051 129.2178 129.71959 108.50619
B -958.0988 -43.50899 -26.38045 | -335.8066 64.78187 13.98360
B -965.1469 -65.73362 -35.42562 | -338.3592 60.98068 10.83649
MSE 227199177 566627.4 593501.5 | 9787908 204381.4 24363.14
zlﬁ;: 42658.93 8.708139 54.88231 | 392.9932 15.99934 21.8152
ls\;[&;; 12369.2784 176.7246 219.8026 | 2405.715 150.5086 141.4697

Ridge tahmin edicisi i¢in elde edilen sonuglara dikkat edilirse en kiiciik MSE
degeri psiidobilesen doniisiimii uygulanmis veri i¢cin Huber M tahminine dayali
robust Ridge tahmini i¢in elde edilmistir. VIF; degerleri gerek alisilmis Ridge
gerekse robust Ridge tahminleri i¢in 100°{in altinda elde edilmistir ve buda kétii
kosulluluk probleminin énemli derecede diizeltildigi anlamina gelmektedir. Benzer
sekilde katsayilarin standart hatalar1 da alisilmis ve robust Ridge tahmin edicileri
tarafindan en kiigiik karelere gore oldukea diizeltilmislerdir. Ozellikle psiidobilesen
dontistimii yapilmis veri i¢in robust Ridge tahmini en kiiclik standart hata degerini
tiretmistir.

Tablo 5.11°de parlayarak yanma verisi i¢in Liu tahmin edicileri ile elde edilen
sonuglar verilmistir. MSE degerleri acisindan Liu tahminleri ¢ok iyi bir performans
gostermeseler de psiidobilesen doniisiimii yapildiktan sonra degerlerde dikkate deger

bir diisiis olmustur. Benzer diizelme katsayilarin standart hatalarinda ve VIF;’lerde

de goriilmektedir.
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Tablo 5.11. Parlayarak yanma verisi i¢in robust Liu tahmin edicisi sonuglari

Standartlastirilmis orijinal veri Psiidobilesen doniisiimii uygulanms veri

Terim BLS BL GLM BLS BL BLM
d=0.207 d=0.3373 d=0.134 d=0.265

B -3044.0306 | -524.21954 -767.8350 | -281.3250 92.79071 57.705433
B, -2276.0401 | -411.59631 -621.6783 218.5372 152.06994 | 162.603652
B, -2349.0884 | -452.29637 -667.6566 108.9720 101.21513 | 102.867707
B 3343.9516 771.70900 2177.2339 982.5472 248.01620 | 510.324870
B 12 3791.4314 873.41053 1204.1364 454.2743 186.40108 | 209.589260
B 13 3689.1398 827.69482 1149.0951 442.0268 168.99861 | 192.966569
B -808.6970 -38.00207 -751.5287 | -108.3392 89.81140 -7.012378
B 527.0704 168.70293 207.3475 129.2178 116.07550 | 106.841125
B -958.0988 | -122.17302 -522.8118 | -335.8066 42.27675 | -91.036696
B -965.1469 | -145.85485 -543.7709 | -338.3592 23.49783 | -107.36105
MSE 227199177 48217329 64304950 | 9787908 1329118 2604632
zlﬁ;: 42658.93 560.7821 4670.106 | 392.9932 29.1864 113.5654
ls\;[&;; 12369.2784 2512.687 2069.889 | 2405.715 323.6717 322.7801

Huber M tahminine dayali robust Ridge ve robust Liu tahminleri i¢in yapilan
benzer inceleme GM tahminine dayali olarak yapildiginda x yoniinde sapan deger
olabilecek gozlemlerin katsay1 tahminleri {izerindeki etkileri ortaya ¢ikacaktir. Tablo
5.12°de Schweppe tipi GM tahminine dayali robust Ridge ve robust Liu tahmin

edicileri icin elde edilen sonuglar verilmistir. Katsayilarin standart hatalar1 Huber p

i¢in elde edilen A2 degeri kullanilarak elde edilmistir. Elde edilen sonuglara dikkat
edilirse 6zellikle VIF;’lerde dikkate deger bir diizelme olmustur. Ayrica katsayilarin
standart hatalar1 da olduk¢a azalmistir. GM tahminine dayali Liu tahmini
psudobilesen doniistimii ile daha iyi bir performans gosterirken Ridge tahmini
psiidobilesen doniisiim ile daha yliksek MSE degeri iiretirken katsayilarin standart
hatalar1 ile VIF;’lerde ¢ok dikkate deger bir diizelme olmamustir.

Sonug olarak x ve y yoniinde sapan degerlerin oldugu verilerde y yoniindeki

sapan degerlere karsi etkili olan M tahminleri yerine hem x hemde y yoniindeki

sapan degerlere karst etkili olan GM tahminini kullanmak ko&ti kosulluluk
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probleminin hemen hemen ortadan kaldirilmasini ve diger istatistiklerin daha iyi elde

edilmesini saglayacaktir.

Tablo 5.12. Parlayarak yanma verisi i¢in GM tahminine dayali Ridge ve Liu

Standartlastirilmis orijinal veri Psiidobilesen doniisiimii uygulanmis veri

Terim BLS ﬁRGMS BLGMS BLS BRGMS BLGMS

k=0.0134 d=0.0634 k=0.01522 d=0.02
B -3044.0306 257.03034 8.813695 | -281.3250 136.98860 109.63857
B 2 -2276.0401 -54.08314 | -26.005257 218.5372 208.13053 90.97003
B 3 -2349.0884 | -118.70753 | -40.772219 108.9720 120.92783 74.67274
B4 3343.9516 180.92895 | 139.663902 982.5472 145.35356 110.85725
[312 3791.4314 131.34895 | 206.858952 454.2743 183.87778 102.79597
B 13 3689.1398 62.09933 | 190.163136 442.0268 165.10662 91.18759
[3 14 -808.6970 341.06983 | 112.696975 | -108.3392 142.47740 94.28381
[3 23 527.0704 29429578 | 128.481436 129.2178 203.37176 95.17784
[3 24 -958.0988 12.97519 60.809004 | -335.8066 98.94214 70.69020
[3 34 -965.1469 -25.05358 50.862421 | -338.3592 84.83324 60.34006
MSE 227199177 2333.674 14434408 | 9787908 21560.39 228549
1\\,/[12;: 42658.93 10.49642 482.8303 | 392.9932 9.75909 1.98254
ls\;[(?) 12369.2784 108.5138 665.5505 | 2405.715 94.6212 42.6477

5.3. Motor Yagi Karisimi Verisi

Bu boliimde 3. ve 4. boliimlerde M ve GM tahminlerinin etkilerinin
incelenmesi amaciyla kullanilan motor yag1 karsimi verisini ele alarak psiidobilesen
doniisiimii etkilerini incelenecektir. 4 bilesenli veride bilesenler lizerindeki ek
kisitlamalar (3.40)’da verilmistir. Veriler Tablo 3.8’de verilmistir ve bu boliimde,
tezin amaci1 dogrultusunda, 5. gézlemi degistirilerek sapan deger olarak ayarlanmis y
degerleri kullanilacaktir. Ek kisitlamalar i¢in bilesen degisim araliklart Ry = 0.11,
R, = 0.30, R3 = 0.33 ve R4y = 0.15°tir ve Ry = 0.56, Ry = 0.33’tlir. Ry ’den biiyiik
herhangi bir R; ve Ry’dan biiylik herhangi bir R; olmadigindan tutarsizlik s6z konusu
degildir. Tablo 5. 13’te psiidobilesen doniisiimii uygulanmis motor yagi karigimi

verisi verilmistir.
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Tablo 5.13. Psiidobilesen doniisiim uygulanmis motor yagi karigimi verisi

Sira 7, 7, 73 Z4
1 ]0.2430735 |0.00000000 |0.3039247 |0.3314312
2 10.3342261 |0.35171185 |0.0000000 |0.3314312
3 |0.0000000 |0.26964575 |0.3039247 |0.0000000
4 |0.0000000 |0.09378983 |0.3039247 |0.3314312
5 10.3342261 |0.14068474 |0.3039247 |0.0000000
6 |0.0000000 |[0.35171185 |0.2394558 |0.0000000
7 10.0000000 |[0.35171185 |0.1013082 |0.3314312
8 10.3342261 |0.00000000 |0.2762952 |0.3314312
9 10.3342261 |0.35171185 |0.1381476 |0.0000000
10 |0.3342261 |0.00000000 |0.3039247 |0.2651450
11 | 0.0000000 |0.26671482 |0.2371533 |0.1657156
12 [0.3342261 |0.16882169 |0.2044584 |0.1856015
13 [0.1671131 |0.35171185 |0.1197279 |0.1657156
14 [0.1823051 |0.10082406 |0.3039247 |0.1856015
15 [0.1671131 |0.27843855 |0.2463632 | 0.0000000
16 |0.1823051 |0.15944270 |0.1970906 |0.3314312
17 10.1914204 |0.19109677 |0.2274830 |0.1922301
18 [0.3342261 |0.17585592 |0.1381476 |0.3314312

Pstidobilesen doniisiimii uygulanmig motor yagi karisimi verisi i¢in en kiiglik
kareler ile elde edilen sonuglar Tablo 5.14°te verilmistir. Dikkat edilirse psiidobilesen
dontlistimiinden sonra hala kosul sayisi yiiksek seviyelerde ve kotii kosulluluk

problemi ciddi boyutlardadir.

Tablo 5.14. Psudobilesen doniisiimii ve standartlastirma islemi uygulanmis
motor yagi karigimi verisi i¢in en kii¢lik kareler sonuglari

Terim Bys se(fs) | Ozdeger VIF,

B 6,15183 | 43,09344 | 6,34550 | 761,53360
B, 2329374 | 9,29810 | 1,49396 | 3545315

B 1,25333 | 10,06684 | 1,02750 | 41,55782

B -25,70834 | 30,03334 | 0,85254 | 369,89120
B 1,87997 | 17,05117 | 0,13235 | 119,22720
B -1,48698 | 23,92916 | 0,11006 | 234,81260
B 19,91582 | 11,75335 | 0,02243 | 56,64868
B -0,00985 | 9,26471 | 0,01285 | 35,19902
B 427542 | 12,64476 | 0,00198 | 65,56734
B 33,96643 | 18,25380 | 0,00083 | 136,63850
&5 =1562 &6>=2439 KS=7671,4 MSEOLS =4527,256
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Tablo 5.15’te motor yag1 karisimi verisi i¢in elde edilen teshis sonuglari

verilmistir.

Tablo 5.15. Motor yagi karisimi verisi i¢in teshis sonuglari

A

Sira €. hy I; t; Cook | DFFITS MD RMD

1

1 | -0,56168| 0,44192] -0,48148| -0,45705| 0,01836] -0,40672| 6,598656 | 6,116465

20,07149] 0,92680| -0,16920| -0,15856| 0,03625| -0,56420| 14,81278 | 90,14792

0,94227] 0,52785| 0,87815| 0,86414] 0,08621| 0,91369| 8,038952 | 10,0929

20,36960| 0,81354| -0,54813| -0,52263| 0,13109| -1,09168] 12,90192 | 3427278

_1,10844| 0,52455| -1,02942| -1,03384] 0,11691| -1,08591| 7,987227 | 8,780057

131794 0,86955| 2,33668| 3,87916| 3,63941| 10,01507| 13,91759 | 54,99021

2
3
4
5 -2,05036| 0,78439| -2,82768| -114,9162| 2,90889| -219,1871| 12,4593 | 30,01805
6
7
8

20,24972] 0,42992| -0,21180| -0,19868| 0,00338| -0,17254] 6,386608 | 5,39551

9 | 0,77581] 0,82650| 1,19272| 1,23044| 0,67767| 2,68553| 13,09467 | 39,21376

10 | 1,08554| 045285 0,93978| 0,93203| 0,07310] 0,84791] 6,746075 | 6,025192

11 | -0,82767| 041117| -0,69071| -0,66627| 0,03331| -0,55676| 6,07538 | 6,743063

12 | 0,99662| 042878 0,84443| 0,82763| 0,05352] 0,71705] 6,362439 | 6,425888

13 | -1,82815| 0,47613| -1,61746| -1,84432| 0,23778| -1,75827| 7,281065 | 9,388205

14 | 1,03038| 0,38954| 0,84450| 0,82771| 0,04551| 0,66119] 5,777575 | 5,353137

15 | 1,67547| 039835 1,38324| 1,48340| 0,12668| 1,20704] 5,799508 | 6,159707

16 | -0,38987| 0,46578| -0,34158| -0,32187| 0,01017| -0,30055| 6,980206 | 7,326635

17 | -0,03770| 0,27460| -0,02835| -0,02652| 0,00003| -0,01631] 3,797246 | 2,725358

18 | -0,32935| 0,55778| -0,31715| -0,29855| 0,01269| -0,33530] 8,584038 | 10,56803

Teshis sonuglarina dikkat edilirse beklendigi gibi 5. gdzlem rezidii
sonuclarina y yoniinde sapan degerdir ve 5. ve 7. gbézlemlere ait Cook uzakliklar
1’den biiyiiktiir. DFITS degerlerinde ise 5., 7., 9. ve 13. gozlemler 1.490 olan
kontrol degerinden biiyliktiir. MD degerlerinde ise beklenenin aksine biiyiik bir
deger bulunmamakta ancak RMD degerlerinde 2., 4., 5., 7. ve 9. gozlemler kontrol
degeri olan 16.91898°den biiyiik elde edilmistir. Parlayarak yanma verisinde oldugu
gibi burada da RMD (5.13) ve (5.14)’te verilen merkez ve agirliklar kullanilarak
hesaplanmistir. Sonug¢ olarak hem y hemde x yoniinde problemli olan gozlemler
bulunmaktadir.

Pstidobilesen doniisiimii yapilmis motor yagi karigimi verisi i¢in robust M

tahmin edicileri ile elde edilen katsay1 tahminleri Tablo 5.16’da, katsayilarin standart

hatalar1 ile A degerleri Tablo 5.17°de ve hatalar ile agirliklar Tablo 5.18°de

verilmigtir.
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Tablo 5.16. Motor yag1 karisimi verisi i¢in robust M tahmin edicileri

Terim f%Ls Huber Tukey T GT

B 6,15183 | 15.54779 | 34.56264 | 32.22117 32.34068
B, 23,29374 | 19.06279 | 10.50043 | 10.95868 10.94419
Bs 1,25333 6.53577 | 17.22606 | 17.15188 17.14108
B4 -25,70834 | -13.38082 | 11.56697 | 11.34179 11.37159
B 1,87997 | -0.99616 | -6.81663 | -5.97382 -6.01882
B -1,48698 | -3.66043 | -8.05885 | -6.86564 -6.92427
B s 19,91582 | 12.64011 | -2.08404 | -1.39908 -1.43571
B -0,00985 | -0.34116 | -1.01164 | -1.31238 -1.29410
B 4,27542 2.63404 | -0.68769 | -0.78839 -0.79631
B s 33,96643 | 22.48972 | -0.73624 | -0.52819 -0.54342
k=1345 | c=3,607 v=2 p=12,q=2
6 =1.56157 MAD = 0.68798

Tablo 5.17. Katsayilarin standart hatalar1 ve A degerleri

Terim Bekx Huber Tukey T GT
B, P9y | 232TAT| 453082 | 236828 1375045
8, 920510 | 5022053 | 0.9794225 | 05109941 | 0.2966879
B 1006684 | 5437262 | 1060398 | 0.5532416 | 03212172
B S0.03334 | 1622149 | 3163586 | 1650538 | 09583174
B | 1705117 | 920916 | 1796099 [ 0.9370788 | 0.5440766
B | 230016 | 1292453 | 2520597 | 1315071 | 07635424
B | 1175335 | 6348174 | 1238048 06459269 | 03750311
B s 026471 | 5004021 | 0.9759050 | 0.5091594 | 0.2956226
B | 1o6aa76 | 6829638 | 1331946 | 06949159 | 04034746
Bu | 18250 | 9899171 | 1922778 | LOO3I7I| 05824504
A> | 672439 | 05061 | 0,000734 | 0,0000543 | 0,0006165
A 5=1.562 | 0,71139 00271 | 000737 |  0,02483

Elde edilen sonuclara dikkat edilirse sapan deger olarak degistirilen 5.
gbzlemin katsayr tahminleri iizerindeki etkileri agik¢a goriilmektedir. Robust M
tahmin edicileri ile elde edilen katsayilarin standart hatalarindaki iyilesmede énemli
derecededir. Tablo 5.18’de robust M tahmin edicileri ile elde edilen hatalar ve

katsay1 hesaplamalarinda kullanilan agirliklar verilmistir. 5. gdzleme ait hata
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degerlerinin biiylkligli ve verilen agirliklarin ¢ok kiigiik olmasi beklenen bir

durumdur ve 5. gézlemin etkilerinin ¢ok fazla oldugunun isaretidir.

Tablo 5.18. Robust M tahmin edicileri i¢in hatalar ve agirliklar

Hatalar Agirhiklar

# Klasik Huber Tukey T GT Huber | Tukey T GT

1 -0,48148 | -0.3569 0.03474 0.07669 0.20017|1.00000 | 0.99982|1.49560 | 2.74178
2 -0,16920| -0.0398 0.02141 0.17764 0.17335|1.00000 | 0.99993]1.47670 | 2.76411
3 0,87815| 0.6081 -0.03021| -0.39143| -0.23864|1.00000 | 0.99986|1.39326 | 2.70496
4 -0,54813] -0.2490 | -0.02004 0.23950 0.11206|1.00000 | 0.99994|1.45818 | 2.80399
5 -2,82768 | -4.4274 | -9.32065| -1653.58| -770.2814]0.303789| 0.00000|0.00000 | 0.00001
6 -1,02942| -0.7238 0.00985| -0.02703| -0.04651]1.00000 | 0.99999|1.49945 | 2.82823
7 2,33668| 0.8634 -0.00350| -0.01814| -0.03823|1.00000 | 1.00000|1.49975 | 2.82989
8 -0,21180] -0.1646 | -0.00254 0.40665 0.14055|1.00000 | 1.00000|1.38545 | 2.78745
9 1,19272] 0.5090 0.00025| -0.35873| -0.25729]1.00000 | 1.00000|1.40932 | 2.68520
10 | 0,93978| 0.7067 -0.01617| -0.30368| -0.13720|1.00000 | 0.99996|1.43388 | 2.78957
11 | -0,69071| -0.5269 0.04849| 11.87639 5.51079[1.00000 | 0.99965]0.02097 | 0.10770
12 0,84443| 0.6589 0.01565| 10.42501 4.72090]1.00000 | 0.99996|0.02710 | 0.14476
13 | -1,61746| -1.2150 | -0.04770| -19.48262| -8.84780[1.00000 | 0.99966|0.00786 | 0.04278
14 | 0,84450| 0.6706 -0.01605| -3.91567| -1.64743|1.00000 | 0.99996(0.17309 | 0.86867
15 1,38324| 1.1053 0.01883 1.47784 0.74018 |1.00000 | 0.99995]0.71702 | 1.94521
16 | -0,34158] -0.2533 0.00727| -0.79763| -0.32893]1.00000 | 0.99999|1.13800 | 2.59901
17 | -0,02835] -0.0213 0.01022 0.42728 0.29835|1.00000 | 0.99998|1.37453 | 2.63767
18 | -0,31715] -0.2261 -0.03050| -0.11659| -0.224311.00000 | 0.99986|1.48987 | 2.71931

Motor yag1 karisimi verisi i¢in 5. gbézlemin y yoniinde sapan deger oldugunu

biliyoruz ve teshis sonuglarinda x yoniinde de sapan olabilecek gozlemlerin

oldugunu biliyoruz. Simdi hem x hemde y yoniinde sapan degerlere kars1 etkili olan

GM tahmin edicileri kullanildiginda elde edilen sonuglar Tablo 5.19’da verilmistir.

Dikkat edilirse gerek Mallows gerekse Schweppe tipi GM tahminlerinde 5. gézleme

ait Huber agirliklar1 ¢ok kiigtiktiir ve x yoniindeki wtx agirliklarinda 2., 4., 5., 7. ve 9.

gbzlemlere ait agirliklar digerlerinde daha kiigiiktiir. Bu sonug Tablo 5.15°teki teshis

sonuglarin1 destekleyecek niteliktedir ve bu bes gozlem dikkat edilmesi gereken

gozlemlerdir.
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Tablo 5.19. Motor yag1 karisimi verisi icin GM tahmin edicileri

Mallows tipi GM tahmini Schweppe tipi GM tahmini
Sira w(y) u(x) Hata BGMM w(y) u(x) Hata BGMS
1 1.000 | 1.000 | -0.28045 | 20.28727 | 1.000 | 0.380 | -0.04188 | 31.09222
2 1.000 | 0.463 | -0.02785 | 16.92862 | 1.000 | 0.113 0.00944 | 12.06321
3 1.000 | 1.000 | 0.48343 9.20032 | 1.000 | 0.313 0.09466 | 15.27489
4 1.000 | 0.751 | -0.20435 | -7.16261 | 1.000 | 0.183 | -0.06485 7.01351
5 0.201 | 0.805 | -5.38327 | -2.44692 | 0.031 | 0.196 | -8.36341 -5.75434
6 1.000 | 1.000 | -0.58054 | -4.75676 | 1.000 | 0.310 | -0.13368 | -7.25614
7 1.000 | 0.599 | 0.69406 8.97011 | 1.000 | 0.146 0.16609 0.60336
8 1.000 | 1.000 | -0.13299 | -0.50827 | 1.000 | 0.379 | -0.03426 | -0.88926
9 1.000 | 0.698 | 0.40963 1.80611 | 1.000 | 0.169 0.09978 -0.0814
10 1.000 | 1.000 | 0.56554 | 16.70067 | 1.000 | 0.378 0.12526 3.50295
11 1.000 | 1.000 | -0.41451 1.000 | 0.366 | -0.06408
12 1.000 | 1.000 | 0.53329 1.000 | 0.368 0.14149
13 1.000 | 1.000 | -0.98700 1.000 | 0.327 | -0.27605
14 1.000 | 1.000 | 0.53648 1.000 | 0.387 0.11827
15 1.000 | 1.000 | 0.89309 1.000 | 0.372 0.23138
16 1.000 | 1.000 | -0.20244 1.000 | 0.348 | -0.04371
17 1.000 | 1.000 | -0.01518 1.000 | 0.437 0.00404
18 1.000 | 1.000 | -0.18792 1.000 | 0.313 | -0.06878

Daha oncede belirtildigi gibi karma veriler bilesenler iizerindeki ek
kisitlamalar ve katsayr matrislerinde bilesenlerin c¢arpimlarini igerdiginden kotii
kosulluluk problemi c¢ogunlukla ¢ok ciddi boyutlardadir ve motor yagi karigimi
verisinde de bu problemin oldugu gdsterilmistir. Bilindigi gibi kot kosulluluk
problemine kars1 en ¢ok kullanilan yontemler Ridge ve Liu yanli tahmin edicileridir.
Tablo 5.20°de alisilmis Ridge ve alisilmig Liu tahminleri i¢in elde edilen sonuglar

verilmistir.
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Tablo 5.20. Motor yag1 karigimi verisi i¢in alisilmis Ridge ve Liu tahminleri

Terim By se(By) R-VIF; B, se (B,) L-VIF;
B 4.0918496 3.64783 | 5456773 | 5.673555 | 14.68378 | 88.41832
B, 16.8099032 5910895 | 1432759 | 11.327657 | 3.302501 | 4.472523
B 22123290 | 6.106414 | 1529111 | 4391176 | 3.556041 | 5.185614
B 27232660 | 4.694164 | 9.036146 | -4.747997 10.257 | 43.14267
B 12 3.9843880 |  3.369259 465517 | 3233529 | 5.874397 | 14.1512
B 0.3791923 3771248 | 5.832261 | 2.492044 | 8.192296 | 27.52187
B s 14.1546001 3.54529 | 5.154306 | 10.861604 | 4.110757 | 6.929634
B 3.9597927 5219173 | 11.17043 | 3.121841 | 3.288051 | 4.433469
B 24 -4.5693192 3722555 | 5.682624 | 3.611355 | 4.40171 | 7.945288
B 4 15.9092673 | 4291204 | 7.551359 | 15.646887 | 6.279592 | 16.17073
k=0,00996 MSEOLS = 4527,256 d=0,34 MSEOLS = 4527,256
MSERIDGE = 213,1124 MSELIU = 1570,607

Tablo 5.20’deki sonuglara dikkat edilirse en kiiciik karelere goére ¢cok daha 1yi
standart hata, VIF; ve MSE degerleri vermislerdir. Tablo 5.21°de robust M tahminine

dayal1 Ridge ve Liu ile elde edilen sonuglar verilmistir.

Tablo 5.21. Motor yagi karisimi verisi i¢in robust Ridge ve Liu tahminleri

Terim | B, se( By ) R-VIF, Bou se(Bry) L-VIF,
B 8.153707 | 0.01934952 0.510087 | 13.260306 |  0.1808486 | 44.55889
B, 6768967 | 0.04483095 2738167 | 6373177 | 0.04182628 |  2.38343
By 10415851 | 0.04402734 | 2.640881 | 9.416847 | 0.04487007 | 2.742947
B 5775372 | 0.02346278 0750003 |  6.872914 |  0.1265284 | 21.81122
B 4138546 | 0.03889175 206072 | 1.680146 | 0.07299114 |  7.258455
B 7703125 | 0.03943609 | 2.118808 | 2.986618 | 0.1012665 | 13.97125
B 5.881359 | 0.04457493 2706981 | 3486287 | 0.0516071 | 3.628464
B 4800140 | 003857518 |  2.027309 | 3.648446 | 0.04170514 | 2.369644
B 2349106 | 0.03837121 2005926 | 2211256 | 0.05512359 |  4.139795
B 4930155 | 0.03843115 2012198 |  3.900648 | 0.07789729 | 8267013
k=005 MSEOLS = 4527,256 d=0241 MSEOLS = 4527,256
MSERIDGE = 72.54679 MSELIU = 1101.752

Robust M tahmin edicilerinin en kiigiik karelere gore katsayilarin standart

hatalarinin  diistiriilmesinde gosterdikleri basar1 robust Ridge ve robust Liu
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tahminlerine de yansmmistir. Ayrica MSE ve VIF; degerlerindeki azalma dikkat
cekicidir. Tablo 5.22 ve Tablo 5.23’te sirasiyla Mallows ve Schweppe tipi GM
tahminlerine dayali robust Ridge ve Robust Liu tahmin edicileri ile elde edilen

sonugclar verilmigtir.

Tablo 5.22. Mallows tipi GM tahminine dayali robust Ridge ve Liu tahminleri

Terim | By se( Brov) R-VIF; B | se(Biowi) | L-VIF;
f& 1 6.673146 1.376519 3.743936 10.910472 3.844892 29.21003
f& 2 12.373626 2.537231 12.7199 6.283746 0.9302253 1.709779
f& 3 7.415275 2.557505 12.92399 8.415504 1.076856 2.291285
fh 4973394 1.784043 6.288891 5.638886 2.703833 14.44519
f& 12 3.507502 1.596628 5.036989 2.098555 1.559467 4.805251
f& 13 3.399484 1.722467 5.862268 3.701876 2.174504 9.342954
f& 14 9.853543 1.678098 5.564142 4.496350 1.174135 2.723953
f& 23 3.498628 2.186649 9.447604 3.981786 0.9605398 1.823033
f& 24 -1.500042 1.697303 5.692228 2.356240 1.18719 2.784865
f& 34 9.605703 1.858381 6.823909 5.223936 1.686612 5.620749
k=10,01224 MSEOQOLS =4527,256 d=0,191 MSEOLS =4527,256
MSERIDGE = 38.48184 MSELIU = 873.0547

Tablo 5.23. Schweppe tipi GM tahminine dayali robust Ridge ve Liu tahminleri

Terim | Brgus se( Brovs) R-VIF, Buovs se(Bs) | L-VIF,
[3 1 7.331187 0.6948653 0.9540364 10.910472 3.844892 29.21003
[3 2 6.226782 1.118088 2.470106 6.283746 0.9302253 1.709779
[3 3 8.664814 1.039661 2.135732 8.415504 1.076856 2.291285
[34 5.715516 0.7503253 1.112405 5.638886 2.703833 14.44519
[3 12 3.868494 1.390496 3.820351 2.098555 1.559467 4.805251
[3 13 7.379170 1.251622 3.095351 3.701876 2.174504 9.342954
[3 14 6.537453 1.511307 4.51304 4.496350 1.174135 2.723953
[3 23 5.900824 1.071782 2.269741 3.981786 0.9605398 1.823033
[324 2.008130 1.371336 3.715794 2.356240 1.18719 2.784865
[3 34 6.129555 1.205846 2.873076 5.223936 1.686612 5.620749
k=0,0387 MSEOLS =4527,256 d=0,192 MSEOLS =4527,256
MSERIDGE = 3.464503 MSELIU = 873.0753
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Elde edilen sonuglara dikkat edilirse M tahminine dayali robust Ridge ve Liu
tahminlerine gore her agidan daha iyi sonuglar elde edilmistir. Ozellikle Schweppe
tahminine dayali robust Ridge tahmin edicisi MSE, standart hata ve VIF; degerleri
acisindan ¢ok iyi sonuglar iiretmigtir. Ayrica psiidobilesen doniisiimii yapildiktan
sonra Liu tahmin edicisinin performansi gozle goriiliir derecede artmistir. Dontistim
yapilmadan once oldukga yiiksek elde edilen MSE degerindeki diisiis dikkatten
kagmamaktadir.

Sonu¢ olarak psudobilesen doniisimii ile sapan degerlerin etkileri
azaltilamamistir ancak kosul sayisindaki diislis veya kotii kosulluluk probleminin
azaltilmasi ile 3. ve 4. Boliimlerde ele aldigimiz Robust M ve GM tahmin edicileri

daha etkili sonuglar tiretmislerdir.
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6. BOLUM. SONUCLAR VE ONERILER

Karma denemelerde sistemi olusturan bilesenler lizerinde (1.1) ve (1.2)’de
verilen karma denemelerin dogal kisitlamalar1 yani sira genellikle (1.3) ve (1.4)’te
verilen ek kisitlamalar bulunur. Bu kisitlamalar regresyon analizinde arastirmacilarin
sikca karsilastiklart kotii kosulluluk ve i¢ iliski probleminin dogmasina sebep olur.
Bu tezde bu kisitlamalara ek olarak y ve/veya x yoniinde sapan degerlerin karma
modele etkileri incelenmistir. Ayrica kotii kosulluk problemini ortadan kaldirmak
icin kullanilan Ridge ve Liu regresyon yontemlerinin robust sekillerinin
performanslari incelenmistir.

Ik boliimde {3, 2} simpleks latis tasarimi, tasarim noktalarinda ¢ok tekrarli
gozlemlerin olmast durumu ele alinmistir. (1.9)’daki modelin (1.35)’te verilen en
kiiciik kareler tahminleri simpleksin kose ve orta noktalarinda yapilan tekrarh
gbzlemlerin aritmetik ortalamasina dayalidir. Ancak bilindigi gibi aritmetik ortalama
bir tek sapan degerden bile ¢ok fazla etkilenen bir istatistiktir. Yani alinan
Olctimlerde dis kosullardan kaynaklanan hatalar varsa bunlar tahmin edilen modeli
cok fazla etkilemektedir. Bu tip hatali gozlemlerin etkilerini azaltmak veya ortadan
kaldirmak i¢in robust konum ve 6lgek tahmin edicileri kullanilmustir.

Ikinci béliimde, karma verilerin gézlem degerlerinin standart tasarimlardan
uzaklastiklar1 veya XVERT, XVERT]1 gibi kisitlanmig bolgenin tiim kose, ylizey orta
ve bolge merkezi noktalarinin koordinatlari arasindan seg¢ilmis tiim aday noktalarin
bir alt kiimesi secilerek olusturulmus veriler ele alinmistir. Bu boliimde y yoniinde
sapan degerlerin karma verilere etkileri incelenerek robust M tahmin edicilerinin
performanslar1 arastirilmustir. 11k olarak hatalarin dagiliminin formunun bilinmedigi
varsayilarak Huber ve Tukey p fonksiyonlar: ile katsay1 tahminleri elde edilmistir
daha sonra hatalarin t ve GT dagilimindan geldigi varsayilarak katsayi tahminleri
elde edilmistir. Son olarak hatalarin ¢arpik bir dagilim olan SGT dagilimindan
gelmesi durumunda robust M tahmin edicisi ele alinmigtir. Tiim bu incelemelerde en
kiiciik kareler tahmin edicilerinin hassas olduklari durumlardan robust tahmin

ediciler beklenildigi gibi ¢cok fazla etkilenmemislerdir.
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Ucgiincii boliimde, Ridge ve Liu tahmin edicileri ile bunlarin robust sekilleri
incelenmigtir. Bilindigi gibi her iki yanl tahmin edici sapan degerlere karsi ¢ok
hassas olan en kiiclik kareler tahminine dayalidir. Bu boliimde en kiiclik kareler
tahminleri yerine robust M tahminlerinin kullanilmasinin katsay1 tahminleri, VIF;,
MSE gibi istatistiklere etkileri gosterilmistir. Gergektende 6zellikle Ridge tahmin
edicisinin robust sekli ¢ok iyi bir performans gostermistir ve koti kosulluluk
problemi ortadan kaldirildigi gibi y yoniindeki olasi sapan degerlerin etkileri en
kiigiik kareler yerine robust M tahminleri kullanilarak ortadan kaldirilmistir.

Dordiincii boliimde, hem x hemde y yonilinde sapan degerlerin olmasi
durumunda her iki sapan degere kars: etkili olan GM tahmin edicileri incelenmistir.
Montgomery ve Voth (1994) karma denemelerin standart tasarimlarinda etkili
gbzlem problemi oldugunu ve yiiksek kirilma noktasina sahip tahmin edicilerin
aragtirtlmasimi Onermistir. Gergektende Arslan ve Billor (1996, 2000) tarafindan
verilen GM tahminine dayali robust Ridge ve Liu tahmin edicileri bu sayede kotii
kosulluluk ve sapan degerlere karsi ¢ok iyi performans sergilemislerdir. Ayrica bu
bolimde x yoniindeki sapan degerlerin belirlenmesinde ¢ok sik kullanilan ancak
etkilerin maskelenmesinde ¢ok etkilenen H sapka matrisi kosegen elemanlari h;’lere
alternatif olarak x’in varyans-kovaryans matrisinin robust tahmini olan MVE’ye
dayal1 robust Mahalanobis uzakliklari ele alinmistir.

Son olarak ¢ok iyi bilinen psiidobilesen doniisiimiiniin etkileri incelenmistir.
St. John (1984) psiidobilesen doniisiimii ve degiskenleri standartlagtirma iglemlerinin
kotli kosullulugun belirlenmesinde kullanilan VIF; ve kosul sayisi degerlerinde
tyilesmeler yaptigin1 ve Ridge tahmin edicisinin secilmis k degerleri i¢in en kiigiik
kareler tarafindan {iretilen MSE degerinden daha iyi MSE degeri verdigini
gostermistir. Bu boliimde benzer inceleme robust Ridge ve Liu tahmin edicileri i¢in
yapilmistir. Pslidobilesen doniisiimii  6zellikle Liu tahminlerinin etkinligini
arttirmistir.

Bu calismada, tiretim formiillerinin optimizasyonunda dogrusal modellere
gore ¢ok fazla tercih edilen karesel modeller kullanilmistir. Ancak bazi1 durumlarda
(1.28) ve (1.29)’da verdigimiz dogrusal ve karesel modeller disinda (6.1) ve (6.2)’de

verilen sirastyla kiibik ve 6zel kiibik modeller daha etkin olabilirler.
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n= Zq:BiXi + qu:Binin +ZZSUX1’XJ’(X1 _Xj)+ zz Zq:BiijinXk (6.1)

i<j i<j i<j<k

n-= Zq:BiXi + ZZq:Binin + ZZ Zq:BiijinXk (6.2)

i<j i<j<k

Ornegin Montgomery ve Voth (1994)’iin verdikleri yakit karisimi verisini ele
alalim. Ornek, roket motorlarinin giiciinii arttirmak i¢in benzin (x;), oksidan (x,) ve
baglayici (x3) maddelerin karigim formlarinin incelenmesi ile ilgilidir. Bir¢ok karma
denemede oldugu gibi yakitin fiziksel ve mekanik gibi 6zellikleri incelenebilir ancak
burada sadece motorun performansini arttirict etkisi olan yanma hizi (y) ele

almacaktir. Psiidobilesen doniisiimii yapilmis veriler Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1. Psiidobilesen doniisiimii yapilmig yakit karisimi verisi.

Sira | Benzin | Oksidan | Baglayic1 | Yanma Hizi
(x1) (x2) (x3) )

1 1 0 0 32.5
2 1 0 0 37.9
3 0.5 0.5 0 44.0
4 0.5 0 0.5 63.2
5 0 1 0 54.5
6 0 1 0 32.5
7 0 0.5 0.5 94.0
8 0 0 1 64.0
9 0 0 1 78.5
10 0.666 0.166 0.166 67.1
11 0.166 0.666 0.166 73.0
12 0.166 0.166 0.666 87.5
13 0.333 0.333 0.333 112.5
14 0.333 0.333 0.333 98.5
15 0.333 0.333 0.333 103.6

Sekil 6.1’de {iggensel koordinatlarda tasarim noktalariin yerlesimi
verilmistir. Design Expert 6 paket programi ile elde edilen ANOVA ve model

uygunlugu testi sonuclar1 Tablo 6.2°de verilmistir.
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X
1.2
13,14,15
X5* ® Y X
%, 6 7 8,93

Sekil 6.1. Tasarim noktalarinin iiggensel koordinatlardaki yerlesimleri

Tablo 6.2. Yakit karigimi verisi icin ANOVA ve Model uygunlugu testi

ANOVA

Model Kareler Toplam1 | SD | Ortalama Kareler | F
Dogrusal 2395.93 2 1197.97 2.01
Karesel 5486.83 3 1828.94 9.83
Ozel Kiibik 1063.60 1 1063.60 13.92
Rezidii 462.11 5 92.42

Model Uygunlugu Testi

Model Kareler Toplam1 | SD | Ortalama Kareler | F
Dogrusal 6699.74 7 957.11 10.36
Karesel 1212.91 4 303.23 3.28
Ozel Kiibik 149.30 3 49.77 0.54
Hata 462.11 5 92.42

Tablo 6.2°de goriildigi gibi 6zel kiibik model diger modellerden daha iyi
sonuclar vermistir. Tablo 6.3’te 6zel kiibik ve karesel model icin elde edilen
sonuclar verilmistir. Dikkat edilirse katsayr matrisinin kosul sayis1 ve VIF;’lerdeki
fark onemli derecededir. Ayrica MSE degerleri agisindan da karesel model daha iyi
sonu¢ vermigtir. Yani karesel model i¢in diisiik seviyelerde olan kotii kosulluluk
problemi {i¢lii etkilesim teriminin eklenmesiyle elde edilen 6zel kiibik modelde ¢ok
daha fazlalagsmistir. Benzer sekilde h;i degerleri de karesel model i¢in maksimum

0.693 iken 0Ozel kiibik i¢in 0.909°dur. Bu degerler beraberinde 6zel kiibik modelde x

yoniinde sapan deger probleminin de ortaya ¢ikmasina sebep olur.
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Tablo 6.3. Ozel kiibik ve karesel modeller i¢in en kiiciik kareler sonuclari

Ozel Kiibik Model Karesel Model

Terim B se(fq) Ozdeger | VIFi B se(f.) Ozdeger | VIFi
[“3 X 35.484 6.114 | 5.14347 0.4825 33.678 9.488 5.1415 | 0.4794
3 5 42.764 6.114 | 2.51138 0.4825 40.958 9.488 25113 | 0.4794
[“3 3 70.349 6.114 | 2.51138 0.4825 68.544 9.488 25113 | 0.4794
[“34 15.862 | 38.553 | 0.09623 | 19.18412 83.912 | 52.817 0.0944 14.85
[“3 i 36.171 | 38.553 | 0.05808 | 19.18412 | 104.220 | 52.817 0.0580 14.85
3 . 136.625 | 38.553 | 0.05808 | 19.18412 | 204.674 | 52.817 0.0580 14.85
3 14 858.89 | 231.109 | 0.00142 | 689.3697 | 62 =187.772 & =13.70298

52="774789 5 —8.80221 KS=288.517 MSEOLS = 8639.138

KS=3613.576 MSEOLS = 57982.86

Tablo 6.3’teki sonuglardan hareketle, karma denemelerde bilesen sayisinin
3’ten biiyik oldugu durumlarda karesel modelleri kullanmak tahmin edilecek
parametre sayisi da goz ontline alindiginda daha uygundur ve ¢ogu zaman kiibik veya
0zel kiibik modelden daha iyi kosul sayis1 ve VIF; degerlerine sahip olur.

Sonug olarak c¢esitli karma veriler x ve/veya y yoniindeki sapan degerler ve
coklu i¢ iliski veya kotii kosulluluk problemi agisindan incelenmistir. Genellikle
kisitlanmis bolge simpleks ise psiidobilesen doniisiimii kotli kosulluluk problemini
gidermede yeterli olacaktir. Ancak kisitlanmis bolge simplek degilse psiidobilesen
doniistimii kotli kosulluluk problemini diizeltse bile yeterli olmayacaktir. Bunlara
birde sapan deger problemi eklendiginde kotii kosulluluk problemine kars1 etkili olan
Ridge ve Liu tahminleri de yetersiz kalacaklardir. Bu durumda robust tahmin
edicilere dayali Ridge ve Liu tahinleri gerek ic iliski gerekse sapan deger problemine
kars1 etkili tahminler tiretecektir.

Ileriki ¢alismalarda bu tezde ele alinan M ve GM tahminleri yan1 sira LMS,
S, CM, MM, t gibi bozulma noktalar1 yiiksek olan tahmin ediciler ile Ridge ve Liu

regresyon yontemleri birlikte kullanilmasinin etkileri incelenecektir.
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