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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KARMASIK AG TOPOLOJIiLERINDE KURAMOTO MODELINDE
SENKRONIZASYONUN iNCELENMESI

Irem SENYER

Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Elektrik Elektronik Miihendisligi Anabilim Dah

Tez Damismani: Dog¢. Dr. Zehra SARAC
ikinci Damsman: Yrd. Dog. Dr. Rukiye UZUN
Mart 2016, 47 Sayfa

Dogada, giinliilk hayatta ve bir¢cok farkli bilim alaninda sik¢a karsilagilan bir olgu olan
senkronizasyon biiylik 6nem arz etmektedir. Bilim adamlar1 senkronizasyonun olusumunu

aciklayabilmek amaciyla bircok matematiksel yontem gelistirmislerdir. Bu ydntemlerden

Kuramoto modeli en ¢ok tercih edilen ve ¢alismalarda siklikla kullanilan modeldir.

Kuramoto modeli, fazlari birbiriyle ilintili osilatdrlerden meydana gelen ¢oklu bir sistem olarak

tanimlanmaktadir. Boyle bir sistemde senkronizasyon, birbirleriyle baglantili olan osilatorler

arasinda olusan baglant1 kuvvetinin biiyiikliigiine gore sekillenmektedir.

Bu tez calismasinda oncelikle Kuramoto model esitlikleri kullanilarak tanimlanan global ag
yapisindaki bir sistemin dinamikleri analiz edilmistir. Sistem dinamiklerinden senkronizasyon

durumu hakkinda fikir edinebilmek icin diizen parametresinin genlik degerinden ve

osilatorlerin fazbilgisinden faydalanilmistir.Bu dogrultudabaglant: kuvveti arttikca

il



OZET (devam ediyor)

senkronize davranigin olustugu ve sistemdeki her bir osilatoriin fazinin ayn1 degere kilitlendigi
gorlilmiistiir. Ancak sistemde senkronizasyonun olusabilmesi i¢in baglant1 kuvvetinin degerinin
belirli bir degerden biiyiik olmas1 gerektigi bunun yani sira ise belirli bir degerden de kiicilik
olmasi gerektigi tespit edilmistir. Osilatorler arasindaki baglanti kuvvetinin kritik esik
kuvvetinden kii¢lik oldugu sistemde ise senkronizasyonun olusmadig1 ve her bir osilatoriin faz

dagiliminin farkli oldugu gézlenmistir.

Global ag yapisinin gergek sistemleri tam olarak yansitmamasinin tespitiyle farkli ag modelleri
Onerilmistir. Bu baglamda tez kapsaminda Kiigiik diinya (Small-World) ve 6l¢eksiz (Scale-free)
ag modelleri ve Kuramoto esitlikleri kullanilarak tanimlanan sistemlerde senkronizasyon
incelenmistir. Kii¢iikk diinya agi kullanilarak tanimlanan bir sistemde senkronizasyon
performansinin, osilatdrler arasindaki baglanti kuvvetine (K) ve ag parametrelerine (agdaki
osilatdrlerin baglant1 kurma olasiliklar1 (p) ve ortalama baglanti derecesine (k)) bagli oldugu
tespit edilmistir. Sistemde ag parametrelerinin herhangi birindeki artisin senkronizasyonu
arttirdig1 goriilmiistiir. Buna karsin baglanti kuvvetinin sistem senkronizasyonun da artirici bir
etkisinin olmasi i¢in belirli bir aralikta olmasi gerektigi de ortaya konulmustur. Bu araligin
disindaki baglantt kuvveti degerlerinde senkronizasyonda hizli bir azalmanin oldugu
goriilmiistiir. Ote yandan sistemdeki osilatdr sayisinin artmasinin senkronizasyon {izerinde
belirgin bir etkisinin olmadigi, sadece baglanti kuvvetinin alt kritik esik degerinin

belirlenmesinde etkili oldugu saptanmistir.

Son olarak bu tez calismasinda dlgeksiz (Scale free) ag yapisiyla ile olusturulan bir sistemin
senkronizasyonu incelenmistir.  Sistemdeki osilatdr sayisinin  artmasiyla  birlikte
senkronizasyonun daha kisa bir slirede meydana geldigi goriilmiistiir ayrica kritik esik degerinin
osilator sayisi arttik¢a daha belirgin oldugu tespit edilmistir. Bunun yani sira kii¢iik diinya ag
modelinden farkli olarak 6l¢eksiz ag ile tanimlanan sistemde ag parametresinin (m: yeni
eklenen diiglim tarafindan olusturulan baglanti sayisi) senkronizasyon {iizerinde baskin bir

etkisinin olmadig1 bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Osilatdr, Kuramoto modeli, Kiigiik diinya ag1, Ol¢eksiz ag

Bilim Kodu: 608.03.00
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Synchronization, which is a common phenomenon in many different field of science, nature
and daily life, has great importance. Scientists have developed several mathematical methods
in order to explain the formation of synchronization. The kuramoto model is the most preferred

and frequently used model in studies of these methods.

Kuramoto model is defined as a multiple system that occur from oscillators’ phases connected
with each other. In such a system, synchronization is shaped according to the size of connection

strength between oscillators connected with each other.

In this thesis, the dynamics of a system in the global network structure were primarily analyzed
by using Kuramoto model equations. In order to get an idea about the synchronization status

from system dynamics, the amplitude of order parameter and the phase



ABSTRACT (continued)

of oscillators have been benefited. In this direction, it was observed that as the connection strength
increases, as the synchronous behavior occurs and the phase of each oscillator is locked to the same
value in the system. However, it has been found that the value of the connection strength should be
greater than a certain value, as well as to be smaller than a specific value in order for synchronization
to occur in a system. It was observed that the distribution of each oscillator is different and
synchronization did not ocur when the connection strength between oscillators was smaller than

critical threshold.

With the detection of global network structure did not reflect the real systems, different network
models have been proposed. In this context, in the scope of thesis, small-world and scale-free
network models and in systems defined by using Kuramoto equations, synchronization were
studied. It was determined that synchronization performance was dependent on the connection
strength between oscillators (K) and network parameters (probabilities of the oscillators in the
network setting up the connection (p) and average degree of connectivity (k)),in a system defined
by using small-world network. An increase in any of the network parameters has shown another

increase in synchronization of a system.

In contrast, the connection strength must be at a certain range for increasing synchronization of the
systems. A rapid decrease in synchronization was observed at connection strength values outside
of this range. On the other hand, increasing number of oscillators in the system did not have a
significant effect on the synchronization, and it was only effective in determination of lower critical

threshold value of connection strength.

Finally, in this thesis, the synchronization of a system that was created with scale-free network
structure was investigated. With the increasing number of oscillators in the system, it was observed
that synchronization occurred in a shorter period, and also determined clearly the value of the
critical threshold. In addition, it was found that network parameter (m: The number of connection
that is created by new added node) had no dominant effect on synchronization in systems defined

by scale-free network as distinct from small-world network.

Key Words: Oscillator, Kuramoto model, Small world network, Scale free network

Science Code:608.03.00

vi



TESEKKUR

Tez calismam boyunca her tiirli katki ve destegi veren, bilgi ve birikimlerini benimle
paylasarak eksiklerimi gérmeme biiyiik katkisi saglayip, bana yol gosteren c¢ok degerli
danisman hocalarim Dog. Dr. Zehra SARAC ve Yrd. Dog. Dr. Rukiye UZUN’a tesekkiirii bir

borg¢ bilirim.

Ayrica ¢alismam boyunca vermis oldugu tiim desteklerden dolay1 mesai arkadasim Ars. Gor.

Ceren KAY A’ya tesekkiir ederim.

Son olarak sabir ve biiyilik bir 6zveriyle beni yetistiren, hayatimin her asamasinda maddi ve

manevi desteklerini benden esirgemeyen aileme tesekkiirii bir bor¢ bilirim.

vil






ICINDEKILER

Sayfa

KIABUL ...ttt ee s enen e i
O ZE T ettt ettt e e et e e et et e et et et et ea et et et e e et ea et et e et en et et e e e rene et erenens iii
ABSTRACT ..ottt sttt e et et s s nas et ennseanaeens v
TESEKKUR ...ttt st sen e vii
ICINDEKILER ...ttt et e e en e ix
SEKILLER DIZINT ..ot xi
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT......cooiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen, Xiii
BOLUM TGIRIS ..ottt ettt 1
BOLUM 2SENKRONIZASYONA GIRIS ..o, 5
20 TARTHCE ...ttt senans 5
2.2 MATEMATIKSEL YONTEM........ooiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeee et 7
2.3 KURAMOTO MODELL ...t 7
BOLUM 3KURAMOTO MODELI ..ot 11
3.1 DUZEN PARAMETREST ..ottt 11
3.2 KRITIK ESTK DEGERT (KC) ..ot 13
BOLUM 4AG TOPOLOJILERT ..ot 15
4.1 KUCUK DUNYA AG MODELI ...ttt 15
4.2 OLCEKSIZ AG MODELL. ...ttt 17
4.2.1 BUYUME (GTOWEN) ..eoiiiiiiieieeie et ettt ettt e 18
4.2.2 Tercihli Baglanma..........cocoeoiriiiiiiiiiiiiineeece ettt 18

X



ICINDEKILER (devam ediyor)

Sayfa

BOLUM 5FARKLI AG TOPOLOJILERI KULLANILARAK OLUSTURULAN
KURAMOTO MODELLERINDE SENKRONIZASYON........coooiiieeiieeeeeeeene. 21
5.1 GOBAL AG YAPISI ILE KURAMOTO MODELI.......c.ooovoiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeean 21
5.2 KUCUK DUNYA AGI ILE KURAMOTO MODELI........cccccovviiiiiieieeeeeeernn. 27
5.3 OLCEKSIZ AG ILE KURAMOTO MODELI .......c.covviiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeen, 33
BOLUM 6SONUCLAR VE ONERILER .......coooitiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 39
KAYNAKLAR ......coooiiieeieeeeeeeeeeee ettt st s s sass s s s e esesesenaseneeens 43
OZGECMIS ettt ettt ettt ettt et ettt ettt s et et et et ettt es et et esesesesenenenas 47



5.7

5.8

59

5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16

SEKILLER DiZiNi

Sayfa
Christiaan Huygens’in kullandig1 sarkagli saatlerin KrokKisi .........ccccccvevvvveeciiencieenciennnns 5
Faz uzayinda basit bir Mit CEVITML.......cccueeviiiiieiieeie ettt 7
Coklu bir sistemdeki osilatorlerin limit ¢evrimdeki hareketi. ..........cccceeveeviiiiienieenenne. 9
Iki osilatérlii bir sistemde diizen parametresinin (r(t)) degiSimi...........ocoovvveeerreennnnes 12
Watts-Strogatz ag modelinin OluSUMU. .......coceeviiiiiniiiiiiiceeccecece e 16
Watts-Strogatz (WS) a8 MOACli. ...cceieuiiiiieiiieiieiieeieee ettt 16
Watts-Strogatz (WS) ag modelinin baglanabilirlik dagilimi. ...........ccoeoveeviiiiiienieenennne. 17
OIGEKSIZ AT OIUSUIMUL ........eeeceeeeeeececeeeeee e e et s s s sesae e s en e seseneees 18
a) Barabasi-Albert agindaki baglanabilirlik dagilimi. ......ccocoviniiinininie. 19
Baglant1 kuvvetine gore senkronizasyonun zamanla degisimi. ..........ceceeeevernieneennenne. 22
Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligine etkisi.........ccccovvevvienienenieneenennne. 23
Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligi tizerindeki etkisi.........ccccceeveernennnen. 24
Osilator sayisinin senkronizasyon performansi tizerindeki etkisi.......c.ccoceeveriicneennenne. 25
Farkl1 baglant1 kuvvetine gore osilatorlerin faz dagilimlarinin zamanla degigimi ........ 26
Zayif baglantil1 kiigiik diinya aginda farkli baglant1 kuvvetleri i¢in diizen parametresinin

ZAMANIA AETISTIM c..eveeeiiieeiiieetee ettt e et e et e e e et e e e ta e e e abteesabeeesnseeesaseeesaseeennnes 27
Zay1f bagl kiiciik diinya aginda farkli yeniden baglanti olasiliklari i¢in diizen
parametresinin zamanla deGISIMI......cceevuerrieriiniriiniene et 28

Zayif bagl kiiciik diinya aginda farkli ortalama dereceler i¢in diizen parametresinin

ZAMANIA AETISTIM c.eeveeeiiieeiiie ettt ettt e et e et e e st e e s teeesataeesabeeesabeeesnbeeesnseeennnes 29
Farkl1 baglant1 kuvvetleri i¢in diizen parametresinin zamanla degisimi ...........cccccueee... 30
Cesitli baglant1 kuvvetlerine gore diizen parametresinin degigimi .........coccceeeverceereennennne. 31

Farkl1 osilator sayilari i¢in baglanti1 kuvvetine karsi diizen parametresinin degisimi..... 32

Farkl1 osilator sayilari igin diizen parametresinin zamana gore degisimi...........ccvveereveennnee. 33
Farkl1 osilator sayilar i¢in baglanti kuvvetine kars1 diizen parametresinin degisimi..... 34
Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligine etkisi.........coceeveeviinienenicnecnennne. 35
m parametresine bagl olarak diizen parametresinin zamanla degisimi.........c...ccceeuenns 36
Farkli ag topolojilerinde baglant1 kuvvetine gore diizen parametresinin degisimi......... 36

X1






SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

K  :Baglant1 Kuvveti

p : Yeniden baglant1 yapma olasilig1

k : Agin ortalama derecesi

m  : Yeni eklenen diigiim tarafindan olusturulan baglant1 sayis1
r : Diizen parametresinin genligi

Y : Sonlimleme parametresi

w  :lIcsel(dogal) frekans

Kc : Kritik esik kuvveti
Kd : Ustesik degeri
: Osilator sayist
1 : Sistemin ortalama fazi

t : Zaman

Xiii






BOLUM 1

GIRIS

Gegmisten giinlimiize 6nemini koruyan senkronizasyon dogada ve giinliik hayatta sik¢a karsilasilan
bir olgudur. Senkronizasyon; fen bilimlerinden sosyal bilimlere, sinir bilimden iklim bilimine kadar
pek c¢ok farkli bilim alaninda da 6nemli bir rol oynamaktadir (Hadley et al 1988, Kuramoto
2003,Arenas et al. 2008, Traxl et al. 2014). Bu konuda basit bir 6rnek vermek gerekirse; bir
konferansta katilimcilardan ellerini sadece yanindakilere bakarak agagi/yukart indirip kaldirmalar
istenmistir. Baglangigta tiim katilimcilarin hareketleri uyumsuz iken, belli bir zaman sonra uyumlu
hale geldigi yani senkronize oldugu goriilmiistiir. Bunun yani sira; bir siiriideki ates boceklerinin
ayni1 anda 1s1k vermesi, bisiklet tekerleklerinin hareketi, hayvanlarin igsel ritimleri ve kalp atis sesi
senkronizasyonla ilgili verilebilecek drneklerden bazilaridir (Bonnel 2011). Senkronizasyonun bu
kadar genis bir uygulama alanina yayilmis olmasi bilim adamlarinin bu konuya olan ilgisini daha

da arttirmustir.

Literatiirde senkronizasyon, salimim yapan objelerin etkilesimiyle objelerin ‘’ritimlerinin uyumu’’
olarak ifade edilmektedir (Pikovsky et al. 2001). Burada s6z konusu objeler, enerji kaynagi
tarafindan salinima maruz kalan kiiglik salinimli kararli sistemlerdir. Genellikle senkronizasyon
izerine yapilan ¢aligmalarda, dis ortam etkisinin olmadig1 durumlarda tek basina salinim yapan
objeler incelenmektedir. Salimim yapan objelerin bir araya gelmesiyle aralarinda meydana gelen
etkilesim baglanti, etkilesimin kuvveti ise baglanti kuvveti olarak tanimlanmaktadir. Objeler
salinim yaparak meydana getirdikleri baglant: kuvveti sayesinde birbirleriyle senkronize olabilirler.
Objeler senkronize olduklar1 andan itibaren her bir objenin frekans1 ayn1 degere sabitlenir (Daniels

2005).

Etkilesim halindeki objelerin senkronize olmalarinin belirlenmesinde iki 6nemli parametre vardir.
Bu parametrelerden ilki objeler arasindaki baglantt kuvveti, digeri ise frekans araligidir. Frekans
araligi, diger objelerin etkisi olmaksizin her bir objenin kendi igsel frekansinin degisim araligidir.

Teorik c¢alismalarda igsel frekans genellikle belirli bir dagilim fonksiyonu ile tanimlanir.



Dolayistyla frekans araligi, tanimlanan dagilim fonksiyonunun genisliginin bir 6l¢iistidiir. Frekans
aralig1 genis olan ¢oklu bir sistemde, objeler farkli frekanslarda osilasyon yapacaklarindan dolayz,

senkronizasyon olusumu zorlasacaktir (Daniels 2005).

Senkronizasyonla ilgili ilk ¢alisma, 1665°de Hollandali1 bilim adami Christiaan Huygens’in duvarda
asili olan iki tane sarkagli saatin hareketini inceledigi arastirmalar olmustur. Huygens, saatlerin asili
olduklar1 duvarda fark edilmeyen bir hareket meydana getirerek birbirlerini etkilediklerini ve bu
sayede senkronize olduklari sonucuna varmustir. lerleyen yillarda; senkronizasyon fenomenini
aciklamak i¢in birgok matematiksel model gelistirilmis ve bu modeller kullanilarak yeni ¢alismalar
yapilmaya baglanmistir (Arenas et al.2008). Yapilan ¢caligmalarda yaygin olarak Arthur Winfree nin
gelistirmis oldugu matematiksel model kullanilmistir. Winfree modelinde es osilatorler segilmis ve
aralarindaki baglantinin kiigiik oldugu varsayilmistir (Winfree 1967, Daniels 2005). Yoshiki
Kuramoto, Winfree’nin ¢aligmalarini esas alarak senkronizasyonla ilgili Kuramoto modeli olarak
bilinen yeni bir model gelistirmistir. Bu modelde senkronizasyon; baslangigta kendi igsel
frekanslariyla birbirlerinden bagimsiz hareket eden osilatorlerin aralarindaki baglanti kuvvetleriyle
dogru orantili degisir (Kuramoto, 1975). Daha acik bir sekilde ifade etmek gerekirse; baglanti
kuvvetinin degerinin kiiciik oldugu durumda osilatorler birbirlerinden bagimsiz olarak
hareketlerine devam ederken, baglant1 kuvvetinin degerinin biiyiik oldugu zamanda, osilatorler
arasinda senkronize hareket meydana gelir. Kuramoto modeliyle bir sistemde senkronizasyonun
olusabilmesi i¢in osilatorler arasinda hem kritik bir baglant1 kuvvetinin olmas1 hem de faz iletiminin

olmasi gerektigi gosterilmistir (Acebr’on et al. 2005).

Tiim osilatorlerin birbirleriyle etkilesim halinde oldugu Kuramoto modeli, yap1 olarak global (all-
to-all) ag modeline benzemektedir. Bu ag yapisi; ndronlarin davranislari, kuslarin 6tiisti, Josephson
Jjonksiyon devrelerinin tepkisi ve osilator frekanslarinin bimodal dagilimi gibi birgok farkli konunun
modellenmesinde kullanilmigtir  (Acebr'on et al. 2005). Fakat sonraki yillarda yapilan
caligmalardan global ag yapisinin gercek diinyayr tam yansitmadigi sonucuna varilmis ve farkl
topolojiler gelistirilmistir. Bu topolojilere 6rnek olarak, rastgele (Erdds-Reyni), kii¢iik diinya (Small

world) ve 6l¢eksiz (Scale free) aglar verilebilir.

Zhang ve Ping (2008) birbirleriyle baglantili osilatdrlerin dinamiklerini, Kuramoto modelini
kullanarak analiz etmis ve farkli karmagsik aglarda (rastgele, Olgeksiz ag ve kiiciik diinya ag)
sistemin faz senkronizasyonu baglangicini tespit etmislerdir. Stokastik (ER) bir agda, anahtarlama

zaman Olceginin kiiciik olmast durumunda senkronizasyonun daha kolay gerceklesecegini



bulmuslar ve ayn1 zamanda agdaki baglant1 kuvveti arttik¢a senkronizasyon baslangicinin daha kisa
siirede gergeklestigini de tespit etmislerdir. Olgeksiz ag modelinde ise ag parametresi y’nin
(sontimleme parametresi) senkronizasyon performansi lizerinde gelistirici bir etkiye sahip oldugu
ortaya konmustur. Son olarak ise kiiciik diinya ag modelinde, zamanla degisen baglant1 kuvvetinin
senkronizasyon tizerindeki etkisi incelenmis ve sistemde meydana gelen uzun mesafeli baglanti
kuvvetinin senkronizasyonun olusmasina yardimci oldugunu ortaya koymuslardir (Ping and Zhang
2008). Zhang ve Xiao (2014) de kiicik diinya ag modeliyle tanimlanan bir sistemde ag
parametrelerinin senkronizasyon iizerindeki etkilerinin irdelendigi daha kapsamli bir c¢aligma
yapmuslardir. Yaptiklart ¢alismada zayif baghi bir sistemde, baglanti kuvvetinin veya ag
parametrelerinin (k: agin ortalama derecesi ve p: yeniden baglant1 yapma olasilig1) herhangi birinde
meydana gelen artigin, senkronizasyon performansini iyilestirdigini kanitlamiglardir. Bunun yani
sira giiclii bagl bir sistemde, senkronizasyonun olusabilmesi i¢in baglant1 kuvvetinin belirli bir
aralikta olmasi gerektigini belirlemislerdir. Tam senkronizasyonun; baglanti kuvvetinin alt kritik
esik degerinden kiiciik oldugu durumda olugsmadigini, Gist kritik esik degerinin asildigi andan

itibaren hizla azalarak tamamen ortadan kalktigin1 gostermislerdir.

Moreno ve Pacheco (2004) ise senkronizasyonu osilatorler arasi baglantinin 6lgeksiz ag modeliyle
tanimlandig1 bir sistemde incelemislerdir. Senkronizasyonun baglantt kuvvetinin belirli bir kritik

esik degerinden sonra olustugunu tespit etmislerdir.

Bu tez ¢aligmasinda farkli ag topolojileriyle tanimlanan sistemlerin senkronizasyon performanslari
Kuramoto modeli kullanilarak incelenmistir. Sistemde osilatorler arasindaki baglant:1 ilk olarak
global ag, daha sonra ise kiigiik diinya ve dlgeksiz ag topolojileriyle tanimlanmigtir. Calismada,
sistemin tanimlanmasinda kullanilan agm parametrelerinin senkronizasyon tizerindeki etkileri
aragtirllmigtir. Sistemin hangi ag modeliyle tanimlandigina bakilmaksizin senkronizasyonun
olusabilmesi i¢in osilatorler arasindaki baglanti kuvvetinin belirli bir esik degerinin lizerinde olmasi
gerektigi bulunmustur. Bu kritik esik kuvveti degerinin 6l¢eksiz ve kiiglik diinya aglarinda osilator
sayisinin artmastyla beraber daha net bir sekilde tespit edilebilecegi ortaya konulmustur.
Tanimlanan tiim ag topolojileri ile olusturulan sistemlerde, baglantt kuvvetinin kritik esik
degerinden biiylik oldugu durumlarda senkronize davranis olustugu goézlenmistir. Buna karsin
baglanti kuvvetinin st kritik esik degerinden sonraki artisinin senkronizasyon performansini
azaltip, yok ettigi tespit edilmistir. Bunun yani1 sira osilator sayisindaki artisin sistemin daha kisa

stirede senkronize olmasini sagladig1 sonucuna vartlmustir.






BOLUM 2

SENKRONIZASYONA GIRIiS
2.1 TARIHCE

Senkronizasyon kavrami ilk olarak 1665 yilinda bilim adami Christiaan Huygens’in sarkacli
saatlerin hareketlerini incelemesiyle ortaya c¢ikmistir. Huygens arastirmalart sonucunda,
saatlerin duvarda fark edilmeyen bir hareket meydana getirdigi ve bu sayede birbirlerini
etkileyerek senkronize olabildikleri sonucuna ulasilmistir (Heckscher et al 1913, Dilao 2009).
Sekil 2.1°deki gibi aralarinda 180 derece faz farki olan senkronizasyon zit fazli olarak

adlandirmaktadir (Huygens 1913, Daniels 2005).

1
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A

Sekil 2.1 Christiaan Huygens’in kullandig1 sarkagli saatlerin krokisi (Huygens 1913, Wetzel
2012).

Senkronizasyonun dogada ¢ok sik rastlanan bir olay olmasindan dolay1; bu konudaki ¢caligmalar
sadece Huygens’ in arastirmalariyla sinirli kalmamais, farkli alanlardan bir¢ok bilim adaminin
da bu konuya yonelmesine neden olmustur. Fizik¢i Engelbert Kémpfer 1680 yilinda; 151k sagma

hareketini farkli zamanlarda gerceklestiren bir siiriideki ates boceklerinin birbirlerinden



etkilenerek 151k yayma ritimlerinin senkronize hale geldigini gézlemlemistir (Kdmpfer 1906,

Buck et al 1981, Pikovsky 2001).

Jean-Jacques Dortous de Mairan 1729 yilinda senkronizasyon kavramini bir fasulyenin yaprak
hareketini inceleyerek ele almistir. Yaptig1 calismada dncelikle yirmi dort saatlik bir dongiide
(glindiiz ve gece); bitkinin giin 1s18indan etkilenerek yapraklarini kaldirdigini, 151k olmadigi
zaman ise yapraklarini indirdigini gézlemlemistir. Yirmi dort saatlik dongiilerden olusan farkl
stireclerde bitkinin bu hareketi tekrar etmesiyle senkronizasyonun varligi ispatlanmistir. Bunun
yani1 sira, yaprak hareketleri senkronize olan bitkinin giin 1s181indan karanlik odaya alindiginda
da ayn1 hareketi devam ettirdigi goriilmiis ve buna dayanarak organizmalarin giinliik ritmini
diizenleyen igsel bir biyolojik saate sahip oldugu kanitlanmistir (Kuramoto 1984,Daniels 2003-
2005).

Winfree 1976 yilinda biyolojik siireclerin ritmini, etkilesimli osilatérlerden olusan ¢oklu bir
sistemle modellenebilecegi fikrini formiilize etmis ve bdyle sistemlerin lineer olmayan
dinamikleri lizerinde g¢alismalar yapmistir. Calismalarinda, osilatorlerin her birinin es ve
aralarindaki etkilesimin zayif oldugu varsayimi ile hizli ve yavas zaman 6lgeklerinin ayr1 ayri
ele almas1 matematiksel yontemin gelistirilmesinde biiylik bir kolaylik saglamistir (Strogatz

and Mirollo 2007).

Yoshiki Kuramoto 1975 yilinda Winfree’nin bulgular1 dogrultusunda senkronizasyon iizerine
onemli calismalar yapmistir. Kuramoto ¢aligmalar1 sonucunda birbirleriyle etkilesimleri zayif
olan es osilatorlerden olusan sistemler i¢in Kuramoto modeli olarak bilinen bir faz denklemi
iiretmistir (Bonnel 2011, Wetzel 2012). Ayrica ¢oklu bir sistemin senkronize olabilmesi igin,
sistem bilesenleri arasindaki en kiiciik etkilesim kuvvetini hesaplayan denklemi elde etmistir.

Watts ve Strogatz 1998 yilinda daha 6nce yapilan ¢aligmalarda kullanilan baglanti modelinin
gergek diinyada esleniginin goriilmesinin zor olmasindan dolay1 yeni bir model tasarlamak igin
caligmalar yapmislardir (Arenas et al. 2008). Yaptiklari ¢calismalar ile senkronizasyon konusuna
herhangi bir katki saglayamamalarmma ragmen, daha gercek¢i bir baglantt modeli elde

etmislerdir.



2.2 MATEMATIKSEL YONTEM

Senkronizasyon iizerine yapilan ¢alismalar bir¢ok matematiksel varsayima dayanmaktadir. Bu
matematiksel varsayimlarin en 6nemlisi faz uzayidir. Bir sistemin faz uzayi, sistemin durumunu
belirten degiskenlerle tanimlanir. Ornegin bir sarkacin faz uzayi, sarkacin konum ve hiz
bilgileriyle ifade edilebilir ( Daniels, 2005 ). Boyle bir sistemin herhangi bir zamandaki durumu
faz uzayinda belli bir noktaya karsilik gelmektedir. Bu nokta, sistemin zamanla degismesiyle
belirli bir yoriinge olusturacak sekilde hareket eder. Benzer sekilde; osilatorlerin hareketi de faz
uzay1 kullanilarak tanimlanabilir. Cok sayida osilatorden meydana gelen bir sistemde; her
osilatoriin hareketi faz uzayinda farkli bir kapali egri olusturur. Bu egriler sistem kararli hale
geldiginde limit ¢evrim olarak adlandirilan 6zel bir egriye yakinsar (Strogatz 1994, Wetzel
2012). Sekil 2.2°de basit bir limit ¢cevrim egrisi goriilmektedir.

q

Sekil 2.2 Faz uzayinda basit bir limit ¢evrim (Daniels 2005).

2.3 KURAMOTO MODELI

Dogada ¢ogu sistemde senkronizasyonun varliginin tespitiyle bu konuya olan ilgi artmis ve
senkronizasyonu tanimlamak i¢in ¢ok sayida matematiksel model gelistirilmistir. Gelistirilen
matematiksel modellerden en ¢ok tercih edilen Winfree modeli olmustur. Bu modelde ¢ok
sayida osilatérden olusan bir sistemin davranisi, osilatorlerin es ve aralarindaki etkilesimin
zayif oldugu kabul edilerek incelenmistir (Daniels 2005). Bu varsayimlar, sistem davranisinin

matematiksel formiilizasyonunun ¢ikarilmasina biiyiik kolaylik saglamistir.



Winfree, gelistirdigi modelde osilator fazlarinin sistem fazi tarafindan belirlendigini kabul
etmistir. Model; her bir osilatoriin faz degisim hizi, sistem fazi ve osilatoriin kendi igsel
frekansinin (wi) kombinasyonuyla ifade edilir. Bununla birlikte her bir osilatoriin toplu
davranisa olan katkist X fonksiyonu, duyarlilig1 ise Z fonksiyonu ile tanimlanir. Buna gore

osilator fazinin zamanla degisimi:
0 =w + QX XO)Z(6;), i=1,...,N, 2.1)

ile ifade edilir. Burada 6; i. osilatoriin fazin,0; i. osilatoriin fazindaki degisim oranmi, w; i.

osilatdriin igsel dogal frekansini, N ise osilator sayisin1 gostermektedir.

Winfree’nin analitiksel yaklasimlar ve bilgisayar simiilasyonlar1 ile yapmis oldugu
caligmalarda, osilatorler arasindaki baglanti kuvvetinin yeteri kadar biiyiik, ayrica osilatorlerin
icsel frekansina bagli olarak tanimlanan sistemin frekans araliginin da yeteri kadar kiigiik
olmas1 durumunda senkronizasyonun olusabilecegini tespit edilmistir. Osilatorlerin belirli bir
kritik esik degerine kadar senkronize olamadiklarini, buna karsin belirli bir esik degerinden
itibaren faz gecislerinin baslamasiyla senkronizasyonun gercgeklestigi gozlemlenmistir

(Huygens 1913,Strogatz 2003).

Winfree’nin bulgularindan yola ¢ikan Yoshiki Kuramoto (1975) senkronizasyonun
matematiksel modeli iizerinde ¢aligmalar yapmustir. Kuramoto, Winfree’nin matematiksel
model olusturmak i¢in kullandig1 benzer yaklasimlari benimseyerek bazi matematiksel
ortalamalar alip kendine ait bir model gelistirmistir. Coklu sistemler i¢in elde etmis oldugu
matematiksel modeli kullanarak, sistemin uzun donem dinamikleri (Kuramoto 1984, Strogatz

2000):
éi = w; + Zy:l E] (9] — Hi)’ i = 1, ---,N, (22)

ile ifade edilmistir. Burada ; i. osilatoriin i¢sel frekansi, I'ij ise i. ve j. osilator arasindaki
etkilesim fonksiyonudur. Bu esitlik her tiirli baglanti yapisina olanak saglayan genel bir
ifadedir. Faz denkleminde Kuramoto tarafindan yapilan sadelestirmelere ragmen etkilesim
fonksiyonunun (Ijj) analizinin zor olmasindan dolayr teorik olarak sistemin analizini

gerceklestirmek miimkiin degildir.



Bunun iizerine Kuramoto, her bir osilatoriin diger tiim osilatorler ile etkilesim halinde oldugu
global ag yapisim1 kullanarak, kendi modeli {izerindeki c¢aligmalarini siirdiirmiistiir. Faz
denklemini daha kolay ifade edebilmek amaciyla yaptig1 ¢aligmalarda osilatorler arasindaki
etkilesimin esit agirhikta ve faz farklarmin da sadece siniis bilesenine bagli oldugunu
varsaymistir. Bu varsayimlar dogrultusunda faz denkleminde yer alan etkilesim fonksiyonu

asagidaki denklem ile ifade edilir.

Tanimlanan etkilesim fonksiyonuna gore Kuramoto modeli olarak bilinen ana denklemler

yeniden diizenlenir ise faz denklemi:
0= w;+- Xy sin(6,—6;),  i=1..N, 2.4)

olarak elde edilir. Burada N osilator sayisi, K osilatorler arasindaki baglanti kuvveti ve w;i
osilatorlerin igsel frekansim gostermektedir. I¢sel frekans (wi), osilatdrlerin dis etki olmaksizin
limit ¢cevrimdeki hareketlerini ne kadar hizda gergeklestirdiklerini belirtmektedir (Sekil 2.3).
Daha onceden de deginildigi gibi sistemdeki her bir osilatoriin igsel frekansindaki degisim

belirli bir olasilik yogunluk fonksiyonu ile tantimlanmaktadir.
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Sekil 2.3Coklu bir sistemdeki osilatdrlerin limit cevrimdeki hareketi.

Kuramoto modelini bu kadar énemli yapan Kuramoto’nun gergeklestirmis oldugu teorik
caligmalar olmustur. Kuramoto yaptig1 pek ¢ok matematiksel varsayimla senkronizasyonun
olabilmesi i¢in faz gegisinin olmasi gerektigini kanitlamis, ayn1 zamanda senkronizasyon i¢in

gerekli olan kritik baglant1 kuvvetinin degerini hesaplayan esitligi bulmustur (Kuramoto 1984).






BOLUM 3
KURAMOTO MODELI

Tez ¢alismasinin bu bdliimiinde, senkronizasyon fenomenini incelemek amaciyla kullanilan

Kuramoto modelinin temel parametreleri daha ayrintili bir sekilde agiklanmustir.
3.1 DUZEN PARAMETRESI

Diizen parametresi (1), birbirleriyle etkilesim halindeki osilatdrlerden olusan ¢oklu bir sistemin
senkronizasyon derecesini belirlemeye yarar. Bu parametre sistemdeki her bir osilatoriin
fazlariin sanal ve reel kisimlarinin normallestirilmis toplamlarini igeren karmasik bir say1 olup

asagida esitlik ile tanimlanir (Kuramoto 1975, Bonilla 2005, Lysyansky 2010, Wetzel 2012):
ret = 3N e, 3.1)

Burada N osilator sayisini, 0; her bir osilatorlerin fazini, y sistemin ortalama fazini, r ise diizen
parametresini gostermektedir. Bu diizen parametresi genlik degeri olarak sistemdeki fazlarin
uyumunu ifade etmektedir. Denklemdeki r ve y parametreleri; tiim osilatdrlerin birbirleriyle

bagli oldugu bir sistemde ortalama alan1 ifade etmektedir (Wetzel 2012).

Diizen parametresinin genlik degeri (1), 0 ile 1 arasinda degisir. Buna bagl olarak sistemde {i¢
farkli senkronizasyon durumu olusur. Diizen parametresinin genlik degeri r(t)=1 iken tiim
osilatdrler limit cevrimde ayni frekans ve faz ile birlikte hareket ederler. Boyle bir sistemde tam
senkronizasyon meydana gelir. Buna karsin diizen parametresinin genlik degeri sifir ( r(t)=0)
oldugu durumda; osilatérlerin limit ¢evrim etrafinda farkli frekans ve fazlarda hareket
etmelerinden dolayr senkronize olmayan bir durum ortaya ¢ikar (Strogatz and Mirollo 1991).
Diizen parametresinin genlik degeri 0 ile 1 arasinda deger aldig1 zaman ise, limit ¢cevrimdeki

osilatorlerin bir kism1 ayni frekans ve faz ile beraber hareket eder iken, bir kismi da farkh
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frekans ve fazlarda hareket ederler. Bu durumda sistemde gozlenen senkronizasyon davranisi

kismi senkronizasyon olarak adlandirilir.

/2 /2

82 3m/4 3t/4

Sekil 3.1 Iki osilatorlii bir sistemde diizen parametresinin (r(t)) degisimi (Wetzel 2012).

Sekil 3.1°de farkli kosullar altinda iki tane osilatorden olusan bir sistem igin diizen
parametresinin degisimi ve osilatorlerin limit ¢evrimdeki konumlar1 gosterilmistir. Sistemdeki
osilatorlerin fazlarinin birbirlerinden farkli olmasi (Sekil 3.1a), limit g¢evrimde farkh
konumlarda hareket ettiklerini belirtir. Bu durumda diizen parametresinin genlik degeri 1’den
kiigiik bir deger almakta olup, bdyle bir sistem igin senkronizasyonun olusmasi beklenmez.
Aksine osilatorlerin fazlarinin birbirine yakin bir deger almasi (Sekil 3.1b), limit ¢evrimdeki
konumlarinin da birbirine yakin olmasina neden olur. Bu durumda diizen parametresinin genlik

degeri 1’e yakinsar ve bdyle bir sistem i¢in kismi senkronizasyon s6z konusudur.
Orijinal Kuramoto modeli i¢in tanimlanan faz denklemi (esitlik 2.4), esitlik 3.1 ile verilen

karmagik diizen parametresinin kullanimiyla daha etkin bir formda yazilabilir. Bu dogrultuda

diizen parametresini tanimlayan esitlik (3.1)’in her iki tarafi i *ye boliiniir:
rel=00 = — 3N ¢l0=00,  ;=1,.,N. (3.3)

Daha onceden de deginildigi gibi Kuramoto modelinde faz farkinin sadece siniis bileseninin
etkili olugu varsayilmistir (Kuramoto, 1975). Bu varsayima gore de esitlik (3.3)’ilin siniis

bileseni:
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rsin( — 6;) =~ X)Ly sin(6;, - 6;), i=1,..,N. (3.4)

ile ifade edilir. Esitlik (3.4)’ {in kullanilmasiyla faz denklemi (esitlik 2.4) yeniden diizenlenir

ise:
0; = w; + Krsin(@p—6;), i=1,...,N. (3.5)

elde edilir. Bu esitlik sayesinde osilatorler arasindaki etkilesim ortalama alan parametrelerine

(r ve y) bagli olarak tanimlanabilir.
3.2 KRIiTiK ESiK DEGERI (Kc)

Kritik esik degeri; etkilesim halinde olan ¢oklu bir sistemin senkronize olabilmesi i¢in gerekli
olan en kiiciik baglant1 kuvvetidir. Yoshiki Kuramoto’nun 1975 yilindaki ¢aligmasini énemli
kilan kritik esik degerini tam olarak hesaplayabilen denklemi elde etmis olmasidir. Coklu bir

sistem i¢in bu deger (Kuramoto 1984, Lysyansky 2010):

2
K= (3.6)

ile hesaplanir. Burada tanimlanan g(0), sistemdeki osilatorlerin igsel frekanslarinin (wj)
dagilimin1 gosteren g(w) nin w=0’daki degerini ifade eder (Kuramoto 1984, Sompolinsky et al

2003, Lysyansky 2010).

Kuramoto modelinde sistem, kritik esik degerine bagli olarak iki farkli davranis
sergilemektedir. Bu davranislarin birinde; yani baglanti kuvvetinin kritik esik degerinden kiigiik
oldugu durumda her bir osilator birbirinden bagimsiz olarak kendi igsel frekanslariyla hareket
etmektedirler. Birbirlerinden bagimsiz olarak hareket eden osilatdrlerden olusan boyle bir
sistemde senkronizasyon gozlenmemekte olup, diizen parametresinin genlik degeri (r) sifira
yakin bir deger almaktadir. Osilatorler arasindaki baglant1 kuvvetinin kritik esik degerinden
biiyiik oldugu diger davranista ise osilatorler birbirlerine kenetlenerek ayni frekansta birlikte
hareket etmektedirler. Boyle bir durumda sistemde senkronizasyon gdzlenmekte olup, diizen

parametresinin genlik degeri (r) bire dogru yakinsar.
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Zhang and Xion’un (2014) kuvvetli baglanti ile tanimlanmis sistem {izerine yapmis olduklari
bir ¢caligmada Kq olarak adlandirdiklar1 yeni bir esik degeri tanimlanmigtir. Tanimladiklar: bu

esik degeri sistemin senkronize olabilecegi en biiyiik baglanti kuvvetidir.
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BOLUM 4

AG TOPOLOJILERI

Bu boéliimde tez kapsaminda kullanilacak olan ag modelleri hakkinda bilgiler verilmistir.

4.1 KUCUK DUNYA AG MODELI

Karmagik aglar iizerine yapilan calismalarda uzun yillar boyunca Erdds-Réyni ag modeli
kullanilmigtir. Bu ag modeli karmasik topolojideki aglarin olusumunda temel prensipleri
rastgele graf teorisi kullanilarak ortaya koyan ilk ¢alismadir. Modelde her bir diigiim i¢in
baglant1 kurma olasilig1 esit ve rassal bir siiregten meydana gelmektedir. Erdos-Réyni (ER)
modelinde rastgele dagitilmis ortalama pN(N-1)/2 tane baglantiya sahiptir. Sabit N tane
diigiimden meydana gelen agda p olasilig1 ile baglantilar olusturulur (Erdés and Réyni 1960).
Bu ag modelinde diiglimlerin baglanti yapma sayilar1 esit olmas1 ragmen bazi diigiimlerde
digerlerinden daha fazla baglanti mevcuttur. Poisson dagilimina gore diiglimlerin k tane

baglantiya sahip olma olasiligin1 veren denklem asagidaki gibidir:

P() = 2 (4.1
A= (N; 1) Per (1 —pgr)" 17K 4.2)

Gergek sistemlerdeki mevcut ag yapisinda rastgelelik olup olmadigi diislincesinin ortaya
cikmasi ile Erdos-Réyni modeli 6nemini yitirmis, yeni ag modelleri iizerinde ¢alismalara
baslanmistir (Strogatz 2001, Albert and Barabasi 2002, Wang 2002). Calismalar sonucunda
tamamen diizenli bir yapidan rastgele bir yapiya gecisi tanimlayan, kii¢lik diinya ag modeli

adiyla yeni bir model 6ne stiriilmiistiir.
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Newman ve Wattson tarafindan tanimlanan kii¢iik diinya ag modelinde, N tane diigiimden
olusan bir agda diiglimler arasinda yeni baglantilar olusturulurken eski baglantilar herhangi bir
eksilme olmamaktadir. Tez ¢aligmasinda Newman-Wattson kiigiik diinya ag modeli yerine
Watts ve Strogatz tarafindan tanimlanan kiigiik diinya ag yapisi tercih edilmistir. Watts ve
Strogatz (1998) tarafindan tanimlanan model baslangigta N tane sabit diiglime sahip olup,
diigiimlerin her biri en yakin birinci ve en yakin ikinci komsulart ile baglantili olacak sekilde
tek boyutlu kafes yapisindadir. Daha sonra agdaki baglantilar belirli bir p,s olasiligina gore
yeniden olusturulmaktadir. Bu p, olasiligina gore de c¢esitli ag modelleri elde edilir. pws=0
oldugunda diizenli bir ag, pws=1 oldugunda diizensiz ag ve 0< pws<1 oldugunda ise kii¢iik diinya
ag1 elde edilir. Yeni baglantilar olusturulurken herhangi bir diigimiin kendisi ile baglanti
olusturmamasina ve iki diiglim arasinda birden fazla baglanti olmamasina dikkat edilir. Watts
ve Strogatz tarafindan tanimlanan kii¢iik diinya ag yapisimin olusum siireci Sekil 4.1°de

gosterilmistir.

B

Sekil 4.1Watts-Strogatz ag modelinin olusumu.

Kiiciik diinya (SW) ag modelinde bir diigiim i¢in baglanabilirlik dagilimi pws olasiliina
baglidir. Diizenli bir agda (pws=0) baglanabilirlik dagilimi P(k)=6(m-k) iken, pws—1 oldugunda
ise baglanabilirlik dagilimi rastgele ag i¢in tanimlanan baglanabilirlik dagilimina

benzemektedir (Barabasi et al. 1999).
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(a) (b)
Sekil 4.2 Watts-Strogatz (WS) ag modeli.
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Sekil 4.2 ‘de 10 diigiimlii ve ortalama baglant1 derecesi k=4 olan bir Watts-Strogatz ag modeli
gosterilmistir. 2Npws adet diiglimiin baglantilarinin bitis noktalar1 kopartilarak pws olasiligina
gore yeniden baska bir diigiimle baglant1 olusturulur. Sekil 4.2 a’da pws =0 oldugu durumda
olusan diizenli bir ag gosterilmistir. Sekil 4.2 b’de ise pws =0.3 olmasiyla 6 adet baglanti
kopartilip rastgele se¢ilen bagka diigiimlerle baglant1 kurulmasi sonucu elde edilen kii¢iik diinya

ag modeli gosterilmistir (Barabasi et al. 1999).
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Sekil 4.3 Watts-Strogatz (WS) ag modelinin baglanabilirlik dagilimi. 10000 tane diiglim ile
olusan Watts-Strogatz modelinde farkli pws degerleri i¢in baglanabilirlik dagilimi
P(k)’nin degisimi (k=6). pws =0 (yuvarlak), pws =0.1 (kare), pws =0.3 (baklava sekli)
(Barabasi et al. 1999).

Watts-Strogatz modelinde de tipki Erdds-Reyni ag modelinde oldugu gibi baglanti dagilimlari
homojendir. Agin baglanabilirlik dagilimi belli bir ortalama degerde maksimuma vardiktan

sonra eksponansiyel olarak azalmaktadir (Sekil 4.3).

4.2 OLCEKSIiZ AG MODELI

Erdos-Réyni ag modelinde, ag sabit bir diigiim sayis1 igermekte olup zaman igerisinde diiglim
sayisinda artis goriilmemektedir. Bunun yam sira agdaki her bir diigimiin baglant1 sayisi
siirlidir. Fakat gercekte aglarin diiglimlerine yeni diigimler eklenerek diiglim sayisinin artmasi
ve agdaki diigiimlerin baglanabilirliginde bir smirlama olmamasindan dolayr Barabasi ve

Albert (1999) yeni bir ag modeli énermislerdir. Onerdikleri model ile agdaki diigiim sayisina
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artis imkani saglanmakta ve diigiimlerin baglanabilirliklerinde herhangi bir kisitlama ile
karsilasilmamaktadir. Barabasi ve Albert ag modelinde biiyiime ve tercihli baglanti olmak tizere
iki 6nemli konu mevcuttur. Gergek aglarin diiglim sayilarinin sabit kalmayip artis gostermesi
bu modelde tanimlanan biiyiime olayidir. Modelde tanimlanan tercihli baglanti ise aga katilan
yeni diiglimiin baglant1 kuracag1 diiglimii secerken agda var olan diiglimlerin baglant1 sayisina
gore segmesidir. Yeni baglant1 yapacak olan ag var olan diigiimlerden baglantisi en ¢ok olani
secmek ister. Boylece yiiksek baglanabilirlige sahip diiglimdeki baglant1 sayis1 artig gosterir.
Tanimlanan bu ag modelinde baglanabilirligi kisitlayan herhangi bir etken mevcut degildir.

Barabasi ve Albert (1999) tarafindan 6nerilen 6lgeksiz ag yapisinin olusum siireci Sekil 4.4’de

gosterilmistir.
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Sekil 4.4 Olgeksiz ag olusumu.
4.2.1 Biiyiime(Growth)
Baslangicta agda m0 tane az miktarda diigiim varken her bir zaman aralifinda aga m<my tane
baglant1 kuracak olan yeni bir diigiim eklenmektedir. Yeni diigiim tarafindan olusan m tane

baglant1 agda bulunan m farkli diigiime baglanmaktadir. T kadar zaman adiminin gegmesinden

sonra mT tane baglant1 ve N=T+m0 tane diigiimden olusan bir ag meydana gelmektedir.
4.2.2 Tercihli Baglanma
Olgeksiz ag modeli tercihli baglanma ozelligi ile diger ag modellerinden ayrilmaktadir.

Modelde aga yeni katilan bir diiglimiin diger aglar ile olusturacagi baglanti olasilig1 esit

dagilima sahip degildir. Agda yeni bir diigiim aga katilacagi zaman baglant1 yapacagi diigiimii
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I1(ki) olasiligina gore secer. Eklenen yeni diiglimiin i. diiglim ile baglant1 kurma olasiliginin

(IT), 1. diiglimiin baglant1 derecesi ki ye bagli oldugu denklem asagidaki gibidir:

ki
Y jkj

1n(k;) = 4.3)

Denklemde payda kisminda yer alan ifadeler, agdaki mevcut diigiimlerin baglant1 derecelerinin
toplaminm1 temsil eder. Bu ag modelinde diiglim sayisinin zamanla artmasi agin 6lgekten
bagimsiz bir hal almasmma sebep olur. Boylece agda bulunan diiglimlerin baglanabilirlik
dagilim1 kuvvet yasasina gore zamanla degisir (sekil 4.5). Kuvvet yasasina gore agda var olan
herhangi bir diigiimiin k adet baglantiya sahip olma olasiligin1 veren denklem asagidaki gibidir

(Barabasi and Albert 1999).

P(k) = k™Y (4.4)

Bu esitlikte sonliimleme parametresi (y) diigiim sayisindan (m) bagimsiz olup 2<y< 4 araginda

deger almaktadir.

10" ¢ — 10" —
1 \ %
I : B @
I Y 1o
107
10° i
0
oo 1 K
o 1o
307 1ok
1Icll. | g
10
i
. % 10" 10 10"
10° b -+ :
- Ltk - bk i '|C| R — ....I - ..._l_é_._._._
10" 10 10° 10’ o 10 10 10
{ah k ik K

Sekil 4.5 a) Barabasi-Albert agindaki baglanabilirlik dagilimi. Agda 300000 diigiim var iken
farkli m ve mo degerlerinde P(k)’nin degisimi. mo=m=1 (yuvarlak), mo=m=3 (kare),
mo=m=>5 (baklava dilimi), mo=m=7 (iicgen). Kesikli ¢izgideki egim y=2.9. b)
mo=m=5 oldugu durumda farkli sistem biiyiikliiklerinde P(k)’nin degisimi. N=100
000 (yuvarlak), N=150 000 (kare), N=200 000 (baklava dilimi). Kiiciik resim t;=5 ve
=95 aninda aga katilan diiglimiin baglanti sayisinin zamana bagli degisimini
gostermektedir (Barabasi et al. 1999).
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BOLUM 5

FARKLI AG TOPOLOJILERI KULLANILARAK OLUSTURULAN KURAMOTO
MODELLERINDE SENKRONiIZASYON

Tezde, Kuramoto modelinde kullanilan global ag yapisinin gercek diinyadaki sistemler ile
benzerlik gostermemesinden dolayr Watts-Strogatz ve Olgeksiz  ag topolojilerinde

senkronizasyon fenomeni incelenmistir.

5.1 GOBAL AG YAPISI iLE KURAMOTO MODELI

Kuramoto modeli global ag yapisini baz alarak gelistirilmistir. Bunun i¢in yapilan bu tez
calismasinda oOncelikle esitlik (3.5) ile tanimlanan global bir agda Kuramoto model

parametrelerinin ve osilator sayilarinin senkronizasyon iizerindeki etkileri incelenmistir.

Bu amagla global agdaki her bir osilatoriin frekansinin uniform dagilima sahip oldugu ve
fazinin da -m ile  arasinda rastgele bir deger aldig1 kabul edilmistir. Faz denkleminin ¢oziimii
icin dordiincii dereceden Runge-Kutte metodu kullanilmistir. Ayrica Matlab programi

kullanilarak simiilasyon ¢aligmalar1 yapilmstir.

Yapilan calismada sistemin gesitli dinamikleri, meydana gelen senkronizasyonun miktarini
belirlemek amaciyla kaydedilmistir. Sistemin senkronizasyonu hakkinda bilgi sahibi olabilmek
icin hem diizen parametresinin genlik degerinden hem de osilatdrlerin toplu durumdaki faz

bilgilerinden faydalanilmistir.
Sekil 5.1°de farkli K degerleri icin diizen parametresinin zamanla degisimi gosterilmistir. 200

tane osilatorden olusan bu sistem i¢in esitlik (3.6)’ ya gore hesaplanan kritik esik degeri

0.16’dur.

21



I ettt e e £ e
1! o
! .| ,/ P —
= | .' i . P i
0.8 i ! I’ ,f".' .'
1! _l. - 7
i ~ )
b s — 7]
L ] I. ’ " 1
T S
i ; = K<)
il f
il o s == -
' -
iy
S - {5
024 &
4l 4
é’:_'_ - ___.‘--“_ - '__‘.-ﬂ e e o n  — ® T .““-_ "’.-“--".0’-!\-. -

0 100 20 0 40 dl 60 70 800
zaman

Sekil 5.1 Baglant1 kuvvetine gore senkronizasyonun zamanla degisimi (N=200, K.=0.16).

Sekil 5.1°den goriildiigii lizere baglanti kuvvetinin (K) kritik esik (K¢) kuvvetinden kiiciik
oldugu zaman (K<Kc.) diizen parametresinin genlik degeri sifira (r=0) yakin bir degerdedir.
Dolayisiyla K<K. i¢in sistemde senkronizasyon olugmamistir. Bunun aksine baglanti
kuvvetinin kritik esik degerden biiyiik (K>K¢) oldugu durumda diizen parametresinin genlik
degeri O ile 1 arasinda deger almistir. Bunun yani sira sistemde tam senkronizasyonun
olusabilmesi i¢in, baglant1 kuvvetinin K. den yeteri kadar biiyiik olmas1 gerektigi bulunmustur.
Bununla birlikte baglant1 kuvvetinin degeri arttikca sistemin daha kisa siirede senkronize
oldugu goriilmiistiir. Global ag yapisinda tanimlanan ¢oklu bir sistem i¢in osilatorlerin birbirleri
arasindaki baglantinin siddetinin artmasi birbirlerini etkileme oranini artiracagindan sistemin

senkronize olma siiresi azalir.

Ayrica zayif baglantili bir sistemde senkronizasyonun olusmasi i¢in, baglanti kuvvetine

(0<K<1), gore diizen parametresinin degisimine bakilmistir (Sekil 5.2).
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Sekil 5.2 Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligine etkisi (N=200).

Sekil 5.2’den zayif baglantili sistemde baglanti kuvvetinin artmasiyla senkronizasyon
performansinin  arttigt goriilmektedir. Baglanti kuvvetinin kiicliik degerlerinde diizen
parametresinin genlik degerinin de kiiciik olmasi1 nedeniyle sistemde senkronizasyon
olusmadig1 ortaya konulmustur. Bunun nedeni baglanti kuvvetinin kritik esik degerine
ulasamamis olmasidir. Baglant1 kuvvetinin kritik esik kuvvetinden itibaren artmaya devam
etmesiyle diizen parametresinin genlik degerinin de bire dogru yaklastig1 tespit edilmistir. Zay1f
kuvvetli bir sistem i¢in baglant1 kuvvetinin degerine gore tam veya kismi senkronizasyonun
olustugu goriilmiistiir. Sistemde tam senkronizasyonun olusmasi i¢in osilatorler arasindaki

baglanti kuvvetinin alt kritik esik degerinden daha biiyiik bir degerde olmasi gerektigi

belirlenmistir.

Zayif baglantili bir sistemde baglanti1 kuvveti arttik¢a senkronizasyon performansinin gelisme

gostermesinden dolay1 kuvvetli baglantili (K>1) bir sistemde de senkronizasyon incelenmistir

(Sekil 5.3).
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Sekil 5.3 Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligi iizerindeki etkisi (N=200).

Sekil 5.3’den baglant1 kuvvetinin belli bir degere kadar artmasi senkronizasyon performansini
arttirirken, belli bir degerden sonrasindaki artisin  performansi olumsuz etkiledigi
goriilmektedir. Sekilden goriildiigii gibi, zayif baglantili sistemde (0<K<1) baglant1 kuvveti
arttikca diizen parametresinin genlik degeri 1’e dogru artmis, bdylece sistemin senkronizasyon
performansi gelisme gostermistir. Oysa kuvvetli baglantiyla (K>1) olusturulan sistemde,
baglant1 kuvvetinin 1 ile 20 arasinda (1<K<20) oldugu durumda diizen parametresinin genligi
bir degerinde (r=1) sabit kalmistir. Baglant1 kuvveti bu aralik i¢inde oldugu miiddetce sistem
tam senkronize davramisii siirdlirmiistiir. Baglanti kuvvetine 20’den daha biiyiik degerler
verdigimizde, diizen parametresinin genlik degeri diismeye baslamistir. Bu ylizden sistemin
senkronizasyon performansi da azalmaya baslamistir. Hatta baglanti kuvvetini daha da

arttirmaya devam edersek, senkronizasyonun kayboldugu goriilmiistiir.

Bu calismada sistemdeki osilator sayisinin senkronizasyon iizerindeki etkisi de incelenmistir.
Bu etkiyi ortaya ¢ikartmak amaciyla baglanti kuvveti sabit tutularak, farkli osilator sayilari i¢in

PO

diizen parametresinin (r) zamana gore nasil degistigine bakilmistir (Sekil 5.4).
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Sekil 5.4 Osilator sayisinin senkronizasyon performansi tizerindeki etkisi (K=1, K¢ =0.16).

Sekil 5.4’den goriildiigii gibi belirli bir zaman araliginda (t<900s) sistemin osilator sayindaki
artts  senkronizasyonu bozmaktadir. Buna karsihk t>900s iken, osilatdr sayisinin
senkronizasyon {lizerinde etkili olmadig1 goriilmektedir. Ayrica Sekil 5.4’de sabit baglanti
kuvvetine sahip sistemin diizen parametresinin genlik degerinin 0O ile 1 arasinda deger almasi
sistemde kismi senkronizasyon yaratildigini gostermektedir. Oysa K=1 yerine kritik esik
kuvvetinden daha biiylik bir baglant1 kuvveti secilmis olsayd: diizen parametresinin genlik

degeri artacak ve boylece sistemde tam senkronizasyon goriilebilecektir.

Ayn1 zamanda bu calismada global ag yapisindaki bir sistemin bir diger ortalama alan
parametresi olan faz bilgisinin sistemin senkronizasyon lizerindeki etkisi de incelenmistir (Sekil
5.5). Burada sistemdeki osilatorlerin faz dagilimlarinin senkronizasyon {iizerindeki etkisini

incelemek i¢in on adet osilatér kullanilmistir.
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Sekil 5.5Farkli baglanti kuvvetine gore osilatorlerin faz dagilimlarinin zamanla degisimi
(N=10, Kc=0.16).

Sekil 5.5a’dan kritik esik kuvvetinden kiiclik baglant1 kuvvetiyle (K=0.1< K¢) olusturulan

sistemde her bir osilatoriin fazinin birbirlerinden farkli degerlere sahip oldugu goriilmektedir.

Osilatorler herhangi bir zamandaki faz degerlerinin farkli olmasindan dolayr limit ¢evrim
iizerinde de farkli konumlarda yer almislardir. Bundan dolayr sistemde senkronize hareket
gozlenmemistir. Oysa baglant1 kuvvetinin (K=1) kritik esik degerinden biiylik (K> K) oldugu

bir sistemde tiim osilatdrlerin fazlar1 ayn1 degere yakinsamistir (Sekil 5.5b ). Boylece tim
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osilatorlerin limit ¢evrimde ayni1 konumda olmalar1 ve beraber hareket etmelerinden dolayi

sistemde senkronizasyon gozlenmistir.

5.2 KUCUK DUNYA AGI iLE KURAMOTO MODELI

Tezin bu asamasinda; kii¢lik diinya ag yapisina gore olusturulan bir sistemde baglanti kuvveti
(K), ag parametrelerinden baglanti kurma olasilig1 (p) ve ortalama baglanti derecesinin (k)

senkronizasyon iizerindeki etkileri incelenmistir (Hong et al. 2002, Zhang and Xiao 2014).

Senkronizasyonda baglanti kuvvetinin etkisi iki farkli durum i¢in incelenmistir. Bunlardan biri
osilatorler arasindaki baglantinin zayif oldugu bir sistemde baglant1 kuvvetinin senkronizasyon
performansi iizerindeki etkisidir. Diger durum ise baglant1 kuvvetinin 1’den biiyiik degerleri
icin olusan kuvvetli baglantili sistemin senkronizasyon iizerindeki etkisidir. Bu dogrultuda

yapilan simiilasyon ¢aligsmalarinda osilator sayist N=1500 olarak alinmustir.

Birinci simiilasyon calismasi ile zayif baglanti kuvvetinin senkronizasyon performansi
iizerindeki etkisini incelemek amaclanmistir. Bu amagla agdaki k=8, p=0.3 parametreleri sabit
alinip, gesitli zayif baglant1 kuvvetlerinin (K=0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1) diizen parametresinde
yarattig1 degisim gosterilmistir (Sekil 5.6).

0
0 10 200 300 400 50 600 700 8O0 900 1000
zaman

Sekil 5.6 Zayif baglantili kiiciik diinya aginda farkli baglanti kuvvetleri icin diizen
parametresinin zamanla degisimi (N=1500, p=0.3, k=8).
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Sekil 5.6’den goriildiigii gibi baglant1 kuvveti arttik¢a diizen parametresinin genlik degeri de
artis gostermis bdylece sistemin senkronizasyon performansinin gelistigi goriilmiistiir.
Sistemde baglant1 kuvvetinin 0.6’dan kii¢iik (K<0.6) oldugu durumlarda diizen parametresinin
genlik degeri 0 ile 1 arasinda deger almistir ve bu ylizden sistemde kismi senkronizasyon
gozlenmistir. Ayrica, sistemdeki baglantt kuvvetinin K>0.6 olmasiyla beraber diizen
parametresinin genlik degeri zamanla bir degerine ulagsmistir ve bdylece sistemde tam
senkronize davranig yaratilmistir. Ayni zamanda, baglanti kuvvetinin artmasiyla sistemin daha

kisa siirede senkronize oldugu da Sekil 5.6’den goriilebilmektedir.

Kiiciik diinya ag1 i¢in yapilan ikinci simiilasyon ¢alismasinda, diigiimlerin baglanti kurma
olasiliginin (p) senkronizasyon performansi iizerindeki etkisi incelenmistir. Modelde K=0.6 ve
k=8 parametreleri sabit tutularak baglanti kurma olasiliginin (p) cesitli degerleri i¢in diizen

parametresinde zamanla meydana gelen degisim incelenmistir (Sekil 5.7).
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Sekil 5.7 Zayif bagh kiigiik diinya aginda farkli yeniden baglanti olasiliklar1 i¢in diizen
parametresinin zamanla degisimi (N=1500, K=0.6, k=8).

Sekil 5.7°den goriildiigii lizere sistemde p parametresinin degerinin artmasiyla diizen
parametresinin genlik degerinde artis gozlenmistir. p<0.4 oldugu durumda diizen

parametresinin genlik degeri 0 ile 1 arasinda deger almistir ve bundan dolay1 sistemde kismi
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senkronizasyon gozlenmistir. p>0.4 i¢in ise diizen parametresinin genlik degeri belli bir siire
sonra 1 degerine ulasmis ve. boylece sistemde tam senkronizasyon olusmustur. Ayrica p
parametresinin artmasiyla sistemin daha kisa siirede senkronize oldugu Sekil5.7’den

gortlebilir.

Daha o6nceki simiilasyon ¢alismalarinda bu agin ortalama baglant1 derecesi (k) sabit kabul
edilmistir. Fakat bu parametrenin agdaki baglant1 yogunlugunu belirleyen 6nemli bir parametre
olmasindan dolay1 {i¢ilincii simiilasyon ¢alismasinda k’nin senkronizasyon tizerindeki etkisine
bakilmistir. Bunun i¢in K=0.6, p=0.3 alinarak ve k’nin degeri arttirilarak, diizen parametresinin

genliginin zamanla degisimi Sekil 5.8’de verilmistir.
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Sekil 5.8 Zayif bagl kiiciik diinya aginda farkli ortalama dereceler i¢in diizen parametresinin
zamanla degisimi (N=1500, p=0.3, K=0.6).

Sekil 5.8 de k parametresinin artmasiyla diizen parametresinin genliginin de arttig1 goriilmektedir.
Ag parametresi k’nin 10’dan kii¢iik olan degerlerinde diizen parametresinin genliginin hi¢bir zaman
1’e ulasamamasindan dolay1 sistemde kismi senkronizasyon gozlenmistir. Bu parametrenin 10 ve
10’dan biiylik oldugu durumlarda diizen parametresinin genligi 1 ‘e ulastigindan sistemde tam
senkronizasyon goriilmektedir. Ayrica Sekil 5.8’denk parametresinin artmasiyla sistemin daha kisa

stirede tam senkronize davranis gosterdigi gortilebilir.
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Sekil 5.6, 5.7 ve 5.8’de sistemin parametrelerinin (K, p ve k) degisimi ile senkronizasyon
performansinin nasil degistigi incelenmektedir. Bu parametrelerin arttirilmasi performansi da
arttirmaktadir sonucuna varilmistir. Ayni zamanda, bu parametrelerinin artisiyla orantili olarak
sistemin daha hizli bir sekilde senkronize oldugu goriilmiistiir. Fakat bu parametreler iginden

ozellikle k parametresi sistemin daha kisa siirede senkronize olmasinda etkili olmustur.

Dordiincii simiilasyon ¢alismastyla kuvvetli baglantinin senkronizasyon performansi tizerindeki
etkisini gormek amaglanmistir. Calismada p ve k parametreleri sirasiyla 0.3 ve 8 alinarak, sistemde

sadece kuvvetli baglantinin meydana getirmis oldugu etki gosterilmistir (Sekil 5.9).

[ [ [ [ [ [ [ [ [

- /f Z E— o
T el —Kh

i

t / ~
08~ || | -~ 9

f »

14 / ke

U J“,,‘[!ir-» AL T Nt wum-wwby»ww‘w»»;4u<>}¢5<:r>ywn1‘}wrfa\r<+MW4ﬂj‘}1m<n;,1>mrLf g ‘W—J(hr‘—nLM‘mwbhrwm—ﬂwh BV K 16 ¥
06! ( K=20

O ) /o [

C ]““\ / / ya K=25

! y
) AN AP g b Aottt A gy At it M By K:35 h
/| /
0.4 ) I
f / K=45
I /
( ) ‘)‘Q\"w't-"'}wl“y’VHMVJ’\)'A&){'("{ 4"*“.&/ ‘-‘/V‘r""«,vw‘_{;n/nkw,f"‘wr\,«,YVL),KF.W.Nv‘uw\w,u""m'r‘—'m o J\,me mwrﬁ,,@’,,4‘\‘“\"\_mj,ﬂ~v~,~‘-"\«~u\',o*r;%\ ‘—fj\fh’“"\,fk\}"“"lr I K_5 5 I\
I | " )
! /
02 T [/ / K:65 i
[/ /
V- B0
(i
/) / =
W
e

: i r r r i r r f
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
zaman

Sekil 5.9 Farkli baglant1 kuvvetleri i¢in diizen parametresinin zamanla degisimi (N=1500,
p=0.3, k=8).

Baglant1 kuvveti belirli bir degere kadar arttiginda senkronizasyon performansi iyilesirken, bu
kuvvet daha da arttirlldifinda belli bir degerden sonra performansin diistiigli sekil 5.9°den
goriilmektedir. Baglant1 kuvveti K<9 oldugunda diizen parametresinin genligi 1 oldugu i¢in
sistemde tam senkronize davranis gézlenmistir. Ayrica baglanti kuvvetinin daha da artmasiyla
senkronizasyonun daha da iyilesmesi beklenirken tam tersi bir durumla karsilagilmistir.
Baglanti kuvvetinin 9’dan biiyiik degerleri i¢in diizen parametresinin genlik degerinin

azalmasindan dolay1 sistemin senkronizasyon performansi da diismiistiir. Baglanti kuvvetinin
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cok daha biiyiik degerlerinde ise diizen parametresinin genlik degeri daha da azalarak sifira

yakinsayip, senkronizasyon durumunu ortadan kaldirmistir.

Sekil 5.10°de ise baglant1 kuvvetine gore diizen parametresinin genliginde meydana gelen

degisim gosterilmistir. Yapilan simiilasyon ¢alismasinda p ve k sirasiyla 0.3 ve 8 alinmistir.

05 | | | | | | | | |
0 5 T 1B 2 2 I S |

Badlant Kuweti

Sekil 5.10 Cesitli baglant1 kuvvetlerine gore diizen parametresinin degisimi (N=1500, p=0.3 k=8).

Sekil 5.10’dan baglantt kuvvetinin belli bir degere kadar ki artisinin senkronizasyon
performansin gelistirdigi, belli bir degerden sonra ise senkronizasyon performansini diistirdiigii
goriilebilir. Sekilden goriildiigii gibi, zayif baglantili (0<K<I) bir sistemde baglant1 kuvveti
arttikca diizen parametresinin genlik degeri de artmis ve bdylece sistemde senkronizasyon
meydana gelmistir. Sistem kuvvetli baglanti (K>1) ile olusturuldugunda ise, baglanti
kuvvetinin degeri yaklasik olarak 15 oluncaya kadar senkronizasyon siirmiistiir. Fakat 15’den
sonraki baglant1 kuvvetleri i¢in r’nin genlik degeri azalmis bu ylizden de senkronizasyon
performansinda diisiisler gozlenmistir. Senkronizasyonun diismesine sebep olan bu esik degeri
K olarak tanimlanmaktadir. Sistemde baglant1 kuvveti, K. ile Kq arasinda oldugu siirece tam

senkronize hareket olusurken Kg’den itibaren senkronizasyon performansi diiserek
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kaybolmustur. Benzer bir durum global ag yapisinda da goriilmiistiir. Fakat kii¢iik diinya aginda

Kq degerinden sonra sistemin senkronizasyon performansindaki diisiis daha belirgindir.

Sekil 5.11°da ise farkli osilator sayilar i¢in, kiiclik adimlarla arttirilan baglant1 kuvvetinin (K)
diizen parametresinin genligi (r) lizerindeki etkisi gosterilmistir. Bunun icin K, k ve p

parametreleri sirasi ile 0.6, 8 ve 0.3 olarak alinmistir.

— N=1000
— N=5000
— =700 | ]

N=10000

| [ | | | |
0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Baglantt Karvveti

| | |

Sekil 5.11 Farkli osilatdr sayilart i¢in baglanti kuvvetine karsi diizen parametresinin degisimi
(N=1500, p=0.3, k=8,K=0.6).

Sekil 5.11° den baglanti kuvvetinin belli bir degerine kadar sistemde senkronize davranig
goriilmezken, kritik esik degerine varildigi andan itibaren senkronizasyon durumuna ulasildigi

goriilmektedir.

Baglant1 kuvveti, kritik esik degerinden ne kadar biiylik olursa sistemde o kadar ¢ok osilatoriin
faz1 birbirine kilitlenmekte ve senkronizasyon performansi artmaktadir. Ayrica Sekil 5.11
osilatdr sayisinin arttirilmasi, sistemin senkronize olabilmesi i¢in gerekli olan kritik esik
degerini hesaplama yapmadan elde etme imkani verir sonucunu da dogrulamaktadir. Fakat
osilatdor sayisinin arttirilmas:  senkronizasyon performansi iizerinde Onemli bir etki

olusturmamaktadir.
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Sekil 5.12 Farkli osilator sayilar i¢in diizen parametresinin zamana gore degisimi (p=0.3, k=8,
K=1).

Sekil 5.7°de ise farkli osilator sayilari i¢in diizen parametresinin genliginin zamanla nasil
degistigi gosterilmistir. Osilator sayisindaki artisin senkronizasyon performansi tizerinde fazla
bir etkisinin olmadig1 goriilmiistiir. Sistemde osilatér sayisi arttikga diizen parametresinin

genlik degeri belli bir zamana kadar (t=800s) azalmistir.

Bu durumda sistemdeki osilatorler kismi senkronize olacak sekilde hareket etmislerdir. Belli
bir zamandan sonra (t>800s) ise osilator sayis1 ne kadar artarsa artsin diizen parametresinin

genlik degeri bir olarak kalmistir ve boylece sistemde tam senkronizasyon goriilmiistiir.

5.3 OLCEKSIZ AG ILE KURAMOTO MODELI

Calismanin bu asamasinda 6lgeksiz ag topolojisiyle olusturulan, birbirleriyle baglantili faz
osilatorlerinin senkronizasyonu Kuramoto modeli kullanilarak incelenmistir (Moreno and

Pacheco 2004 ). Bu amagla oncelikle farkli sayidaki osilator i¢in diizen parametresinin baglanti

kuvvetine gore degisimi incelenmistir (Sekil 5.13).
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Baglant! Kuweti

Sekil 5.13 Farkli osilator sayilari igin baglanti kuvvetine karsi diizen parametresinin degisimi.

Sekil 5.13°de osilator sayisinin artmasiyla sistemin daha hizli bir sekilde senkronize oldugu
goriilmistlir. Baglanti kuvveti kiiciik degerlerden itibaren arttirildikca, etkilesim kuvveti
bireysel dinamikler tarafindan olusturulan tutarsizlifi onlemek i¢in yeterli olmamistir.

Sistemdeki bu davranis belirli bir kritik esik degerine kadar devam etmistir.

Kritik esik degerinden itibaren sistemde baglanti kuvveti arttikca osilatorlerin fazlar
birbirleriyle kilitlenmeye baglamistir. Bu durumda kiimeler halinde senkronize gruplar

goriilmekte olup sistem kismi senkronizasyon olusturmaktadir.

Sonugta baglanti kuvvetinin degerini daha da arttirdigimizda, tiim osilatorler ayni frekansta
hareket ederek sistem tamamen senkronize hale gelir. Aym1 zamanda sistemdeki osilator
sayisini arttirdigimizda senkronizasyonun baslayabilmesi i¢in gerekli olan kritik esik degeri net

olarak goriilebilmektedir.

Ayrica bu agda, osilator sayisi sabit tutularak, baglant1 kuvvetinin diizen parametresine bagl

PR

olarak nasil degistigi de incelenmistir (Sekil 5.14).
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Sekil 5.14 Baglant1 kuvvetinin diizen parametresinin genligine etkisi (N=1500).

Sekil 5.14’da baglant1 kuvvetinin senkronizasyon performansi tizerinde meydana getirdigi
degisim verilmektedir. Baglanti kuvveti belli bir degere kadar arttiginda sistemde
senkronizasyon gozlenirken, bu kuvvet daha da arttirlldiginda belli bir degerden sonra

performansin diistiigii tespit edilmistir.

Burada zayif baglantili (0<K<1) sistemde baglanti kuvveti arttikca senkronizasyon performansi
gelisme gostermistir. Fakat sistem kuvvetli baglantili (K>1) oldugunda baglant1 kuvvetindeki
artis senkronizasyonu diisiirmeye baslamis hatta daha da arttirildi§inda senkronizasyonu yok
etmistir. Ayrica baglanti kuvveti K. ve Ky araliginda oldugu zaman sistemde tam

senkronizasyon gozlenmistir.

Bu araligin 6lceksiz agda diger ag yapilarina goére daha dar oldugu Sekil 5.14° den
gorlilmiistiir. Burada 6l¢eksiz aga dayali Kuramoto modelinde, m parametresinin artmasi ile

PR

diizen parametresinin genliginin zamanla nasil degistigi de incelenmistir (Sekil 5.15).
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Sekil 5.15 m parametresine bagl olarak diizen parametresinin zamanla degisimi (N=1500).

Sekil 5.15° den m parametresinin artmasiyla diizen parametresinin zamanla nasil degistigi
goriilmektedir. Sistemde m parametrenin artmasiyla senkronize davranisin daha kisa siirede
meydana geldigi bu sekilden tespit edilebilmektedir. Bunun yani sira m’nin artmasi, diizen
parametresinin genlik degerini diislirdiigli i¢in, sistemde tam senkronizasyondan kismi

senkronizasyona dogru gecisin var oldugu sonucuna da varilabilir.
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Baglant Kuweti

Sekil 5.16 Farkli ag topolojilerinde baglant1 kuvvetine gore diizen parametresinin degisimi
(N=1500)
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Sekil 5.16’da global ag, kiiclik diinya ve dl¢eksiz ag topolojileriyle olusturulan sistemlerde
baglant1 kuvvetinin senkronizasyon iizerinde yaratmis oldugu degisim irdelenmistir. Farkli
topolojilerle olusturulan her bir sistemde baglant1 kuvvetinin belli bir degere kadar ki artis1
senkronizasyon performansini arttirmistir. Fakat baglanti kuvvetindeki bu artisin devam
etmesiyle senkronizasyon performansinin diistiigii tespit edilmistir. Global ve kiiclik diinya
agiyla olusturulan sistemlerde baglanti kuvvetinin belirli bir aralikta oldugu siirece sistemde
tam senkronizasyon gozlenmis olup bu aralik global ag da kiiglik diinya agina gore daha

genistir. Fakat bu aralik 6l¢eksiz ag ile olusturulan sistem i¢in oldukga dardir.
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BOLUM 6

SONUCLAR VE ONERILER

Senkronizasyon dogada ve giinliik hayatta ¢cok sik rastlanan bir olay oldugu icin her zaman
biiyiik ilgi gdérmiistiir. Senkronizasyonu daha iyi anlayabilmek icin bilim adamlar tarafindan
pek ¢ok matematiksel model gelistirilmistir. Kuramoto’nun gercekledigi model,
senkronizasyonun matematiksel olarak g¢aligilabilmesi i¢in daha gercekei bir yol sunmustur.
Kuramoto tarafindan Onerilen birka¢ sadelestirme ile faz senkronizasyonunun hangi sartlar
altinda olusabilecegi tahmin edilebilmekte ve senkronizasyonun derecesi belirlenebilmektedir.
Bu tezde ilk olarak Kuramoto modelinin dinamikleri incelenmistir. Kuramoto’ ya gére Coklu
osilatorlerden olusan bir sistemde senkronizasyonu tespit edebilmek i¢in iki parametreye
bakilmigtir. Bunlardan biri diizen parametresinin genlik degeri digeri ise her bir osilatoriin toplu
durumdaki fazidir. Bu ¢aligmada ilk olarak diizen parametresinin genliginin senkronizasyonla
olan iligkisi incelenmistir. Sonucta sistemde diizen parametresi genligi 0 oldugu zaman
senkronizasyon olugsmadigi, 0 ile 1 arasinda kismi senkronizasyon oldugu ve 1 oldugu zaman
ise tam senkronizasyon olustugu gozlenmistir. Bu bilgiler dogrultusunda yapilan ¢alismada
oncelikle osilatorler arasindaki baglanti kuvveti kritik esik degerinden kiiclik bir deger secildigi
zaman diizen parametresinin genlik degerinin 0°a yakin degerlere diistligii goriilmiistiir. Bundan
dolay1 sistemde senkronize hareket meydana gelmemistir. Daha sonra baglanti kuvveti kritik
esik degerinin iistiinde bir deger alinarak diizen parametresinin genliginde 1’e dogru artisin

oldugu goriilmiistiir. Boylece senkronize hareketin meydana geldigi sonucuna varilmistir.

Calismanin bir diger kisminda, her bir osilatoriin faz dagilimlar araciligiyla senkronizasyonun
nasil degistigine bakilmustir. Ilk olarak kritik esik degerinden kiigiik baglant1 kuvvetiyle sistem
olusturulmustur Boylelikle her osilatoriin fazi farkli degerlere karsilik diisiiriilmiistiir. Ancak
bu sekilde osilatorler limit ¢evrimde farkli konumlarda olacaklarindan dolay1 senkronize
davranis sergilememiglerdir. Eger baglanti kuvveti kritik esik degerinden biiylik alinirsa,

osilatdrlerin fazlar1 herhangi bir anda ayn1 olmakta ve bundan dolay1 limit ¢evrimde de aym
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konumda olabilmektedirler. Bdylece sistemdeki osilatorlerin senkronize hareket ettigi

sOylenebilmektedir.

Tezin daha sonraki agamasinda, Kuramoto modelinde kullanilan global ag yapisinin gercek
diinyadaki sistemlerle uyusmamasindan dolay1 daha gergekgi olan kiiciik diinya ve 6l¢eksiz ag
topolojileri kullanilmustir. Oncelikle kiiciik diinya ag modeliyle olusturulan Kuramoto
osilatorlerinin senkronizasyonu incelenmistir. Bu dogrultuda senkronizasyon iizerinde
calisilirken iki 6nemli nokta g6z Oniine alinmistir. Bunlardan biri senkronizasyonu gelistiren
mekanizmayr bulmak, digeri ise senkronizasyonun baslangict olan esik degerini tespit
edebilmektir. Yapilan ¢alismalar sonucunda sadece p veya sadece k parametresinin degerinin

arttirllmasiyla sistemin senkronizasyon performansinin arttigi goriilmiistiir.

Ayrica zayif baglantili sistemlerde, baglanti kuvvetinin arttirilmasiyla senkronizasyon
performansinin arttigi gozlenmistir. Benzer davranisin kuvvetli baglantili sistemlerde de
gozlenmesi beklenirken tam tersi bir durumla karsilagilmistir. Kuvvetli baglanti kuvveti, belli
bir degere kadar senkronizasyon performansini gelistiritken belli bir degerden sonra
senkronizasyon performansinin azalip yok olmasina sebep olmaktadir. Boylece baglanti
kuvveti, kritik esik kuvveti (K¢) ve giiclii baglanti kuvvetinin (Kq) arasinda deger aldig1 zaman
sistemde senkronizasyonun oldugu soylenebilmektedir. Bununla birlikte, senkronizasyonun
baslangi¢ noktasi(kritik esik degeri) belirlenmis olup, osilator sayisin1 daha da arttirdigimiz

zaman bu deger daha net bir sekilde goriilebilmektedir.

Tezde son olarak, en gercekci ag modeli olan Olgeksiz ag yapist kullanilarak Kuramoto
osilatdrlerinin senkronizasyon performansi incelenmistir. Yapilan calismada osilatér sayisinin
arttirilmas sistemin daha kisa siirede senkronize duruma ulagmasini saglamistir. Olgeksiz ag
modelinde, Kuramoto modelinin temelinde olan global ag yapisinda elde edilen sonuglara
benzer sonuglarin elde edildigi goriilmiistiir. Ayn1 zamanda 6l¢eksiz ag modelinde zayif ve
kuvvetli baglantinin senkronizasyon performansina etkisine bakilmistir. Bu agda, zayif
baglantili sistemde baglanti kuvveti arttikca, senkronizasyon gelisme goOstermistir. Ancak
kuvvetli baglantili sistemde, artan baglanti kuvvetiyle birlikte senkronizasyon performansi
azalmistir. Kiicik diinya ag modelinde yapilan calismada da benzer sonuglar goriilmiis
olmasina ragmen, sistemin tam senkronize oldugu aralik kiiciik diinya ag yapisinda daha genis

0lceksiz ag yapisinda ise ¢cok daha dardir.
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Bu tez c¢alismasinda, Kuramoto modeli kullanilarak farkli ag topolojileriyle olusturulan
sistemlerin senkronizasyon performanslart incelenmistir. Daha sonra yapilacak olan
caligmalarda her bir farkli ag yapisina giiriiltiiniin de eklenmesiyle senkronizasyonun durumu
incelenebilir. Kiiciik diinya ve Ol¢eksiz ag modellerinde tam senkronizasyonun olustugu
araligin genisletilmesi veya senkronizasyon performansimin diisiisiiniin engellenmesi icin

caligmalar yapilabilir.
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