T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KARMASIK INTERVAL ARITMETIK VE KARMASIK FUZZY
ARITMETIK UZERINE

Siimeyra INCI

YUKSEK LiISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

2013






T.C.
AKDENIZ ONIVERSITESI _
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KARMASIK INTERVAL ARITMETIK VE KARMASIK FUZZY
ARITMETIK UZERINE

Stimeyra INCI

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

2013






T.C.
AKDENIZ UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KARMASIK INTERVAL ARITMETIK VE KARMASIK FUZZY
ARITMETIK UZERINE

Siimeyra INCI

YUKSEK LiSANS TEZI
MATEMATIK ANABILIM DALI

Bu tez 44, /AQ / 2013 tarihinde agafidaki jiiri La
ile kabul edilmigtir.

afindan Oybirligi /-Oyeeldugu-

Yrd.Dog. Dr. Giiltekin SOYLU 3
Prof.Dr.Cabil ADILOV
Yrd.Dog.Dr.Suayip YUZBASI






OZET

KARMASIK INTERVAL ARITMETIK VE KARMASIK FUZZY
ARITMETIK UZERINE

Siimeyra INCI

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Yrd. Dog. Dr. Giiltekin SOYLU
Ekim 2013, 36 sayfa

Fugzzy kiime teorisi, uygulama alanlarimin genigligi ve bu alanlarda olusturdugu
sonugiarnn etkisi bakimindan bilimsel ¢aligmalarda Snemli bir yer tutmaktadir.

Bu tezde, oncelikle fuzzy kiimeler ve genel dzellikleri verilmistir. Konveks-
lik tammndan yola cgikilarak fuzzy konvekslik tanumm verilmis ve a—kesmeleri ile
iligkilendirilmistir. Ayrica, fuzzy sayilar ve genigletilmig aritmetik iglemler incelen-
mistir. Fuzzy seyilar ve karmagk fuzzy sayilar a—kesmeleri aracihiffiyla sirasiyla
interval aritmetife ve karmagk interval aritmetige indirgenerek bunlar iizerindeki
temel iglemler ve Ozellikleri tartisilmgtir.

ANAHTAR KELIMELER: Fuzzy say1, Genigleme Prensibi, Interval aritmetik,
Karmagik fuzzy sayilar

JURI: Yrd. Docg. Dr. Giltekin SOYLU (Damgman)
Prof. Dr. Gabil ADILOV
Yrd. Doc. Dr. Suayip YUZBASI



ABSTRACT

COMPLEX INTERVAL ARITHMETIC AND COMPLEX FUZZY
ARITHMETIC

Sitmeyra INCI

MSc Thesis in Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Giiltekin SOYLU
October 2013, 36 pages

Fuzzy set theory has an important role on scientific studies with extensive
application field and the effect of the results generated from these fields.

In this thesis, firstly we give general properties of fuzzy sets. Definition of
fuzzy convexity is given and related to a—cuts and convexity. Moreover, extended
aritmetic operations of fuzzy numbers are investigated. Fuzzy numbers and fuzzy
complex numbers are degrated to interval arithmetic and complex interval arith-
metic, respestively and fundamental operations and properties are discussed.

KEYWORDS: Extension Principle, Fuzzy complex numbers, Fuzzy number,
Interval arithmetic

COMMITTEE: Asst. Prof. Dr. Gilltekin SOYLU (Supervisor)
Prof. Dr. Gabil ADILOV
Asst. Prof. Dr. Suayip YUZBASI

ii




ONSOz

Fuzzy kiime teorisinin tiyelikten {iye olmamaya dereceli gecigi ifade etmesindeki
yeteneffi genig faydalan olan bir niteliktir. Belirsizligin tlgiilmesinde giiclii ve anlamh
araglar sunmasinin yansira, dogal dilde ifade edilen belirsiz kavramlarin anlamh bir
gekilde temsilini vermektedir.

Bu caligma esas olarak, ii¢ boliimden olusmaktadir. Ik béliimde, fuzzy kime
kavrami tamtibmig ve bazi temel tamimlar ve bunlarin sagladig 6zelliklerden bahsedil-
mistir. Ikinci bolimde, interval aritmetik ve cebirsel ozellikleri incelenmis, Zadeh
Genigleme Prensibi aciklanmigtir. Fuzzy aritmetik probleminin a—kesmeleri yards-
muyla interval aritmetife indirgendigi gosterilmistir. Bulgular boliimiinde ise, fuzzy

-sayilann karmasik sayiarla iligkilendirilmesi yaprlmugtir. Karmasik fuzzy sayilarm
dikdortgense] ve polar formlar: a—kesmeleri yardimyla agiklanmgtir.

Bu tez cahigmasi boyunca bilgisini ve destegini esirgemeyen damgmanim Saym
Yard. Dog¢. Dr. Giiltekin SOYLU’ya (Akdeniz Universitesi Fen Fakiiltesi), sevgili
arkadaslarnm Sabriye Giiven ve Ebru Paksu’ya, ayrica beni bugiinlere getirmek icin
hichir gseyini esirgemeyen aileme sonsuz tegekkiirlerimi sunarnm.
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1. GiRis

Klasik kiimelerin genellegtirilmelerinden biri olan fuzzy kitmeler ilk olarak Litf A.
Zadeh tarafindan ortaya atilmigtir. Zadeh, 1961 yilinda yayimladig) bir makalesinde
olasiik dafilimiyla tammlanamayan belirtisiz ve gtipheli nicelikler icin farkl: bir
matematige ihtiyag olduguna dikkat ¢ekmis ve 1965 yilinda konuyla ilgili ilk caligma
olan "Fuzzy Sets" baghkli makalesini yaymnlarmgtir. Zadeh bu makalesinde fuzzy
kiime teorisiyle, matematigin dil ve insan zekasim iligkilendirebilecegini ve fuzzy
mantigm gercek hayatin daha iyi bir modelini olugturdugunu gostermesine rag-
men bilim camiasindan pek ilgi gormedigi gibi tenkitlerle kargilagmig ve hatta ABD
Ulusal Bilim Vakfi (National Science Foundation) tarafindan kaynaklarin bosa har-
canmasina 6rnek olarak gosterilmisti. 1972 yilinda, Ingiltere’de Iran kokenli Ebrahim
Mamdani'nin bir buhar makinesi icin fuzzy mantik teorisini kullanarak, bir kontrol
edici tasarlamas: diinyamn ilgisini bu konuya ¢ekmistir. Fuzzy mantigim ilk ticari
uygulamasinmn, 1980°de, Danimarka’da bir ¢imento fabrikasimin kontrolinde kul-
lanilmasindan sonra, bagta Japonya olmak {izere diinyadaki ¢ogu tlkeler aragtirma
ve mithendislik uygulamalariyla bu konuda bityitk gelismeler kat etmislerdir. Ozel-
likle, elektronik aletlerin ana yapiarim olugturan transistor veya algoritmalar gibi
anahtariama araglarinda yogun olarak fuzzy mantik kullambr.

Kiimeler kuraminda onceden belirlenmis olan bir X kiimesinin her bir A alt
kiimesi her z € X igin

1, c A
1A(m):{o , igA

seklinde taniml bir 14 X — {0, 1} donistimiine karsihik gelir. Bu doniigim A’nin
karakteristik fonksiyonu olarak adlandirlir ve X evrensel kiimesinin her bir ele-
mamn ya 0 (yok) yva da 1 (var) degerine tagiyarak X'in elemanlarmn A’ya ait
olmasim derecelendirir. Ancak gimliik hayatta kargilagilan kavramlarn bir ¢cogu-
nun (kesin olarak dlciilebilen nitelikler bile olsalar) fizerinde ¢abisilan nesnelerde tam
anlamiyla varligim veya tam anlamiyla yoklugunu styleyebilmek miimkiin degildir.
Dolayisiyla kiimeler ¢ogu zaman bilimse! modellemede tek baslarima yeterli olmazlar.

Tiirkee konusabilen insanlarin kiimesi, ¢ok biiyiik reel sayilar kiimesi, ucuz
fiyath arabalarn kiimesi, yorucu meslekler kiitmesi, uzun boylu insanlar kiimesi gibi
tammlamalan anlamh hale getirmek icin kiime elemanlarma degisik Gyelik dereceleri
verilerek 14 : X — {0,1} karakteristik fonksiyonu yerine p4 : X — [0,1] tyelik
fonksiyonu ahnabilir. Ornegin, "ok biiyiik reel sayilar" icin béyle bir yap: olugtu-
rulmak istendiginde, bir saymin "gok bilyilik sayr" olma derecesi goreceli oldugundan
herkesin olusturacag: pq : R — [0, 1] fonksiyonu birbirinden farkl olabilir. Yine de
bu fonksiyonlarn hepsinin, artan olmak gibi ortak yonleri bulunabilir ve sayilann
gok bitytikligii hakkinda genel bir bilgi verme bakumndan her biri klasik kiimelere
gore gok daha bagarihidir.

Kiime karakteristik fonksiyvonunun deger aralifimn genigletilmesiyle hassasiyet
artar ve siireklilik olugurken, 4 min belirledigi A nesnesi artik bir kiime olma niteligi-
ni kaybeder. Deger arahgi [0,1)’e genisletilmig fonksiyonlarin belirledigi bu yeni
nesneler birer fuzzy kiime olarak adlandimlacaklardir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMALARI

2.1. Fuzzy Kiimeler Teorisi
2.1.1. Fuzzy kiimeler

Tamm 2.1 X Klasik anlamda bog olmayan bir kitme, py: X — [0,1] bir fonksiyon
olmak iizere A = {(z,px(2)) : zeX} kilmesine X ’in bir fuzzy altkiimesi denir.
Verilen herhangi bir € X igin pz(x) € [0,1] reel sayis z’in A fuzzy kiimesine ait
olma derecesini géstermektedir.

i) pa(x) =1 ise; x 6gesi A’ya kesin olarak aittir denir.

ii) pz(x) = 0 ise; x Ofesi A’ya kesin olarak ait degildir denir.

i) 0 < pzlz) <1 ise; z'in A'ya kesin olarak ait olup olmadimdan bohsedilemez.
Bu durumda; z'in A'ya pa{z) kadar ait oldugu séylenir.

X sonlu bir kiime, yani X = {zy, 9, ..., z,} seklinde ise, A fuzzy kimesi;
A=rasy %:2) + ..+ %(—:fl seklinde gosterilir.

&1

X sounlu degilse, A fuzzy kiimesi;

o~

A == [ #a) geklinde gosterilir.

z

Ornek 2.2 X = N olsun.

A={zeN:1<z<3}={1,2,3}

B = {z € N: z, 2'ye yakun bir sayder.} ve

C = {z € N: z,20°den ¢ok biiyik bir sayrder.} kiimelerini gézénine alalim. A Kiime-
st klasik bir kiime, BuveC fuzzy ktimelerdir. Bu kiimeler,

é ={(1,1),(2,1),(3, 1)},

B = {{0,0.7),(1,0.9),(2,1),(3,0.9),(4,0.7)},

C= {1000,0.6), (1001, 0.8), (z,1) : = 1002} seklinde gosterilebilir.

Ornek 2.3 Uzun bir aralikta seyreden arabalarin miimkiin hzlarmn (km/h) kiimesi,
X = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100} olsun. Bir kisi tarofindan "Uzun bir yol-
culuk i¢in en uygun hz" kimesi agafrdoki gibi tanamlansin.

A = {(30,0.7) , (40,0.75) , (50,0.8) , (60,0.8) , (70, 1.0) , (80, 0.8}, (90,0.30} }

Dikkat edilirse A kiimesinde z = 10,20, 100 hizlare yer almamaktadir. Bu hizlar
uzun yoleuluk icin kabul edilebilir uygunlukta olmayan hizlar olarak tanimlanabilir,
Dolapswyla bu hizlorsn dyelik derecelerd szfzr olmaktader. Tanumlanan fuzzy kiimede
yazilmaoyabilir. e T

Ornek 2.4 X = [0,100] kapalr aralige insanlarin yaglarina gostersin. X dzerindek:
A Sfuzzy kimesi yagl insanlar kiimesi olsun. A tyelik fonksiyonu,

14+ (239217 | 2250
""3(”)2{[ (%)] x < 50

2



geklinde veya
LG

olarok yazdabilir.

Tanim 2.5 X # 0 klasik bir kiime ve . A ve B X dzerinde iki fuzzy kime olsun.

i) VzeX iginpg(z) < pgl) oluyorsa A fuzzy kumesz B fuzzy kilmesinin altkiimesidir
denir ve A C B ile gosterilir,

i) VaeX igin pz(x) = pg(z) oluyorsa A fuzzy kiimesi B fuzzy kiimesine egittir denir
ve A= B ile gosterilir.

Ornek 2.6 X = {551,592,563,5134} olmak tzere,
A= 21 L 2 85 2+ + ve B = 9L 908 83 4 L fuzay kiimeleri dgin (1) 'deki egitsizlik

Saglandzgmdan A g B olur.

Tamum 2.7 X # 0 klasik bir kime ve A ve B X izerinde tki fuzzy kiime olsun.
A ve B nin kesigimi ve birlegimi sirasuyla An B ve AU B seklinde gosterilen fuzzy
kiimelerdir. Uyelik fonksiyonlam swaswla; Yz € X igin,

ping(@) = min {uz(2), pz(@)} = pz(@) A pg(z)

paus (@) = max {puz(z), pp()} = pa(@) v pse)
egitlikleri ile tansmlanar. A fuzzy kiimesinin tdmleyeni ise Ac ile gosterilir ve timleyen
kiimenin tdyelik fonksiyonu
pae(r) =1-pz(z)
seklinde tanwmlomr.

Ornek 2.8 X = {-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} olmak izere, A ve B furzy kimeleri

asairdaki gibi verilsin.

A={(~1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,06),(3,03)},

Es’ {(=3,0.1),(~2,0.1),(—1,0.4),(0,0.5), (1,0.6), (2,0.7)} . Bu durumda,
={(-3,1),(~2,1),(~1,0.7),(0,04),(2,04),(3,0.7) , (4,1}, (5, 1)},

AnB {(~1,0.3),(0,0.5),(1,0.6),{2,0.6)},

AUB ={(~3,01),(~2,0.1),(~1,0.4}, (0,0.6), (1,1),(2,0.7), (3,0.3)}

fuzzy kitmeleri elde edilir.

Klasik kiimeler icin bilinen tiim iglemler agagidaki iki durum haricinde fuzzy kiimeler
icin de gecerlidir.

AUA =X

AnAc=4¢



Ornek olarak, ¥z € X i¢in p3(z) = § alrsak,

oz (r) = max {pz(z), pz.(z)} = max{g, st=3#1

wange(z) = min {pz(2), pz.(2)} =min{3,5} = 3 #0

Fuzzy kime kavram, klasik anlamdaki kitme kavrammm igine alan daha genig bir
kavramdir. X’in her siradan altkiimesi A, bzel bir fuzzy kiimedir. A'nin iiyelik
fonksiyonu p3, Anm karakteristik fonksiyonu 1z7'dwr. Fuzzy kitmeler icin tanim-

lanan tiim iglemler klasik kiimeler icin gegerli olmalidir. Bu gereklilik fuzzy kiimeler
arasindaki iglemleri tanimlamak icin zorunlu kriterdir.

Tanim 2.? Z’ X %in bir fuzzy altkiimesi olsun.

a) Supp(A) = {zeX : pz(z) > 0} kimesine A'nin dayanage (destek kiimesi)
denir.

b) Core(A) = {zeX : p A(m) =1} hiimesine A'nan merkezi (¢ehirdedi) denir.

¢) Sup { pz(@)} =1 dse Aya normal fuzzy kime denir.

d) H gt(A) = Sup { 7 A(a:)} reel sagsna A ’'min yiksekligi denir.
meX

Ornek 2.10 X = {a,b,c,d,e, f} olmak dzere, A=924 % % fuzzy kiimesini
g6z éndine alahm.

Supp(;/—l ) = {zeX : py(z) > 0} = {b,d, f} _

Hgt(A) = max {pz(z) : zeX} = 0.8 , Core(A) = 0 dir.

Tammm 2.11 X +# 0 swradan bir kiime; A, X ’in bir fuzzy altkiimesi olsun. o € 0,1]
olmak tzere,

A% = {xeX : yA(a:) = a}
* = {zeX : py(z) > a}

kdmelerine straswyla; A’nin a-kesmest ve A'man kesin a-kesmesi denir.

alx}
£
o -
;
g T : T j T ™ X
) 1 2 3 4

Sekdl 2.1. a-kesmesi



Ornek 2.12 Supp(ﬁ) sonlu olmak tzere, A fuzzy kimesi,

A=—"= % + % 4 9_9 4 _%_Q_
2 4 7 8 9
olarak tansmlansm. A'mn a-kesmeleri (Z"‘ )
A =244+ 74+8+9=1{24,7,8,9},
A3 =44 748+9=1{4,7,8,9},
A% =8+ 9=1{8,9},
A9 =9 = {9},
A0 — 9= {9} seklinde olacaktur.

Sonug 2.13 Supp(4) = AD ve Core(A) = AVdir. Ayrica Core(A) # 0 < A
normaldir.

2.1.2. Fuzzy konvekslik

Tanmim 2.14 X = R™ ve A, X 'in ssradan bir altkimesi olsun. Eger VA & [0,1] ve
zy, 22 € A tgin Az + (1 — Ao € A ise A konveks bir kimedir denir.

Tamm 2.15 A C R” olmak tizere, Vx1, 722 € X ve VA € {0,1] igin
pz(Azy + (1~ X)ag) = min {py(er), py(z)}

esitsizligi saglanyorsa A fuzzy konwekstir denir (Kaufmann 1991).

#ix)

Konveks

L
bt
7
{
1
T
14
H
i
o

S ale bia}
Sekil 2.2. Fuzzy konveks kitme

g

Yukandaki kogulu iyelik fonksiyonunun dalgalanma yapmamasi olarak da anlaya-
biliriz. Yani, R'nin bir A fuzzy altkiimesinin konveks olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
her o € [0,1] i¢in A% nimn [a(a), b(c)] seklinde bir kapah aralik olmasidir.

5
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1. Konvels
defil

‘ / \

H wd
) = viveras]

...............

0 a;La) bla) oo} dle)

Sekil 2.3. Fuzzy konveks olmayan kiime

.
L B3

Teorem 2.16 A, R*’de bir fuzzy ktime olsun (X = R"™).
A fuzzy konvekstir < Vo € [0,1] igin A% konvekstir,

Ispat. (=} A fuzzy konveks olsun. Konvekslik tanimindan,
Vi, 29 € X ve VA € [0,1] igin,

px(den + (1= A)zz) 2 min {pz(e1), pz(es)}

olur. z1,79 € A% ve Mg € [0,1] olsun. (Aozi+(1—Xo)zs € A® oldufunu gérmeliyiz.)
px(z1) 2 a ve py(as) 2 o olduju biliniyor.

pz(dozs + (1 = Xo)z2) > min {pz(z1), uz(e2)} =

[LE()\QQSI + (1 - Ag)&ﬁ'g) Z o= Ag.?’)l + (1 - )\0):172 S }i’a

dar Dolaysiyla A konvekstir.
Va € [0,1] ic¢in A% konveks olsun. o = z1) < zq) olalim. Bu durumda
¢ Ha A

£y € A%dwr. A®'man konveksliginden VA € [0,1} igin Az + (1 — A)zg € A% olur.
Dolayswyla,

pa(AT1+ (1= M@} 2 o = pgler) = min {pz(e1), pz(ze) }

elde edilir. Buradan, A fuzzy konvekstir. =

Teorem 2.17 (Gdsterim Teoremi} X # § ve A, X’in fuzay oltkiimesi olsun. Bu
durumda, Vo € X igin,

pi(@) = sup {min{e;15(z)}}
o€[0,1]
fspat. 2 € X ve a € [0,1] olsun. Bu durumda,

min{on 1z} = § 2 11028
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olur. Dolayisiyla,

pa(z) = s {o:a < pg(e)}

= S%pl] {mm {a 1Aa($)}}

olur.

Bu teorem geometrik olarak sunu ifade ediyor: a—kesmelerini yatay eksene paralel
olarak o yitkseklikte cizersek bunlarmn dig gergevesi bize fuzzy kiumeyi verir. Bu
yiizden bir A fuzzy kiimesi igin iiyelik fonksiyonu p 7 diigey ifadesiyken a—kesmeleri
yatay ifadesidir. =

2.1.3. Cebirsel fuzzy kiime iglemleri

Tanm 2.18 (cebirsel toplam) X izerindeki Ave B fuzzy kiimelerinin cebirsel
toplams A + B ile gésterilir ve dyelik fonksiyonu; Yo € X icin,

pi (@) = px(e) + pg(@) — pi(e).ps(@)

seklinde tanwmlanar.

Tamm 2.19 (swnarh toplam) X dzerindeki A ve B fuzzy kitmelerinin svurl topla-
me A @ B ile gosterilir ve dyelik fonksiyonu; Vo € X i¢in,

fhes(®) = min {1, p3(2) + pp(e)}

seklinde tanwmlanar.

Tamm 2.20 (sunerh fark) X dzerindeki A ve B fuzzy kiimelerinin smarly fark:
A© B ile gosterilir ve tiyelik fonksiyonu; Yz € X igin,

pi_g(z) = max {0, pz(z) + pg(z) — 1}

geklinde tamwmlanar.

Tamm 2.21 (cebirsel garpim) X dzerindeki A ve B fuzzy kiimelerinin cebirsel
carprmi A.B ile gdsterilir ve diyelik fonksiyonu; Vo € X ig¢in,

pag@) = pz(z).pzz)
geklinde tanimlanir.

Bu operatérler AN B ve AU B tammlan icin A ve V yerine kullanilabilirler.
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anek 2.22 4 ve B fuzzzy kiimeleri asaiidaki gibi verilsin.

A ={(4,0),(5,0.2),(6,0.4),(7,0.6), (9, 1.0), (10,0)} ve

B ={(3,0)(4,0.5), (5,0.7), (6,1.0),(7,0.7), (8,0.5), (9,0)} .

Bu kiimelerin yukaridaki cebirsel iglemlere gére sonuclars tabloda gdsterilmigtir.

z 317 (5 16 [7 [8 19 |10
1, 010 (02 04|06 |08 1.0]|0
e 010507 [1.0]07 (05[]0 |0
min{pg,pz) 1010 |02 04|06 [05|0 |0
maz(uy, pg) | 0] 05| 0.7 | 1.0 0.7 |08 10]0
iis 010 (014040480410 |0
K15 010507 1.0/ 088 0.9] 1.0] 0
ek 010509 [1.0]1.0 [1.0]10]0
L% 5 010 [0 |0 |0 [03/10|0

Ornegin, z==8 almdwjnde;

min {4(8), u5(8)} = 0.5,

max { 13(8), u(8) } = 0.8,

1x5(8) = pz(8).u5(8) = 0.4,

#7.58) = pz(8) + ug(8) — 1£5(8).5(8) = 0.9,

He5(8) = min {1, u5(8) + uz(8)} = 1.0,

pi_5(8) = max {0; pa(8) + ug(8) — 1} == 0.3 dejerleri hesaplanabilmektedir.



3. MATERYAL ve METOT

3.1. Interval Aritmetik

Interval aritmetik, 1950'lerden sonra matematiksel hesaplamalarda hatalart yuvar-
lama ve bityitkliiginii bulma yaklagum olarak gitvenilir sonuclar elde etmek icin
gelistiritmig, bilinen kesin deferler yerine belirlenmis bélgelerle (yani araliklarla)
yvapilan aritmetiktir.

Tamim 3.23 (interval sayr) Bir [a,b] kapals arahis,
ab={zecR:a<z <b}

geklinde tanamiy, reel saydarin kapal ve swnerl bir altkiimesidir. Bu gekilde reel
sayilarin kapaly archiklarndan olugan kimeye interval sayr denir.

Herhangi bir X intervali baglangic ve bitis noktalar: sirastyla X ve X olmak tizere
X = [X, X] geklinde gosterilir. X ve Y gibi iki intervalin egitligi X = Y ve X =V
oldugu durumda miimkiindiir. X = X ise X’e dejenere interval denir.

Tamm 3.24 Bir X interval saysinin,

i) Genigligi (vzunlugu); w(X) = X — X
i) Mutlak degeri; | X| = max {|X|,|X|}
iii) Orta noktasy; m(X) = § (X + X) 'dir.

Bir reel sayi, genigligi 0 olan bir interval say1 gibi diigtiniilebilir. X ve Y interval
sayilan icin, X <Y ise X < Y demektir. {Ornek olarak, [0,1] < [2,3])
Intervaller arasindaki siralama bagintisy,

XCYeVY<XveX<Y

seklinde tammhdir (Ornegin; [1, 3] C [0, 3]).

Tanim 3.25 X ve Y iki interval sayr olmak tizere,
a) X+Y ={c+y:zeX,ycY}

W)X ~-Y={z—-y:zeX,ycY}

) X Y=z y:zecXyet}

d}) X+Y={z+y:zecX,ycY,0¢ Y} dir

Aym genel formile sahip tiim bu tammlar, * yukaridaki iglemlerden birini gostermelk
tizere, tzetle;
XY ={z=xy:zeX,yeY}

seklinde yazilabilir.
Aritmetik Islemler i¢cin U¢ Nokta Formiilleri B
X ve Y iki interval say: obmak tizere, z € X ve y € Y olsun. Yani, X <z < X ve

9



Y <y <Y olmak iizere,
Toplama: Yukaridaki esitsizlikler toplandigmda, interval tanmmndan,

X+Y<z+y<X+Y
egitsizligi elde edilir.
X+Y={z+y:zeX,ycY}
olmast sebebiyle iki interval}“{lm toplamnin yine bir interval oldugu goriliir.
Boylece, X +Y = [X +Y,X + Y] yazlabilir.

Ornek 3.26 X = [0,2] ve Y = [—1,1] ahndujinda,

X4+Y=[0-1,2+1] = [~1,3] olur.

Cikarma: Bir Y intervalinin zitty,

olarak tamimlamir. X ve Y intervallerinin fark: ise,
X-YV=X+(-Y)={z—-y:zeX,yeY}

seklinde tammmlamr. X —Y = [X — Y, X — Y] bigiminde de yazlabilir.

Ornek 3.27 X = [0,1] ve Y = [1,2] ise =Y = [-2, —1] ve
X-Y=X+(-Y)=[-2,0] olur

Carpma: S = {X.Y XV XY, XY} olmak lzere, X.Y = [min S, max 5] gek-
lindedir.

Ornek 3.28 X = [—1,0] ve Y = [1,2] olsun.
§={-11,-1.2,0.1,0.2} = {—1,-2,0}
Buradan, X.Y = [min S, max S| = [-2,0], 2Y = [2,2].[1,2] = [2,4] olur.

Interval carpim X, X, Y, ¥ uc noktalarmin isaretlerine gore 9 duruma parcalanabilir.

Durum XY XY
1) 0<Xvel<Y XY XY
2) X<0<Xve0<Y XY Xy
3) X<0ve0<Y XY XY
4) 0<XveY<0<gY XY XY
5 X<0veY<0<Y XY XY
6) 0<Xve?Y <0 XY XY
7)) X<0<XveY <0 XY XYy
8) X<0veY <0 XY XY
9) X<0<XveY<0<Y min {“XH-WYW,&W-K} max {X.X,-Y.?}

Boélme: Bir Y intervalinin }l, tersi,

1 1 1 1
r{;yemw}—[?,ﬂ

seklinde tammlamr. Bu durumda, %ﬁ« =X % olur.
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Ornek 3.29 A ve B iki interval olmak iizere, a € A ve b & B noktalar aindijnda
ax = b denkleming ¢cdzmek icin, bdlme iglemi kullamlarak, 7 in % intervolinde oldugu
bulunabilir. Buna ragmen A.(B/A) = B oldufu sdylenemez.

Gozlem 3.30 X intervali againdaki gibi ifede edilebilir.
1 1
X = m(X) + |~z w(X), u(X)

= m(X) + %w(X) [-1,1]

Ornek 3.31 X = [0,2] ise X = 14 [-1,1] seklinde yaxlabilir,

Interval Aritmetigin Baz Cebirsel Ozellikleri

Degisme ve birlesme dzelligi: Intervallerde toplama ve carpma iglemleri degismeli
ve birlegsmelidir. Herhangi X,Y ve Z intervalleri igin,

X+Y =Y+ Xve XY =YX
ayrica
X+¥+Z2)=X+Y)+Zve XYZ)=(XY)Z
oldugu kolayca goriilebilir.

Toplamsal ve carpimsal birim elemanlar: O ve 1 dejenere intervalleri sirasiyla
toplama ve carpmaya gore birim elemanlardir. Herhangi bir X intervali igin,

0+ X=X4+0=X
1 X=X1=X
DX = X0 =0
dir.

Ters elemanm yoklugu: Intervaller sisteminde X’in toplamaya gore tersi —X
degildir. Gercekten,

X+(-X)=[XX]+[-X,-X]=[X-X,X - X]

dir. Bu esitlik sadece X = X oldugunda [0, 0]’a esit olur. Eger X’in genigligi sifir
degilse,
X~ X =w(X).[-1,1]

olur. Benzer sekilde, X/X sadece w(X) = 0 oldugunda 1’e egit olur. Genellikle,

X/XX/X] , 0<X
X/X:{ [W/&,xm} . X <0

seklindedir. Dejenere intervaller hari¢ toplamaya ve carpmaya gore ters eleman
yoktur.

1



Alt dagilma: Interval sayilar icin dagilma kurah genelde saglanmaz. Ornek olarak;
X =11,2],
Y =[1,1] ve Z = —[1,1] ahnirsa,

X @Y +2) = [1,2). (1,1~ [1,1)
= [1,2].[0,0]
= [0, 0]
Diger taraftan,
XY +XZ=[1,9].[1,1] - [1,2].[1,1]
= [min {1,2},max {1, 2}] — jmin {1,2} ,max {1,2}]
=[1,2] ~ 11, 2]
= [-1,1]

elde edilir. Fakat altdagilma kurali saglamr. Yani, X @ (V + 2) C XY + XZ “dir.
Dagilma ozellifii sadece dejenere intervallerde gecerlidir. Interval garpumu, interval
sayilarn igaretleri aym oldugu siirece interval toplamu iizerine dagilabilir. Yani,

YZ>0=X(Y+2)=XY+XZ

saglamr.

Ornek 3.32 [1,2]. (-3, -2} +[-5, ~1]) = [~16,-3|
=[1,2].{~3,~2] + [1,2]. [~5, ~1]

Sadelegtirme: Interval toplammnda sadelestirme kurali saglanir.
X+Z=Y+Z=X=Y

Fakat interval carpiminda gecerli degildir. Yani, ZX = ZY oldugunda X = Y
saglanmaz.

Simetrik intervaller: X intervalinde X = —X esitligi saglamyorsa X simetriktir
denir. Simetrik intervallerin orta noktasi 0’dir. Eger X simetrik ise,

1X] = é—w(X) ve X = | X|[~1,1]

dir.
Baz1 Hesaplamalar:

A=[4,5],B=[-3,-2]veC = [0 1] olsun. AX?+ BX -+ C"y1 1nceleyellm
X = [1,2] olsun.

X2=[1,2] [72] [ ]
AX? = [4,5].[1,4] = [4,20] v
BX = [-3,-2].[1,2] = [-6 ]
AX? 4 BX + C = [4,20] + [-6,—2] + [0 1] = [~2, 19
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olur. Eger, {AX + B)X + C ifadesi yukandaki 4, B, C ve X’lerle elde edilirse sonug
farkl olur;
AX + B =1[4,5].11,2] + [-3,-2] = [1,8]
(AX + B)X +C = [1,8].11,2 + [0,1] = [1,7]

3.1.1. Karmasik interval aritmetik

Kompleks Diizleme Genigleme

Bilindigi gibi, karmastk sayilar @, @’ € R olmak tizere kartezyen formda (a, o’} sirah
ikilileriyle gosterilir. (a,a’) ve (b,¥) karmagik sayilanmn toplamt (¢ + b,a’ + ),
carpimlan da (ab — o'V, ol + a'b) karmagik sayilandir. o reel sayis1 (a, 0) karmagik
sayisi olarak yazilabilir. (0,1) ikilisi ¢ olarak adlandinlir. (a, a') karmagik sayis,

(0,1).(0,1) = (—1,0); 4% = —1

oldugundan,
(a,0") = (2,0) + (0,&") =a+d(0,1]) =a+a't

olarak da ifade edilir.

Tamm 3.33 A ve B iki interval sayn olmak dzere, bir karmagik interval sayp (A, B)

swraly tkilisidir. Karmasitk saydarde oldugu gibi, karmasik interval saylarda da ¢

sagse ([0,0],11,1]) dkilisine egitiir.

Kiime gosterimine gore bir karmagik interval say1 agafidaki gibi yazilabilir.
A=la,bl+ledi={s+yi:a<z<besy<d}

Geometrik olarak da kompleks diizlemde dikdértgensel bir bolgeye kargihk gelir.
Baglangi¢ noktasi orjin olan ve bitig noktas: dikddrtgensel bélgenin i¢inde kalan
biitiin vektorlerin kiimesi olarak disiiniilebilir.

Tanmm 3.34 A karmagik interval sayisinin kongjugesi reel eksene gére simetrigi olan
bélgeyi olugturan karmagik interval sayrdur. Zitte ise, orjine gore simetrigi olan —A
karmagik interval sayisudar.

Tamm 3.835 (A, A) ve (B, B') iki karmagik interval sayr olmak izere,
a) (A, A+ (B,BY=(A+B,A + B
b) (A, A).(B,B') = (AB - A'B', AB' + A'B) “dir.

Ornek 3.36 ki konjuge karmagik saywan toplama; (a,b) + (a,—b) = (2¢,0) = 2a
reel saypsidur. Fokot, Tki konjuge karmasik interval sayumn toplama;

(A,B) + (A,—~B) = (24,8 — B) # 2A
Ciinkii, a # b iken B — B = [a,b] — [0,b] = [a — b,b — a] # [0,0] der.
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Ornek 3.37 Iki konjuge karmagik interval sayanan carpyma;

(A, B).(A,~B) = (A’ + B?, AB — AB) # (A? + B*)0)

Toplamaya gére ters elemamn olmamasi karmagik interval sayilarda diger énemli
ozelliklerin saglanmamasima neden oluyor.

Tanim 3.38 (A, A) ve (B, B') karmagik interval sa,ydav" ve 0 ¢ (B, B') olmak iizere,
bunlarn oranlarm;

(A,A) [(AB+ AB'" AB— AB
(B,B") "\ B24+ B2’ B24pe
dir.

Karmagik sayilarin polar(kutupsal) gosteriminin karmagik polar araliklara(sektorlere)
genisletilmesinde ¢arpma ve bolme iglemleri tammh iken toplama ve cikarma iglem-
leri tanimh degildir.

Tarum 3.39 [p] C RY ve [f] C R olmak tzere,
Z={2eC:z2=pe® pelp, 6 €]}

seklinde tanwmily kiimeye sektor denir ve ([p], [6]) ile gdsterilir.

Zy = ([p1],[01]) ve Zo = ([p2], [f]) herhangi iki sektdr olsun. Reel intervallerin
kiimesi toplamaya ve gikarmaya gore kapali oldugundan bu iki sektdriin ¢arpim: ve
birbirine oran: yine bir sektordiir.

Zy % Zy = {p1.p2. "% - p1 € [p1], 02 € [02),61 € [01), 65 € [62]}
= ([p1] x [p2], [61] + [62])

Z_(le] oy
7 = (8- )

Bir sektoriin negatifi; —Z = ([p|, [6] + 180) seklinde tanuml: bir sektordiir. Fakat

Z+ 2y .;.{211 ‘ iy € 4,5 E Zz}

bir sektor degildir. Toplama iglemi icin basit bir formiil yoktur. Interval operator-
lerini dogrudan uygulayamayiz. Algoritmalar yardirmiyla veya optimizasyon prob-
lemi olarak ¢oziildiigiinde mitmkiin ¢dziimleri iceren minimum sektor bulunabilir,

Z =2 + Zy = ([g], [6]) olsun.
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|Z| = ip1.€"® 4+ po.€"| = |p1.(cos By + isin 8y} + po.{cos by + isin Oy)]
= |p1. €080y + po. cosfy + i(py.8in by + py.sinby)|

= v/(p1. cos 81 + pp. o8 02)2 + (py.5in By + po. sin )2

1

= (,o? + pZ 4 2.p1.pa(cos 8. cos By + sin 6y, sin 92)) ]
1
= (p} + p5 + 2.p1.p2. cos(fy — 63))*

ve
p1-5in 0 4 po.sin by

tand =
& p1. €088y + pa.cos s

dir.

Fi(p1, pa,01,02) — 03 + 65 + 2.p1.p2. cos(fr — 62)
Q: (] x [oz] x [[61] = [62])

fonksiyonu tammlansin. Buradan, [p]’nun alt ve tst smirlar cos(d) — ;) fonk-
siyonunun igaretine gore 3 durumda optimizasyon problemi olarak ¢oziilip karar-
lagtirilabilir. Aym gekilde, |6 nmn alt ve tist sinirlan da,

p1-8in 63 + pa.sin Oy
h: 3 }9 79
(p1, 2,01, 62) — 01.C08 61 + pg. cOS B

Q: o1} x [p2] x [61] x [02]

problemi ile bulunabilir. Yine de bu teknikler tam c¢oziimii vermez, fakat ¢ozlimii
iceren kitmeyi verir. Dogal bir yaklagum olarak, sektériin kdge noktalan toplanarak
milmkiin bir sonug elde edilebilir fakat bu iglem sektorlerin agilart 90 dereceden
kiiciik oldugunda uygun ¢oziimii verir..

3.2. Zadeh Genigleme Prensibi

Motivasyon: + : R x R — R iglemi gz oniine alindigmmda z,y € R igin z + y
kolaylikla bulunabilir. Peki bu iglem A, B C R kiimelerine nasil genigletilebilir?
Yani, A + B =7 (Bu yeni iglemi & ile gosterecefiz). Dogal yaklagimuniz su gekilde
olur;

APB=C:={zcR:Jac Ave3be B s0=a+b}
Ornek 3.40 {2,3,4} ® {7,8} = {9,10, 11,12}

Ornek 3.41 (interval analiz)

[0,b] +[c,d] = [a+c,b+d]

a,b]——[cd] la—d,b—]

a,b] x [e,d] = [min {ac, ad, be, bd} , max {ac, ad, be, bd})

0,8+ led] = [a,b] x [4,2] = [min{5, %, 5, 2}, mex{$, 2, 5,%}] ;d,c £ 0

M,.mmm.,,.mmm,

¢, d] =
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Ornek 3.42 [2,3] & [4,6] = [6,9].

Fuzzy kiimeler kurann agisindan burada ortaya gikan soru, bu genigletme igleminin
fuzzy alt kiimelere nasil yapilabilecegidir. Yani, 4,8 € F(R), ise A® B nasil
tammlanabilix?

Tanum 3.43 (Kartezyen Carpim) ﬁl, Zg, A swaswyle X1, X, ..., X, kiimeleri-
nin birer fuzzy olt kimesi olsun. X1 XXz X...X Xn carpim uzayinda, A1 X Ag X% A
fuzzy kitmelerin kartezyen corpums;

#Zl,xﬁgx...xﬁﬂ(m) = Inzln {Ju,?fi(xi) RS Xﬂ} y T = (.'.61,5.‘72, ,.’En)

iyelik fonksiyonuna sohip bir fuzzy kimedir.

Ornek 8.44 A = {(3,.5),(5,1),(7,.6)} ve B = {(3,1),(5,.6)} olmak iizere, bu
kiimelerin kartezyen garpims;

AxB={((33),-5),((3,5),.5),((5,3),1),((5,5),6), ((7.3), .6), ((7.5), -6)}

olarak bulunur.

Tamm 3.45 (Zadeh 1978) X = X; x Xo X ... X X,, olmak tizere, Ay, As, ..., Ay
swraswyla X1, Xy, ..., Xy 'in birer fuzzy alt kimesi ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu durumda, B € f(X) fuzzy kiimesinin dyelik fonksiyonu genigleme prensibi ile
agafidaki gibi tansmlanar;

sup min {#31(321),#;2@2),--v,#zn(ﬁn)} . eger f7Ny) # 0

‘U'g(y) = { (21,82, Tn )EL~Hy)
0 , eger fl(y) =

Ozel olarak, n =1 durumunda f : X — Y fonksiyonunun fuzzy kiimelere genigleme-
sini elde ederiz.

sup  {uz(®)} , eger fl(y) #90
15 Y) {

x € f~Ha)

0 , efer fHy) =10

Ornek 3.46 A = {(—1,.5),(0, .8),(1,1), (2,.4)} olsun. f(z)=a? olmak dizere,
F(A) e bulalum. Genigleme prensibi ile FA) = B dersek, B = {(0,.8),(1,1), (4, 4)}
olur.

Ornek347 (n == 2 dummu) F:RxR—-R,
A= G +°7-{— +°8+ ve B = 91+§+9~‘~§ 9;;; olsun. A @ B'yi bulalum.
5 6

o~

05 07 , 07 , 1, 08 , 06 , 02 , 01
AB B = C’dersekC e S S S I S e e L R T A TR L L



Ornek 3.48 ;1,1 ve .Zg fuzzy kiimeleri ile bunlara ait Gyelik fonksiyonlarnin degerleri
agagidaki tabloda verilmistir.

Ty, Ty 213 14 ) 6 |7
pgfe) [0 4]10].7 |00
pzfze) 1018 [10].3]0

f(z) = 2z +xy fonksiyonuna dayanarak, genigleme prensibine gire jpg(y) osofudaki
gibi olugturulabilir.

Y2242 |6 7[8]9 |10}11 1213 [ 14|15 | 1617

p(y) o|ojo|.1}4 4 8110[.7[.7]31(0
Ornek olarak, 12 = 2z, + x5 egitligini seflayan mimkiin (1, zs) kililers;
1131415

g 6142

pg, (=) ve pg, (z2) ie bunlarin minimumlar: asafrdaks gibidir.

g, (1) 41077
i, (x2) 318 10
pfz) Apg () ]38 |0

Béylece, ps(12) = max(.3,.8,0) = .8 olarak bulunur.

Tanim 3.49 (Fuzzy Say) MecF (R) fuzzy kimesi agaiedoki kogullary saghyorsa
M 'ye fuzzy say denir.

i) M fuzzy konvekstir.

i) M normaldir (3zg € R »pgs(o) = 1),

i) prr(z) pargal streklidir.

Tanim 3.50 (Ucgensel Puzzy Say) x,a,b,c € R ve a < b < ¢ olmak tizere,
=2, zelab
plza,bc)=¢ <% z€lbd
G b x é {a7 c]
diyelik fonksiyonu ile verilen A fuzzy sapsina ticgensel fuzzy sayn denir. Uggensel
Juzzy sayilar ksaca (a,b, ¢) swal dglilert ile gosterilir.

Tamm 3.51 (Yamuksal Fuzzy Say) z,a,b,c,d € R vea < b < ¢ < d olmak
fizere,

i g e g, b)
~ _ 1 3 me[b’c]
ki mbed =1 e |l

O 3 xé[a’d]

diyelik fonksiyonu ile verilen A fuzzy sayisma yamuksal fuzzy soy denir. Yamuksal
fuzzy sanlar kisaca {a, b, ¢, d) swal dortlileri dle gosterilirler.
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Teorem 3.52 (Dubois and Prade 1980) E =f (ﬁl,ﬁggn) olmak iizere,
p— e — o PO o~
(AR, A = £(As s A2) & Vy € Y, 31,25, 2n € X,

15 = BA s Fox i, (@6 23 oy o) = min {ug (23), pg,(23), o ug, (25) }
Bu teorem Genigleme Prensibinin a—kesmelerine uygunlugunu ifade etmektedir.

3.3. Genigletilmis Reel Say: Islemleri

Tamm 3.53 Bir M fuzzy SaYISIAN. tiyelik fonksiyonu, Ve < 0 (Vz > 0) zgm

() = 0 kogulunu sajlyorsa M pozitif (negatif) fuzzy saysdar. M>0 (M < (0}
seklinde gdsterilir.

Tanim 3.54 R dzerinde bir » ikili iglemi z1 > yy ve 23 > yo oldugunda
Ty * To >y x Yo (Ty x Ty < y1 % ye) kosulunu saflwyorsa * iglemine artandir (azalan)
denir.

Ornek 3.55 f(z,y) =« +y arton bir islemdir.
flz,y) = z.y iglemi RY 'da artandar.
flz,y) = —(z + y) azalan bir iglemdir.

Gozlem 3.56 7(R) ile R dzerinde stirekli iyelik fonksiyonuna sahip fuzzy saplar
gbsterelim. Genigleme Prensibi kullamlarak = iglemi fuezy saylarda ® iglemine
genigletilebilir. M, N & 7(R) olmak tizere,

w3z, 5(z) = sup min {pgp(z), p5 ()}
Z=nRy
dir.
Teorem 8.57 M,N € n(R) fuzzy sayslarman tyelik fonksiyonlar drten ve
* : R xR — R artan veya azalan bir ikili iglem olsun. Bu durumda,

M@&N (@ : H(R} x F(R) — 77(R)) geniglemesi de dyelik fonksiyonu drten olan bir
fuzzy saydir.

Gozlem 3.58 M, N, P e #(R) olmak tizere,

i) % degismeli ise ® degismelidir.

it} = birlegmeli ise ® birlegmelidir.

W) M®@(NUP)=(M®N)U(M®P)

) U, ® iglemine dajilmaz ve ®, N’e dajpimaz.

Teorem 3.59 Elgzgn & 7(R) olmak tzere, f : R™ — R strekli bir fonksiyon ise
Ve € (0,1] dgin, [f(Ay Ay, A)® = f(ATAg  AZ)'dw.

Sonu¢ 3.60 M, N < n(R) fuzzy sayplare érien tyelik fonksiyonlarina sohip ve x
iglemi artan veya azalan olsun. Bu durumde, M & N € 7j(R) ve
(M @ N)* = M= @ N°

olur,
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3.3.1. R iizerinde baz tekli islemler
f:X—>YveVdc 7(R) icin f (E)’nm tiyelik fonksiyonu, f(z) = y olmak iizere,
Genigleme Prensibinden;

pray(y) = sup pg(z)
a=f=1(y)

dir.
Fuzzy saymnm zitt: : f(z) = —x icin A fuzzy sayisiun zithy, p_z(z) = py(—z)
olmak tizere, —A = {(z, p_z(x) : € X } bigimindedir. Gorelim;

t_z(y) = sup pz(x)

y=—z
p_gq{~x} = sup pz(x)
Y=

p_g(z) = pz(~=z)

A ve —A, x = 0 eksenine gore simetriktir. N
Fuzzy saymmn tersi : Vo € R\0 ve f(z) = 1 i¢in A fuzzy sayismin tersi,
pg-a(z) = py(2) olmak tizere, Al = {(z, pg.a(z) : @ € X} bicimindedir. Gorelim;

wi-1 (y) = suppuz()
=z

1
pa-:(2) = supuz(z)

y=z

pa(2) = u3()

Fuzzy sayin sabit ile ¢carpimi : VA € R\0 ve f(z) = Az igin A fuzzy sayism
bir sabit ile garpimi, g, 3(z) = pz(%) olmak tizere, AA = {(z,u,5(z):z € X}
biciminde elde edilir. Gorelim;

thzly) = sup px(z)

Yy

maa(Az) = sup z(z)
y=Az

x
pazlz) = ﬂ}i’(x)
Fuzzy sayimn mutlak degeri: f(z) = |z i¢in A fuzzy sayisinin mutlak degerinin

tiyvelik fonksivonu,

() = { me(iaz(=), 17 (=2)) o2

seklinde tanimhdir.
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3.3.2. Genisgletilmis aritmetik islemlerin ozelikleri

1) Toplama : +: R x R - R artan bir fonksiyon oldugundan, Sonug 3.60’den, M
ve N herhangi iki fuzzy say1 ise, f(M,N) = M & N de fuzzy sayidir.

Ozelliﬂer D . _
a) (M @&N) = (—M) & (—N) egitligi vardur.

H-Ta(-fy(?) = sup min {p_zr(@), n_z(W)}

= sup min {}L‘M‘(—m)aﬂﬁ(“y)}

z=gty

—z = m ve —y = n yazildifinda,
# o (") = _swp_min {jugz(m), pg(n)}
= HifaN (—2)
= p_(&»@ﬁ)(z),‘v’z R

Buradan , —(M @ N) = —M @& —N olur.
b) @ iglemi defigmeli ve birlegmelidir. Degigmeliligi gorelim;
Hrren(?) = sup min {pg(2), ur(y)}

zregp4y

= gup min {#K;(y):ﬂﬁ(w)}
=y

= UFeif(?)

Birlegmelilik de ayn: gekilde gosterilebilir.

c) 0 € R C F(R) swadan sayisi po(z) = { 1, z=0

0 ?é 0 geklinde tammlanir ve &

igleminin birim elemamdr. Yani, 0 ¢ M M@0 = Mdr:
d) M fuzzy sayisinn @ iglemine gore, —M ters elemamn yoktur. Yani, M (M ) # 0
dir {grup yapisi olugturmaz).

gl Cikarma : —R x R - R iglemi ne artan ne azalan bir fonksiyondur. Ancak
M,N € 7(R) icin M & N = M & (—N) geklinde yazilabilir. Genigleme Prensibi
uygulanirsa,

Hiter(#) = sup min {y5;(z), sy (y)}

= sup min {‘U:M(-'E 3 JU’N _y)}
Zmm Ly

elde edilir. Dolayisiyla, Mve N fuzzy say: ise Me N de fuzzy sayidir.
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Ornek 3.61 (3,5,8) =¢ %5, 5<2<8 ve(2,7,10)=¢ %= 7<2<10
0, diger : 0, diger

icgensel fuzzy saylorian a-kesmeleri siraswe 200+ 3,8 — 3o ve [5a + 2, 10 — 3¢

dir. O halde bu iki tiggensel fuzezy saywmn toplami ve farkr a-kesmeleri cinsinden,

20+ 3,8 — 30 + Bex + 2,10 — 3¢ = [T + 5,18 — 6] ve

[2a+ 3,8 — 3a] — [5a+ 2,10 — 3a] = [2a + 3,8 — 3a] + [10 — 3o, —5cx — 2]

= [5a— 7,6 — 8] dur.

=8 3<z<5 2 2<z <7

3) Carpma : R x R ~» R iglemi RT tzerinde artan, R~ tizerinde azalan bir 1§lem

oldugundan, M ve N 'nin her ikisi de pozitif veya negatif fuzzy sayilar iken Mo N
bir pozitif fuzzy sayidir. M pozitif ve N negatzf fuzzy sayilan ahndifinda (— M
negatif fuzzy sayidir) M © N = —((—~M) ® N) olur.

Ozelliﬂer L L
a) (~M)yO N = —~(M O N) esitligi vardir.
B ihen (@) = sup min (e @), pg(2) }
= sup min {pz7(—y), p{z)} , —y =t yamldifinda
=y

= sup min { pgr(t), pl(2) }

= [li7or(—%)
= B (o (=)
Buradan, (~M) ® N = —(M & N) olur.
b) ® iglemi degigmeli ve birlegmelidir. Degigmeliligi gorelim;

Biren(z) = = min { p37(y), g (2) }

= sup min {,LLN Z) ﬂM(y)}

= BNoM {z)
c}) 1 € R C F(R) sayisuun tiyelik fonksiyonu py(z) = { é ! i;i seklinde
tanimlamr ve © igleminin birim elemamdir. Yani, YM ¢ 7R) igin,
Mol=10M=M 'dir.

d) M fuzzy sayisimn © islemine gore ters elemam yoktur. Yani, Mo (1’17’ yl#£d
dir. (Grup yapisi olugturmasz)

e) M, N € 7(R) olmak tizere (M ® N)~! = M~* © N~Vdir.

Hiirom-1 (@) = #ﬁ@ﬁ(;)

= sup min {p@;(y), :u*f\?(z)}

i

Laey
1
= sup min{puzr 1( ) #ﬁ~1(;)}
s=y.z
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i

=t ve = == w yazildifinda,

1
¥
Hiitom-: (%) = —t min {#57(8), w1 (w) }

e #H—l@ﬁ—l(x}

Buradan, (M @ N)~* = M~! @ N-lolur.

Sonug 3.62 M , N fuzzy saylarindan biri pozitif, digert negatif ise bunlarin carpims
(®) yine bir fuzzy sayedir.

Teorem 3.63 M, N ve P di¢ fuzzy say olsun. Bu durumda,
Mo(NaeP)g (M@N) (M © P)’dir.
Bu teoreme drnek daha sonra verilmigtir,

Teorem 3.64 M pozitif veya negatif bir fuzzy sa, N ve P birlikte pozitif veya
birlikte negatif fuzzy sayplar olsunlar. Bu durumda,
Mo(Na&P)=(MoN)& (Mo P) olur (zayf dajlma).

ispat. i) M, N, P > 0 ise,
(MoNya (Mo P =MoN*+ (Mo By
= M*N* + M*.P*
= [Ma, Ta] - [P0 Tia] + [Mas 7] - [P Pr]
= [mana, 72.713] + [mo-Po; e P
= [Ma.Na + Ma-Pa, Tia-Ta + Ma.Pa
= [mg(ng + Pa), Ma(Tiz + Pa)
= [ma, ] - [Ra + Pa e + P
= [mq, ] - [(Pa: a) + (Pes Pa) ]
= M®* ® (N + P*)
= [M o (N o P)~
ii)M ile N, P cifti zit isaretli ise, aym ispat ~[(~M) © (N @ P)]=M & (N @ P)
dzdegligi ile yapilabilir. m
Q Bﬁlme 2] Bijln’lve islemi de ne artan ne aialan bir fonksiyondur. Ancak,
M@N =M@ (N oldugundan, M ve ﬂ helglangi iki pozitif veya negatif veya
biri pozitif digeri negatif iki fuzzy say1 ise M @ N de bir fuzzy sayidir.
Hifon(#) = sup min {pgr(2), ng(y)}

z=x/y

= sup min {#M(m)a#ﬁ(‘:‘,)}

BraLy

= sup min {ug(x), p-1(¥)}

2=y
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Ornek 3.65 Teorem 3.63% drnek olarak, f(z) = z.(2 — &) = —2% + 2z olsun.
X (1,2,3) tggensel fuzzy saypst igin f (55 }' bulalem.

Once X © (2 X) durumuna bokalm. —X = (~3,~2,~1) olur. 2’ yi (2,2,2)
seklinde yazarsak,

20X =2 (-X) = (2,2,2) ® (-3, -2, ~1)
=(-1,0,1).

Buradan, X © (26 X) = (1,2,3) © (=1,0,1) olur. Sonug 8.60'den, o — kesmeleri
yardimayla,

£ 7 r 7 P
e i 3 T Lan 3

Dpgeqy 0 (o) L (ltwy 2 (3-g) 3

Sekil 3.1, X ve 2-X’ in ao—kesmeleri

1(1,2,3) ©(~1,0,1)] = (1,2,3)* ® (-1,0,1)*
—l+al-a.l+0,3-a=[{-1+a).3—-a),(1-a).(3~a)].

o = () igin kesme [~3, 3],
a =1 icin kesme [0, 0] dur.
Diger taraftan —X? @ 2X icin, yine o — kesmeleri ile

~X?@2X]* = [-X?° @ [2X]
yazilabilir, 5
(X4 = [(1 4 )%, (3 — )]
ve

[~X%% = [—(3 - @)%, —(1 + @)?]
olur. [25{: ] Yo [2 4+ 20,6 - 2¢] ile birlikte yerlerine yazarsak,
[-X*®2X]" = [- X" @ [2X]* = [~(3 - @) + 2+ 20, —(1 + @)* + 6 — 20]
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@ = 0 kesmesi [—7, 5],
o = 1 kesmesi [0, 0]’dur.

Sonug olarak, z.(2 — z) ile —z* + 2z aym fonksiyondur fakat fuzzy sayilarda bu
gecerli degildir. Yani, X ©® 20 X) # -X?®2X

Ornek 3.66 X = (3,4,5) olsun. —X = (=5,~4,~3) ve 2 ~ X = (=3, -2, —1) 'dir.

" 1
i x i
; i\ F 3 N
F T L ¥ J 1 Lo L Ll T L T i L] bl
-3 -2 -3 ] 3 2 3 4 5 &
{-3a}l o {3#a} {50}

Sekil 3.2. Ornek 3.66" nin o—kesmeleri

[Xo@2eX)"

I

(~3+a,~1~a]l.[3+a5—dq
=[(-3+a)(5—a})(-1-a)@+a)

@ = 0 kesmesi [—15, —3],

@ == 1 kesmesi [—8, —8]’dir.

Diger taraftan,

X% = [-(5 - )% -3+ )F

[-X?@®2X])% = [-(5 — 0)* + 6 + 20, —(3 + &)? + 10 — 24
o = () kesmesi [—19, 1],
o = 1 kesmesi [—8, —8]’dir.

Ornek 3.67 Gozlem 3.68 Iki 6rnekten de anlagilacads gibi fuzzy saylarda carpma
igleminin toplama tzerine dafilmasinda, bilegenlerin tek bagina pozitif ya da negatif
olmas: bu fonksiyonlarn sonuclarinan ayna olmas igin yeterli degildir. Teorem 3.647

hatirlayacak olursak; M pozitif veya negatif bir fuzzy saye, N ve P birlikte pozitif
veya negatif fuzzy saylar ise,

Mo(NeP)=(MoN)e (Mo P)
egitligi sajlanwr. Bunu probleme wyarlarsak,

Xo@eX)=X0@2a(-X)=2XaX?
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olmass igin teoremin kogullarima saflamasy gerekir. Orneklerde 2 le ~X ’in igaretleri
aym olmadifn igin egitlik saglanmads. Buna gére drnekte x.(2 — z) fonksiyonu
z.(2 4 z) ile degistirildifinde egitlikte sorun gikmayacakter,

(")rngk 3.69 X = (3,4,3) ve flz) = 2.(24 =) i¢cin f(ff) % yazalim.
20 X = (5,6,7)

i3
% 2%
C’ i 1 l/i 3 :‘]a E T j i ;\:I
1 2 Sizeay 4 s-a) Sisray ¢ (7o)

Sekil 3.3. X ve 2+X’ in a—kesmeleri

Xo@2e XN =[3+a)5+a),{5~a)(7~a)

olur. Diger taraftan,
X =[3+a)3+a),5-a)6-a)

ve

i

(X2 2X]" = [(3+ )3+ a) + 6+ 2, (5 — &) (5 ~ @) + 10 — 20]
= [15 + 8o + &7, 35 — 12a + o]
(B3+a)5+a),(a~>5)(a—"T7)]

(B4 a)(5-+a),~(5~a). ~ (T—a)

=B+ )5+ a),(5—a)(l-—-a)]

Sonugta, X © (2@ X) = X2 @ 2X esitligi sagland.

Ornek 8.70 Bir swwnn basines ile hacminin carpumnan sabit olduju bilinmekte-
dir. Hacim "yaklogik 2m>" iken baswncin "yaklagik 10n/m®" oldugu saptamayor.
Yaklagik 2m® ve yaklagtk 10n/m? ifadeleri W = (1,2,3) tggensel fuzzy saypst ve
P = (9,10,11) fuzzy sayst olarak veriliyor. Swuwmn hacmi "yaklagik 5m® " yani
Vy = (4, 5,8} tken swwman basincime hesaplayuniz.
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Coziim: P.V sabit oldugundan, P, @ V; = P, @ V; ve

(P, @ V) = Pe x Ve = (P, @ Va)® = P x Vi olur.

Pr=[9+ (10— 9,11 —a(1l - 10)] = [9 + a,11 — q]
Ve=l+(2-1De3-a3-2)]=[1+3-q

Py = [a; Do) Ve 1“/"2‘"= A+(5-4)a,b6—-a6-5]=4+a6~-a
PexVe=09+a,11—-al[l+a3—a
[(9+a).(1+a),(11~0a),(3~a)] =4+ a,6 ~ &].[pa, Pal

9+a).(1+a) — 1l—a),(3—c
po = &2klta) 5o (el

P} = [py, 77] = [192, 192] = [4,4] = Core(P,)
ﬁzo = bﬂ:%] = [ga"l"ﬁ%]

? <z < 4 arabfm alahm. o = pp (z) ve z =

olur.

(84-a}f{l+ta)
Acx

4r+oar=9+a? +10a=0?+a(l0—2z)+9—4z=0

2—10%+ / (10~2)2 +162—-36 _ —
o = { - ) oy = B m+«/32:9 dr+64

dersek,

elde ederiz.

4 << m1§1~ araligmi aldigimizda, o = pp () ve z = W dersek,
6z — za = 33 +a? — 14a = o+ (14 — 1) +33 — 6z =0

-z /(14—2)2 4242132 RPN sy P ¥ .
= o= ¢ . ) wh oy == W elde ederiz. Dolayisiyla,

m—m«;-\/gm , % <rp<4
,uﬁz(zc)m 1d—g—+/22—da}64 ks 2 —4z)-64 , 4<z< i
0 , &€& (—o0, ;91«} U [%,4”00)
buluruz.
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4. BULGULAR

Bu bolimde karmagik fuzzy saymin tamm ve « — kesmeleri yardimiyla karmagik
fuzzy sayilarmn temel aritmetik iglemleri verilmigtir. z = z + iy ve w = oz + iy
ile regiller (fuzzy olmayan) karmagik sayilar, Z ve W ile de karmagik fuzzy sayiar
gosterilecektir.

4.1. Karmagik Fuzzy Sayilar

Z karmagik fuzzy sayis, C ’den [0, 1]’e tamml bir déniigiim olan p3(z) tyelik fonksi-

yonu ile tammlanr. Z 'nin a—kesmesi 0 < o < 1 olmak {izere,

Zo={z:pp(2) > o} ve Z' = {z: pz(2) = 1}

dir.

Tamm 4.1 (Kompakthik) Bir X uzays ve birlestmleri X uzayim kaplayan herhangd
bir agik kiimeler toplulugu veriddiginde, bu toplulugun icinden sonlu sayida agik kiime
hala X vzayime kaplayabiliyorsa, X uzayina kompakttir denir.

Tamm 4.2 (Baglant:blak) Bir (X, ) topolojik uzaymda X kimesi bogtan farkl
ki aymk agk kimenin birlegimi geklinde yazlamwyor ise (X, 1) topolojik uzayina
baglantule vzay denir.

Tamm 4.3 (Basit baglantililhk) X topolojik uzayinda herhangi iki nokta arasin-
daki her yol sirekli bir sekilde bir digerine déndstirilebiliyorsa X uzay basit baglan-
tehder. 3 boyutlu uzayda bir nesne tek pargaysa ve nesnenin bir tarafindan girip diger
tarafindan ¢ikan bir delik yoksa basit baflantilider.

Tanmim 4.4 (Yol baglantilihk) X topolojik uzayinde, Vz,y € X igin f(0) = z ve
F(1) = y olacak bigimde sirekli bir f : {0,1] — X fonksiyonu varsa X uzayr yol
baglantilider. Yani X ‘ten alinan herhangi iki nokta bir egri ile birlegtirilebilir,

Tanun 4.5 (Arc baglantilalik) X topolojik uzayinda, Vz,y € X icin f{0) =z ve
(1) = y olacak bigimde tersi ve kendist sirekli bir f : [0,1] — X fonksiyonu varsa
X uzay arc bajlantibidir. Yani [0,1] ve f{[0,1]) arasinda bir homeomorfizm vardur.

Ornek 4.6 Asofjudaki sekiller R? 'nin bajlantih ve bajlantisiz alt uzaylarina érnek
olarak verilebilir.
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Sekil 4.1. Basit baglantilhi ve yol baglantili  Sekil 4.2. Baglantili ve yol baglantih

Sekil 4.3. Baglantisiz Sekil 4.4. Baglantili, basit baglantili degil

Tanmm 4.7 Asafidaeki sartlars saijloyan VA ye karmagik fuzzy sayr denir.
i) py(z} streklidir.

i) 0 < & < 1 olmak tizere, Ze agk, sumarly,badlantly ve basit baflantsladur.
iti) Z* bog olmayan, kompakt, arc baflantih ve basit bajlantildar.

Z*mn fuzzy say1 tamimindaki gibi konveks olma sarti aranmamgtir. Ciinkiil polar
formdaki bir karmagik fuzzy sayimn o—kesmesi C'nin konveks bir altkiimesi olmaya-
caktir. Bunun yerine, Z%nm bogluk icermemesi gerektigi icin basit baglantili olmas:
istenmigtir. Z¥in bog olmamas, reel fuzzy say1 tanimindaki normallik koguluna ben-
zer gekilde, her karmagik fuzzy sayinin normalize edilmis olmasi demektir.

4.1.1. C tizerindeki aritmetik iglemler

f: € x C s C herhangi bir dénfigtim olmak iizere, f(2;,2;) = w olsun. Genigleme
Prensibi kullamlarak f karmagik fuzzy sayilara genigletildiginde,

M(2y, 22) = min {pz, (1), uz, () }

olmak tlizere,

,Liw(w) = sup {[I{z1, ) : (21, ) = w}

oldugunda f (51,22) =W yazilabilir. We=2Z4Zyve W = Z1. 2 geniglemeleri
sirasiyla f(zy,2) = 21 + 2o ve f(21,22) == 2.2 iglemleri yardimiyla yapilabilir.
Cikarma iglemi igin —Z,



ityelik fonksiyonu ile tammlanir ve Zy—Fa=71+ (“22) seklinde yazilr. 7-Vin
ityelik fonksiyonu,

pz-1() = pz(z~ 1) z# (0,0)

bigimindedir. Efer Z0 sinirh degilse, Z~! tanmsiz olur. Sifir supp(Z) *ye ait oldugu
zaman supp(Z ~1) simrh olmayacaktir. Dolayisiyla, karmagik fuzzy sayr tammna
gbre, Z Z~! bir karmagik fuzzy say1 olmayacaktir. Iki karmagsik fuzzy sayimmn oram

dir. Z ’nin karmagik konjugesi Z*; z == @ — 4y, z = 2 + iy nin karmagik konjugesi
olmak tizere
R pz(2) = puz(Z)

tiyelik fonksiyonu ile tanamlidir. Z'nin modilit |§ |; 7, 2’nin modiili olmak {izere

piz(r) = sup {pz(2) : |z| = r}

ityelik fonksiyonu ile tanumhdir. Karmagik fuzzy sayilarda toplama ve ¢arpma iglem-
lerini a~kesmeleri yardimyla yapabilmek icin

S = {zl + 291 (21, 2) € Zf‘ % 25‘}

ve N
P = {Zl.Zg : (Z;,Zg) & Zix X Zg}

olsun.

Teorem 4.8 Zl ve Z Zy karmasik fuzzy saylar olmak dzere,
a)W Zl—i-Zz zseW“mS"‘
b) W = 2,.2, ise W = P*'dar.

Ispat. a) 0 < o < 1 olmak {izere w € W< alahm. O zaman, 21 + 29 = W
olacak bicimde z; € Z&bulunabilir. pir{w) > o oldugundan Il(z;, 2) > o’dir. Yani,
i = 1,2 i¢in pz () > o’dir. Buradan, (21, 22) € Eg X Zg ve w € S* olur. w € S
olsun. @ = 1,2 igin pz (%) > o ve w = 2z + z olacak bigimde z; € gf‘ vardir.
(21, 22) > & ve puzp{w) > o olur. Buradan, w € Wodir. a = 1icin w € S ise
w = z; + 2 olacak bigimde z; ve 2y vardir ve Il{z;, z2) = 1’dir. Boylece, pgr(w) = 1
vew € Widir. Tersine, w € Wt olsun. Yn = 2,3, .. i¢in 21,20, = w olacak bigimde
supp(gl) kitmesinde 2z, ve supp(fg) kitmesinde zq, vardir ve I1(z1,22) > 1 — % dir.
Destek kiimeleri kompakt oldugundan, z; + ze = w ve II(z1, 22} > 1 olacak bicimde
Zin, — 21 Ve 2oy, ~— 2 altdizileri secilebilir. Buradan da i = 1,2 icin z; € Zl ve
w e S* olur.

b) Benzer gekilde ispatlanabilir. =
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Bu teorem bize 0 < a < 1 igin (Z + Z5)* = Z% + Z¢ ve (Z3.2,)* = 2.7
oldugunu soyliiyor. Aym gekilde ¢ikarma ve bolme 1§lemler1 de a—kesmeleri yard1~
miyla yapilabilir. Yani, (Z1 — 2oy = 29 — Z¢ ve (Z1/Z)* = Zo(Z;Y)* dir.
A karmagik fuzzy sayisimn konjugesi de, z — Z doniistimil stirekli oldugundan,
karmagik bir fuzzy sayidir ve (Z*)* = (Z%)* saglamr.

Lemma 4.9 W = 21 + 22 veya W = 51.52 ise W“, 0 <« < 1 arabiinda agiktar.

ispat. W = Zl + Zz ve 0 < a < 1 olmak lizere, w € W"‘ olsun. Teorem
4.8den 2y + zy = w olacak bicimde (2q,2;) € Z1 X 22 vardir. 22 acik oldugundan,

Z‘”den zo merkezli ve & yaricaph O(Zg, e) agik diski segilebilir. we = go oldugundan,
2 —I—O(zz, e), w’'yi igeren ve tamainen Wenmn iginde olan agik bir kiimedir. Dolayisiyla,
We agiktir. Benzer gekilde, W = Z1.7, ise 21.29g = w ve 2 +O{zp, €} yerine z,.0(zq, &)
yazilarak Wenm actk oldugu goridebilir. =&

Lemma 4.10 W = 2}4-22 veYa W = 21.22 olsun. [0, 1] erahimda w, € WO e,
ta7(wn) de Xya yokwmnsasin., Bu durumda, pgy(w) > A olur.

ispat. W = Z, + Z, olsun. Ve > 0 icin 21, € 2% ve 2y, € Z3 vardir. Boylece,

Zin + 2o, = W, VE
pig{wn) 2 W{z1n, 20n) > pi(wa) — €
dur. Bu durumda, her zy,, her z, ve her w, kompakt kitmelere aittir ve altdizilerini
secebiliriz. Boylece, 215, — 21, Zon, — 22, Wy, — W ve 21 + 23 = w olur. II siirekli
oldugundan,
A2 (z,29) > A—¢

dur. keyﬁ oldugundan A = Iz, 2;) oldugu gortlir. Buradan, A < pg(w) olur.
W= 21 Zg durumu da benzer gekilde ispatlanabilir. =

Teorem 4.11 El ve Zg karmagik fuzzy sayilar ise 21 —{*—gg, 21.;'5;2 s 2} - gy_ ve Z / 22
karmagik fuzzy sayplardar.

fspat. a) Oncelikle W = Z; + Z5 olsun.(w, — w iken i (wn)'in ey (w)’ye
yakinsama durumuna bakarak pgs(w) nin stirekliligini gosterelim. )

pip(wn) € [0,1] oldugundan, X'ya yakmsayan bir pg:(w,,) € [0,1] altdizisi vardr
{Taylor 1965).
liminf pgp{w.) < A < lim sup pgr(wa)

__oldugunu biliyoruz. Lemma. 4.9°den V¢ € R igin {w : ug(w) < t} kiimesi kapalidir,
Dolayisiyla, pg(w) alttan yar: siirekli ve

lim inf pgp{wn) > pgr(w)

dir. Lemma 4.10°den de ugp{w) > A elde edilir. Boylece,
Hm inf pgr(wn) = A = pgr{w)
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olur. lim sup pg{ws) ye yakinsayan bir pgs(wy,; ) altdizisi vardir(Taylor 1965). Lemma
4.10’den

pyp(w) = lim sup g7 (wn)
olur. Dolayisiyla,
Him inf pgr (wn) = pgp(w) = lim sup pgr(ws)

dir. Buradan,
lim pgp(wn) = p(w)

olur ve pgr(w) stireklidir.

Z’i ve ZCt baglantili,arcwise baglantili ve basit baflantih oldugundan,

0 <a<1ign Z“ Z"‘ da baglantili, arcwise baglantili ve basit baglantihdir. 5%,
2 o Z S'mm stirekli goriintisit oldugundan We = 5 da baglantili, arcwise baglantili
ve basit baglantilidir. Bu durumda, W karmagik fuzzy sayidar.

b) W= Z4.Zy'nin ispat1 da W = Zl 4 Zz nin 1spat1na benzerdir,

c) Z karmagik fuzzy say1 ise — 7 ve dolaysiyla, 71— Zy karma§1k fuzzy sayidur.

d) z # 0 olmak tzere, z — 27" doniigiumil stireklidir ve (Z-Y> = (Z°)~! *dir. Z
karmagik fuzzy say ise Z~ ve dolayisiyla Z; / 7o, de karmagsik fuzzy sayidir.

Teorem 4.12 0 < a < 1 obmak iizere, |Z|* = | 22| ’dur. |Z} bir reel fuzzy sayudir.
Ispat. (Buckley 1989) =

Teorem 4.13 51 ve ng karmasik fuzzy sayplar olmak dzere,
1) |Zl + 2y < |le + 12},

2) 12, 25| = 12:|| 23},

3) 121/ Z| = | 21|/ 2o dir.

ispat. 1) 0 < o <1 olmak iizere, Teorem 4.8 ve Teorem 4.12’dan
%)+ Za|* = (21 + Za)*} = | 25 + Z3)
= {]zl 4zl € gf‘,z' = 1,2}
oldugu goriiltir. Teorem 4.12 ve reel fuzzy sayilarin sonuclarmdan,
(2] +125)° = \Z1|* + | 2o = | 25| + 1 23]
= {lal + |22i m € Z2,i=1,2)
elde edilir. |21 + 23] < |z1] + | 22| durumundan sonuca ulaglr.
9 |2, 20|* = |(Z1.2:)°| = |Z2.22| = {|zi.zg| e ZEi= 1,2} ve
(1 Zl)e = |22l = 12511 28) = {Jail Al s 2 € 2 = 1,2}

Béylece, |Z1.7,1'nin a—kesmeleri, |Z1|.|Z-'nin kargihk gelen a—kesmelerine esit
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olur. Buradan da bu iki reel fuzzy say1 birbirine egit olur.
3121/ Zal* = | 21,257 |* = | 23.(Z57)%) = | 23.(25) 7Y
= {[zl/zz[ Lz € 28 i = 1,2}. Ayrica,
(12:1/122D)™ = [|22]-(|2| 7)™ = | Z0|*(| 22| 7) = | Z7).1 281

lz1]/22] : 2 € 22,4 = 1,2} yazabiliriz. Kargilik gelen o—kesmeleri birbirine egit
oldugundan iki reel fuzzy say1 birbirine esit olur. =
Zh+ Zo ve Z4.7, genigleme prensibi ile tammmlandifindan, toplama ve carpma islem-
leri reel fuzzy sayilara uygulandiginda da aym ozellikler saglanacaktir. Toplama
iglemi, birlesmeli ve defismelidir. Sifir karmagik sayis1 toplamaya gére birim ele-
mandir ve toplamaya gére ters eleman yoktur. Carpma iglemi, birlegmeli ve defigme-
lidir. 1+ 0 karmagik sayisi carpmays gére birim elemandir ve garpmaya gore ters
eleman yoktur. Carpmann toplamaya dagilimasy, reel fuzzy sayilardaki gibi, kar-
magik fuzzy sayimn kullanmmina bagh olarak bazen dogru bazen de yanhs sonuclar

verebilir. Karmagk fuzzy sayilann cebirindeki her miimkiin ¢oztimiin dogrulugu ya
da yanlishi tek tek incelenmelidir. Ornek olarak,

|Z? # Z.7*

dir. Ciinki sol taraftaki ifade reel fuzzy say1 fakat,sagdaki ifade karmagik bir fuzzy
sayidir.

4.1.2. Dikdoértgensel karmasik fuzzy sayilar

XveVY fuzzy sayilarimn tiyelik fonksiyonlar: swastyla pg(z) ve pg(y) olmak izere,
Z = X +1iY iiyelik fonksiyonu, z = z + iy igin,

pz(z) = min {pg(x), up(y) }

olan bir karmagik fuzzy sayidir.
Teorem 4.14 X ve Y fuzzy saylar ve 0 < o < 1 olmak dzere, Ze = X x Y 'dir.

Ispat. 0 < o < 1 olsun.
(C) 2 € Z* alalm. min {pg(e), pp(y)} > o dir. Yani, pz(z) > o ve pp(y) > o
olur. Dolayisiyla, z = x + iy olmak lizere (z,y) € Xo x Yodn.
(2) (z,y) € X* x ¥* olsun. Bu durumda, = ve y noktalarmdaki tiyelik fonksi-
.yonlannm minimumu o’dan bliytkttir. Yani, z € Z olur.

= 1 olsun. Efer, (z,5) € X Lx ¥t ise pz(z) = 1 olduu kolayca gbrulebﬂzr
Dolay151yla, z e Z* olur. Tersine, z € Z! olsun. O zaman, z = = + iy ve pg(x) =
py(y) = 1 olacak gekilde x ve y vardir. Boylece, (z,y) € X'xYlolur m

Bu teorem Z’nin o—kesmelerinin dikdortgenler oldugunu ve bu tipteki Z’lerin neden
dikdortgensel karmasik fuzzy sayr adim aldigim soyliyor.
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Teorem 4.15 7 dikdortgensel fuzzy karmagik saye olmak dzere,

1) Z* = X +i(~Y).

2) j=1,2 igin Z; = X; +1Y; ise Zy = Zp = (Xy & Xo) + (Y1 + Ya).
8)0 < a <1 olmak dzere, (Z) - Z5)* = (X& + Xg) +4(V £ Y2).
4) 0 < a <1 olmak dizere, | Z|* = [(X*)? + (Y *)2)V2 dir,

Ispat. 1) Karmagik konjuge tanmndan kolayca goriilebilir.

2) W = 2, + Z, olsun.

pa(w) = sup {Il(21, 22) : 21 + 2 = w}

dir. ¢ = 1,2 igin pg (2:) ve pg (y) degerlerinin minimumunu I'(21, T2, y1, y2) ile
gosterelim. z; + iy = z; ve g + iy, = 2 oldugunda,

P(mi}a:% y15y2) - H(zlﬁ 22)
olur. X = )?1 e 5(:2 ve YV = 171 v }7’2 olsun. Bu durumda,
H($1, x?) = min {Mf{'l (CL’]), .u'fg('rQ)}
I(yr, y2) = min { ug, (1), o5, (32) }

olmak iizere,

p{z) = sup {I{z1, z2) : 21 + 29 = x}

pp(y) = sup {I{y1, %) : y1 + ¥2 = y}
olur, Z =X +4¥ oldugunda, z = x + ty icin

min {p5(2), u(y)} = p3(2)
olur. Oncelikle, pip(w) < pz(w) durumunu gosterelim. w = z + 4y, ;1 + 20 =  ve
Y1+ y2 = y olsun.
D21, w2, 11, ¥2) < {21, 22) ve T(21, 22,91, 12) < {1, v2)

dir. Buradan,

D(xy, 29,91, 42) < pg () ve T'(zy, 22,11, v2) < pply)

olur. Dolayisiyla,

F(m.‘n T, U1, yz) < “E(w)
ve

p(w) < pg(w)

olur. pz{w} < pi(w) durumunu gosterelim. w = z + iy olsun. Ve > O ic¢in 3}, yf
oyleki, i =1,2 icin z = =] + 25, y = y] + 5 ve

(a1, 23) > pglz) — ¢,

(7, y35) > py(y) —¢
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dur.
P(el, 25,45, 43) > pz(w) — ¢
ve buradan
pp(w) > pg(w) — e
olur. ¢ keyfi secildiginden pg(w) > pz(w) olur. Iki esitsizlikten

pap(w) = puz(w)
elde edilir.
3) Teorem 4.8 ve Teorem 4.14 yardumiyla yapilabilir.
4)|Z|* = 2% = {(:cﬂ + ) izeXeye ?a} = [(X*)? + (Y)Y dir. m
Dikdortgensel karmagik fuzzy sayilarda garpma. islemi bu sekilde giizel sonuclar ver-
miyor. Ciinkii (Z).2,)* dikdortgensel degildir. Dolaysiyla, j = 1,2 igin
Z; = X; + 1Y; oldugunda,

7175 (551)?2 - ?1?2) + %(55;% + 552571)

dir. Ciinkii,sag taraftaki ifade dikdérigensel karmagik fuzzy sayidir. Yine de,
(X}Xg — YlYg) + z(XlYg + XQYI) dikdértgensel karmagik fuzzy sayisinin o—kesmeleri
Zi Zg nin «—kesmelerini kapsar.

4.1.3. Polar formda karmagik fuzzy sayilar

R > 0 ve 0 reel fuzzy sayilar olmak {izere, diamsupp(a) < 2rdir. Z = R. exp(ig),
z = r.e? olmak tizere, tiyelik fonksiyonu

1i5(z) = min { pg(r), uz(6)}

olan karmasgik bir fuzzy sayidir. Bu formdaki karmagik fuzzy sayilarin cebirsel iglem-
leri «—kesmeleri yardimiyla tanmmlanmistir (Kaufmann and Gupta,1985).

Teorem 4.16 0 < & < 1 obmak dizere, Z* = R*. exp(i6*) ‘dur.

Ispat. R°. exp(z’g‘") = {r.e“’ cre R0 e 50‘} alindigi zaman Teorem 4.14’deki
ispata bezer gekilde yapilabilir. m

Dikkat edilirse Z*, C'nin konveks bir altktimesi degildir. Bu sebeple Tamm 4.7'de
Z’nin a—kesmelerinin konveks olma sarti aranmarnigtir.

Teorem 4.17 Z' polar formda bir fuzzy karmagik sayr olsun.
1)j=1,21gn Z = R;. exp(zQ ) olmak tzere,

(a) Zl ZQ Rl Rzexp( {9 o 92])
(b) lzi Zzl = R1 R?a
(C) Zl/Zg Rl R2 exp(z[@l - 92])
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2) Z* = R.exp(i[~8]).

3)|Z| = R.

4) Z71 = R exp(i[~1)).

5)0 < a <1 olmak izere, (Z1.25)* = R®. RS exp(i[f® + 63)) dir.

Nisp?:t. 1) (a) Teorem 4.15'daki 1. maddenin ispatina benzer gekilde yapilir.
3) |Z| = R oldugunu gosterdikten sonra 1b’nin ispatina dénecegiz.

Mﬁ}("’”) = sup {#Z’(z) el = T}

ve
piz(2) = min { pg(r), p(6) }
dir. Reel veya karmagik tiim fuzzy sayilar normal oldugundan 6’y #5(8) = 1 olacak
sekilde secersek ve 3 (r) = pg(r) olur.
{b) 1a ve 3. maddeler yardimiyla yapilir.
4) pza(2) = pz(z") ve z = re” iken 27! = r~le~*dir. Buradan sonug kolayca
bulunur.
(¢} 1a ve 4. maddeler yardimyla yapilir,
2) pz.(2) = pz(z) ve z = r.e” iken Z = r.e~®dir. Buradan sonug bulunur.
5} Teorem 4.16 ve la’dan elde edilir. B

Karmasik fuzzy sayilarin polar formda gosteriminde toplama ve cikarmada
sonuglar bu kadar giizel degildir. Dahas,

R.exp(i0) # R.cosf + iR.sinf

Cunkii, R. cos §+iR.sind dikdortgensel karmagk fuzzy sayidir.
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