T.C.
AMASYA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KARSILIKLI SS-TUMLENMIS MODULLER

YUKSEK LISANS TEZi

ZEHRA BETUL MESECI

HAZIRAN



€207 NVYIIZVH

I'TVd INI'TIIVNV
MILVINALVIA

IDASAIN
10139 VIHAZ




KARSILIKLI SS-TUMLENMIS MODULLER

ZEHRA BETUL MESECI

YUKSEK LISANS TEZIi
MATEMATIK ANABILIiM DALI

Danisman

Prof. Dr. Burcu NISANCI TURKMEN

AMASYA UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

HAZIiRAN 2023



Yiiksek Lisans Tezi Kabul ve Onay Sayfasi

Zehra Betiil MESECI tarafindan hazirlanan “Karsilikli Ss- Timlenmis Modiiller” adli tez
calismasi asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI ile Amasya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZ] olarak kabul edilmistir.

Damsman: Prof. Dr. Burcu NISANCI TURKMEN
Matematik Anabilim Dali, Amasya Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum . ...

Baskan: Dog. Dr. Figen ERYILMAZ
Matematik Anabilim Dali, Ondokuz Mayis Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum ...,

Uye: Dr. Ogretim Uyesi Engin KAYNAR
Matematik Anabilim Dali, Amasya Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum ...,

Tez Savunma Tarihi: 05/05/2023

Jiri tarafindan kabul edilen bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olmasi i¢in gerekli sartlar1 yerine

getirdigini onayliyorum.

Dog. Dr. Umit YILDIRIM

Fen Bilimleri Enstitiisit Mudira



ETiK BEYAN

Amasya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

Tez i¢inde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar
cergevesinde elde ettigimi,

Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez calismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi,

Bu tezde sundugum ¢alismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

(imza)
Zehra Betiil MESECI
17/07/2023



KARSILIKLI SS- TUMLENMIiS$ MODULLER
(Yiksek Lisans Tezi)

Zehra Betiil MESECI

AMASYA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Haziran 2023

OZET

Bu ¢alismada, ss-tiimlenmis modiiller kullanilarak karsilikli ss-tiimlenmis modiiller tanimlanmis ve
bu modiillerin ¢esitli cebirsel 6zellikleri elde edilmistir. Bol karsilikli ss-tiimleyen ve bol karsilikli
ss-timlenmis modiil kavramlari literatiire kazandirilmigtir. Karsilikli ss-tiimleyen alt modiil
kavraminin denk kosullar1 agiklanmistir. Her alt modiilii karsilikli timleyene sahip bir C S-modiilii
icin Rad(C) S Des(C) olan C modiiliiniin karsilikli ss-timlenmis oldugu gosterilmistir. Yart
basit modiillerden faydalanarak yari basit her modiiliin karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan
bahsedilmistir. Projektif bir modiiliin hangi kosullarda karsilikli ss-tiimlenmis olabilecegi
incelenmistir. Her alt modiilii bir karakteristik alt modiil olan bir C modiiliiniin karsilikli ss-
timlenmis oldugu gosterilmistir. Aritilabilir modiil kavramindan hareketle bir € modiiliiniin ss-
tiimlenmis modiil olmas1 durumunda C nin karsilikli ss-tiimleyen olacak sekilde direkt toplam
terimleri oldugu ispatlanmigtir. Dagilimli karsilikli ss-timlenmis modiiliin direkt toplam
terimlerinin de karsilikli ss-timlenmis modiil oldugu gosterilmistir.
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ABSTRACT

In this study, the notion of mutually ss-supplemented modules is defined by using the notion of ss-
supplemented modules and it is obtained several properties of these modules. The concepts of
amply mutual ss-supplement and amply mutual ss-supplemented modules are brought to the
literature. Equivalent conditions of the mutual ss-supplemented submodule concept are explained.
It is shown that for an S-module C with Rad(C) < Des(C) each submodule mutual supplement, is
mutually ss-supplemented. It is mentioned that each semisimple module is mutually ss-
supplemented using semisimple modules. The conditions under which a projective module can be
mutually ss-supplemented are investigated. It is shown that a module C, each submodule a fully
invariant submodule, is mutually ss-supplemented. Based on the concept of a refinable module, it
has been proven that if a module C is an ss-supplemented module, C has direct summand such that
they are mutually ss-supplemented. It is shown that the direct summand of a distributive mutually
ss-supplemented module are also a mutually ss-supplemented module.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

S Birimli Halka

1 Birimli S Halkasinin Birim Eleman1

Z Tamsayilar Tamlik Bolgesi

P Asal Sayilar Kiimesi

Q Tamsayilar Tamlik Bolgesinin Kesir Cismi

N Dogal Sayilar Kiimesi

)] Bos Kiime

c Alt Kiime

Z Alt Kiime Degil

c Oz Alt Kiime

< Alt Modiil

< Oz Alt Modiil

<s> s Elemani Tarafindan Uretilen Devirli Alt Modiil
End(C) C Modiiliiniin Endomorfizmalarinin Halkas1
Gor(9) 9 Fonksiyonunun Goriintii Kiimesi

Cek(Q) ¢ Homomorfizmasinin Cekirdegi

= [zomorf olma Bagintisi

[ Icerme Monomorfizmasi

s Dogal Homomorfizma

Iy A Modiiliiniin Birim (Idantik) Homomorfizmasi
A/B A modiiliiniin B alt modiiliine gére bolim modiilii
(Y) Y Kiimesi Tarafindan Uretilen Modiil

Des(C) C Modiiliiniin Biitiin Basit Alt Modiillerinin Toplam1



Des,(C) C Modiliniin Biitin Kiigiik ve Basit Alt Modiillerinin
Toplami
< Kiigiik Alt Modiil
< Biiyiik Alt Modiil
Rad(C) C Modiiliiniin Radikali
P(C) C Modiiliiniin Biitiin Radikal Alt Modiillerinin
(V = Rad(V),V < C) Toplami
&b ed D, D, Alt Modiillerinin Direkt Toplami
[l¢ep D¢ D; Alt Modiillerinin Direkt Carpimi

Yicep D¢ D, Alt Modiillerinin Toplami



1. GIRIS

1972’de Sharpe ve Vamos herhangi bir modiiliiniin alt modiilleri o0 modiilde direkt toplam
terimleri oluyorsa o modiil yar: basit modiil olarak adlandirilir diyerek yar1 basit modiil
kavramini literatiire kazandirmiglardir. Ayrica 1982’de Kasch herhangi bir modiiliin 0 alt

modiiliiniin yar1 basit bir modiil oldugunu ifade etmistir.

Robert Wisbauer 1991 yilinda Foundations of Module and Ring Theory adli eserinde
kiigiik alt modiil kavramini ifade etmis ve E modiiliiniin F < E olmasi durumunda F +
G = E sartin1 saglayabilen E modiiliiniin 6z alt modiilii olan bir G mevcut degilse F nin E
modiiliiniin kiigiik alt modiilii olarak adlandirildigini belirtmis ve F < E seklinde

gostermistir.

1970’lerde Helmut Zoschinger tiimlenmis modiil ve tiimleyen alt modiil kavramlar
lizerine c¢alisma yapmustir. 1979°da ise Varadarajan bir makalesinde tiimleyen alt
modiillerin 6zellikleri ile ilgili ¢alismistir. € modiilii ve V < C verilsin. Y < C alt modiilii
C =Y +V kosulunu gerg¢ekleyen bir minimal alt modiil oluyorsa, Y alt modiilii V nin
tiimleyeni olarak adlandirilir ve ¥V nin C de Y tiimleyeni vardir denir. Dolayisiyla bu tanim
geregi; V nin C de Y nin timleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C =Y +V, Y NV K
Y olmasidir. € modiiliiniin tiim alt modiilleri C de bir tlimleyene sahipse, C tiimlenmis
modiil olarak adlandirilir. 1991°de Robert Wisbauer bir € modiiliniin C = E + E', EN
E' K Eve ENE < E'olan E ve E’ alt modiillerini birbirinin karsilikli tiimleyeni olarak

adlandirmastir.

Engin Kaynar, Ergiil Tirkmen ve Hamza Calisici’'nin 2020°de yayinladiklart ‘ss-
Supplemented Modules’ isimli makalelerinde ss-tiimlenmis modiiller iizerine galisarak
temel Ozelliklerine deginmislerdir. € modiiliiniin biitiin basit, ayn1 zamanda kiigiik alt
modiillerinin ~ toplam1  Des;(C) = Y»{D < C|D, C nin basit alt modiilii} olarak
tanimlanir. C bir modiil olmak kosuluyla Dess(C) = Rad(C) N Des(C) dir. C modiil ve
V,Y < C olacak sekilde C =V +YveV NY < Desg(Y) ise Y ye V nin ss-timleyeni denir
(Kaynar vd., 2020).



Bu bilgiler 1s18inda bu tezde literatiirde Ss-tlimlenmis modiiller olarak calisilan modiil
kavraminin bir 6zellestirmesi olarak karsilikli ss-tlimlenmis modiiller tanimlanmig ve bu

modiillerin bazi cebirsel 6zellikleri verilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu kisimda calisacagimiz konuyla ilgili ihtiya¢ duyulan tanim ve teoremler sunulmaktadir.

2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim (S, +,7) cebirsel yapisi her k,[,m € S elemanlari igin asagida verilen sartlar
gercekliyorsa bu tiglitye bir halka ad1 verilir.

(1) (S, +) ikilisi bir abel gruptur,

@) (k-)-m = k- (L-m)olup - islemi birlesme 6zelligine sahiptir,
(iik-(+m)=k-l+ k-mve(k + ).m = k-m + L-molup - isleminin + islemi

tizerine dagilma 6zelligi vardir (Hungerford, 1973).

Kisa bir kullanim i¢in k,l € S elemanlarinin ¢arpimi kisalik anlaminda k - [ yerine

kl olarak kullanilacaktir.

2.1.2. Tanim Bir S halkas1 her k,m € S i¢in km = mk oluyor ise S halkasina degismeli
halka, 15 € S olacak sekildeki her k € S i¢in 1k = klg = k ise S ye birimli halka ,

15 elemanina da S halkasinin birim eleman: adi verilir (Hungerford, 1973).

Bu ¢alismada kullanilan tiim S halkalar1 birimli bir halka olarak ele alinmstir.

2.1.3. Tanim S bir halka ve 0 # k € S i¢in nk =0 (kn = 0) seklinde S halkasinin
0 #n € S mevcutsa, k sol (sag) sifir bolen eleman olarak adlandirilir. Halkanin sol ya da
sag sifir bolen elemani mevcut degilse bu halkaya sol (sag) sifir bélensiz halka adi verilir.
Hem sag, hem de sol sifir bolensiz olan bir halkaya ise sifir bélensiz halka denir
(Hungerford, 1973).

Sifir bolensiz bir halka 6rnegi verecek olursak; p € P asal tam say1 i¢in Zj, sifir bolensiz bir

halkadir. Ozellikle Zs, Z,, Z,, halkalar: sifir bdlensiz halkalardir (Hungerford, 1973).

2.1.4. Tamim Birimli, degismeli ve sifir bélensiz olan halka ise tamlik bélgesi olarak
adlandirilir (Hungerford, 1973).



2.1.5. Tanim S halka ve k € S olmak tizere kIl = lk = 15 olacak bigimde [ € S varsa k

elemanina terslenebilir, [ elemanina ise k elemaninin tersi denir (Hungerford, 1973).

2.1.6. Tanim Bir S halkasinin sifirn disgindaki elemanlari terslenebilir eleman ise S
halkasina bolme halkas: denir. Degismeli olan bir bélme halkasi ise cisim olarak
adlandirilir (Hungerford, 1973).

2.1.7. Tanim S halkasive @ # A < S verilsin. x,y € Aicin A, Snin alt grubu ve xy €
A oluyorsa A, S nin alt halkas: olarak adlandirilir. Her x € A, m € S i¢in xm € A (mx €
A) oluyorsa A, S halkasmin sol (sag) ideali olarak adlandirilir. A kiimesi S halkasinin sol
ideali ayn1 zamanda da sag ideali oluyorsa A ya S halkasinin bir ideali denir (Hungerford,
1973).

Sol (sag) idealler bir alt halkadir ama tersi her zaman dogru olmayabilir. Ornegin;
a x
A= {(0 y) | x,y € Qvea € Z } kiimesi M,(Z) matris halkasinin alt halkasidir ancak

sol (sag) ideali degildir.

2.1.8. Tanim Bir S halkasinin 0 ve S idealleri asikar idealleridir. S halkasinin kendisinden

farkli diger tiim idealleri ise 6z ideal olarak adlandirilir (Hungerford, 1973).

2.1.9. Tamim Degismeli bir S halkasinin [ideali verilsin. I, yalnizca s € S elemani

tarafindan tretilmis ise I ya esas ideal denir (Hungerford, 1973).

2.1.10. Tanim Degismeli S halkasinin A ideali i¢in; a,b € S olmak sartiyla ab € A iken a
€ Aveya b € A oluyorsa A idealine S halkasinin asal ideali denir (Hungerford, 1973).

2.1.11. Tanim S halkasimin kendisinden farkli bir sol ideali A olmak kosuluyla, S de A
idealini kapsayan S den farkli bir sol ideal bulunmuyorsa A S nin maksimal sol ideali
olarak adlandirilir. Birimli ve degismeli halkalarda ise maksimal ideallerin her biri asal
ideal olur (Hungerford, 1973).



2.2. Modiiller

2.2.1. Tanim S halkasi ile (A4,+) abel grubu verilsin.

Her s eSvehera € Aigin e (s,a) = sa ile gosterilen e : S X A — A dis islemi;

() HerseSvehera,b € Aigins(a+ b) = sa + sb,

(ii) Her s,n €S ve her a € A igin (s + n)a = sa + na,

(iii) Her s,n €S ve her a € A i¢in (sn)a = s(na)

Kosullarin1 gergekliyorsa A abel grubu “¢” dig islemine gore bir sol S-modiil olarak
adlandirilir ve sA olarak gosterilir. S, birimi 15 olan bir halka olmak tizere her a € A i¢in
l;a = aesitligi gergekleniyorsa A modiiliine initer sol S-modiil denir. S halkasinin
tanimindan dolay1 S nin tniter sag S-modiil oldugu agik¢a goriiliir. Bu nedenle modiil

kavramina halkalarin genellemesi olarak bakilabilir (Hungerford, 1973).

Bu calismada aksi belirtilmedikge tiim modiiller iiniter sol S-modiil olacak sekilde

distintlecektir.

2.2.2. Tamim S modiil ve bostan farkli B € S alalim. (S,+) abel grubunun bir B alt
grubunda her b € B ve her s € S i¢in bs € B saglaniyorsa B ye S nin bir alt modiilii ad1
verilirve B < S bigiminde ifade edilir.

0 ve B modiilleri B nin alt modiilleri olup bunlar asikdr alt modiiller olarak adlandirilir

(Hungerford, 1973).

2.2.3. Tanim A modiiliiniin kendisi digindaki her alt modiiliine bu modiiliin 6z alt modiilii

adi verilir. B < A seklinde gosterilir (Hungerford, 1973).

2.2.4. Tanim A modiil ve B < A verilsin. A nin B yi kapsayan A ve B den farkli bir alt
modiilii bulunmuyorsa B modili A mn maksimal alt modiilii olarak adlandirilir
(Hungerford, 1973).

2.2.5. Teorem A modiiliiniin alt modiillerinin arakesiti de S nin alt modiiliidiir (Hungerford,
1973).



2.2.6. Tanim A modiil ve B < A olmak iizere A nin B yi igeren tiim alt modiillerinin
arakesitine Anmn B tarafindan iiretilen alt modiilii ad1 verilir ve (B) bi¢iminde yazilir.
Burada B kiimesine (B) alt modiiliiniin bir zirete¢ kiimesi denir. B kiimesi sonlu oluyorsa,
(B) ye sonlu iiretilmis bir alt modiil, B = {b} olacak sekilde tek bir eleman: varsa (B)
=(b) ya devirli alt modiil ad1 verilir. A nin A = (B) olacak sekilde sonlu bir B alt kiimesi
bulunuyorsa A sonlu iiretilmis modiil olarak adlandirilir. Eger A = (x) olacak bigimde
x € A mevcutsa A ya X elemani tarafindan iiretilmis devirli modiil adi1 verilir
(Hungerford, 1973).

2.2.7. Tanim S tamlik bolgesi, A S-modiil olmak iizere S nin 0 #s € S igin as =0
kosulunu gergekleyen a € A elemant A nin burulma elemani olarak adlandirilir. A nin
biitiin burulma elemanlarindan olusan kiime S(4) = {a € A : 0 # s € S igin as =0}
dir ve bu kiimeye A min burulmali alt modiilii, S(A) = A oluyorsa A modiiliine burulmali
modiil ve S(A) = 0 oluyorsa A ya burulmasiz modiil ad1 verilir (Alizade ve Pancar,
1999).

2.2.8. Tanim P, S-modiil ve T alt modiilii i¢in P/T bolim grubu,p + T € P/Tves € S
elemanlart icin (p + T)s = ps + T seklinde tanimlanmis bir dis isleme gore modiil

yapisindadir ve bu modiil P nin T alt modiiliine gore béliim modiilii olarak adlandirilir

(Alizade ve Pancar, 1999).

2.2.9. Teorem A modiilii sonlu tiretilmisse A nin 6z alt modiillerinin timii maksimal bir alt

modiil tarafindan igerilir (Hungerford, 1973).

2.3. Modiil Homomorfizmalari

2.3.1. Tanim Bir S halkas1 ve A, B modiillerinin her c,d € A, her s € S elemanlari i¢in;
MI(c + d) = I(c) + I()

(i) 9(cs) = I9(c)s

kosullarin1 gergekleyen 9: A — B fonksiyonuna S-modiil homomorfizmast adi verilir
(Hungerford, 1973).



2.3.2. Tanom A dan B ye tanimlanmis biitin modill homomorfizmalarinin kiimesi
Hom(A, B) olarak gosterilir.

A bir modiil olup 9: A — A bigimindeki homomorfizma A modiiliiniin endomorfizmasi
olarak adlandirilir. Bir A modiiliiniin biitin endomorfizmalarinin kiimesi ise End(A)
bi¢iminde ifade edilir.

9:A — B bir homomorfizma olsun. Eger 9 homomorfizmasi orten ise epimorfizma,
birebir ise monomorfizma olarak adlandirtlir. Hem birebir ve hem &rten bir
homomorfizmaysa izomorfizma adini alir. A ile B modiilleri arasinda bir izomorfizma

bulunuyorsa A ve B modiilleri izomorftur ve A = B ile gosterilir (Hungerford, 1973).

2.3.3. Tanim (i) Y:A—B epimorfizmast verilsin. 96 =15 seklinde 6:B — A
homomorfizmasi bulunuyorsa 9 parcalanabilir epimorfizma olarak adlandirilir.
(i) 9:A — B bir monomorfizma olsun. ¥9=1, seklinde : B — A homomorfizmasi

mevcutsa f monomorfizmasina par¢alanabilir monomorfizma denir (Wisbauer, 1991).

2.3.4. Teorem C modiil, B < C ve her ¢ € C i¢in (c) = ¢ + B bigiminde tanimlanmis
m:C — C/B doniisimii bir epimorfizmadir ve bu epimorfizma dogal (kanonik)
epimorfizma olarak adlandirilir.

Her C <B, ce(C i¢in i(c) =cseklinde tanimlanmis i:C — B donilisimii bir
monomorfizma olur ve bu monomorfizma i¢erme monomorfizmas: olarak adlandirilir
(Hungerford, 1973).

2.3.5. Tanim C modiilii ve B < C verilsin. ¢;,¢c, € C ve s € S, keyfi olmak tizere (¢, +
B)+ (c; + B) = (¢; + ¢3) + B ve s(c; + B) = scqy + B ile tanimhi “+” ikili iglemi ve .’
dig islemine gore C/B, S-modiil yapisinda olur. Bu modiil C nin B alt modiiliine gore
boliim modiilii olarak adlandirilir. € /B boliim modiiliiniin elemanlar1 ¢ € C,b € B olmak
lizere c + B formundadir. Ustelik c;,c, € C iginc; + B = ¢, + B esitliginin saglanmasi

icingerek ve yeter kosul ¢; — ¢, € B olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.3.5. Tammm C ve B modiilleri verilsin. 9:C — B homomorfizmasinda olmak {iizere
{c € C|Y(c) = 0} bigimindeki kiimeye f nin ¢ekirdegi ad1 verilir ve Cek(9) seklinde
gosterilir. {9(c)|c € C} seklinde tanimlanan kiimeye f nin gériintiisii ad1 verilir ve

Gor(Y) bigiminde gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).



2.3.6. Teorem D ve E birer modiil ve f: D — E homomorfizma ise;

(i) C < Dise, 9(C) < E dir. Ozel olarak Gor(9) < E olur.

(i) L < Eise,971(L) < D dir.

(iii) € < Dise, 971(f(C)) =C + Cek(V) dir.

(iviC < Dvel < Eise,

97 1(((C) + B)=C + 9 B)ve 9(¥~1(B) n C) =B n 9(C) dir.

(v) ¢ ve ¥ modiil homomorfizmalari igin 9={1 ise Cek(f)=y~1(Cek({)) dir (Alizade ve
Pancar, 1999).

2.3.7. Teorem A ve C modilleri verilsin. §:A —» C homomorfizma ve m:A - A/
Cek(&) kanonik epimorfizma olmak tizere § = ym bigiminde bir y:A/Cek(f) — C
monomorfizmasi mevcuttur ve A/Cek(6) = §(A) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.8. Teorem C modiilii ve VV,A < C alt modiilleri verilsin. Bundan dolay1 (V + A)/A
bolim modiili, C/A nin alt modiillerinden biri olur ve (V + A)/A =V/(V n A) dir
(Alizade ve Pancar, 1999).

2.3.9. Teorem C modiillve V < Y < Cise C/Y = (C/V)/(Y/V) dir (Alizade ve Pancar,
1999).

2.3.10. Tanim C modiilii ve V < C verilsin. Her Ae End(C) igin A(V) <V oluyorsa V alt

modiiliine C modiiliiniin karakteristik alt modiilii denir (Wisbauer, 1991)

2.3.11. Tanim Her alt modiilii karakteristik bir alt modiil olan modiile es modiil ad1 verilir

(Ozcan ve ark, 2006).

2.3.12. Teorem {C, }y<A S-modiillerin ailesi olmak kosuluyla C =@,ep C, ve V,C nin bir
karakteristik alt modiilii olmak kosuluyla V =@,es (V N C,) dir (Ozcan ve ark., 2006).

2.3.13. Tanim C bir modiil olmak lizere C modiiliiniin 6z alt modilleri en azindan bir tane
maksimal alt modiilde kapsanirsa, C modilii es afom modiil olarak adlandirilir
(Zo6schinger, 1974).



2.3.14. Teorem (Modiiler Kural) A modil ve B, C, D <A verilsin. C < B ise
(C + D) nB= C + (D n B)dir (Alizade ve Pancar, 1999).

IspatHera € (C + D) N Bigina € C + Dvea € Bolduguicina = c¢ + m olacak
bicimde ¢ € C vem € D mevcuttur. C < B oldugu igin ¢ € C olur. m = a-c ve
a € B, c € Bolduguiginme€ Bolupme D n B dir.Buradanc € C, m €D N B
ikena = ¢ + m € C + (M n B) bulunur. Budurumda (C + D)NB <C + (D NB)
olur. Ayrica, C+MDODnNnB)<C+DveC+ (DNB)<B oldugundan
C+ ((DnNnB)<(+ D)nB dir. Sonug olarak (C+ D) N B = C+ (D N B)

esitligi saglanir.

2.3.15. Tanim A bir modiil ve M, N, P modiilleri A nin alt modiilleri olmak {izere asagidaki
denk kosullar1 ger¢ekleyen C modiiliine dagilimlt modiil denir:
OOMN(N+P)=(MNN)+(MnP),

(i) M+ (GNnH)=(M+ G)n(M+ H) dir (Tuganbaev, 1999).

2.4. Direkt Carpimlar ve Direkt Toplamlar

2.4.1. Tanim K nin alt modiillerinin {K,},co ailesi icin  Y,co Kp={ky, + kp,+...+ky;

NEZ*, M1, iz,..., Nk€O, ky €K, , k

n Ky, € Kooy ky € Ky} kiimesi K modiiliiniin bir alt

modiilii olur ve bu alt modiil {K;},cg ailesinin toplam: olarak adlandirilir (Hungerford,

1973).

2.4.2. Tanim S halkasi ve 8 # @ bir indis kiimesi olma kosuluyla {As}scg S-modiillerin
ailesi verilsin.  [lscgds ={ ¢ | 0: 8 —UgspAs , her § € 0 igin ¢(8) €As}
kiimesine {As}scg modiiller ailesinin ¢carpimi ad1 verilir.

Her § € 6 igin B(5) = Bs ve B = (Bs)sep bigiminde yazalim. S doniisiimiiniin 8. bileseni S5
dir. Burada 6 sayilabilir ise, B = (Bs)sco = (B1,B2) -, L5, ----) seklinde gosterilir.
B,w € [lscqgAs Ve her § € 0 igin;

M= ws Bs=ws,

(i) p+ w = (Bs + ws)seo.

(iii) -B = (=Bs) se0.
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(iv) s € S icin Bs = (BsS)seo seklinde tanimlanmis cebirsel islemlere gore [[seq As bir
modiil yapisindadir ve {As}scg modiiller ailesinin dis direkt ¢arpimi adi verilir.

B5eo As= { (Bs)seco| sonlu sayida §e€6 icin Bs# 0 ve PBs€ As scklindeki
kiimeye{As}scg  modiiller ailesinin bir dis direkt toplam: denir ve bu kiime [[5cq As
modiiliiniin bir alt modiiliidiir. 8 sonlu kiime ise [[scg As=@j5eg As dir. A bir modiil {4, |
p € A} da A modiiliiniin alt modiillerinin toplulugu olsun. Herhangi bir a € A elemani tek

tiirlii olarak A, alt modiillerinin elemanlarinin toplami seklinde, yani

a=a,, +a,, + - +a,, ap €A,

seklinde yazilabilirse A ya A, alt modiillerinin i¢ direkt toplam: denir. Tammlardan

anlagilabilecegi lizere dis direkt toplam Ve i¢ direkt toplam birbirine izomorftur (Alizade ve
Pancar, 1999).

2.4.3. Tanim C, S-modiil olarak verilsin. I indis kiimesi olacak bi¢imde C = S(7 oluyorsa
C modiiliine serbest modiil ad1 verilir. T = {1, 2, ..., n} sonlu elemana sahipse ¢ = ST ya

sonlu iiretilmis serbest modiil ad1 verilir (Kasch, 1982).

2.4.4. Tanim (i) A modiil ve K,N < A verilsinn. K N N = 0ve A= K + Nise AyaK
ve N nin direkt toplami denir ve. A = K @ N seklinde gosterilir. Burada K ve N ye A nin
direkt toplam terimleri ve A = K @ N ifadesine de A nin bir direkt par¢alanist ad1 verilir.
(if) Asikar alt modiillerinden farkli bir direkt toplam terimi bulunmayan A modiiliine

parcalanamaz modiil, aksi olmasi durumunda A ya parc¢alanabilir modiil ad1 verilir
(Hungerford, 1973).

Ornegin Z; parcalanamaz modiildiir. Fakat Z, modiilii parcalanabilirdir.

(Hungerford, 1973).

2.4.5. Teorem A modil ve B,C < A olmak iizere A modiliniin B ve C modiillerinin
direkt toplami olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hera € A, b e Bve c € C i¢in a=b +
c tek tiirlii sekilde olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
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2.4.6. Tanim {A4;};c; modiiller ailesinden ve bunlarin ,: A,,—A,,_; homomorfizmalarinin

o Bn Bn Bn- o . .
ailesinden olusan ..—A4,,4 —+1>An—>An_1—1>... dizisinde her n€Z igin

Gor(B,) = Cek(B,,—1) ise bu diziye tam dizi ad1 verilir.

0—>A—- B - C— 0 olan tam dizisi kisa tam dizi olarak adlandirilir (Alizade ve Pancar,
1999).

n u
2.4.7. Teorem 0 - A _(T) B_T’C —> 0 seklindeki bir kisa tam dizi i¢in asagida bulunan

ifadeler denktir;

(i) On = I, seklinde bir 8: B — A homomorfizmas1 mevcuttur,

(if) Gor(n), B modiiliiniin direkt toplam terimi olur,

(iii) uk = I olan &: C—B modiil homomorfizmasi mevcuttur dolayisiyla B = A @ C olur
(Alizade ve Pancar, 1999).

Yukaridaki denk kosullarin herhangi birini ger¢ekleyen kisa tam diziye parcalanabilir kisa

tam dizi ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.4.8. Tanim (i) A modil, N < A verilsin. m: A - A/N dogal homomorfizmasi olacak
bi¢cimdeki A/N nin direkt toplam terimlerinden her biri A nin bir direkt toplam teriminin 7
altindaki gorilintlisii  bi¢iminde yazilabiliyorsa A nin N alt modiline m dogal
homomorfizmasi altinda yiikseltilebilir modiil denir.

(11) Her alt modiilii bir direkt toplam terimine yiikseltilebilir olan modiile aritilabilir modiil

denir (Wisbauer, 1996).
2.5. Kiiciik Alt Modiiller

2.5.1. Tanim C modiil, B < C ise C = B+ A kosulunu saglayabilen ¢ modiiliiniin A 6z
alt modiilii mevcut degilse Bye C modiliiniin kiiciik alt modiilii ad1 verilir. B < C
bi¢iminde yazilir (Wisbauer, 1991).

2.5.2. Onerme Y modiil ve N < A <Y i¢in asagidakiler saglanir:
(HlAKYolusaN <Y,
(i) N < Aolursa N «< Y olur (Wisbauer, 1991).
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Ispat (i) N + T =Y seklinde olan bir T alt modiilii verilsin. N < A olduguicin A+ T =Y
yazilir. Buradan A < Y oldugundan T =Y elde edilir. Dolayisiyla N < Y olur.

(i) N+ K =Y kosulunu gergekleyen Y nin bir K alt modilini ele alalhm. A <Y
oldugundan (N + K) N A = A bulunur. N < A oldugundan N + (AN K) = A yazilabilir.
N < A oldugundan AN K = A bulunur. Buradan A€ K olur. N<A<KveN+K=Y
oldugundan K = Y bulunur. Dolayisiyla N < Y dir.

2.5.3. Teorem C modiil ve A, Ay, ..., A, B1, By, ..., By, < C ve her i=1,2,..m igin A; <
B; oluyorsa A, + A, + -+ Ay, & By, By, ..., By, olur (Wisbauer, 1991).

2.5.4. Teorem C ile N modil, U < T olsun. ¢:C — N homomorfizmasinda U < C ise
d(U) < ¢(C) dir (Wisbauer,1991).

Ispat ¢(U) + T = ¢(C) sartim gergekleyen T < ¢(C) modiiliinii alalim. Bu durumda,
¢ H(p(U) + T) = C esitliginden ve U + ¢~1(T) =C esitligi bulunur. U < C oldugu igin
¢~1(T) = C dir. Budurumda T = ¢(C) olur. Dolayistyla ¢p(U) « (C) elde edilir.

2.5.5. Tamim C, N modiilleri i¢in 9: C — N epimorfizma olarak yazilsin. Cek(d) < C

oluyorsa 9 epimorfizmasina kii¢iik epimorfizma adi verilir (Wisbauer, 1991).

2.5.6. Tanim C projektif modiilii ve N modiilii yardimiyla n: C — N kiigiik epimorfizmasi
verilsin. Bu durumda € modiilii N nin projektif ortiisii olarak adlandirilir (Alizade ve
Pancar, 1999).

2.5.7. Teorem C modiilii ve K < A < C verilsin. C nin direkt toplam terimlerinden biri

olan A i¢in K < A olmasi igin gerek ve yeter kosul K « C olmasidir (Wisbauer, 1991).
2.6. Basit ve Yari Basit Modiiller
2.6.1. Tanim C S-modiiliiniin ayrica kendisi ile sifir haricinde bir alt modiilii bulunmuyorsa

C basit modiil olarak adlandirilir. S-modiil olarak S basit oluyorsa, S basit halka olarak
adlandirilir (Alizade ve Pancar, 1999).
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Omegin r € P olmak iizere Z, Z-modiilii basittir.

2.6.2. Teorem Birimli bir halka olan S i¢in asagida verilen ifadeler esdegerdir;
(1) S bir bolme halkasi olur,

(i1) S sol basit halkadir,

(iii) S sag basit halkadir (Kasch, 1982).

Ispat ())=(ii) Birimli S bir bolme halkas1 ve I, S halkasinin sifiridan farkli bir sol ideal
olarak bulunsun. I idealinde sifirdan farkli bir b € I vardir. I sol ideal ve S bolme halkasi
oldugundan 1g = b~1b € I dir. Béylece herm € Sigcinm=ml, € [olup S = I oldugu
goriiliir.

(i)=(i) S sol basit halka olsun. Sifirdan farkli bir b € S alalim. Sbh = S oldugundan
15=mb olacak bigimde sifirdan farkli bir m € S vardir. Ote yandan bu m eleman igin de
nm = 15 olacak bigimde n € S vardir. Buradan n=nlg = n(mb) = (nm)b=1,=b olur.
Dolayisiyla mb = 1,=bm olur ve b nin tersi mevcuttur. S nin sifir1 haricindeki tiim
elemanlarinin tersi bulundugundan S boélme halkasidir.

(iye (i) Ayni yolla bulunabilir.

2.6.3. Yardimei Teorem € modiil ve {C;|t € A} basit alt modiillerin ailesi olmak kosuluyla
C=Y1ea C; ve Y < C olup asagidakiler saglanir:

(i) C = Y®(B,erC;) olacak bigimde I' € A alt kiimesi bulunur.

(i) Y = @,¢oC; olacak bicimde © € A alt kiimesi bulunur (Kasch, 1982).

2.6.4. Onerme C basit modiil olmak kosuluyla 0 modiilii, C modiiliiniin bir maksimal alt

modiilii olup 0 # ¢ € C igin ¢S = C olup C modiilii devirlidir (Kasch, 1982).

Ispat C modiiliiniin basit olmas1 sebebiyle C nin 0 alt modiiliinii igeren C den farkl: alt
modiilii mevcut degildir. 0 modiilii C modiiliiniin maksimal bir alt modiilidiir. Her 0 #
c € C igin ¢S, C nin alt modiilii ve ¢ € ¢S olur. Boylelikle ¢S # 0 ve C basit modiil

oldugu igin ¢S = C esitligi saglanir. Boylelikle C devirlidir.

2.6.5. Teorem K < C olacak bi¢imde K modiiliiniin C nin maksimal alt modiilii olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul C/K modiiliiniin basit modiil olmasidir (Wisbauer, 1991).
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Ispat (=) C modiiliiniin maksimal alt modiilii K ve E/K < C/K olsun. K, maksimal alt
modiil oldugu i¢in E = C ya da E = K dir. Yani C/K bolim modiiliiniin alt modiilleri
C/K veya K /K olur. Bu durumda C /K boliim modiilii basit modiil olur.

(&) C/K basit modil ve K < E < C olsun. Buradan E/K modiili, C/K bolim
modiiliiniin bir alt modiiliidiir. C/K basit oldugu i¢in C/K = E/K veya E/K = K /K olup

E = C veya E = K dir. Bu durumda K, C modiiliiniin maksimal bir alt modiilii olur.

2.6.6. Tanim C nin alt modiilleri C de direkt toplam terimleri oluyorsa C, yart basit modiil
olarak adlandirilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ornegin Z, Z-modiiliinii diisiinelim. {0, 2} < Z, alt modiilii Z, iin bir direkt toplam terimi
olmadigindan Z, yar1 basit modiil degildir. Ama Z¢ modiili Z¢ = {0,2,4}®{0, 3}
oldugundan yar1 basittir.

Ayrica herhangi bir modiiliin 0 alt modiilii basit olmayan, yar1 basit bir modiildiir (Kasch,
1982).

2.6.7. Teorem C modiilii i¢in asagidakiler esdegerdir;

(i) C nin tiim alt modiilleri basit alt modiillerin toplamindan olusur,
(i) C basit olan alt modiillerin toplamindan olusur,

(iii) C basit olan alt modiillerin direkt toplamindan olusur,

(iv) C yari basittir (Kasch, 1982).

2.6.8. Sonug i) Herhangi bir yar1 basit modiiliin tiim alt modiilleri yar1 basit olur,
(if) Herhangi bir yar1 basit modiiliin her bir homomorfik goriintiisii de yar1 basit modiil
olur,

(iii) Basit modiillerin herhangi bir sayidaki toplamlari yari basit olur (Kasch, 1982).

2.6.9. Yardimer Teorem C yari basit modiil olmak kosuluyla € modiiliiniin sifir haricindeki

alt modiillerinden her biri basit alt modiil igerir (Kasch, 1982).

2.6.10. Tanim E modiilii i¢in D < E olan D nin, E modiiliiniin sifir olmayan alt modiilleri

ile kesisimi sifir olmuyorsa D, N nin biiyiik alt modiilii olarak adlandirilir. D 2 E seklinde
yazilir (Wisbauer, 1991).
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Zz modiiliiniin sifir olmayan her bir alt modiilii biiyiik alt modiil olur.

2.6.11. Tamim C modiil ve V, V' < C olsun. V NV’ = 0 esitligini saglayan V' alt modiili
bu kosulu gergekleyen maksimal ise yani her V' < L < C i¢in VN L =0 olmas1 L =V’

olmasini gerektiriyorsa V' ye U nun kesisime gore tiimleyeni adi verilir (Alizade ve Pancar,
1999).

2.6.12. Sonu¢ Bir S halkas1 i¢in asagidaki esdeger ifadeler verilir:
(1) S yar1 basit bir halkadir,

(i1) Her sag S-modiil yar1 basittir,

(iif) Her sol S-modiil yari basittir (Kasch, 1982).

Basit modiillerin direkt toplamlar1 da yar1 basit oldugu icin basit modiillerin yar1 basit
modiil oldugu acik¢a goriiliir.
Sonug 2.6.12. de bahsedilen denk kosullardan birini saglayan bir halka yar: basit halka

olarak adlandirilir.

Her bolme halkasi bir yar1 basit halkadir, ama tersi her zaman dogru olmayabilir. Ornegin;

Z¢ yar basit bir halka olmasina ragmen bdlme halkas1 degildir.

2.6.13. Sonug Sol yar basit her halka ayn1 zamanda sag yar1 basit bir halkadir ve aksine
sag yar1 basit her halka da sol yar1 basit bir halkadir (Lam, 1991).

2.7. Bir Modiiliin Destegi ve Radikali

2.7.1. Tanim C modiil olmak iizere, C nin biitiin basit alt modiillerinin toplami bu modiiliin
destegi adim alir. Des(C) seklinde ifade edilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Destek tanimi geregince asagidaki ifadeler sdylenebilir.

2.7.2. Sonug Bir C modiilii i¢in asagida belirtilen kosullar esdegerdir;
(i) Her L < C i¢in L=Des(L) dir,
(if) € = Des(C) dir,

(iii) C basit olan alt modiillerin direkt toplami olarak yazilir,
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(iv) C yar basittir (Kasch, 1982).

2.7.3. Onerme {C,}t® bir modiil ailesi olmak kosuluyla, Des(®,co C,) = ®,coDes(C)
dir (Wisbauer, 1991).

2.7.4. Tanim C modiiliiniin maksimal alt modiilerinin arakesiti C nin radikali olarak
adlandirilir. Rad(C) seklinde ifade edilir. Rad(C) = C ise € modiiliinde maksimal alt
modiil yoktur ve C ye radikal modiil ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

Rad(C) = 0 ise C nin 0 disinda kii¢iik alt modiilii bulunmaz (Anderson ve Fuller, 1992).
P(C), C nin biitiin radikal olan alt modiillerinin toplam1 olarak ifade edilir (Z6schinger,
1974).

2.7.5. Onerme C modiilii i¢in Rad(P(C)) = P(C) dir (Wisbauer, 1991).

2.7.6. Teorem (i) C, D modiiller ve ¢ € Hom(C, D) oluyorsa, é(Rad(C)) < Rad(D) olur;
Eger Cek (&) <Rad(C) ise, E(Rad(C)) = Rad(&(C)) dir;

(ii) Rad(C/Rad(C)) =0 dir;

(i) Y<Z <Cise, Rad(Y) < Rad(Z) dir;

(iv) C =@®,cp C, ise, Rad(C) =®,cp Rad(C)) dur;

(v) D < C ise, (D+Rad(C)) / D < Rad(CID), D < Rad(C) ise Rad(C/D) = Rad(C) /D
esitligi saglanir;

(vi) C nin sonlu tiretilmis tiim alt modiillerinin C de kii¢iik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
C modiliiniin radikal olmasidir;

(vii) C =@, C, ise C/Rad(C) =@, (C; / Rad(C)) olur (Kasch, 1982; Wisbhauer,
1991).

2.7.7. Sonug¢ Ek olarak yar1 basit modiillerin radikalinin 0 oldugunu soyleyebiliriz.

2.7.8. Teorem Es atom olan bir L modiilii i¢in Rad (L) « L dir (Wisbauer, 1991).

Ispat Rad(L) +V =L olan V < L alt modiilii olsun. Hipotez geregince V, L nin bir C

maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. Dolayistyla V < C ve Rad(L) < C oldugu igin
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L= Rad(L)+V < C olup L =C celigkisi elde edilir. Bundan dolay1 V = L olur ve
Rad(L) « L bulunur.

2.7.9. Sonug¢ Sonlu olarak iiretilmis her € modiili i¢in Rad(C) « C olur (Wisbauer, 1991).

2.7.10. Sonug¢ C S-modiilii ve ¢ € C verilsin. ¢S « C olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢ €
Rad(C) olmasidir (Kasch, 1982).

2.7.11. Onerme C modiil olmak iizere, Dess(C) = Rad(C) N Des(C) dir (Kaynar vd.,
2020).

2.7.12. Yardimc1 Teorem B bir modiil ve A indis kiimesi olsun. Her & € A olan Y;
modiilleri B modiiliiniin Y yi igeren alt modiilleri ise Ngep Yz /Y=(Ngea Ye)/Y dir (Kasch,
1982).

Ispat k +Y € Ngea(Ye/Y) olsun. Her & € A igin k +Y € Y¢/Y olacagindan ve k € Y;
bulunur. Dolayisiyla k € NgepYe Olup buradan k +Y € (NgeaY:)/Y bulunur. Benzer

bigimde ters kapsamasi da gosterilebilir.

2.7.13. Teorem C bir modiil olmak kosuluyla Rad(C) = Y.; «¢ L olur (Kasch, 1982).

2.7.14. Teorem € modiili M < C olan bir modiil olmak tizere;

(i) C es atomsa C/M es atom modiildiir,

(if) M ile C/M es atom modiillerse C es atom modiildiir (Z6schinger, 1974).

2.7.15. Tanim S halkas1 i¢in, S nin sifirdan farkli her sol S-modiiliiniin maksimal alt
modiili mevcutsa S sol maksimal halka olarak adlandirilir (Tuganbaev,2003).

S sol maksimal halka olmak kosuluyla her sol S-modiiliin es atom oldugu soylenebilir.

2.7.16. Onerme S halkas1 ve sifirdan farkli projektif bir C S-modiilii verilsin. Boylece
Rad(S)C = Rad(C) ve Des(S)C = Des(C) dir (Kasch,1982).

2.7.17. Onerme C modiil, D < Rad(C) iken D yar1 basit ise, D<C olur (Kaynar vd., 2020).
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Rad(S) idealine, S halkasinin Jacobson radikali denir (Wisbauer, 1991).
2.7.18. Onerme C bir S-modiilse Rad(S)Des(C) = 0 dir. Ozel olarak, C=sS
icin Rad(S)Des(sS) = 0 dir (Kasch, 1982).

2.8. Yerel, Yar1 Yerel ve Oyuk Modiiller

2.8.1. Tanim C, S-modiiliiniin biitiin 6z alt modiillerinin toplami tekrar 6z alt modiil
oluyorsa, C modiiliine yerel modiil ad1 verilir. Sg yerel olan S halkasina ise yerel halka adi
verilir (Wisbauer, 1991).

Ornegin m € P ve n > 1 olmak iizere Z,,» yerel bir Z-modiildiir (Nisanc1 Tiirkmen ve
Pancar, 2014)

2.8.2. Tanim S bir halka, V' S-modiil olmak iizere V /Rad (V) yar1 basit oluyorsa V ye yari
yerel modiil adi1 verilir. S sol (sag) S-modiil olarak yari yerel modiil ise S yar: yerel halka
olarak adlandirilir (Wisbauer, 1991).

2.8.3. Onerme C modiilii ve C nin maksimal alt modiilii olan B, C de bir B’ tiimleyenine

sahipse B’ yereldir (Wisbauer, 1991).

2.8.4. Teorem S yari yerel halka ve C S-modiil olmak {izere Rad(C) = CRad(S) olur
(Zhou ve Zhang, 2011).

2.8.5. Teorem Sifirdan farkli bir modiil olan Y nin yerel modiil olmasi igin gerek ve yeter
kosul Y nin bir tane maksimal alt modiile sahip, devirli modiil olmasidir. Bu kosullar

altinda Rad(Y), Y nin maksimal alt modiilii olup Rad(Y) « Y olur (Wisbauer, 1991).

Ispat (=) Y yerel modiiliiniin biitiin 6z alt modiillerinin toplam1 C ise C # Y oldugundan
Jy €Y elemani igin y & C ve yS & Cdir. Boylece C modiilii, Y nin 6z alt modiillerinin
toplamindan olustugundan yS = Y olup Y devirli modiil olur. Ayrica C alt modiiliiniin tek
maksimal alt modiil olmasi ise tanim geregince agiktir.

(&) Y sadece C maksimal alt modiiliine sahip ve devirli ise Y modiilii sonlu tiretilmis

oldugundan Y nin 6z alt modiilleri Y nin bir maksimal alt modiilinde kapsanmasindan
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otirtt Y nin 6z alt her modiilii de C tarafindan kapsanir. Boylece Y nin kendisi disindaki
biitiin alt modiillerinin toplami C oldugundam Y yerel modiil olur. Radikal taniminin

geregi Rad(Y) = C olup Y devirli oldugundan Rad(Y) «< Y oldugu goriiliir.

Cisimlerde 0 tek maksimal ideal oldugundan her cismin ayn: zamanda bir yerel halka

oldugu goriiliir.

2.8.6. Tanim € modiiliiniin tiim 6z alt modiilleri ayn1 modiilde kiiciik alt modiil oluyorsa C
oyuk modiil olarak adlandirilir (Wisbauer, 1991).

Ornegin r asal tam say1 olmak iizere Z,e Z-modiilii yerel olmayan oyuk bir modiil olur.

2.8.7. Teorem Y S-modiilii i¢in asagidakiler esdegerdir;
(i) Y oyuk modiildiir ve Rad (Y) # Y dir,

(ii) Y oyuktur ve sonlu tiretilmistir (devirlidir),

(iii) Y yerel modiildiir (Wisbauer, 1991).

Ispat (i) = (ii) Rad(Y) # Y olmasindan dolay1r Y nin bir L maksimal alt modiilii
mevcuttur. L nin maksimal olmasi sebebiyle her biry € Y \ L elemani igin L + yS =
Y esitligi saglanir. Y oyuk oldugu i¢in L < Y olacagindan yS = Y olup Y devirlidir.

(if) = (iii) Y devirli modiil oldugundan sonlu tiretilmistir. Buradan Rad(Y) # Y dir. Yani
Y nin bir C maksimal alt modiilii bulunur. Ote yandan C maksimal alt modiiliin diger biitiin
0z alt modiilleri kapsadigini gosterelim. L <Y modiilii i¢gin L & C olursa C maksimal
oldugundan L + C = Y olup Y oldugundan C =Y bulunur. Bundan dolay1 L € C
olmalidir. Yani C, Y nin diger tiim 6z alt modiillerini igerir. Sonug olarak C ninY de bir 6z
alt modiil oldugundan Y yerel olur.

(iii) = (i) Y yerel modiil olsun. C 6z alt modiilii Y nin diger 6z alt modiillerini igerir. C +
L= Yigineger L # Y olursa, L < C olup C = Y dir. Dolayisiyla C + L = Y seklinde
olan her L alt modili i¢in L = Y olur. Yani C < Y dir. L <Y 06z alt modiiliinii alirsak
L c C ve C <Y olmasindan otiiri L «< Y olur. Bundan dolayr Y oyuk olur ve
Rad(Y) = C # Y dir.

2.8.8. Sonug¢ C nin yerel modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C nin oyuk ve Rad(C) #
C olmasidir (Wisbauer, 1991).
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2.9. Yar1 Miikemmel Modiiller ve Halkalar

2.9.1. Tanim C modiiliiniin tim boliim modiillerinin birer projektif ortiisti bulunuyorsa, C

yart miikemmel modiil olarak adlandirilir (Kasch, 1982).

2.9.2. Yardimci Teorem (i) Yar1 miikemmel tiim modiillerin bolim modiilleri de yari
miikemmel olur,

(ii) Basit olan modiillerin projektif 6rtiisti yart mitkemmel olur (Kasch, 1982).

2.9.3. Teorem C projektif modiil ve V<C oluyorsa asagidaki kosullar esdegerdir;
(i) V nin C de direkt toplam terimi olan bir tiimleyeni vardir,

(i) C/V bir projektif ortiiye sahiptir (Wisbauer, 1991).

2.9.4. Onerme C yar1 miikemmel bir modiil olmak iizere Rad(C) « C dir (Wisbauer,
1991).

2.9.5. Teorem C modiili ve V<C verilsin. Bu durumda asagidakiler esdegerdir;

(i) C/V boliim modiiliiniin projektif ortlisii mevcuttur,

(if) C nin C=V+Y kosulunu saglayan her Y alt modiilii V' nin bir tiimleyenini kapsar ve bu
tiimleyen projektif ortiiye sahiptir,

(iii) ¥ nin C de projektif ortiiye sahip olan bir tiimleyeni bulunur (Xue, 1996).

2.9.6. Tamim S halkasi verilsin. Eger sonlu olarak iiretilmis her S-modiiliin projektif ortiisii
var ise ¢S yart miikemmel olarak adlandirilir bir bagka deyisle S halkasina yar: miikemmel
halka denir (Wisbauer, 1991).

2.10. Miikemmel Modiiller ve Halkalar

2.10.1. Tanim C modiil olsun. Her J indis kiimesi i¢in €U yar1 miikemmelse, C ye
miikemmel modiil denir (Wisbauer, 1991).

2.10.2. Teorem Projektif olan € modiilii igin asagida belirtilen kosullar esdegerdir:

(i) € miikemmeldir;
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(if) C-tretilmis her modiil timlenmistir;
(iii) C-iiretilmis her modiil projektif bir ortiiye sahiptir (Wisbauer, 1991)

Yukaridaki teorem i¢in C = S alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

2.10.3. Sonug Bir S halkas1 asagida belirtilen denklikler verilir:
(1) sS miikemmel olur;
(i1) Her sol S-modiil tiimlenmis olur;

(iii) Her sol S-modiiliin projektif bir ortiisii bulunur (Wisbauer, 1991).

2.11. Projektif Modiiller

2.11.1. Tanim (i) C ile B modiilleri i¢in her f: B — D homomorfizmasi ve her g:C — D
epimorfizmasi i¢in asagida verilen diyagram degismeli oluyorsa yani f = gh biciminde

h: B — C homomorfizmasi mevcutsa B ye C-projektiftir ad1 verilir.

(i) B bir modill olmak ftizere her f:B — D homomorfizmasi, her g:C — D
epimorfizmasi i¢in agagida verilen diyagram degismeli oluyorsa yani f = gh bi¢ciminde ve
h: B — C homomorfizmasi varsa B ye projektiftir adi verilir. Eger B, B-projektifse B
modiilii kendi kendine projektif olarak adlandirilir (Hungerford, 1973).

2.11.2. Teorem {Di}iel modiiller ailesi ve D = @;; D; olsun. D nin projektif olabilmesi

icin gerek ve yeter kosul her i € I i¢in D; lerin projektif olmasidir (Kasch, 1982).

2.11.3. Teorem S bir halka ise her F serbest S-modiilii projektiftir (Kasch, 1982).

Ispat I indis kiimesi ve F=S®serbest modiiliinii ele alalim. S halkasinin projektif oldugu

gosterilirse Teorem 2.10.2 den F serbest modiilii projektif olur. f:D—E epimorfizmasini
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ve g:.S—E homomorfizmasini diisiinelim. S halkasinin birim elemani 1 olmak {izere f
epimorfizma oldugundan g(15)=f(d) olacak bicimde d € D mevcuttur. Bu durumda her
s € S igin A(s)=ds ile tanimlanmis h: S = D doniigiimii bir homomorfizmadir. Simdi fh=g
nin dogru oldugunu gosterelim. Her s € Sicin g(s) = g(1ss) = g(15)s = f(d)s =
f(ds) = (fh)(s) oldugundan g=fh esitligi bulunur. Bundan dolay1 F serbest modiilii
projektif olur.

2.11.4. Teorem Bir P modiilii i¢in asagidaki denklikler verilir;

(1) P projektiftir,

(i) 0>M —N—P—0 kisa tam dizisi par¢alanabilir kisa tam dizi olur,

(iii) P modiilii serbest bir modiiliin direkt toplam terimi bi¢imindedir (Alizade ve Pancar,
1999).

2.11.5. Tanim € modiiliiniin C = N + L esitligini saglayan N, L < C alt modiilleri i¢in
Gor(9) < N ve Gor(l, — 9¥) < L olmak kaydiyla bir 9 € End(C) bulunabiliyorsa
C ye m —projektif modiil adi verilir (Wisbauer, 1991).

2.11.6. Teorem Y projektif modiilii r-projektiftir (Kasch, 1982).

Ispat Y projektif modiil olsun. U,V <Y ve Y = U + V igin p: Y - Y/V dogal
homomorfizmasinin P,: U — Y/V kisitlamg1 bir epimorfizmadir ve Y projektif oldugu

icin agagidaki diyagram degismelidir.

ply

Yani Py h = p seklinde bir h:Y — U homomorfizmas: vardir ve Gér(h) < U oldugu
acikca goriliir. Her m € Gor(1y — h) oldugunda y € Y icin m = y — h(y) yazilabilir.
Simdi m nin p altinda goriintistinii bulalim. p(m) = p(y — h(y)) = p(y) —

) = r@») — Pyh)(y) = p(y) — p(y) = 0 oldugundan m € Cek(p) =V
bulunur. Béylece Gor(1y —h) < V olupY m-projektiftir.
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2.12. Giiglii Yerel Modiiller

2.12.1. Tanim Yerel € modiilii igin Rad(C) yar1 basit ise, C modiilii gii¢lii yerel modiil
olarak adlandirilir. S halkasi sol S-modiil olarak bir giiglii yerel modiil oluyorsa, S sol
giiclii yerel halka olarak adlandirilir (Kaynar vd., 2020).

Bundan dolay1 asagidaki diyagrami yazabiliriz.

basit modiil = giiclii yerel modiil = yerel modiil

Asagida verilen Oornek, belirtilen diyagramdaki gerektirmelerinin terslerinin her zaman

dogru olamayabilecegini gosterir.

2.12.2. Ornek C =7 s yerel sol Z -modiilii icin Rad(C) = Des(C) = {0, 2} =< 2>
oldugundan C giiglii yerel modiil olur ama basit degildir. Ote yandan; C = Z g yerel
sol Z -modiilii igin {0, 2} = Des(C) € Rad(C) = {0, 2 4, 6} oldugundan C gii¢lii
yerel modiil degildir (Kaynar vd., 2020).

2.12.3. Onerme C giiglii yerel modiil iken C nin boliim modiilleri birer giiglii yerel
modiildir (Kaynar vd., 2020).

Ispat C giiglii yerel modiilii ve C nin B alt modiilii verilsin. O halde C/B béliim modiilii
yerel modiildiir ve yalnizca Rad(C), C modiliiniin maksimal alt modiilii olur. Ayrica
Teorem 2.7.6. (iv) den Rad(C/B) = Rad(C) /B olup Rad(C) € Des(C) olacagindan
Rad(C) /B < Des(C) /B bulunur. Ustelik m: ¢ — C/B dogal homomorfizma
olacagindan m(Des(C)) = Des(C)/B < Des(C/B) dir. C/B yerel modiilii i¢in Rad(C/B)
C Des(C/B) olup C/B nin giiglii yerel modiil oldugu goriiliir.

2.12.4. Onerme S giiglii yerel halka olmak kosuluyla (Rad(S))? = 0 esitligi saglanir
(Kaynar vd., 2020).

Ispat S giiclii yerel oldugundan Rad(S) € Des(sS) dir. O halde Onerme 2.7.18. den
(Rad(S))? = 0 bulunur.

2.12.5. Onerme Giiglii yerel olan tamlik balgesi bir cisimdir (Kaynar vd., 2020).
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Ispat S giiclii yerel tamlik bolgesini ve bir 0 # a € S elemanin1 alalm. a € S\ Rad(S) ise
Rad(S), S nin maksimal alt modiilii oldugundan Rad(S) + Sa = S dir. S yerel oldugundan
Rad(S) « S olup Sa = S dir. Buradan a, S nin terslenebilir elemani olup a € (S) yazilir.
Dolayistyla Onerme 2.12.4. ten a? € (Rad(S))? = 0 dir. O halde a = 0 olup S cisimdir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tiimlenmis ve Bol Tiimlenmis Modiiller

3.1.1. Tanim C modili ve K < C olan alt modula verilsin. € = K +V bi¢iminde
yazilabilen bir V < C mevcut ve V minimal eleman iken, bir baska deyisle C = K + L
esitligini saglayan L < V igin L =V oluyorsa V ye, C de K nin tiimleyeni ad1 verilir ve K
ya C de tiimleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

C modiil, L « C verilsin. Buradan C, L nin tiimleyeni olur. Yani sifir alt modiiliiniin

tiimleyeni bir modiiliin kendisi olur.

3.1.2. Onerme C modiil ve K,V < C olsun. V modiiliiniin K nin tiimleyeni olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul C = K +V ve K NV K V olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat (=) V,K nin bir tiimleyeni ise tanima gore C = K + V dir. M <V modiilii icin
V=(KnV)+M oluyorsa C=K+V=K+(KnV)+M=K+M olup V,K nin
timleyeni oldugu i¢in M =V bulunurve K NV «< V olur.

(&)C=K+VveKnV KV olsun. M <V modiilii i¢in C = K + M oluyorsa, modiiler
kural kullanilarak V = (K NV)+ M esitliginde K NV <V olmasi sebebiyle M =V

bulunur.

3.1.3. Tanim C modiiliiniin tiim alt modiilleri bir timleyene sahipse C modiiliine tiimlenmis

modiil denir (Wisbauer, 1991).

3.1.4. Teorem Yar1 basit modiiller tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.5. Teorem Yerel modiiller ve oyuk modiiller timlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.6. Teorem C tiimlenmis modiliiniin tim homomorfik goriintiileri de tiimlenmigtir
(Wisbauer, 1991).

3.1.7. Sonu¢ Timlenmis olan bir modiiliin her boliim modiilii de tiimlenmistir (Wisbauer,
1991).
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3.1.8. Yardimc1 Teorem V modiilii ve L, C < V verilsin. L timlenmis modiil olmak tizere
L + C nin V de bir timleyeni mevcut ise C nin de bir tiimleyeni mevcut olur (Wisbauer,
1991).

Ispat L+ C nin V de ki bir tiimleyeni T ve L n (C + T) alt modiiliiniin L de ki
bir tiimleyeni E olmak kaydiyla T, L + C nin V de ki tiimleyeni oldugu i¢in (L + C) +
T=V, L+C)NTKTveE, LN (C+T)ninL de ki timleyeni oldugu igin
Ln (C+T)+ E=Lve[Ln (C +T)]NnE K< Eolur. Buradan L n (C +T)+
E+C+T=L+C+T = VolduguicinC + T + E = V bulunur. Diger taraftan,
CN(T+E)YSTNn(C+E)+EnNn(C+T)olupE<LVveEN((C+T)KE
oldugundanC N (T + E) K T + EolupT + E, T ninV de timleyenidir.

3.1.9. Teorem C nin alt modiilleri K,V < C igin C = K + V olup K ile V bol tiimlenmis
ise C de bol tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.10. Tanim C modiilii ve Y < C verilsin. C =Y + K seklinde olan K alt modiilii i¢in
Y nin K' € K seklinde bir K' timleyeni mevcutsa bu K alt modiiline Y nin C iginde bol

tiimleyeni ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

3.1.11. Tanim Alt modiilleri bol tiimleyene sahip modiiller bol tiimlenmis modiil olarak
adlandirihir (Wisbauer, 1991).

3.1.12. Teorem Bol tiimlenmis her modiil tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.2. ss-Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim C modili verisin. €= L+V olan LV <C i¢in LNV S Desy(V)

saglaniyorsa VV ye L nin C de ss-tiimleyeni ad1 verilir (Kaynar vd., 2020).

Her ss-tlimleyenin tiimleyen oldugu acik¢a goriiliir.
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3.2.2. Tanim C modiilii ve N < C verilsin. C = N + V seklinde olan her V < C igin N nin
V' <V seklinde bir V' ss-tiimleyeni bulunuyorsa N, C de bol ss-tiimleyene sahiptir denir
(Kaynar vd., 2020).

3.2.3. Tanim € modiiliiniin tiim alt modiilleri C de (bol) ss-tiimleyene sahip oluyorsa, C ye
(bol) ss-tiimlenmis modiil ad1 verilir (Kaynar vd., 2020).

3.2.4. Onerme C modiilii ve C nin V maksimal bir alt modiilii verilsin. Y, V nin C de bir ss-

timleyeni ise, Y giiclii yerel modiildiir (Kaynar vd., 2020).

3.2.5. Tanim C modiiliiniin biitiin alt modiillerinin ss-tiimleyeni mevcutsa, C SS-tiimlenmis

modiil olarak adlandirilir (Kaynar vd., 2020).

3.2.6. Onerme C modiilii ss-tiimlenmis, L « C ise L € Des(C) olur (Kaynar vd., 2020).

Ispat L < C oldugu igin L modiiliiniin ss-tiimleyeni sadece C modiiliidiir. Bu durumda
L=L N C yar1 basit olmas1 kullanilarak L € Des(C) kapsamasi elde edilir. Ayrica LN C =
L € Rad(C) olup Onerme 2.7.11. den LS Des,(C) seklindedir.

3.2.7. Sonu¢ Y ss-timlenmis modiili verilsin. Rad(Y) <Y ise Rad(Y) S Des(Y) dir
(Kaynar vd., 2020).

Ispat Y, ss-tiimlenmis ve Rad(Y) <Y ise, Rad(Y) nin ss-tiimleyeni Y olur. Buradan
YNRad(Y) =Rad(Y) K<Y, Y=Y+ Rad(Y) veY NnRad(Y) = Rad(Y) yar basit olup
Rad(Y) € Des(Y) bulunur.

3.2.8. Yardimci Teorem V timlenmis modiil ve Rad(V) S Des(V) ise V ss-tiimlenmis
modiildiir (Kaynar vd., 2020).

Ispat C <V olsun. Hipotez geregince Vnin V=C+Y ve CNY K Y kosullarmi
gercekleyen Y alt modiili mevcuttur. CNY K'Y oldugundan CNY S Rad(Y) €
Rad (V) € Des(V) kapsamasi yardimiyla C N'Y, V nin yari basit alt modiilii olur. Bundan
dolay1 C NY € Des,(Y) olup V ss-tiimlenmis olur.
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3.2.9. Onerme C giiclii yerel modiil ise ayn1 zamanda ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

3.2.10. Onerme V oyuk modiil ise V nin ss-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V

nin giiclii yerel modiil olmasidir (Kaynar vd., 2020).

Ispat (=) V ss-tiimlenmis modiil ve v € Rad(V) igin Sv « V dir. V ss-tiimlenmis olup
Onerme 3.2.6. dan Sv S Des,(V) dir. Buradan v € Des(V) olup Rad(V) € Des(V)
bulunur. V = Rad(V) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde V = Des(V) oldugu igin V
yari basittir. Yari basit bir modiiliin radikali sifir oldugu i¢in V = Rad(V) = 0 bulunur.
V oyuk oldugundan V # Rad(V) olmalidir. V' # Rad(V) ve V oyuk modiil oldugundan
V yereldir. Rad(V) < Des(V) oldugu igin V gii¢lii yerel modiil olur.

(<) Onerme 3.2.9. dan agikca goriiliir.

3.2.11. Ornek r asal bir tamsay1 olmak kaydiyla C = Z,m (1 < m € Z) yerel Z-modiiliinii
ele alalim.

m = 1 olmasi durumunda C modiilii basit ve ss-tiimlenmistir.

m = 2 olmasi durumunda € modiilii tiimlenmistir ama basit degildir. Ornegin; m = 2 ve
r = 2 i¢in Z, SS-timlenmistir.

m >3 olmast durumunda € modiilii ss-tiimlenmis olmaz. Ornegin m = 3 ve r = 2 igin
diigtiniirsek Zg timlenmistir fakat ss-tiimlenmis degildir.

Z, yerel modiilii yar1 basit olmayan ss-tiimlenmis bir modiildiir (Kaynar vd., 2020).
Verilen 6rneklerden goriilebilecegi lizere yar1 basit modiillerin genel bir hali olarak ss-

timlenmis modiilleri diisiinebiliriz.

yar1 basit modiil = ss-tiimlenmis modiil = tiimlenmis modiil

3.2.12. Ornek v asal tamsayr olmak kaydiyla Z,e = U, Z,n oyuk Z-modiilii ss-
tiimlenmis modiil degildir (Kaynar vd., 2020).

3.2.13. Tanim C modiilii V < C verilsin. Eger C/V sonlu iiretilmis ise V, C nin bir

es sonlu alt modiilii olarak adlandirilir (Alizade vd, 2001).
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3.2.14. Teorem C bir modiilse asagida verilen ifadelerin denkligi goriiliir;

(i) C tim giiclii yerel alt modiillerinin toplamudir,

(ii) C ss-tiimlenmistir, ayn1 zamanda es atomdur,

(iii) C es atom ve C nin es sonlu alt modiillerinin her birinin C de bir ss-tiimleyeni
mevcuttur,

(iv) C es atomdur, ayn1 zamanda C nin maksimal her alt modiiliiniin C de bir ss-tiimleyeni

mevcuttur (Kaynar vd., 2020).

3.2.15. Sonu¢ Es atom olan bir € modiilii igin asagidaki denk kosullar verilir:

(i) C giiglii yerel modiillerin toplami olur;

(i) C ss-timlenmistir;

(iii) € nin maksimal her alt modiiliiniin C modiiliinde ss-tiimleyeni mevcuttur (Kaynar vd.,
2020).

Boylece Teorem 3.2.14. {in bir sonucu olarak asagidaki sonucu da elde ederiz.

3.2.16. Sonu¢ S sol maksimal halkasi ve sifir olmayan C sol S-modiilii verilsin. Bundan
dolay1 C nin biitiin gii¢lii yerel alt modiillerinin toplam1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C

nin ss-tiimlenmis olmasidir (Kaynar vd., 2020).

3.2.17. Yardimer Teorem C bir modiil, A + V nin C de bir ss-timleyeni mevcut ve A Ss-

timlenmis ise V' nin C de bir ss-tiimleyeni vardir (Kaynar vd., 2020).

3.2.18. Onerme C modiil ve X,Y <C olup C = X +Y esitligi saglansin. X ve Y ss-

timlenmis ise C ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

Ispat Y < T olmak kaydiyla 0 modiili C = X + (Z + Y) nin ss-tiimleyenidir. X ss-
timlenmis oldugu i¢in X + Y nin C de bir ss-tiimleyeni mevcuttur. Y ss-tiimlenmis ise Z
nin C de bir ss-tiimleyeni bulunur. Bu C nin her Z alt modiilii i¢in saglandigindan C ss-

tiimlenmistir.

3.2.19. Sonu¢ C;, C,,...,C, modilleri € modiiliinlin ss-tiimlenmis alt modiilleri ise

Ci+ Cy +...+ C, sonlu toplami ss-timlenmistir (Kaynar vd., 2020).
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3.2.20. Onerme Her alt modiilii ss-tiimlenmis olan modiil bol ss-tiimlenmistir (Kaynar vd.,
2020).

Ispat C modiiliiniin her alt modiilii ss-tiimlenmis olsun. C = V + L seklinde V,L < C
verilsin. L, ss-timlenmis oldugu i¢in L = (V. n L)+ L, U n L' € Des, (L") olacak
bigimde L' < LmevcutturveC =V + L =V + (VW n L) + L") = V+ L bulunur.
Buradan L', V nin C de bir ss-tiimleyeni olur ve V nin C de bol ss-tiimleyeni mevcuttur.

Sonug olarak C bol ss-tiimlenmistir.

3.2.21. Onerme C (bol) ss-tiimlenmis modiil olmak iizere C nin tiim boliim modiilleri de

(bol) ss-tiimlenmistir (Kaynar vd., 2020).

3.2.22. Yardimct Teorem Bol ss-timlenmis C modiiliiniin, ss-timleyen olan L alt

modiilii bol ss-tiimlenmis modiildiir (Kaynar vd., 2020).

3.2.23. Sonug Bir V modiilii i¢in asagidaki denk ifadeler verilir;
(1) V bol ss-tiimlenmis olur,
(i) V nin alt modiilleri de ss-tiimlenmis olur,

(iii) V nin alt modiilleri de bol ss-tiimlenmis olur (Kaynar vd., 2020).

3.2.24. Teorem C modiilii verilsin. Rad(C) < C ise asagidaki denk ifadeler yazilir;
(i) C ss-tiimlenmis olur,
(i) C tiimlenmis olup ve Rad(C) nin ss-tiimleyeni mevcuttur,

(iii) € timlenmis olup Rad(C) € Des(C) kapsamas1 vardir (Kaynar vd., 2020).

3.3.Modiilleri ss-Tiimlenmis Olan Halkalar

3.3.1. Yardimc1 Teorem C projektif modiil olmak iizere C nin ss-tiimlenmis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul C nin tiimlenmis ve Rad(C) € Des(C) olmasidir (Kaynar vd., 2020).

3.3.2. Teorem Bir S halkasi i¢in asagidaki denk ifadeler verilsin:

(1) sS ss-tiimlenmis olur;



(i) S yar1 mitkemmel olup Rad(S) € Des(sS) olur;

(iii) S yar1 yerel ve Rad(S) € Des(sS) olur;

(iv) Projektif her sol S-modiil (bol) ss-tiimlenmistir;

(v) Her sol S-modiil (bol) ss-tiimlenmis olur;

(vi) Her sol S-modiil tiim giiglii yerel alt modiillerinin toplamidir;

(vii) sS guglii yerel alt modiillerinin bir sonlu toplamuidir;

(viii) S nin maksimal her sol ideali S de bir ss-tiimleyene sahiptir (Kaynar vd., 2020).

31
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4.BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Karsilikh ss- Tiimlenmis Modiiller

Biz bu ¢alismada ss-tiimleyen kavramindan hareketle ss-tiimleyenin daha 6zel bir hali olan
karsilikli ss-tiimleyen modiil kavramint ve karsilikli ss-timlenmis modil kavramini

tanimladik.

4.1.1. Tanim C modiili verilsin. Her D < C ig¢in C nin 6yle B ve B'alt modiilleri vardir ki
B , D nin bir ss-tiimleyeni ve B, B' C de karsilikl1 ss-tiimleyenler oluyorsa C ye karsilikl
ss-tiimlenmis modiil denir. Yani C=D+B , DNB < Dess(B), C=B+B', Bn
B'CDess(B), B N B'S Dess(B") olacak bigimde B, B’ € C vardir.

4.1.2. Yardimer Teorem C modiilii ve B, B’ < C verilsin. Asagida bulunan ifadelerin
denkligi belirtilen bi¢imde yazilir:

(i) B, B' niin C de karsilikl1 ss-tiimleyenidir,

(i) C =B+ B', BNB' < Rad(B), BN B'S Rad(B'), B N B’ yari basittir,

(i) C =B+ B',BNB’' &, BN B' < B've B N B’ yari basittir.

Ispat (i) = (ii) B, B' niin C de karsilikl1 ss-tiimleyeni ise C = B + B’ ve B N B'C Des,(B)
ve B n B'C (B') diir. O halde B n B'S Rad(B) N Des(B) ve B N B'S Rad(B) N Des(B')
kapsamalar1 vardir. Boylece B N B'CRad(B) ve B N B'C Rad(B') yazilir. Ayrica B N
B’ yart basit bulunur.

(i) = (iii) C =B + B', BN B'SRad(B), BN B' < Rad(B’) olsun. B N B’ yar1 basit alt
modiilii verilsin. Onerme 2.7.17. ile BNB' < Rad(C) ve Dyart basitse D <
C oldugundan B N B’ «< B, BN B' < B olur.

(il=@{@)C=B+B" , BNB'KB, BNB'«KB" ve BNB' yan basit olsun. BN B'C
Desy(B) ve B N B'C Des,(B') olup istenen elde edilmis olur.

Yardimct Teorem 4.1.2. den karsilikli ss-tiimleyen alt modiil kavraminin denk kosullari
gorilmektedir.
Tanimlar geregince asagidaki diyagram elde edilir.

Karsilikli ss-tiimleyen = ss-tiimleyen = tiimleyen



33

4.1.3. Tanim D, C modiiliiniin keyfi bir alt modiilii ise € = D + B kosulunu saglayan her
B < C i¢in D modiiliiniin B" < B olan bir B’ karsilikli ss-tiimleyeni mevcutsa D, C de bol

karsilikli ss-tiimleyene sahiptir denir.

4.1.4. Tanim C modiiliiniin her bir alt modiiliiniin bol karsilikl1 ss-tiimleyeni bulunuyorsa C

ye bol karsiulikl ss-tiimlenmis modiil denir.

Onerme 2.8.3. ile bir maksimal alt modiiliin mevcut ise tiimleyeninin yerel modiil
oldugunu biliyoruz. Ayni1 sekilde ss-tiimleyen modiil i¢in de Onerme 3.2.4. deki gergegin
0zel halinin gii¢lii yerel modiiller i¢in saglandigin1 gostermektedir. Buradan yola ¢ikarak

karsilikli ss-tlimleyen i¢in de asagidaki 6nermeden bahsedebiliriz.

4.15. Onerme C modili ve C nin maksimal alt modiillerinden biri verilsin.

B’', B modiiliiniin C de bir kargilikli ss-tiimleyeni ise B gii¢lii yereldir.

Ispat B', B nin C de karsilikl1 ss-tiimleyeni olsun. O halde Yardimci1 Teorem 4.1.2. ile C =
B+ B, BNB' <K B,BNB' K B've BN B'yan basittir. B maksimal alt modiil ve B’, B

nin tiimleyeni oldugundan Onerme 3.2.4. geregince B’ alt modiilii giiclii yereldir.

4.1.6. Onerme Karsilikli ss-tiimlenmis bir C modiilii icin D <« C olsun. Boylece DSDes(C)
dir.

Ispat D & C oldugundan D nin Karsilikli ss-tiimleyeni yalnizca C dir. Bundan dolayr D N
C = D yar basit olup bdylece DEDes(C) olur. D N C=DSRad(C) oldugu igin Onerme
2.7.11. den DSDess(C) bulunur.

4.1.7. Yardimcr Teorem Her alt modiilii karsilikli tiimleyene sahip bir € modiilii i¢in

Rad(C) € Des(C) ise C karsilikl ss-tiimlenmis modiildiir.

fspat C nin alt modiilii olan her D modiilii ve C nin B ve B’ alt modiilleri i¢in C = D + B,
DNB KB, DNB KD yazilir. DN B < B oldugundan D N B € Rad(B) € Rad(C) <

Des(C) kapsamasi yardimiyla D N B nin C nin yar1 basit alt modiilii oldugu goriiliir.
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Bundan dolay1 D N B € Des(C) olur. B, B' karsilikli tiimleyen olup BN B' < B ve B N
B' < B’ diir. Buradan B N B'S Rad(C) € Des(C) olup B N B’ niin yar1 basit oldugu

goriiliir. Yani B’, B nin karsilikl1 ss-tiimleyeni olur. O halde B karsilikl1 ss-tlimlenmistir.

4.1.8. Onerme Her alt modiilii karsilikli tiimleyene sahip olan her giiglii yerel modiil bir

karsilikli ss-tlimlenmistir.

Ispat C giiclii yerel modiil B’, B nin Cde Karsilikli tiimleyeni olsun. Buradan B N B’ yari
basit olmak kaydi ileC =B + B’, BNB' K B, BNB' K B’ yazilir. C de giiglii yerel
modiil oldugundan Rad(C) S Des(C) yazilabilir. C giiglii yerel modiil oldugundan C
yereldir. Sonu¢ 2.8.9. ile oyuk modiil olup € modiilii biitin alt modiillerin tek
tiimleyenidir. Boylece C nin her alt modiilii karsilikli tiimleyene sahiptir. Yardime1 Teorem

4.1.7. kullanilarak C nin karsilikli ss-timlenmis oldugu gortiliir.

4.1.9. Onerme C her alt modiilii karsilikl1 tiimleyene sahip olan bir oyuk modiil ise C nin

karsilikli ss-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C nin giiclii yerel modiil olmasidir.

Ispat (=) C karsilikl1 ss-tiimlenmis modiil olsun. Herhangi bir cERad(C) igin Sc<«<C dir.
C karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan Onerme 4.1.8. den Sc SDess(C) dir. Boylece
c€Des(C) iken Rad(C)SDes(C) olur. Simdi C=Rad(C) oldugunu farz edelim. O halde
C=Rad(C)=Des(C) olup C yar1 basittir. Sonug 2.7.7. ile yar1 basit bir modiiliin radikali
sifir oldugundan C=Rad(C)=0 bulunur. Bu ise € modiiliiniin oyuk olmasiyla bir ¢eliski
olusturur. Boylece C#Rad(C) olmalidir. C oyuk ve C#Rad(C) oldugundan Sonug 2.8.9.
ile C yereldir. Rad(C)SDes(C) oldugundan C giiglii yerel modiildiir.

(<) Onerme 4.1.8. den agik¢a goriiliir.

4.1.10. Ornek S Dedekind bélgesi ve K, S nin kesir cismi olsun. K /S yerel olmayan oyuk
modiil oldugundan K /S oyuk modiilii giiclii yerel modiil degildir. Onerme 4.1.9 dan K /S
kargilikli ss-tiimlenmis degildir. Ayn1 zamanda K /S oyuk oldugundan timlenmistir. S
yerine yerel olmayan dedekind bolgesi alinirsa K = Q ve zQ modiil olarak tiimlenmis olup

karsilikl1 ss-tlimlenmis olmayan bir modiil olur.

4.1.11. Teorem Rad(C) < C olan € modiilii asagida verilen kosullar i¢in esdegerdir;
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(i) C karsilikl1 ss-timlenmistir,

(i) € nin alt modiillerinden her birinin C de karsilikli timleyeni bulunur ve ayrica Rad(C)
nin C de ss-tiimleyeni vardir,

(iii) C nin alt modiillerinden her birinin C de karsilikli tiimleyeni bulunur ve Rad(C) <

Des(C) kapsamasi vardir.

Ispat (i)=(ii) Rad(C) « C ve C karsilikl1 ss-tiimlenmis ise C nin alt modiillerinden her
birinin karsilikl1 ss-tiimleyeni bulunur. C karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan C de Rad(C)
alt modiiliiniin ss-tiimleyene sahip oldugu goriliir.

(i)=(ii) Rad(C) K C oldugundan Rad(C) nin tek ss-tiimleyeni C dir. Dolayisiyla
Rad(C) < Des(C) dir.

(iii)=(i) Yardimc1 Teorem 4.1.7. den agik¢a goriiliir.

4.1.12. Yardimci Teorem C modiil, D, E < C olsun. D Karsilikl1 ss-tiimlenmis ise ve D + E
nin C de bir karsilikli ss-tiimleyeni bulunuyorsa C de E nin bir karsilikli ss-tiimleyeni

bulunur.

Ispat A, D + E nin C de karsilikli ss-tiimleyeni olarak bulunsun. Buradan D + E + A=C
 (D+E)YNAKA (D+E)YNAKD+E ve (D+E)NA yan basittir. D karsilikl1 ss-
timlenmis oldugu i¢in (A+ E)N D, D de bir B karsilikli ss-tiimleyenine sahiptir.
Boylelikle C=[(A+ E)ND]+B,[A+E)NDINBK(A+E)nDve [(A+E)nD]n
B =(A+ E) N B yari basittir.
C=A+D+E=E+A+D

=E+A+[A+E)nD]+B

=E + A + B olur.
Simdi (A + B) N E < A + B oldugunu gosterelim.
(A+B)NE<AN(B+E)+Bn(A+E) oldugu aciktir. Ayrica A, D + E nin C de bir
karsilikli ss-timleyeni B < D iken AN (B+E)<AN(D+E) <K Aveburadan An (B +
E) < A oldugu goriiliir. Benzer yolla B alt modiilii D N (A + E) nin D de karsilikli ss-
timleyeni oldugundan BN (A+ E)=BN[(A+E)ND]K B olur. (A+B)NE<AN
(B+E)+Bn(A+E) oldugundan Teorem 2.5.3. geregince (A+B)NL K A+ B dir.
Diger taraftan A alt modiilii D + E nin C de karsilikli ss-tiimleyeni oldugundan A N (B +
E) yar1 basittir. Sonug 2.6.8. (i) ve (iii) den (A + B) N E yar1 basittir.
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Benzer islemler yapilarak (A + B) N E < E oldugu goriiliir. O halde E nin C de A+ B

karsilikl ss-tlimleyeni vardir.

4.1.13. Onerme C modiilii icin C;,C, < C ve C = C; + C, kosulu saglansm. C; ve

C, karsilikli ss-timlenmis ise, C karsilikli ss-tiimlenmistir.

Ispat D <C olsun. 0 modiili C =C; + (C, + D) nin Kkarsilikli ss-tiimleyenidir.
C; karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan Yardimer Teorem 4.1.12. ile C, + D nin C de bir
karsilikli ss-tiimleyeni vardir. C, karsilikli ss-timlenmis olup yeniden Yardimci Teorem
4.1.12 ile D nin C de bir karsilikli ss-tiimleyeni oldugu goriiliir. Bu durum her D < C igin

gecerli olmasi sebebiyle C karsilikli ss-tiimlenmistir.

4.1.14. Sonug Cy, C,,...,C, modiilleri € S-modiiliiniin karsilikli ss-tiimlenmis alt modiilleri

ise C;+ C, +...+C,, sonlu toplami1 da karsilikli ss-timlenmistir.

Ispat n iizerine tiimevarim uygulayarak kanitlayalim. n=1 i¢in C = C; olup C; karsilikli
ss-timlenmistir. n = k — 1 i¢in C = C;+ C, +...+C,_4 karsilikli ss-tliimlenmis olsun. n =
k i¢in C =(C;+ C,+...4+Cy_1)*+C, modiiliiniin karsilikli ss-tiimlenmis olup olmadigina
bakalim. D < C alalim. 0 alt modili C =(C;+ C,+...+Cy_1)+Cy + D modiiliiniin bir
karsilikli ss-tiimleyenidir. C;+ C, +...+Cj_4 karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan C,, + D, C
de karsilikli ss-tiimleyene sahip olup Yardimecir Teorem 4.1.12 den D alt modiilii C de

karsilikl ss-tlimleyene sahiptir. Dolayisiyla C = C;+ C, +...+C, karsilikli ss-tiimlenmistir.

4.1.15. Yardimci Teorem C projektif modiiliiniin karsilikli ss-tiimlenmis olmasi igin gerek
ve yeter kosul C nin her alt modiiliiniin karsilikli tiimleyene sahip ve Rad(C)SDes(C)

olmasidir.

Ispat (=) C projektif modiil olsun. Teorem 2.9.3 ten C yar1 miikemmeldir. Buradan
Onerme 2.9.4 geregi Rad(C)<«C dir. O halde Teorem 4.1.11 den istenen elde edilir.

(&) Tersi Yardimer Teorem 4.1.7 den agiktir.

4.1.16. Teorem C karsilikli ss-timlenmis modiilii ve C nin D karakteristik alt modiilii

verilsin. Bu durumda C /D karsilikl ss-timlenmistir.
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Ispat C Karsilikl1 ss-tiimlenmis modiil ve € nin D < C Karakteristik bir alt modiilii mevcut
olsun. € modiilii karsilikli ss-timlenmis oldugu igin C =L+ L"LNL < L, LNL K L've
L N L' yar1 basit olacak bigimde C nin L, L alt modiilleri mevcuttur. End(C) nin her «
eleman i¢in m(L)SL ve mw(L")<L' olup C/D = (L/D)+ ((L' + D)/D) bulunur. Teorem
2.5.4. ten m: C— C/D dogal homomorfizmasi yardimiyla L N L' << L ve L N L' < L igin
L/D)yn(('+D)/D=((LnL)Y+D)/D=n(Lnl')<n(L) ve L/IDn (L' +D)/D K
(L") oldugu elde edilir. LN L' yar1 basit oldugu i¢in ve Sonu¢ 2.6.8 (ii) den
n(LNL")=((LnL)+D)D =L/Dn (L + D)/D yan basittir. Béylece (L' + D)/D , C/D
de L/D nin karsilikl1 ss-tiimleyenidir.

4.1.17. Onerme C modiiliiniin alt modiillerinden her biri karsilikl1 ss-tiimlenmis ise C bol

karsilikli ss-tiimlenmistir.

Ispat C =D + L olan D,L < C alt modiilleri verilsin. L Karsilikl1 ss-tiimlenmis oldugu
icmnL=MDNL)+L,DNL'=MDNL)NL KDNL DNL =MDNL)NL" KL ve
DNL" yari basit olacak bigimde L' <L mevcuttur. Buradan C =D +L =D +
(DNL)+L)=D+L esitligi bulunur. DN L' K DN L, DNL « L've DN L yar basit
oldugundan L', C de D nin bir karsilikli ss-timleyenidir. O halde D, C de bol karsiliklr ss-

tiimleyene sahip olur. Sonug olarak C bol karsilikl1 ss-tiimlenmistir.

4.1.18. Onerme C yari basit modiiliiniin L < C alt modiilii verilsin. O halde L bir karsiliklx

ss-tiimlenmis modiildiir.

Ispat L < C ve N < L yazilirsa N < C olur. C yar basit oldugundan C = N®V olacak
sekilde V < C vardir. Burada NNV=0<KV, NNV KN ve NNV =0 yan basittir.
Modiler kuraldan L =L N C =L N (N®V) = NO(L N V) yazilr.

O=NN(LNV)=NNVKLKNveO=NN(LNV)=NNV KLViseNN(LNV) <K C olur.
O=NN(LNV)S<NNV ve 0= NNV, Cnin direkt toplam terimi oldugundan N N (L N
V) K NNV bulunur. 0=NNV =Nn(LNV) yarn basit oldugundan L Kkarsilikli ss-

tiimlenmistir.

4.1.19. Sonuc¢ Yar basit her modiil karsilikli ss-tiimlenmistir.
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Sonu¢ 4.1.19 geregince Z3z @ Z 5, Z-modiilii yar1 basit oldugundan karsilikli ss-

tiimlenmistir.

4.1.20. Ornek k kare garpansiz tam say1 olmak iizere Z /kZ karsilikli ss-tiimlenmistir.

Yukaridaki 6rnek kullanilarak €= Z/8Z modiiliiniin ss-timlenmis olmadig1 ancak k=8 kare
carpansiz bir tamsay1 oldugundan karsilikli ss-timlenmis oldugu Des(Z/8Z) = Desg(Z/8Z)
= {8ZI/8Z = {8Z}, AZ I8Z} ve Rad(ZI8Z) = {{8Z}, 27 I8Z, AZ [8Z, 6Z [8Z} oldugundan

goriiliir.

4.1.21. Yardimc1 Teorem C modiilii ve U nun C deV ss-tiimleyeni verilsin. L yar1 basit
olmak {izere V nin L ve T alt modiilleri i¢in T,V de L nin ss-tiimleyeni ise T,C de U + L

nin ss-tiimleyenidir.

Ispat Hipotezden C = U +V, UNV € Dess(V) yazilir. Buradan UNV KV ve UNV
yari basittir. V. =T +L , TnLEDess(L) dir. O halde V=T +L, TNL KL olacak
sekilde L nin T N L yar1 basit alt modiilii mevecuttur. C =U+V =U+T+L={U+1L) +
T yazabiliriz. C = (U + L) + T; olacak sekilde T; < T alalm. L,T <V, U+L+T, =C
ve V, U nun C de tiimleyeni oldugundan V, U + X = C kosulunu saglayan X alt modiilleri
icin de minimaldir. Yani V=X olur. K+ T; = Xolmalidir. T, K+Y =X ve T, U+K
nin € de tiimleyenidir. U+ L)NT < ((U+T)NL)+(L+T)NU)<L+UNV)
olur. L yari basit ve U NV de yar basit oldugundan ve sonug 2.6.8. (iii) geregince L +
(U N V) de yar basittir. Sonug 2.6.8. (i) den (U + L) N T de yari basittir. Dolayisiyla T, C

de U + L nin ss-tiimleyeni olur.

4.1.22. Yardimer Teorem C modiilinde V ile U birbirlerinin karsilikli ss-tiimleyenleri
olsun. Bu takdirde K, N nin U da ss-tiimleyeni ve L yar1 basit olmak tizere T nin V de ss-

timleyeni ise K + L, N + T nin C de ss-tiimleyenidir.

Ispat Yardime1r Teorem 4.1.21. den K, V + N nin C de ss-tiimleyeni olur. (V + N) N
KCDess(K) dir. (V+N)NK < K ve (V+ N) NK yan basittir. Benzer islemlerle (U +
T)NL K L oldugu goriiliir. C =U+V =K + N + V yazilir. C = L + V oldugundan C =
K+N+V=K+L+N+T dir (K+LNWN+T)<((N+T)+K)nL<
(N+T)+K)NL+(N+T+L)nK<((U+T)NL)+ (N+V)NK) olur. (U +
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TYNLKL ve (N+V)NK < Koldugundan (K +L)N(N+T) K K+ L dir. L yan
basit oldugundan Sonug 2.6.8. (iii) geregince (U + T) N L de yar1 basittir. Sonug 2.6.8. (iii)
den (N + V) N K de yar basittir. Yine Sonug 2.6.8. (iii) geregince (K + L) N (N +T) de
yari basittir. Dolayisiyla K + L, N + T nin C de ss-tiimleyenidir.

4.1.23. Yardimci Teorem C modiiliinde U ve V' karsilikli ss-tlimleyen alt modiiller olsun.
L, T alt modiilleri V de yar1 basit ve birbirlerinin karsilikli ss-tiimleyenleriise U + L ile T,
CdeveU+TileL, C de karsilikli ss-tiimleyenlerdir.

Ispat L ve T, V de karsilikli ss-tiimleyenler olsun. T, L nin V de ss-tiimleyeni ve V, U nun
C de ss-timleyeni oldugundan Yardimci Teorem 4.1.21. den T, U+ L nin C de ss-
timleyeni olur. Boylece (U + L) NT < Dess(T) dir. L,V nin yart basit alt modili
oldugundan (U + T) N L < L alt modiilii yar basittir. Benzer islemlerle (U+T)NL K L
oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla (U + T) N LEDess(L) dir. Ayrica(U+L)NT <UN
L+T)+LNnU+T)=UnNnV+U+T)NLKU+L bulunur. Diger taraftan (U +
LNTS<WUNV)+U+T)nL, UNVE Dess(V) ve (U +T) n L SDess(L) oldugundan
WUNV)+U+T)NL S Dess(U + L) olur. Dolayistyla (U + L) N T S Dess (U + L) dir.
C=U+V =U+L+T oldugundan U + L ile T, C de karsilikl1 ss-tiimleyenlerdir. Benzer
sekilde L ve T alt modiillerinin rolii degistirilerek U + T ile L nin C de karsilikli ss-

tiimleyenler oldugu gosterilebilir.

4.1.24. Sonu¢ U,,U,,..., U, alt modiilleri C modiiliinde karsilikli ss-tiimleyen alt modiiller
olsun. Eger K, < U,, (i = 1,2,3, ..., t) yari basit alt modiilleri ve K, ler U, nin karsilikli
ss-tlimleyenleri ise K;+K,+...+K;, U, lerin C de karsilikli ss-tiimleyenlerdir.

Ispat Yardime1 Teorem 4.1.23. ten agikga goriliir.

4.1.25. Yardimc1 Teorem S bir halka olsun. Her sol S-modiil karsilikli ss-tiimlenmis ise her

sol S-modiil tiim giiglii yerel alt modiillerin toplamudir.

Ispat C bir S-modiil olsun. Hipotez geregince C karsilikli ss-tiimlenmistir. Dolayisiyla

C tiimlenmigtir. Sonug¢ 2.10.3. ten S miikemmeldir. Boylece S sol maksimal halkadir. C
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karsilikli ss-tiimlenmis oldugundan ss-tiimlenmistir. Sonug¢ 3.4.15. ten C tiim giiclii yerel

alt modiillerin toplamidir.

4.1.26. Teorem Her sol ideali karsilikli tiimleyene sahip halka olan S i¢in asagida bulunan
ifadelerin denk oldugu verilir:

(i) sS karsilikli ss-tiimlenmistir,

(i) S yar1 miikemmeldir ve Rad(S) € Des(sS) dir,

(iii) Her alt modiilii karsilikli tiimleyene sahip olan her projektif S-modiil karsilikli ss-

tiimlenmistir.

Ispat (()=(ii) : sS karsilikl1 ss-tiimlenmis olsun. O halde sS ss-tiimlenmis olup Teorem
3.3.2 (i) ve (ii) den S yar1 miikkemmeldir. Sonug 3.2.7. geregi Rad(S) € Des(sS) dir.
(it)=(iii) : C her alt modiilii karsilikli timleyene sahip olan projektif sol S-modiil olsun.
Bu takdirde Onerme 2.7.16. dan Rad(S) = Rad(S)C S Des(sS)C=Des(C) dir. Yardimc1
Teorem 4.1.15. ten C karsilikli ss-tlimlenmistir.

(iii)=(i) : Her halka kendi iizerinde projektif S-modiil oldugundan Yardimci Teorem
4.1.15. ten aciktir.

4.1.27. Teorem {Ci}i e 1 karsilikli ss-timlenmis modiillerin bir ailesi ve C=@ i e Ci olsun.
Eger C nin alt modiillerinden her biri karakteristik alt modiilse C bir karsilikl1 ss-tiimlenmis

modildir.

Ispat D, C nin herhangi bir alt modiilii olsun. Hipoteze gére D=@iei (D N C;) oldugundan
Dic1 (GGIDNEC)=(Bici C)I(Bici (DNC;))=C/D olur. Her i € I igin C; karsilikli
ss-tiimlenmis modiil oldugu i¢in her i € I igin C; nin Oyle K; ve T; alt modiilleri vardir ki
K;, D N C; nin ss-tiimleyeni iken, K; ve T; de C; nin karsilikli ss-timleyenleridir. Bundan
dolay1 her i € I i¢in (D N C;) N K; = D N K; nin yar1 basit oldugu agiktir. K =@ ie| K; ve
T =@iciT;olsun. C=@ieiC; =[Bic (DNC)+[Bic 1 K;]=D+KveDNK =(DBie
DONnC)N@Bict K))EDic((DNC)NK;)=Bier (DN C)K K bulunur. Her i € I igin
D N C; yar basit oldugundan Sonug 2.6.8 (i) den D N K yari basittir. O halde D N K K K
ve N N K yari basit oldugundan N N KSDes (K) dir. Benzer islemlerle her i € [ i¢in K; ve
T; nin C; de karsilikli ss-tiimleyenler olmasi kullanilarak K ve T nin C de karsilikli ss-

tiimleyenler oldugu gosterilebilir oldugundan C karsilikli ss-tiimlenmistir.
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4.1.28. Sonug {C} cep karsihikli ss-tiimlenmis modiillerin bir ailesi ve C= ¢ecp C; e

modiil ise C karsilikl1 ss-tiimlenmis modiildiir.

4.1.29. Onerme m- projektif olan karsilikli ss-tiimlenmis her modiil bol karsilikli ss-

tiimlenmistir.

Ispat C modiilii m-projektif karsilikli ss-tiimlenmis modiil ve L, D < C olmak iizere C =
L+D olsun. C m-projektif oldugu i¢in u(C)<L ve A—w)(C)<D
olacak bi¢cimde bir u: € — C homomorfizmasi mevcuttur. (1, —p)(L) < L oldugu
agiktir. L' C de L nin karsilikli ss-tiimleyeni olarak bulunsun. LN L'« L ve LNL" < L’
diir.
Bu durumda; C=u(C)+ (1. — u)(C)
=pu(O)++(1c = (L + L)=pu(O+(1e — (L) + (e — (L)
<L+(1,—w)(L) <C olup C=L+{1;—w(LhH bulunur.
(1 —w)(L) <D oldugu agiktir. c€ LN (1, —w)(L")  alalim. Buradan c € L ve
c=(1¢ —u)(n) =n—u(m) olacak sekilde n € L’ vardir. O halde n = ¢ + u(n) €LN
L' ve buradan c=(1; —p)(n) € (1 —u)(L N L") dir. DolayisiylaL N (1, — u)(L") <
(le—w)(LNL) dir. e —w)(LNL)=LNL KLve (1lo—w)(LNLY=LNL KL
oldugundan Teorem 2.5.4 ve Teorem 2.5.6 1, — pu homomorfizmasma uygulanirsa
Ae—wENL)=0c =L+l —wALH<L N (1 — (L) < (1 — (L)
ve (I =L NL)=Qc—w@)NAc—wL) <Lne—mUL) <A —m(L)
diir. Ayrica Sonug 2.6.8 (i) ve (ii) den (1 —uw)(LN LY=L n (1o — w)(L") yan basittir.
Buradan (1, — u)(L") , L nin C de karsilikli ss-tiimleyenidir. Boylece C bol karsilikli ss-

tiimlenmistir.

4.1.30. Onerme C m- projektif karsilikl1 ss-tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde C nin alt

modiillerinden her biri C de direkt toplam terimi olacak bigimde Ss-tiimleyene sahiptir.

Ispat D < C olsun. Hipoteze gére C nin dyle L ve L' alt modiilleri vardir ki L, D nin bir ss-
timleyeni ve L, L' de C de karsilikli tiimleyenlerdir. C m- projektif modiil oldugu igin L N

L'=0ve C= L@L' diir ve istenen elde edilmis olur.
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4.1.31. Onerme C dagilimli Karsilikli ss-tiimlenmis modiil ve D, C nin direkt toplam terimi

olsun. Bu takdirde D bir karsilikli ss-tiimlenmis modiildiir.

Ispat L,D nin alt modiilii olsun. D, C nin direkt toplam terimi olup C= D@D’olan D’ alt
modiili mevcuttur. O halde D'=D/C, C=D+D'+L ve Dn (D' + L) =1L dir. C bir
karsilikli ss-timlenmis modiil oldugundan C nin K've L' alt modiilleri igin L', L nin ss-
timleyeni ve L'ile K’ C de karsilikli ss-timleyenlerdir. Buradan D = L+ (D NL) veL N
(DNL)YKL ve Ln(DNL) yan basittir. € dagilimli modiil oldugu i¢in L' = (D N
LYS(D' NnL") yazilir. Ayrical N (D NL)KD N L diir. Yine C bir dagilimli modiil
olmasi sebebiyle K'=(D N K"Y@®(D' N K") olur. Béylece D = (DN L)+ (D' nK") diir.
Buradan (DNL)YN(D'NnK)YXDNK' ve(DNL)Nn(D'NK)KDNL" iken (DNL)N
(D'NnK") <L'n K"« K’ olarak yazilabilir. L', L nin ss-tiimleyeni oldugundan L N L' yari
basitti. LN (DN L) < LNL oldugundan Sonug¢ 2.6.8. (i) geregince LN (D N L") yar

basittir. Bundan dolay1 D bir karsilikli ss-tiimlenmis modiildiir.

4.1.32. Onerme Karsilikli ss-tiimlenmis bir modiiliin alt modiillerinden her biri direkt

toplam terimi olacak bigimde Ss-tlimleyene sahiptir.

Ispat C karsilikli ss-tiimlenmis modiilii ve D < C verilsin. C karsilikli ss-tiimlenmis modiil
oldugundan Cnin C=D+ K, DNK KK, DNK « D ve DNK yan basit olan K alt
modiilii mevcuttur. Ayrica D N K < C dir. C aritilabilir modiil oldugu i¢in LEK ve C =
D + L olacak bigimde C nin bir L direkt toplam terimi bulunur. O halde D N L «< L olur.
D N L <D N K olmasi sebebiyle sonug 2.6.8 (i) geregince D N L yar1 basittir. Dolayisiyla
C=D+L DNLKL ve DNL yarn basit olan C nin bir L direkt toplam terimi

oldugundan ispat tamamlanir.

4.1.33. Teorem C aritilabilir modiilii verilsin. C ss-tiimlenmis bir modiilse C nin karsilikli

ss-tiimleyen olacak sekilde direkt toplam terimleri vardir.

Ispat C ss-tiimlenmis modiil ve U <V keyfi olsun. Hipotez geregince C = U +V, U N
VSDes,(V) olacak sekilde U <V vardir. C antilabilir modiil oldugundan C nin V <V’
direkt toplam terimii¢in C = U + V' yazilr. UNV' S UNV K VveV < CicinU NV’ K
C dir. V', C nin direkt toplam terimi ve U NV’ <V’ oldugundan U NV' K V' diir. C =
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U+V,UNV KLV olur. UNV<Desy(V) oldugundan U NV yar basittir. U NV’ yari
basittir. C=U+ V', U' S U, U +V'=C, U'@V'=C,U'nV' <UNV' K C veU'direkt
toplam terimi oldugundan U'NV' < U' dir. U'NV' <UNV' ve U' NV’ yan basittir.
Dolayisiyla C nin U’ ve V'direkt toplam terimleri i¢in U N V' yar1 basit olur. C = U’ +
V', U nV'SDes,(U") ve U' NnV'C Desy(V") bulunur.
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5.S0NUC VE ONERILER

Literatiirde karsilikli tiimleyen ve ss-tiimlenmis modiil kavraminda gegen cebirsel yapilar
kullanilarak ss-tiimlenmis modiiller 6zellestirilmis ve karsilikli ss-tiimlenmis modiiller
tanimlanmistir. Bu modil simifinin cebirsel yapist ile literatiirde var olan diger cebirsel
yapi1 arasindaki gegis teoremleri ve temel cebirsel 6zellikler arastirilmistir. Bu tez konusu
yardimiyla yar1 miikemmel halkalar karakterize edilmistir. Ayni cebirsel yapinin Dedekind
bolgelerininin karsilikli ss-tlimlenmis modiiller yardimiyla karakterizasyonu yapilabilir.
Ayrica bu tezde yer alan karsilikli ss-tiimlenmis modiil kavrami 6zellestirilip karsilikli ss-

yiikseltilebilir modiiller tizerindeki cebirsel hesaplamalara yer verilebilir.
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