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OZET

KARTANESI METRIK UZAYLARININ OKLIDYEN UZAYLARA KENDINE
BENZER KUME OLARAK GOMULMESI

Fatma Digdem KOPARAL
Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Aralik, 2019

Danisman : Doc. Dr. Yunus OZDEMIR
Ikinci Damisman : Dr. Ogr. Uyesi Derya CELIK

(X,d) bir metrik uzay, 0 < a < 1 ve 2,y € X i¢in d*(x,y) = (d(x,y))* ol-
mak tizere (X, d*) metrik uzayma (X, d) metrik uzaymin kartanesi versiyonu denir.
Metrik uzaylarm Oklidyen bir uzaya bi-Lipschitz gomiiliip gomiilemeyecegi oldukca
onemli bir problem olup, bu konudaki en giizel teoremlerden biri de Assouad Teo-
remidir. Assouad’in 1983 yilindaki ¢aligmasinda, (X, d*) kartanesi metrik uzayinin
bir Oklidyen uzaya bi-Lipschitz olarak gomiilebilmesi icin gerek ve yeter sartin
(X, d) metrik uzaymm bir katlamali metrik uzay olmasi gerektigini kanitlanmigtir.
Assouad ilgili gomme doniigiimi i¢in {i¢ farkli metot vermis olup, bu metodlar-
dan birinde genellestirilmis Koch zincirleri olarak tanimlanan egrileri kullanmigtir.
X =10,1] ve d de [0, 1] tizerindeki standart metrik olmak iizere, Assouad ([0, 1], d)
metrik uzay1 icin 6zel bir kanit vermis ve ilgili Oklidyen uzayin optimal boyutunu
da hesaplamigtir.

Bu tez ¢aligmasinda, ([0, 1], d) metrik uzay: igin alternatif bir kamt yinelemeli
fonksiyon sistemleri kullanilarak verilmistir. Bu kapsamda ilk boliimde kartanesi
metrik uzaylari ve Assouad Teoremi incelenmis, ikinci boliimde de yinelemeli fonksiyon
sistemi ve fraktal boyut kavramlari tamtilmigtir. Son béliimde, herbir 0 < a < 1
degeri i¢in ([0, 1], d*) metrik uzaymin uygun bir yinelemeli fonksiyon sisteminin
atraktorii (ve fraktal boyutu da é) olan ve Héﬂ + 1 boyutlu Oklidyen uzayda yasayan
bir kendine benzer kiimeye bi-Lipschitz olarak gémiilebilecegi gosterilmigtir.
Anahtar Soézciikler: Assouad Teoremi, Bi-Lipschitz gomme, Kartanesi metrik

uzaylar1 Kendine benzer kiime, Yinelemeli fonksiyon sistemi.
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ABSTRACT

EMBEDDING OF THE SNOWFLAKE METRIC SPACES INTO THE
EUCLIDEAN SPACES AS SELF-SIMILAR SETS

Fatma Digdem KOPARAL
Mathematics Department

Anadolu University, Graduate School of Sciences, December, 2019

Advisor : Assoc. Prof. Dr. Yunus OZDEMiR
(Co-advisor: Assist. Prof. Dr. Derya CELiK)

Let (X, d) be a metric space and (X, d*) be the so-called snowflaked version of
(X,d) whereby 0 < a < 1 and d*(z,y) = (d(z,y))* for all 2,y € X. On the other
hand, whether a metric space can be embedded bi-Lipschitzly in an Euclidean space
is a very important problem. One of the beautiful theorems on metric embeddings is
the Assouad Theorem. In his 1983 paper, Assouad proved that (X, d) is a doubling
metric space if and only if the snowflake metric space (X,d“) can be embedded
bi-Lipschitzly into an Euclidean space. In that study, the author describe three
different methods to obtain an embedding, one of these methods is given by the
notion of so-called generalized Koch chains. An important instance of this theorem
is the case (X = [0, 1], d) where d is the standard metric for which Assouad gives a
special proof and determines the optimal dimension of the ambient Euclidean space.

In this thesis, we give another alternative proof, which uses the notion of iterated
function system, in the case X = [0, 1] equipped with the standard metric. In Section
1, we introduce the snowflake metric spaces and Assoud Theorem and in Section 2
we introduce the notions of iterated function system and fractal dimension. And in
the last section, we show that ([0,1],d*), can be embedded bi-Lipschitzly into the
Héﬂ + 1-dimensional Euclidean space as a self-similar set which is an attractor of
an iterated function system whose fractal dimension is i for each a.

Keywords: Assouad’s Theorem, Bi-Lipschitz embedding, Snowflake metric spaces,

Self-similar set, [terated function systems.
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1. KARTANESI METRIK UZAYLARI VE ASSOUAD TEOREMI

Bir (X, d) metrik uzay: verildiginde, d’'nin hangi @ € R kuvvetleri i¢in (X, d*)’'nin
tekrar bir metrik uzay oldugu oldukca anlamh bir sorudur. Ornegin (R?, dyq) metrik
uzay1 i¢in metrik fonksiyonunun karesi alindiginda elde edilen d?,; fonksiyonu R*’de
liggen esitsizligini saglamaz, yani (R?, d?%,;) bir metrik uzay degildir. Fakat, 6rnegin
(RQ,dit/j ) hala bir metrik uzaydir. Genel olarak ifade etmek gerekirse, (X,d) bir
metrik uzay ise, 0 < a < 1 olmak iizere, ilgili metrik fonksiyonunun a. kuvveti
alinarak elde edilen d* ile birlikte (X, d*) yine metrik uzay olmaya devam eder. Bu
tirden metrik uzaylara 6zel olarak kartanesi metrik uzay: adi verilir ((X, d*) metrik

uzayma (X, d) metrik uzaymim kartanesi versiyonu da denir). Kartanesi isminin

verilmesinin sebebi ise, bu tiirden metrik uzaylarin literatiirde bilinen ilk 6rneginin

(K, igg boyutlu Koch egrisi olmak iizere (R?, d,q) metrik uzayima Koch egrisi olarak
log 3

bi-Lipschitz gémiilebilen) ([0, 1],d55") metrik uzay1 olmasidir [10].

log 3

Sekil 1.1. ([0,1],d55") metrik uzaymnn bi-Lipschitz gomiildigi Koch egrisi

1.1. Kartanesi Metrik Uzaylari

(X, d) bir metrik uzay, o > 0 olmak tizere (X, d*) ikilisine (X, d) metrik uzaymmn

kartanesi versiyonu denir.

Yardimct Teorem 1.1. (X, d) bir metrik uzay ise, 0 < a < 1 olmak tizere (X, d*)

da bir metrik uzaydar.

Kamit. (X,d) bir metrik uzay olmak tizere 0 < a < 1 igin d* : X x X — Rt U {0}

fonksiyonunun metrik kosullarini sagladigi gosterilecektir.



M1)

M2)

M3)

d bir metrik oldugundan Va,b € X i¢in d(a,b) > 0’dir ve 0 < a < 1 oldugun-

dan d'nin «. kuvveti alindiginda Va,b € X icin d*(a,b) > 0 bulunur. Ayrica
d*(a,b) =0 < d(a,b) =0 a=10

seklindedir.

d metrik oldugundan Va,b € X i¢in simetri sart1 saglanir, yani d(a, b) = d(b, a)

seklindedir. 0 < a < 1 olmak {izere iki tarafin o. kuvveti alindiginda
d*(a,b) = d“(b,a)

bulunur.

Va,b,ce X igin
d(a,b) < d(a, ) + d(c,)

iken

d*(a,b) < d%(a,c) + d*(c,b)

oldugunu gosterelim. p = d(a,b), ¢ = d(a,c), r = d(c,b) olsun. Bu durumda,
p < q+ 7 iken p* < (¢ + r)* oldugundan (q + 7)* < ¢* + r* esitsizliginin

saglandigini gostermek yeterlidir. Bunun i¢in ¢ € R sabit olmak {izere,
fx)=(x+c)* —a% =
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda
fl(z) = alz+c)* ! —ax™!

ifadesinin sifirdan kiigiik oldugu gosterildiginde istenilen sonuca ulagilir.

0 < a < 1 oldugundan 1 — « > 0 olup



(x+c)7* > g

1 1
(x4 c)t— < rl-a
1 1
(x 4 )l Copla < 0
1 1
« (x + C)l—a - xl—a] < 0

elde edilir. Dolayisiyla [0, 00) tizerinde tamimli f fonksiyonu azalandir ve en

biiyiik degeri f(0) = 0’dir. Bu durumda Vz igin f(z) < 0 oldugundan

<q_'_r>a§qa+7,a

esitsizligi saglanmig olur. Yani d* fonksiyonu iiggen esitsizligini saglar.

1.2. Metrik Uzaylarin Gomiilmesi ve Assouad Teoremi

Metrik uzaylarin Oklidyen bir uzaya bi-Lipschitz gémiiliip gomiilemeyecegi metrik
geometride olduk¢a 6nemli bir problemdir. Literatiirde bu konu ile ilgili uzunca
siiredir ¢ok farkl ¢calismalar yapilmigtir. Ornegin Luukkainen ve Movahedi-Lankarani
[16] cahigmasinda Vn € N ig¢in metrik boyutu (Assouad teoreminin 2. metodunda
bahsettigi anlamda-literatiirde Assouad boyutu diye de geger) n’den kiigiik olan bir
ultrametrik uzaym R™’ye bi-Lipschitz gomiilebilecegini gostermiglerdir. Bu calig-
madan 2 yil sonra Kerkko Luosto [17|’de Luukkainen ve Movahedi-Lankarani'nin
elde ettigi sonucun tersinin de dogru oldugunu yani bir (X, d) ultrametrik uzay:
R™ye bi-Lipschitz gémiilebiliyorsa metrik boyutunun n’den kii¢iik olmasi gerektigini
kanitlamistir.  Ayrica metrik uzaylarin Oklidyen uzaylara bi-Lipschitz gémiilmesi
lizerine bagka bir ¢caliyma 1999 yilinda Stephen Semmes tarafindan verilmistir [22].
Jeehyeon Seo [23] ¢aligmasinda R™’ye bi-Lipschitz gomiilebilen tam, katlamali ve
diizglin miikkemmel metrik uzaylar1 karakterize etmis ve bunun bir sonucu olarak
R™ye bi-Lipschitz gomiilmeye sahip bir Riemann alt-manifold 6rnegi elde etmigtir.

Konu ile ilgili cahgmalarim daha detayli incelemesi igin bkz. [12].
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Hangi kosullar altinda bir metrik uzaym Oklidyen bir uzaya bi-Lipschitz gomiil-
meye sahip oldugunu belirleyebilmek son derece énemlidir. Bir metrik uzaym bir
Oklidyen uzay icerindeki bi-Lipschitz gomiilmesi, bu uzaya kabaca sonlu boyutlu
Oklidyen uzay icinde yasayan bir uzay goziiyle bakabilmek adina oldukca 6nemli
bir sonug olacaktir. Bu soruya kismen bir yamt, kartanesi metrik uzaylarla ilgili
onemli bir sonu¢ 1983 yihinda Assouad [2]| tarafindan verilmigtir. Teorem 1.8'de
katlamali bir metrik uzaym kartanesi versiyonunun uygun boyutta bir Oklidyen
metrik uzaya bi-Lipschitz gomiilebildigi ifade edilmektedir. Assouad teoremi ne
yazik ki orijinal metrik uzaym uygun bir Oklidyen uzaya bi-Lipschitz gomiiliip
gomiilemeyecegi hakkinda bilgi vermez. Yani uzay katlamali bir metrik uzay olsa
da Oklidyen bir uzaya bi-Lipschitz gomiilemeyebilir. Bu duruma iligkin bir gozlem
Semmes tarafindan [21] galigmasinda verilmigtir. Semmes bu galigmada, Carnot-
Carathéodory metrigi ile donatilmig Heisenberg grubunun katlamali bir metrik uzay
oldugunu ancak Oklidyen uzaylara bi-Lipschitz gémiilmeye sahip olmadigini kanit-
lamigtir. Assouad’in yaymladigi [2] ¢aligmasimdan sonra bazi matematikgiler teo-
remin kanitinmi farkl bakis acilariyla ele alarak kanitin 1. metodunda gegen katlama
sabiti, hedef uzaym boyutu ve a kartanesi derecesi kavramlariin birbirleriyle iligki-
lerine agiklik getirmiglerdir. Naor ve Neiman [18] ¢alismalarinda a € (0,1/2) olmak
iizere hedef uzaymm (Oklidyen uzaylar) boyutunun yalnizca katlama sabitine bagh
oldugunu, « sayisindan bagimsiz oldugunu gostermistir. 2013 yilinda Guy David ve
Marie Snipes [6] makalesinde Naor ve Neiman’in vermis oldugu kanit1 oldukga basit

ve anlagilir bir sekilde ortaya koymuslardir.

1.2.1. Metrik uzaylarmm Oklidyen uzaya gomiilmesi

Gomme dontisiimleri matematigin hemen her alaninda sikga kullanilan oldukca
onemli bir kavramdir. Kabaca bir X objesinin bir ¥ objesine gémiilebilmesi demek
aslinda bu iki obje arasinda birebir ve yapi koruyan bir doniisim var oldugu an-
lamina gelir. Ornegin bahsi gecen X ve Y objeleri topolojik uzaylar olmak iizere
f X — Y fonksiyonu eger X uzayindan Y’nin f(X) alt uzayma bir homemor-
fizma tegkil ediyorsa f bir gomme doniistimiidiir. Herhangi iki cisim arasinda bir
halka homomorfizmi de gémme doniigiimlerine 6rnek olarak verilebilir. f: N — Z

f(x) = z geklinde tanimli f doniiglimii birebir ve iglem koruyan bir doniigiim yani bir
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gomme doniigiimidir. Bu dontisiimle her n € N dogal sayisin1 bir tam say1 olarak
gorebiliriz. Matematigin diger alanlarinda da bu ve benzeri pek ¢ok 6rnek vermek
miimkiindiir. Gémme doniigiimleri sayesinde herhangi bir obje iizerinde ele alinan
bir problem, 6zellikleri daha iyi bilinen bagka bir objeye taginarak daha kolay ¢oziime
ulagtirilabilir. Bu tez ¢alismasinda iizerinde durulan objeler metrik uzaylardir ve li-
teratiirde metrik uzaylarin gémiilmesi iizerine farkli ggmme doniistimleri mevcuttur.

Bu kisimda metrik uzaylar i¢in bazi 6zel gomme doniigiimlerinden bahsedilecektir.

Teorem 1.2. (Kuratowski embedding)

(X, d) metrik uzay, supremum normu ile donatilmag
L>¥(X)={f: X = R| fsumrh}

Banach uzayina izometrik gomalir ( [15]).

Kuratowski'nin gémme doniigtimii goriintti kiimesi L>°(X) uzaymin X’e bagh
olmasi dolayisiyla ¢ok kullanigh olmamaktadir. Ancak 1909 yilinda Fréchet’in vermis

oldugu teorem daha kapsamli bir sonu¢ vermektedir.

Teorem 1.3. (Fréchet embedding)
Her (X,d) ayrilabilir metrik uzay, supremum normu ile donatimas [*° = L*(N)

Banach uzayina izometrik gomiilir ( [9]).

Boylece [*° = L*(N) Banach uzayma tiim ayrilabilir metrik uzaylar1 izometrik
olarak kapsayan bir uzay goziiyle bakilabilir.
Bu tez calismasinda metrik uzaylarin Oklidyen uzaylara bi-Lipschitz gémiilmesi

iizerinde durulmustur.

Tanim 1.4. (X,dx) ve (Y,dy) iki metrik uzay olmak tzere f : X — Y dontsimii
verilsin. Eger Va,b € X i¢in

¢+ dx(a,b) < dy(f(a), f(5)) < C - dx(a,b)

olacak sekilde ¢, C' € RY sayilart varsa f’ye bi-Lipschitz doniisim ady verilir. Eger

c=C=11se f: X =Y donisimine bir izometrik donisim denir.



1.2.2. Assouad Teoremi

Assouad [2] galigmasinda herhangi bir (X, d) katlamal metrik uzaymin kartanesi
versiyonu olan (X,d*) uzaymm uygun bir Oklidyen uzaya bi-Lipschitz gomiilmesi

iizerine li¢ ayr1 metot vermistir:

e Birinci metotta Schauder tabani denilen bir taban kullanilmig olup, uygulan-
mas1 diger metotlara gore oldukga basittir. Ancak gdmiilecek uzaym boyutu

hakkinda iyi bir fikir vermemektedir.

e Ikinci metot birinci metotun bir genellestirilmesi olmakla birlikte (X, d) sonlu
metrik uzay1 i¢in, o € (0, 1) olmak iizere (X, d*) uzaymn uygun bir n € N
i¢cin R"’ye gomiilmesine olanak saglar (bu tiir uzaylar tizerinde galigmalar igin

blkz. [1]).

e Uciincii metotta ise genellestirilmis Koch egrileri kullamilmaktadir. Aslinda
bu metot da Glaeser’in [10] galigmasinda kullandig1 yontemin genisletilmesine
dayamir. Glaeser ([0, 1],d}2%i) metrik uzaymi R%’ye bi-Lipschitz bir sekilde

klasik Koch egrisi olarak gémmiigtiir.

Assouad’in teoremini teknik olarak ifade etmeden once teoremin ifadesinde ve 1.

metodunun kanitinda kullanilacak baz kavramlar verilmigtir.

Tanim 1.5. Bir (X,d) metrik uzayiman r-yarigaply her kapaly yuvars, g-yamgaph
K tane (sonlu sayda) kapalr yuvarla ortilebiliyorsa, bu uzaya bir katlamale metrik

uzay, K sayisina da katlama sabiti denir.

Bir katlamali metrik uzaym alt uzaylarinin (aym katlama sabiti ile) katlamali
metrik uzay oldugu aciktir. Ornegin R” ve R™'nin tiim alt kiimeleri katlamali metrik
uzaylar olmakla birlikte sonsuz boyutlu normlu uzaylar katlamali olmayan uzaylara

ornek tegkil etmektedirler.
Tanim 1.6. (X, d) bir metrik uzay, € > 0 olmak tzere,

o Vo # a2 € N igind(z,2') > €



sartlarine saglayan x € X noktalarindan olusan bir kiimeye X "in bir maksimal e-neti

denir ve N = N(X,€) C X ile gosterilir.
Yardimci1 Teorem 1.7. Her metrik uzayn bir maksimal e-net’s vardar.

Kanat. (X, d) bir metrik uzay, Y C X kiimesi de, X’in herhangi iki eleman arasimn-
daki uzaklig1 € sayisindan biiyiik esit olan elemanlarindan olusan bir alt kiimesi
olsun.

Y<Z&YCZ

kismi siralama bagintisi tanimlayalim ve {Y,, | @ € I} kolleksiyonu iizerinde bu kismi

siralama bagintisini diigtinelim. Verilen her Y; C Yy C Y3 C - -+ zinciri igin

Y::QYi

kiimesi bu zincir i¢in bir iist sinir olur. O halde Zorn Lemma’dan dolay1 oyle bir W

vardir ki W < Z ise Z = W olmak zorundadir. ]

Bu tamim ve yardimci teoremlerden sonra Assouad Teoremi su sekilde ifade

edilebilir.

Teorem 1.8 (Assouad Teoremi). (X, d) metrik uzayinan katlamaly olmast igin gerek
ve yeter sart her 0 < o < 1 igin (X,d*) kartanesi versiyonunun bir Oklidyen uzaya

bi-Lipschitz gomailmesidir.
Bu kisimda Assouad’in 1. metodunun kaniti incelenmistir.

Kanit. Ny C X, X’in bir maksimal 1-neti olsun. Bu durumda (X, d) bir katlamal

metrik uzay oldugundan, Vx € X ve x noktasindan bagimsiz bir M sayisi i¢in
iNoN B(x,12) < M

olur. Gergekten de uzayin katlama sabitine K denirse, B(z,12) yuvari 6-yarigaph
yuvarlardan K tanesi ile ortiiliir. Benzer sekilde 6-yaricaplh yuvarlari da K tane
3-yarigaph yuvar kullamlarak ortiilebilir. Dolayisiyla B(z,12) yuvarnn K? sayida
3-yaricapl yuvarlarla ortiiliir. Bu sekilde devam edildiginde 0, 375-yarigapli yuvar-

lardan K°® tane kullanmildiginda, artik bu yuvarlarin icerisinde Ny’ tanimi geregi N,
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Sekil 1.2. (X, d) katlamale metrik uzayinda farkle yarigapl yuvarlar

kiimesine ait en fazla bir tane eleman olacaktir. Dolayisiyla yukaridaki esitsizlikte
M = K? almabilir.
{e1,€9,...,en}, RM'nin bir standart taban olmak iizere, eger d(a,b) < 12 ise

k(a) # k(b) olacak sekilde
Kk:Nog—> {e1,ea,...,em}

boyama doniistimii vardir. Bunu gorebilmek i¢in Ny kiimesinin elemanlarini Ny =

{ai, as, ...} olacak sekilde siralayalim,

:‘ii:{al,...,ai} —>{617627"'7€M}

doniigiimii birbirine yakin noktalarin gortintiileri farklh renkte olacak sekilde tanim-
lanabilir ¢iinkii,

ﬁ{ala"'aai}mB(a”i-f-l)lQ) < M—1

seklindedir. Simdi, ¢o : X — R doniisiimiinii

po(r) = Y max{2— d(z,a;),0}r(a;)

a; ENg

seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

1
5-8<d(az,y) <8 (1.1)



iken
lpo(z) — wo(y)] > 1

oldugunu gorelim. Ny bir maksimal 1-net oldugundan

X = Bla;1)

a; €ENg

seklinde yazilir. = € B(a;, 1) ise d(z,a;) < 1 olup a;’den k(a;). bilegene 2 — d(x, a;)
kadar katki gelecektir. Ote yandan Esitsizlik (1.1)’den

4 <d(z,y) <d(z,a;)+d(a;,y)

oldugundan d(y,a;) > 2 olacak ve ¢y doniiglimiiniin tanimindan ¢q(y) = 0 elde
edilecektir. Bu durumda ¢o(z) — ¢o(y) € RM vektoriiniin (a;)’yinci bilesenindeki
degeri 2—d(z, a;) > 1 olur. Ayrica py dontigiimiiniin tanimindan x ve y’ye uzakliklar
2 birimden az olan a; noktalarindan ¢o(z) ve ¢o(y)’'ye katki gelir. d(z,y) < 8
oldugundan a; noktalar1 arasindaki uzakhik 2 4+ 2 + 8 = 12’den kii¢iik olur, yani
d(a;,aj) < 12 olup k(a;) # r(a;) oldugundan vektoriin x(a;)’inci bilegene ¢(y)’den
negatif katki gelemez. O halde Ji i¢in bilegenlerden biri 1’den biiyiik olup

lpo(w) — wo(y)] > 1

seklindedir. Ayni zamanda herhangi z,y € X igin

|#0(z) = po(y)| < Cmin{d(z,y), 1}
seklindedir.
e min{d(z,y),1} = d(z,y) durumunu inceleyelim:
a; € Ny i¢in d(z, a;) < 2 ve d(y,a;) < 2 olsun. Bu durumda, her bir bilegen igin
max{2 — d(z,q;),0} =2 —d(x,a;)

max{2 — d(y,a;),0} =2 — d(y, a;)
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olup

oldugundan

oo(x) — woly)| < VM d(z,y)? = VM d(x,y)

seklinde elde edilir.
d(xz,a;) < 2 ve d(y,a;) > 2 olsun. Bu durumda max{2 — d(y,a;),0} = 0 ola-

cagindan her bir bilegenin degeri |2 — d(z, a;)| kadar olur ve
2 <d(y,a;) <d(y,z) + d(z,a;)
ve buradan
2 —d(z,a;) <d(z,y)
oldugundan, her bir bilegenin degeri d(x,y)’den kiigiik olup

l00(2) — woly)| < /Md(z,y)? = VMd(z,y)

olur.
e min{d(z,y),1} = 1 durumunu inceleyelim:

En kot durumda ¢g(z)’in her bilegeni en fazla 2, ¢o(y)nin her bilegeni en az 0

olabilir. Bu haliyle

loo(z) —@o(y)] < V22 4+22 4. 422 =VM-22=2/M
olup esitsizlik saglanir. j € Z ve N; maksimal 277 net olmak iizere Vo € X icin
tN; N B(z,27712) < M

olur ve (X,27d) metrik uzaymi géz oniine alarak, ¢y doniigiimiine benzer sekilde
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¢;: X — RM doniisiimii,
277718 < d(w,y) <2778

iken

lpj(z) = wi(y) =1

ve Vz,y € X icin
|0j(@) = ¢i(y)| < Cmin{2’d(z,y), 1}

olacak gekilde tanimlanabilir.
R?*" uzaymm standart tabam Vj € Z’ye devirli sekilde genisletilmek iizere {€;}

olsun. ; doniigiimleri yardimiyla tanimlanan ¢ : (X, d*) — RM @ R*Y
o) =) 27%p;(r) ® &
€z

doniistimiiniin N yeterince biiyiik alindiginda bi-Lipschitz bir doniigiim oldugu gos-
terilecektir.
Oncelikle sabit bir 7 € X igin ¢(x) = 0 olacak sekilde normalize edilsin. Bu

durumda,

|o(@)] = [e(z) = p(zo)| < C‘ZT‘” min{2’d(x, zo), 1} < oo

oldugundan seri yakinsaktir. x,y € X elemanlarini sabitleyelim ve
27k .8 < d(x,y) <27F-8
olacak sekilde k € Z secelim. Buradan,

o) — o)l < Y 27%g(x) — ()| + > 27Y]p;(x) — i(y)]

j>k+1 j<k

C@-* + 20-2)d(z,y)

IN

< Cd*(z,y)
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elde edilir. Diger taraftan N yeterince biiyilik alindiginda,

o(z) —0(y)| < Y. 2Ype) ) ®§

—N+k<j<N+k

= Y 27@@) el = D 27%(es(@) — i)l

J>N+k j<—N+k

> 27%|(pr(x) — pr(y))| — ¢ 270N — ¢ 27 NFRINTRG (4 )
> 2 (u(a) — uly)| - 52
> 27 > cd®(x,y)

olur. U

1.2.3. Assouad’in genellestirilmis Koch egrileri

Bu kisimda Assouad’n [2] galigmasinda kullandig: fi¢iincti metodu detaylica ince-
lenmigtir. Assouad’in bu ¢aligmasinin yayimlandigi yillarda (bir sonraki boliimde de-
taylica tanimlanacak olan) yinelemeli fonksiyon sistemlerinin heniiz tanimlanmamag
oldugu (hatta fraktal, kendine benzerlik gibi kavramlarmm literatiirde heniiz yeni
yeni kendine yer buldugu), ancak kartanesi metrik uzaylarm Oklidyen uzaylara bi-
Lipschitz gémiilmesinde uyguladigi bu metodun arka planinda yinelemeli fonksiyon
sistemlerine benzer bir mekanizma kullanildigi goriilmektedir.

Oncelikle Assouad’in iiciincii metodunda kullandig1 baz1 kavramlardan bahsedile-

cektir, Tanim 1.9’te verilen yap1 klasik Koch egrisinin genellegtirilmesidir.

Tanim 1.9 (Genellegtirilmis Koch Egrileri). I > 2 bir tamsay, n € (0,1) ve ¢ €
[0,7) olmak tizere K C R™ kompakt bir kiime olsun. K ’mn birbirinden farkly ag
ve a; elemanlary alinsin. Asagqidaki ozellikleri saglayan (R™, dgq) standart Oklidyen
uzaywnan izometrilerinden olugsan T = (Ty, - -+ ,T)—1) ailesine, | uzunluklu, n élgekli,

esnekligi 1 den egit kiigtik olan ve (ag, K, a;) agina sahip bir Koch zinciri denir.
a) Herbirr=0,---,l—1i¢cinnT,(K) (K, ile gosterilir) kiimesi K 'nin i¢cerisinde
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kalur. Yani herr =0,--- 1 — 1 i¢in nT,(K) = K, C K dur.

b) nTo(ag) = ag ve nTi_1(a;) = a; dir.

c) Her birr=1,---,1—1i¢in nT,(ap) (a, ile gosterilir) nT,_1(a;) 'ye egittir.

d) Herr=1,--- 1 —1 ve herhangi v € K,_1 ve y € K, i¢in

<T—=0r,Y —Qp > +||x_a7"|| ||y—ar||cos¢) S 0

esitsizligi saglanar.

e) r,r' €{0,--- 1 =1} igin |r — | > 2 ise K, N K| = 0 ’dir.

Ayrica (ag, Ko, a1, K1, -+ a1, K;_1, a;) dizisi, koseleri ag, - - - , a; ve baglantilar

K07 '

-+, K;_1 olan bir T" zincirinin destegi olarak adlandirilir.

T = (T, - ,T;-1), R"de [ uzunluklu, n 6lgekli, esnekligi ¢)’den egit kiigiik olan

ve (ag, K, a;) agma sahip bir Koch zinciri olsun. Bu durumda agagida verilen yapiy1

kurmak miumkiindiir.

a)

b)

c)

Her j > 1 tamsayist igin ry,7rg,- -+ ,7; € {0,- -+, — 1} olmak fizere, Dé ve D!

kiimeleri

i=1
ve
D'= | Dj
JEZT
seklinde tanimlansin. Ayrica her r =0,--- [ — 1 i¢in S, = n T, olsun.
Vj>1e€ Zign f; : Dy - R" doniigiimii f;(t) = Sy, Sy, -+ Sy, (ag) seklinde

tammlansin.

Jj < k olmak iizere herhangi j,k € Z icin fj, doniisiimii f; doniistimiiniin
geniglemesidir (Sp(ag) = ag oldugu kullamlarak goriilebilir). Herhangi j > 1
igin fr : D' — R" fonksiyonu, D,’ye kisitlanmus1 f; olacak sekilde tanimlansin.
Bu durumda vy = fr(D!)’ye T zinciri ile iligkili genellestirilmis Koch egrisi

denir.
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Her ne kadar vp’yi bir egri olarak adlandirmak uygun goriinmese de ~yp'nin

yapistirmasinin gergekten bir egri oldugu gosterilecek ve iistelik fr fonksiyonunun

[0, 1]e siirekli geniglemesinin uygun bir a € (0, 1) igin ([0, 1], d*) uzaymdan (R", dgq)

uzayina bi-Lipschitz doniigiim oldugu gosterilecektir.

Asgagidaki 6nerme kanitsiz bir gekilde verilmigtir (detaylar igin bkz. [2]).

Onerme 1.10. o € (0,1), n > L bir tamsay ve ¢ € (22, 7) olsun. Bu durumda

[ > 2 tamsayr olmak tizere, R de | uzunluklu, =% ol¢ekli esnekligi i) ’den egit kii¢iik

olan bir Koch zinciri vardar.

Simdi R™de [ uzunluklu ve [=* 6lgekli her Koch zincirinin ([0, 1], d*)’nin (R", dg4)

uzayinda bir Lipschitz gomiilme belirledigi gosterilecektir. Bundan 6nce baz gozlem-

lere yer verilmistir.

a)

b)

T zinciri, R™de [ uzunluklu, n 6lgekli ve (ag, K, a;) agina sahip bir Koch zinciri

olsun. fr : D! — R™ yukaridaki gibi taniml doniisiim olmak iizere,

0.1 ()

noktalar1 7" zincirinin koseleridir.

k > 2 bir tamsay1 olmak iizere,

Fr), fr (%), fr(2075), -, fr((F = 1)I75),

noktalar1 ¥ uzunluklu, n* &lgekli ve (ag, K, a;) agma sahip T(k) zincirinin

kogeleridir (D' = D' oldugundan fr() = fr olduguna dikkat ediniz).

lx —y| > % ozelligini saglayan x,y € D' noktalar ele almsm. Bu durumda
fr(x) ve fr(y) noktalar: T'(3) zincirinin ardigtk olmayan baglantilaria aittir

(37 > 2073 oldugu kullamlarak goriilebilir). Dolayisiyla,

Ar = inf {HfT(a:) = Jfr@ [z —y[ > 2%}

degeri sifira egittir. Ayrica K'nin ¢api da Br ile gosterilecektir.
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d) s < t olmak tizere s, € D' ve (s,t) arahg D} kiimesinin hig bir elemanim
icermeyecek sekilde 7 € N alinsin. z € Dj-, s’den kiigiik veya egit olan en

biiyiik eleman olmak iizere,
s =U(s—2) ve t9=1U(-2)
seklinde tanimlansin. Bu durumda
1 f2(s) = fr(®)ll = 1770 fr(s™7) = fr(t )| < Bri™® (1.2)
olur. Ayrica |s — ¢| > 2177+ ise,
I f2(s) = fr(®)ll = Azl™® (1.3)

elde edilir.

Onerme 1.11. o € (0,1) ve T = (Ty,---,T1—1), R*’de uzunlugu 1, olgegi 1,
esnekligi v den esit veya kiigiik olan ve (ag, K, a;) agina sahip bir Koch zinciri olsun.
fr: (DY, dY) — (R™, dyq) dondisiimii bi-Lipschitz déndisiimdiir. Ar ve Br dejerleri

siraswyla

inf{HfT(:c) — S [ |z =yl > %}

ve K man ¢apr olmak tizere, Vx,y € D! icin

Aglz —yl*sin (v Z) < |lfr(e) = fr()ll < 2Br%a —yl°

seklindedir.

Kamt. x < y olmak iizere z,y € D' ve j > 0 tamsayis1 [ 777! < |x —y| < 177

egitsizligini saglayan bir tamsay1 olsun. O halde iki durum s6z konusudur:

i) (z,y) arah@ D)nin hi¢ bir elemamm igermesin, bu durumda (1.2) ve (1.3)

esitsizliklerinden
Al < fr(@) = fr(y)ll < Bri™®
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olup buradan

Arle —y|* < |lfr(2) = fr(y)ll < Brl®|z —y|*

elde edilir.

Diger durumda, yani (x,y) araligi Dé» kiimesinin bir tek a elemanini iceriyorsa,

T ile kars1 zinciri yer degigtirdigimizde
1. i i
aal W<z —al <I77 ve la—y| <17
oldugunu varsayabiliriz ve bdylece

|f2(@) = fr(@)lisin (v v 5)

IA

[fr(z) = fr ()]
lfr(z) = fr(a)ll + || fr(a) = fr(y)]]

IA

elde edilir. 1lk esitsizlik 7' zincirinin esnekliginin 1)’den esit veya kiiciik ol-

masindan yazilir. Bu durumda,
o T ia
Agl™sin (¥ Z) < || fr(x) = fr)l| < 2Bri™

olur ki buradan da

Aglz—yl*sin (v 3) < |lfaa) = fr()l| < 21w —y°

sonucuna ulagilir.
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2. YINELEMELI FONKSIYON SISTEMLERI-FRAKTAL BOYUT

Bu ¢aligmadaki temel hedef ([0, 1], dstq) metrik uzaymim kartanesi versiyonlarinin
Oklidyen uzaya “kendine benzer bir kiime olarak” bi-Lipschitz olarak gomiilme-
sidir. Bu nedenle bu bélimde kendine benzer kiimelere (ve ashnda fraktallarin
oldukga 6nemli bir kismina) vakif olabilmek i¢in yinelemeli fonksiyon sistemi kavrami
iizerinde durulacaktir. Bu kavram tanimlanip orneklendirildikten sonra, fraktal
boyut denilince ilk akla gelen Hausdorff boyut ve Minkowski (Minkowski-Bouligand)

boyutu kavramlar: ele alinmigtir.

2.1. Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri
2.1.1. Hausdorff metrik ve Hausdorff uzay

Hausdorff uzay1 aslinda fraktal denilince akla gelen kendine benzer kiimelerin
icerisinde yasadigl uzay olarak diisiiniilebilir.Fraktal denilince akla gelen kiimelerin
biiyiik bir kism1 bu uzay iizerinde taniml bir biiziilme doniiglimiiniin sabit noktasi
olarak elde edilebilmektedir.

(X, d) bir metrik uzay olmak tizere X’in bog kiimeden farkli kompakt alt kiimelerinden

olusan

H(X):={A| AC X,A+# @, Akompakt}

kiimesi X metrik uzayr verildiginde tek tiirli belirli bir kiimedir. X {tizerindeki
metrik yardimi ile H(X) kiimesi de bir metrik uzay yapisi kazanabilmektedir.

A € H(X) olmak iizere bir x € X noktasmin A kiimesine uzakligi

d(x,A) = min{d(z,y) |y € A}

seklinde tamimhidir. Bu tanim, X iizerinde tanimli d metrik fonksiyonu stirekli
oldugundan ve kompakt kiime iizerinde tanimli bir siirekli fonksiyon maksimum

ve minimum degerlerini aldigindan anlamhidir. A, B € H(X) olmak {izere,

d(A, B) = max{d(z, B) | € A} = max{min{d(z,y) |y € B} |z € A}

ile A kiimesinin B kiimesine uzakligi tanimlanabilir. Ancak bu gekilde tanimlanan
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d fonksiyonu H(X) iizerinde bir metrik degildir. Bunun sebebi ise A, B € H(X)
i¢in simetri 6zelliginin saglanmamasidir. Yani d(A, B) = d(B, A) esitligi her zaman

gecerli olmayabilir. Bu duruma su sekilde bir 6rnek verilebilir.

Ornek 2.1. X = R, d = dyg olsun. A = [-1,2], B = [5,7] € H(R) kiimeleri
arasindaki uzaklhk d metrigine gore hesaplandiginda

x <5 igin d(z,B)=5—x’tir. Dolayswyla d(A, B) =6 olur.

x>2 igin d(z,A) =x — 2’dir. Dolayiswyla d(B,A) =5 olur.

Sonug olarak d(A, B) # d(B, A) bulunur.

Simetri 6zelliginde yaganan sorunu ortadan kaldirmanin en basit yolu d(A, B) ile

d(B, A) degerlerinin maksimumunu almak olacaktir.
Tanim 2.2. (X, d) bir tam metrik uzay ve A, B € H(X) verilsin. Bu durumda
h:H(X)x H(X)— RTU{0},
h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}
seklinde tanwmly h fonksiyonuna A ile B kiimeler: arasindaki Hausdorff uzaklhgr
denir.
Teorem 2.3. (H(X),h) bir metrik uzaydor.
Kanat. (X, d) bir metrik uzay ve A, B,C € H(X) olsun.

M1) h fonksiyonunun tanimindan h(A, A) = 0 oldugu agiktir. Eger h(A, B) = 0
ise A nin her noktasinin B ye uzakhig: sifir olup, B kompakt oldugundan bu
noktalar B ye aittir dolayisiyla A C B dir. Benzer sekilde B C A olup
h(A, B) = 0 oldugunda A = B dir.

M2) h fonksiyonu tanimi geregi simetriktir.

M3) h(A, B) < h(A,C) + h(C, B) esitsizligini gostermek i¢in d(A, B) < d(A,C) +
d(C, B) esitsizliginin saglandigin1 gostermek yeterlidir. A ve B nin rolleri

degistirildiginde istenilen sonuca ulasilir.
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Va € A igin,

d(a, B) = mind(a,b) < rbniél(d(a, c) +d(c,b)) Ve € C
S

beB
¢) +mind(c,b) Ve € C
beB

IA

d(a,
= d(a,c)+d(c,B) Ve € C
d(a,c)+d(C,B) Ve € C

seklindedir. Son ifadedeki ikinci terim c’ye bagh degildir. Dolayisiyla son esitsizlikte

¢ lizerinden minimum alinirsa,
d(a,B) < d(a,C) +d(C,B)

elde edilir. Elde edilen son ifadede a iizerinden maksimum alindiginda
d(A,B) <d(A,C)+d(C,B)

sonucuna ulagilir. O
Tanim 2.4. (H(X), h) metrik uzay: Hausdorff uzay olarak adlandurilur.

Hausdorff uzakliginin alternatif (ya da geometrik olarak daha kolay anlagilabilen)

bir tanimi su sekilde verilebilir.

Tanim 2.5. A € H(X) ve e > 0 verilsin. A kiimesinin e-kapale komsulugu
A.={r e X |d(z,A) <&}
seklinde ifade edilsin. Bu durumda A, B € H(X) kimeleri arasindaki Hausdorff

uzaklhgi, A C B, ve B C A, kosulunu saglayan en kii¢iik € sayisidr.

Hausdorff uzakligi tanimlandiktan sonra Hausdorff uzaylar ile ilgili 6nemli bir

sonu¢ asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.6. (X,d) bir tam metrik uzay ise (H(X),h) uzayr da bir tam metrik
uzaydur (bkz. [4]).
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Sekil 2.1. A, B € H(X) kimeleri arasindaki Hausdorff uzaklig

2.1.2. Yinelemeli fonksiyon sistemi ve atraktor kavrami

Onceki alt béliimde gésterilmistir ki, (X, d) tam metrik uzay verildiginde (H(X), h)
tam metrik uzay1 tek tiirli bir bigimde belirlenmig olur. X’i tam yapan metrik #(X)
tizerine taginmig ve bu Hausdorff metrigi dedigimiz metrik ile H(X') uzay1 da bir tam

metrik uzay olmustur.
Tanim 2.7. (X, d) metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. EgerVz,y € X
cin,

d(f(x), f(y)) < rd(z,y)

olacak sekilde bir r € [0,1) reel sayisy varsa bu fonksiyona bizilme donisimi, r

degerine de bu dontsimin bizilme katsayisy adu verilir.

Her z,y € X i¢in,
d(f(x), f(y)) = rd(z,y)

olacak gekilde bir r reel sayisi1 varsa bu fonksiyona bir benzerlik doniistimii denir.
Bu ¢aligmada 6rnegi verilecek olan bir ¢ok sistem ve tez caligmasinda hedefledigimiz
sistemi olusturacak olan fonksiyonlar, bu tiirden benzerlik doniistimii olan biiziilme

doniistimlerinden olusacaktir.

Yardimci Teorem 2.8. (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bizilme katsayisi v
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olan bir bizilme donisimi olsun. Bu durumda A € H(X) igin

fiH(X) = HX)
FA) ={f(x) |z € A}
olarak tanamlanan f doniisiimii de (H(X), h) metrik uzaynda biizilme katsayisy yine

r olan bir bizilme dontstimiidiir.

Kanat. Bkz. ([4]). O

Yani (X, d) tam metrik uzay1 tizerinde tanimh bir biiztilme fonksiyonu otomatik
olarak H (X)) tizerinde de bir biiziilme dontigiimii tanimlar (Burada biiziilme déniigiim-
lerinin stirekli oldugu ve siirekli fonksiyonlarin kompakt kiimeleri kompakt kiimelere
gotiirdiigii gercegi f doniisiimiinii iyi tanimh kilmaktadir).

Bir (X,d) tam metrik uzay: tizerinde sonlu tane biiziilme doniigiimii verilsin.
Ornegin fi, fa, ..., fm : X — X fonksiyonlar biiziilme katsayilar sirasiyla 71,7, . . ., '
olan biiziilme doniistimleri olsun. Bu durumda bu sonlu tane biiziilme doniigtimi
Yardime1 Teorem 2.9°da goriildiigi tizere H (X ) tlizerinde tek bir biiziilme déniigiimii

tanimlamaya devam eder:

Yardimc:1 Teorem 2.9. (X, d) bir metrik uzay olmak dzere {f; | i = 1,2,...,m}
dontisimleri (X, d) metrik uzayinda buzilme katsayilary siraswyla r; olan buzilme

dondigimleri olsunlar. Bu durumda A € H(X) i¢in

F:H(X)— H(X)
m 2.1
F(A) = fi(A)U fo(A) U~ U fr(A) = U fi(4) 2

seklinde tanymlanan F dontisimi bizilme katsaiyst
r=max{r; |i=1,2,...,m}

olan bir biiziilme dontistimaiidiir.
Kanat. Bkz. ( [4]). O

Tanim 2.10. (X, d) bir tam metrik uzay olmak tizere {f; | i = 1,2,...,m} donisim-

leri (H(X), h) metrik uzayinda biizilme katsayilars siraswyla r; olan biizilme déndisim-
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leri olsunlar. {X; fi|i = 1,2,...,m} sistemine bir yinelemeli fonksiyon sistemi

denir ve kisaca YFS ile gosterilir.

Hutchinson 1981 yilinda yayimladigi ve fraktal geometri igin son derece 6nemli
olan bu sistemleri tanimladigi caligmasinda ( [13]), verilen bir {X; f; |i = 1,2,...,m}

YFS igin H(X) tizerinde,
F(A) = fi(A) U [2(A) U -+ U fr(A) = U fi(A)

seklinde tanimli /' doniigiimiiniin bir biiziilme doniisiimi oldugunu ve Banach Sabit

Nokta Teoreminin bir sonucu olarak bu doniigiimiin

olacak sekilde A € H(X) sabit noktasmnimn var ve tek oldugunu gostermistir. Ustelik

ntane
o\

bu sabit nokta herhangi bir B € H(X) i¢in, F" = F o F o---o F olmak iizere

A= lim F"(B)

n—oo

seklinde elde edilir.

Tanim 2.11. {X; f;|i =1,2,...,m} seklindeki bir YFS nin sabit nokta teoremi ile
yukaridaki gibi tek tirli belirledigi kompakt kiimeye yani F(A) = A € H(X) sabit

noktasina ilgili yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktori denir.

Sonug olarak bir tam metrik uzay ve iizerinde sonlu tane biiziilme déniigiimii ve-
rildiginde, bu tek tiirlii olarak bir biiziilme doniigiimiiniin sabit noktasi olan atrak-
torii vermektedir. Fraktal denilince akla gelen bir ¢ok kendine benzer kiime bu

sekildeki bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak realize olmaktadir.

2.1.3. Yinelemeli fonksiyon sistemi ve atraktor ornekleri

Bu kisimda bazi yinelemeli fonksiyon sistemi 6rnekleri verilecek ve klasik birkag

fraktal, bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ifade edilecektir.
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Ornek 2.12. Sierpinski Uggeni
Fraktal denince akla gelen ilk drneklerden biri olan Sierpinski ti¢geni, (R?, dyq) tam

metrik uzay tizerinde tanamh f; - R? — R? (1 =1,2,3) olmak iizere,

o = (52
f2('r7y) = (g_'_%v%)
fala.y) = <§+i%+§>

biiziilme dondisiimlerinden olusan {R?; f1, fa, fs} yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-

toriudir (Sekil 2.2).

Sekil 2.2. Sierpinski Ucgeni (sol) ve 3 biizilmiis benzer kopyasinan birlesimi olarak Sier-
pinski Uggeni (sag)

Burada onemli olan bir nokta, ilgili sabit noktay: bulmak i¢in herhangi bir kom-
pakt kiimeden baslayp F' doniisimi yardimayla bu kompakt kiimenin iterasyonlaring,
yani aslinda bu kiimeden baslayan yoringesini elde etmek yeterli olacaktir. Hangi
kompakt kiimeden baslanirsa baslansin, limit durumunda elde edilecek kiime tekligi

ve varlgy bilinen sabit nokta olacaktur.

Ornek 2.13. Koch Egrisi
Bir diger klasik fraktal érnegi olarak Koch egrisini verebiliriz. Kendine benzer frak-
tallerden olan, kendi dort kiigik (benzer) kopyasinin birlesiminden olusan Koch

1
egrisi, f; : R? — R? (1 = 1,2,3,4) biiziilme katsaylar: 3 olan biizilme dontisimlers
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f1(x,y) = (%,%)
o - (158 5)
s = (g5 4]

fa(z,y) = (g ?))g)

seklinde olmak idizere {R?; f1, fa, f3, fa} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktérii

olarak elde edilir (Sekil 2.3 ve Sekil 2.4).

Sekil 2.3. Koch Egrisi

pe
PR
Ky = f,(K) s %} K3 = f3(K)
2
he¥ae!
Ki = f1(K) %} Ky = fo(K)

gfuﬁ

b

Sekil 2.4. 4 kiigiik kopyasinin birlesimi olarak Koch Egrisi

Ornek 2.14. Egrelti Otu (Fern)
Daha énce verdigimiz Sierpinksi Ucgeni ve Koch Eqrisi orneklerinde alinan bizilme

dondisiimlerinin her biri benzerlik déndistimii idi. Ancak R? dizerinde taniml olan

fi R — R? (i=1,2,3,4) doniisiimleri,
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f1(37,y) =

85 4 4 85 16

folz,y) = (mx T100” "100% T 100Y T 1—0)
2 26 23 22 16

fs(zy) = (1—090 ~100Y 100" + 100Y + E)

15 28 26 24 44 )

f4(x,y) = Y+

100" T 100” 100° T 1007 T 100

“benzerlik doniisiimii olmayan” biiziilme dondisimleridir. {R?; f1, fa, f3, f1} yinelemeli

fonksiyon sisteminin atraktori klasik egrelti otudur.

Sekil 2.5. Egrelti otu (sol) ve kendi 4 kiigik (benzer olmayan) kopyasinin birlesimi olan
egrelti otu (sag)

Klasik fraktal geometrinin tinli kiimeleri Cantor kiimesi, Menger Siingeri, Sier-
pinski halis1 vb. kiimeler bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ifade

edilebilmektedir (detayli bilgi i¢in bkz. [4]).

2.2. Fraktal Boyut

Kesin bir tanimini vermek pek miimkiin olmasa da, ¢ogunlukla kendine benzer
ozellik gosteren ve fraktal boyutu topolojik boyutundan biiyiik olan kiimelere fraktal

denilmektedir. Ama literatiirde bu tanima uymayan, fraktal boyutu tam say1 olan
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fakat yine de fraktal olarak kabul edilen veya edilmesi gereken érnekler de mevcuttur.

Ornegin Levy Dragon fraktal boyutu tam say1 olan kendine benzer bir kiimedir.

2.2.1. Hausdorff 6l¢iim ve Hausdorff boyut

Bu alt boliimde fraktal boyut denilince en sik kullanilan boyut kavramlarindan
Hausdorff boyut ve Minkowski boyutu kavramlar: hizlica 6zetlenecektir.

(X, d) bir metrik uzay1 ve A C X verilsin.
Al = sup{d(z,y) | z,y € A}

seklinde tanmimlanan |A| sayisina A kiimesinin ¢api denir.

Tanim 2.15. (X, d) bir metrik uzay, s > 0 ve § > 0 olmak tizere A C X i¢in

H3(A) == inf {Z |E;|°: A C UEZ ve her i igin |E;| < 5}

i=1 i
ifadesine A’man s-boyutlu Hausdorff on él¢ist denir.

H; bir 6lgli olmakla birlikte ¢apr d’dan kiiglik olan kiimeleri birbirinden ¢ok
iyi ayirt edemez. Ote yandan dikkat edilirse 0 < 0 < & iken H3 (A) > H3(A)
seklindedir. Yani sabit bir s > 0 ve A C X i¢in § — 0 iken H; azalmayan sekilde
monotondur, dolayisiyla

2 (A) == lim H3(A)

6—0

limiti vardir ve bu limite A kiimesinin s-boyutlu Hausdorff 6l¢iisii denir. H*(A) nin
tam degerini hesaplamak olduk¢a zordur ancak ¢ogu zaman analiz yoniinden bu

limitin sonlu veya pozitif olup-olmadig1 bilgisi yeterli olmaktadir.

Tanim 2.16. Bir A C X kimesinin Hausdorff boyutu
sup{s > 0: H’(A) = o0} =inf{s > 0: H*(A) =0}

seklinde tanimlidir ve dimy (A) ile gosterilir.

Hausdorff boyutu bir 6l¢ii tizerinden tanimlandigindan analiz a¢isindan oldukga

kullanighdir.
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Teorem 2.17. R™ n-boyutlu Oklidyen uzay olmak tizere, A C R™ olsun. Oyle bir

sg > 0 degeri varduwr ki,

+00, s< s
H(A) = ’
0, s> Sg

olur. Bu durumda H*°(A), [0, 00] araliginda herhangi bir deger alabilir ve bu degere

A’nan Hausdorff boyutu denir ve dimpy(A) = s¢ seklinde gosterilir (bkz. Sekil 2.6).

H*(A)

Sekil 2.6. H*(A) 'man grafigi

Yani Hausdorff boyut dedigimiz say1 ashinda H°(A)’nin grafiginde goriilen s-
boyutlu Ol¢iliniin sonsuzdan sifira diistiigli s degeridir. Tam bu noktadaki Slgiimiin
ne oldugunun bulunmasi ise basl bagina bir problemdir. Ote yandan bir kiimenin
Hausdorff boyutunu hesaplamak pratikte oldukca zordur. Ama (agagida detay: ve-
rilecek olan) baz Ozelliklere sahip kiimeler ve ashinda bir takim kogullar saglayan
bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii igin bu boyutu hesaplamak daha kolay

ve ¢ogu zaman hesaplanabilir hale gelmektedir.

2.2.2. Minkowski boyutu

Bu alt boliimde fraktal boyut denilince ilk akla gelen Minkowski (Minkowski-
Bouligand) boyutu (Oklidyen uzayda kutu-sayma boyutu olarak da kullanilir) tanim-

lanacaktir.

Tanim 2.18. (X,d) bir tam metrik uzay, A € H(X) olsun. N(e), verilen A

kiimesini e-disklerle ortmek icin gereken minimum disk sayist olmak tizere,

V()
e—0 In(1/€)
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limit degeri varsa, bu limite A kiimesinin Minkowski boyutu denir ve dimy(A) ile

gosterilir.

Uyar1 2.19. Tanwm 2.18’de wverilen limit her zaman var olmayabilir. Ancak bu
durumda A kiimesinin alt ve tist Minkowski boyutlarndan bahsetmek mimkiindir.
A’man alt Minkowski boyutu

1 := limin w
dim,, (4) :=1 eﬂof In(1/¢)

tist Minkowski boyutu

dim(4) = limsup %

ifadeleri yardimuyla hesaplanwr. Detaylar igin bkz. [4, 8, 13].

Minkowski boyutu hesaplamak icin agagidaki teorem faydali olabilir.
Teorem 2.20. (X, d) bir tam metrik uzay, A € H(X) olsun. 0 <r <1, ¢ >0 ve
n € N olmak tizere €, = ¢ -r" olsun. Bu durumda,

_ o In(N(en))
D= lm e

limiti varsa A kiimesinin Minkowski boyutu D dir [/].

Ote yandan Oklidyen uzaydaki bir kiimenin Minkowski boyutunu hesaplamak
i¢in, Ozellikle elektronik ortamdaki hesaplamalarda oldukca kullanighh olan ve bu

boyuta kutu-sayma boyutu da denmesine sebep olan yararli bir teorem daha vardir

([4])-

2.2.3. Moran denklemi ve fraktal boyut

Bir kiimenin Hausdorff ya da Minkowski boyutunu hesaplamak, ¢ok 6zel du-
rumlar diginda oldukca zordur. Ustelik verilen bir kiime icin Hausdorff boyut ve
Minkowski boyutu da esit olmak zorunda degildir. Ornegin sayilabilir kiimelerin
Hausdorft boyutu 0 iken, {% | n € N} sayilabilir kiimesinin Minkowski boyutu %’dir.
Fakat agik kiime kosulu denen bir kogulu saglayan ve sadece benzerlik doniigtimii
olan biiziilme doniigsiimlerinden olusan bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-

toriiniin Hausdorff boyutu ve Minkowski boyutu birbirine egit olup, ¢ok basit bir
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denklem yardimi ile hesaplanabilmektedir. Bu basit formiil atraktorlerin kendine

benzerliginin giizel bir sonucu olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Tanim 2.21. {X; f1, fo, -+, fm} yinelemeli fonksiyon sistemi verilsin.
o Vi={1,2,--- ,m} i¢in f;(U) CU
o Vi j igin f;(U)N f;(U) =0

kosullarini saglayan bir U C X acgik kiimest varsa ilgili yinelemeli fonksiyon sistemi

a¢ik kiime kosulunu saglar denir.

Ornegin daha oénce birer yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ifade
ettigimiz Sierpinski Ucgeni ve Koch Egrisi acik kiime kogulunu saglar (sirasiyla ilgili

atraktorlerin konveks zarflarinin i¢i olan agik kiime yukaridaki kosullari saglamak-

tadir).
Teorem 2.22. {X; f1, fo, -+, fin} yinelemeli fonksiyon sistemi agik kiime kogulunu
saglasin. f; - X — X (i = 1,2,...,m) donisimleri bizilme katsaylar: r; olan

benzerlik donisumleri ve A kiimesi de bu sistemin atraktori olsun. Bu durumda

A’nain Hausdorff boyutu ve Minkowski boyutu egit ve

=1 (2.2)

denkleminin tek gercel kokii olan D saysidur [13].

Teorem 2.22’te yer alan (2.2) denklemi Moran denklemi olarak adlandirilir. Ornegin
biiziilme katsayisi 1/2 olan 3 biiziilme doniigiimiiniin belirledigi yinelemeli fonksiyon
sisteminin atraktorii olan Sierpinski Ucgeni acik kiime kosulunu sagladigindan, Minkowski

In3

boyutu ve Hausdorff boyutu birbirine esit ve ) oldugu
n

B0

Moran denkleminden kolayca goriiliir. Hatta daha da genel olarak, n tane r’lik

biiziilmeden olugan bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriiniin fraktal boyutu
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(Minkowski boyutu ve Hausdorff boyutu)

n

D _
E r; =1
i=1

denkleminden olarak bulunur. Ornegin Koch Egrisinin ilgili boyutlar: (4 tane

nn
Inl/r
1/3’liik benzerlik doniigtimiiniin belirledigi yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii
oldugundan) yine Moran denkleminden ]n—g olarak bulunur. Yinelemeli fonksiyon
n

sistemindeki biiziilme doniigiimlerinin benzerlik katsayilarinin birbirlerinden farkl
olmasi durumunda bu denklemi ¢ozmek de elbette kendi bagina zor bir problem
haline doniigebilir.

Calismamizin bu kismindan sonra fraktal boyut denilince iizerinde ¢alisacagimiz

kiimelerde esit oldugunu bildigimiz Minkowski boyutu ve Hausdorff boyut kastedile-

cektir.
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3. KARTANESI METRIK UZAYLARININ BiR YFS ATRAKTORU
OLARAK BI-LIPSCHITZ GOMULMESI

Bir metrik uzayin kartanesi versiyonunda kullanilan 0 < o < 1 kartanesi derecesi

ile kendine benzer bir kiimenin fraktal boyutu arasinda oldukca kuvvetli bir bag

log 3

Togd olan

vardir. Bu baglantiya ilk olarak Glaeser’in [10] ¢aligmasinda derecesi o =

([0, 1], d%) kartanesi metrik uzaymi R2’ye bi-Lipschitz bir sekilde fraktal boyutu

_ log4
" log3

é olan klasik Koch egrisi olarak gomiilmesinde rastlanmigtir.

Bu gozlemden yola cikilarak “kartanesi derecesi o olan bir metrik uzay R3]+
uzayinda fraktal boyutu i olan kendine benzer bir kiimeye bi-Lipschitz gémiilebilir”
iddias1 ortaya konmustur.

Fraktal boyutu % olan kendine benzer bir kiime {iretmek icin, bir kiimeyi
herbiri bu kiimenin r oraninda kii¢iiltiilmiis kopyalar1 olan m tane altkiimelerine

ayirip bu altkiimelerden birbirine degmeyen N tanesini alalim. Elde edilen bu N tane

kiimeye yine ayni iglemi uygulayarak iterasyona sonsuza kadar devam edildiginde

log N

I kadar olacaktar.
ogm

ortaya ¢ikan kendine benzer kiimenin boyutu
Bu durumu g6z 6niine alarak oncelikle % < a < 1 olmak iizere diizlemde sekilde
goriildiigii gibi bir kenar1 1 birim, diger kenar1 r (biiziilme oran) olacak sekilde bir

paralelkenar ele alinmistar.

Sekil 3.1. Diizlemde bir paralelkenar ve r oraminda olceklenmis kopyalar:

Ele alinan bu yapida « verildigi takdirde m = %, 0 <r <1veN tek say1 olmak
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_ logN

= Togm bi¢iminde yazilip yazilamayacagl incelenmigtir:

kaydiyla é

olur. Bu durumda 0 < r < 1 esitsizliginin saglandig1 gosterilmelidir:

N > 1 bir tamsay1 ve % < a < 1 oldugundan,

! <1l= 1 <1
N N«

olur. Olugturulan bu konstriiksiyon N’nin segilisinden bagimsiz oldugundan N = 3

alinabilir, bu durumda yeni olusan paralelkenar gekildeki gibi elde edilir.

[

Sekil 3.2. N = 3 i¢in elde edilen paralelkenar ve r = 3% oraninda dlgeklenmis kopyalar:

Burada, r = 3% olmak iizere # agisini da r cinsinden ifade edebiliriz, Jekil 3.2’de

(m — 20) agsinin gordiigii kenarm uzunlugu kosiniis teoremi kullanilarak,

22 = r*+r? —2rrcos(m — 26)

22 = 2r*(1+2cos’0 — 1) = x = 2rcosd

bulunur. Ayni zamanda uzun kenar 1 birim oldugundan z = 1 — 3r? kadardir. Bu

esitlikler kullanilarak,
1—3r2
2r

cosf =

elde edilir. Boylece « degeri verildiginde r biiziilme katsayisi ve cos @ belirlenmis olur.

Temel diiglince bu konstriiksiyon iizerine kurulmus, detayli inceleme Teorem 3.1’de

yapilmigtir.
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Teorem 3.1. 0 < a < 1 olsun. N = [|1[] +1 ve d metrigi [0, 1] izerindeki standart
metrik olmak iizere, ([0, 1], d*) kar tanesi metrik uzayr RY 'de boyutu é olan kendine

benzer bir kiimeye bi-Lipschitz gomiilebilir.

Teoremin kamt1 boyunca ([0, 1], d*) uzaymm gériintiisiiniin R de ii¢ tane ben-
zerlik doniigiimiinden olusan bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak

realize edilecegi goriilecektir.

3.1. 1/2<a<1igin a-Kartanesi Metrik Uzaylarinin Gémiilmesi

Oncelikle % < a < 1 durumu incelenmistir.

Ilk adimda R?'de paralelkenarimn iizerine kurulacag vektorler belirlenmistir. Bu
vektorler, R¥'nin {e;, e5} standart taban vektorlerinin [ : x + y = ¢ dogrusu iizerine
izdiigimii ile elde edilen vektorler (wq,ws ile gosterilsin) dogrultusunda, 0 < r < 1

sayis1 bilizlilme katsayisi olmak iizere boylar: sirasiyla 1 ve r olan vektorlerdir.

Y
(5507 Z/o)
e // ll
w1 .
, r (ZE(), yO)
€9 ’ ws
/0 ’
€1 t
l:x+y=c

Sekil 3.3. R?’de paralelkenarn kurulacagu vektorlerin belirlenmesi

[ dogrusuna izdiigiim fonksiyonunu tanimlayabilmek igin énce (zg, yo) noktasin-
dan gecen = + y = ¢ dogrusuna dik olan dogru denkleminden vy = x — z¢g + yo 1
dogrusunun denklemi yazilir. p(z,yo) noktasi hem [ hem de [; dogrusu iizerinde

oldugundan ortak ¢oziim yapildiginda

c+xo— Yo c— o+ Yo
T=—F"""Y=———F"

2 2
33



buradan da

p:R* — |

(r,y) — pz,y) = (C+2_y,c_:;+y>

olur. O halde taban vektorlerinin [ dogrusuna izdiigtimleri

seklinde elde edilir. Ayrica w; ve ws vektorleri arasindaki 6 acisi ¢ cinsinden

<wp,wy > = || wy ||| we || cosf
-1 A2 +1
= cos
2 2
-1
= cosf =
c2+1

seklinde elde edilir. Paralelkenarin iizerine kurulacag1 vektorlerin boylar: sirasiyla 1

ve r kadar olacagindan,

w1 c+1 c—1
v = = s
e Va2 vae v 2
Wo r(c—=1) r(c+1)
Vo = T - 9
| ws || V22 +27V2¢2 +2

olup vektorlerin analitik ifadeleri belirlenmis olur. Dikkat edilirse a degeri ve-

rildiginde r biiziilme katsayisi, vektorler arasindaki 6 acisi ve vy, vo vektorleri otomatik
olarak belirlenmis oldugundan bu vektorlerin belirledigi paralelkenar1 P, ile goster-
mek yerinde olacaktir.

Kanitin bu kisminda diizlemde fi, f5, f3 biiziilme doniigiimleri ifade edilecek ve
ozel olarak f, doniigiimiiniin biiziilme katsiyisi r olan bir benzerlik déniigiimii oldugu
gosterilecektir.

f1 doniistimii altinda v; vektoriinlin gorlintiisii ve; vo vektoriiniin goriintiisii de
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f3(v1)

v, (o) - f2(72)

P,
L ) i)

6 f(v2)

!
Y e R

(a) (b)

Sekil 3.4. (a) v wve vy wektorlerinin belirledigi paralelkenar (b) fi, fa, f3 benzerlik

doniigtimleri

r2v; olacak sekilde tanimlansm. Yani f; altinda,

V1 > U9

Vy > 7’2’01

olsun. O halde bu dontigiimiin {vy, v} tabanma gore matrisi

olur. B matrisi de bu dontigiimiin {e;,es} tabanmma goére matrisini gostersin. 72

taban degistirme matrisi

(c+1)(c?+1) —(c—1)(c2+1)

c+1 r(c—1)
7 — | V22+2  Vaci+2 ve 71— 2cv/2c2+2 2cv/2c2+2
c—1 r(c+1) —(c=1)(c2+1) (c+1)(c?+1)
V2c2+2  V2c2+2 2rcy/2¢2+4-2 2rcyv/2¢2+-2

olmak iizere, B = ZAZ ! esitliginden
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olarak elde edilir. Dolayisiyla f; doniisiimiiniin analitik ifadesi
fl(xu y) = (Ty7 7’.1’)

seklindedir. f3 doniisiimii de f; doniisiimiiniin (1—7r?)v; kadar bir Stelemesi oldugun-

dan,

B (I=r)(c+1) (1—r*)(c—1)
fs(ﬂfay)—fl(xvy)+< V2az+2 T V2 +2 )

olur. f, doniigiimiiniin lineer kisma,
v = (1 —=3r?)v, — vy

Vy > 7’21)1

olacak gekilde tanimlansin. O halde bu déniigimiin lineer kisminin {v;, v} tabanina

gore matrisi

olur. B matrisi de bu dontigiimiin {e;, ey} tabanmma goére matrisini gostersin. 72

taban degigtirme matrisi,

c+1 r(c—1) (c+1)(c?+1) —(c—1)(c2+1)

7 — | V222 V2242 ve 71— 2cv/2c242 2cv/2c242
c—1 r(c+1) —(c—1)(c2+1) (c+1)(c2+1)

2ren/2¢2 42 2ren/2¢2 42

V2242 V2c242

olmak iizere, B = ZAZ ! esitliginden

32242 r—c2—3r2+2r+1

3224262 r+-6¢r2— 2 4+-3r2—2¢—2r—1

4c
3?2 +2c%r—6cr? —c?+-3r?+2c—2r—1
4c

_ 4
B= 302T2+202T—C%—3T2+2’r‘+1
4c

olarak elde edilir. f, doniisiimii bu lineer doniisiimiin r%v;+v, kadar 6telenmesi ile
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elde edilen doniisiim oldugundan bu doniistimiin analitik ifadesi

(32?42 r+6¢r2 —c?+3r?—2c—2r—1)x  (3c*r?+2c?r—c?—3r?+2r+1)y
f2 (I',y) = o +
4e 4c
(322 4+-2¢*r—c2=3r*+2r+1)x N (3c*r?+2c*r—6er? —c?+3r2+-2c—2r— 1)y>
4c 4c

L (PR reD) R rer)
V2212 ’ V2242

seklindedir.
f1 ve f3 doniisiimlerinin biiziilme katsayilar: » olan benzerlik dontigiimleri oldugu
tamimlaniglarindan agiktir. f; doniigtimiiniin de biiziilme katsayisi r olan benzerlik

doniistimii oldugunu gosterelim. Bunun igin, 6teleme bir rol oynamayacagindan
(L = 3r*)z + 1°y)v; — ws|| = rl|lzvy + yoo|

oldugunu gostermek yeterlidir. Her iki tarafin karesi alinarak esitligin sol tarafi

acilirsa,

1((1 = 3r%)z +r’y)vy — am|* = (97* — 6r* + 1+ 72 + 67° cos @ — 2r cos 0)z>
+ oy
_'_

(—6r* + 2r* — 213 cos 0)zy
elde edilir. cosf = 1’2—?2 yerine yazilarak diizenleme yapildiginda katsayilar,

(1 — 37’2)37 + rzy)vl — x'UQHQ = ruz

bulunur.
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Esitligin sag tarafinin karesi hesaplandiginda

(r|lzvy +yoo)? = r’x

+ (1 = 3rHay
olup, her bir terimin katsayilarinin egit oldugu goriiliir. Dolayisiyla
(3% = D)a + r’y)or — vo|| = rlzvy + yoo|

olup fy doniigiimii biiziilme katsayis1 r olan bir benzerlik doniistimiidiir.

Bu sekilde tanimlanan, biiziilme katsayisi r = 3% olan fi, fa, f3 benzerlik doniigiim-
lerinin belirledigi {P,; f1, f2, f3} yinelemeli fonksiyon sistemini ele alalim ve bu sis-
temin atraktoriini A, ile gosterelim. Bu YFS agik kiime kogulunu sagladigindan

Moran denklemi kullanilarak atraktoriin fraktal boyutu,

PP P =1
1

1
3P — 1= D=3
Inr

olup r = 3% yerine yazildiginda D = é olarak hesaplanir. Sekil 3.5'te @ = % icin
dim A, = g olan kompakt kiime goriilmektedir. (Ilgili sistemin acik kiime kosulunu
sagladigimi gormek igin P2 agik kiimesini diigiiniiniiz. )

Simdi £ < a < 1 olmak iizere ([0, 1], d) ile A, arasinda bi-Lipschitz bir déniisiim
verelim. Bunun i¢in éncelikle [0, 1] € R araligim ¢; : [0,1] — [0,1] ¢ = 1, 2,3 olmak
lizere, p1(z) = £, po(x) = 2 ve ps(z) = 22 geklinde tammh biiziilme doniistim-
lerinden olugan {[0, 1]; @1, @2, @3} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak

diigtinelim. Ayrica elemanlar1 sonsuz diziler olan, dizi elemanlar1 1 ve 2 ve 3’lerden

olusan

Zg: {O’I<O'10'20'3...> | 0;€{1,2,3} ve j EN}

kiimesini ve bu kiime iizerinde, o, 7 € Y 3 i¢in, 0 < A < 1 ve
s(o,7) =min{m : 0, # T} — 1
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0.6

0.59

0.44

0.3

0.24

0.1

Sekil 3.5. a = % icin Ay atraktori

olmak {izere

Xon) g

0 ; O=T

(o, 7) =

seklinde tammli 0y : Y 3 x > 3 — RT U {0} metrik fonksiyonunu ele alalim. Bu
metrikle birlikte (Zg, 5,\> uzay1 bir kompakt metrik uzaydir ( [14]).
Simdi,

o+ (D,0) — (0114, {9(0)} = () Porvan (0. 1)
k=1

v (X0p0) = (Aad), (800} = [ frmen (o)
k=1

Ve for00..00 = Jor © foy O fr, olmak tizere 7, : ([0, 1],d*) — (A,, d) doniisimini

Sekil 3.6’daki diyagrami komiitatif yapacak sekilde (¢ = v, o ¢) tanimlayalim.
Yardimci Teorem 3.2. ¢ dontisimi bir boliim dontsimdir.

Kanat. ¢ doniistimiiniin boliim dontigiimii oldugunu gostermek i¢in, doniistimiin siirekli

orten ve acik (kapall) doniisiim oldugunu géstermek yeterlidir. Oncelikle doniisiimiin
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([0,1],d%) - (Aq; d)

Sekil 3.6. v, donisimini tek tirli belirleyen komutatif diyagram

siirekliligi incelenmigtir.
0,7 € Y, olmak iizere eger §) (0, 7) < A\¥ ise, yani o ve 7 kelimelerinin en az ilk &

harfleri ayn1 ise, bu durumda goriintiileri k. seviyeden ayni alt-aralikta yer alir yani

0(0), 6(7) € Porraan ([0, 1) = Prireny ([0, 1]) olur. Dolayssiyla i = 1,2,3 icin g,

1

3o olan benzerlik déniisiimleri ve [0, 1] arahgmin

doniistimleri biiziilme katsayisi r =
cap1 1 oldugundan k. seviyeden alt-araligin cap1 r* kadar olup d®(¢(o), (7)) < r* =
= elde edilir. O halde d*(¢(0), ¢(7)) < 51z < € olmak iizere k > —2< icin § = A\

aln3

segilirse, 9y (o, 7) < § iken d*(¢(0), (7)) < € olur, bu ise ¢ doniigiimiiniin siirekli
oldugu anlamina gelir.

¢ déniisiimiiniin 6rten oldugunu gostermeden énce Vi = 1,2,3i¢in p; : > 5 — > 4
pi(o109 -+ ) = io109 -+ - geklinde tanimlanan déniigtimler olmak tizere p; doniigiim-
lerinin biiziilme katsayisi A olan benzerlik doniisiimleri oldugu gosterilmistir. Ayrica

Vi=1,2,3 igin ¢ o p; = p; o ¢ oldugu kanmitlanmigtir.

W(pi(0),pi(T)) = Oaliorog--- imyTo---)
= A(o,7)

olup 0 < A < 1 oldugundan Vi = 1, 2, 3 igin p; doniistimleri benzerlik déniigiimleridir.

Ayrica Y, = pi(D5) Upa(X3) Ups(>,) oldugu da agiktar.
Simdi Vi = 1,2,3 icin ¢ o p; = ¢; 0 ¢ oldugunu gosterelim, o = (0102---) € Y,
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olmak fizere,

o0

{oop(0)} ={dlinoz--)} = [ Pirrosn(0,1])

k=1

= %( ﬁ Por0..04 ([0, 1]))
= {pi(o(0)}

olup ¢ o p; = ¢; o ¢ elde edilir. Bu bilgiler kullanilarak,

o(2) = o(n(Z)Un(3)Un ()
= o (m () Ue (2 () Us (0 (X))
= o (6(X)) U (o(3)) Uss (6(3)

elde edilir. Ancak {1, p2, 03} dontigiimlerinin belirledigi yinelemeli fonksiyon sis-
teminin atraktorii olan [0, 1] kompakt kiimesi tek oldugundan, ¢(>",) = [0, 1] ol-
malidir. Boylece ¢ doniigtimiiniin 6rten oldugu gosterilmis olur.

Son olarak ¢ doniislimiiniin kapali bir doniigiim oldugu gosterilecektir. (>, 65)
uzayl kompakt oldugundan bu uzaym kapali her C alt kiimesi kompakttir. Ayrica
¢ siirekli bir doniigiim oldugundan ¢(C') kiimesi ([0, 1], d*) uzayimnim kompakt bir alt
kiimesidir. ([0, 1], d®) bir metrik uzay, dolayisiyla bir Hausdorff uzay oldugundan
¢(C') kompakt alt kiimesi kapalidir. Boylece kapali kiimelerin ¢ dontigiimii altindaki
goriintiileri kapali oldugundan ¢ kapali fonksiyondur.

O

Benzer gekilde 1) doniistimiiniin bir boliim doniisiimii oldugu kolayca goriiliir.
Dolayisiyla Sekil 3.6 'daki diagrama dikkat edildiginde ¢ bir béliim doniigtimii oldugun-
dan ~ doniiglimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul ¢ doniigtimiiniin stirekli
olmasidir. 1 doniigimi de bir boliim doniisiimii oldugundan siireklidir, buradan

doniistimiiniin siirekli oldugu sonucuna ulagilir.

Yardimcr Teorem 3.3. 1 < a < 1 olmak izere v, : ([0,1],d%) — (Aa,dsta)

donitistimai bi-Lipschitz bir dontistimdiir.
Kanat. Kisalik hatirina kanit boyunca ~, ve A, yerine sirasiyla v ve A notasyonlari
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kullanilmigtir. Ayrica o € ), k uzunluklu bir kelime olmak iizere, k. seviyeden j.

alt-aralik Jk = @.(I) , k. seviyeden j. alt-paralelkenar Pf = f.x(P) ve k. seviyeden
j. alt-atraktor de Af = f,x(A) ile gosterilmigtir (bkz. Sekil 3.7, 3.8, 3.9). Buna ek
olarak her j € {1,2,---3"} ve k € Nigin A¥ C P} ve y(IF) = A¥ olduguna dikkat

ediniz.

(a)

I 7

0 1 2 1
3 3

I3 17 1§

o 1 2 4 7 7 g8 1
9 9 9 9 3 9 9

B3 I3 I3 I35 I3 13 I3
—_ - ===
0 1

Sekil 3.7. (a) 1/3 uzunluklu 1.seviyeden I} alt-araliklar, (b) 1/9 wzunluklu 2.seviyeden
IJ2 alt-araliklary, (c¢) 1/27 uzunluklu 3.seviyeden I J?’ alt-araliklar

Vz,y € [0,1] igin 3 < a < 1 olmak iizere

c-d*(z,y) < d(y(x),7(y)) < C-d*(z,y)

olacak sekilde ¢, C' € R sayilarimin var oldugu gosterilecektir. z = y durumu agikar

oldugundan = # y durumu ele alimmigtir. Bu durumda d(z,y) > 0 oldugundan

Jk € N i¢in

olur.
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(a)

(b)

(c)

Sekil 3.8. Baz ij alt-paralelkenarlar: (a) k =1 i¢in, (b) k =2 i¢in, (c) k = 3 i¢in

1 o TN . 1 .
3 < a < 1 oldugundan esitsizligin . kuvveti almarak r = 57 yerine yazilirsa
1 1
ﬁ < da(w,y) < 730[(]6_1)
=" < d(z,y) <" (3.2)
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Sekil 3.9. Bax A;? alt-atraktorleri: (a) k=1 igin, (b) k =2 i¢in, (¢) k = 3 i¢in

elde edilir.
P paralelkenarimim kogegen uzunlugu K := |lvy + ve|| ile gosterilsin. Vi = 1,2,3

igin f; dontistimleri biizlilme katsayilar1 r olan benzerlik doniigtimleri oldugundan
fi(P) kiimesinin kogegen uzunlugu r K kadar olacaktir. Hatta daha genel olarak o,
uzunlugu £ olan bir kelime olmak iizere k. seviyeden herhangi bir alt-paralelkenar
olan Pf = f.x(P)nm kogegen uzunlugu ¥ K’ya esittir (bkz. Sekil 3.10).
Genellikten birgey kaybetmeden x < y oldugunu varsayalim, d(z,y) > 3% olsun.

Bu durumda en az bir j € {1,2,...,3" — 1} sayis1 i¢in = € I olur. Esitsizlik (3.1)
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(b)

(c)

Sekil 3.10. Pf alt-paralelkenarlarn ¢aplari: (a) k =0 i¢in, (b) k =1 i¢in, (¢) k = 2 i¢in

kullamlarak d(z,y) < 3,9%1 oldugu goz oniine alindiginda y noktasi I J’-CH, 1 f+2 veya
I ]’-ng alt-araliklarmdan birinin icerisinde yer almak zorundadir. i = 1,2,---,3% — 1

igin IF ve IF,, alt-arahklarinin ara kesit noktalar v ile gosterilsin (bkz. Sekil 3.11).
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Sekil 3.11. uf arakesit noktalar

x y
(a) : : : :
uf U Ul
x y
(b) ' ; : -
uf Uy Uy
x y
(c) ; : : .
f “7!(+1 Ujk+2
Sekil 3.12. (8.1) esitsizligini saglayan x ve y noktalarinin olasy konumlar
k
P
pk

(@ (b)

Sekil 3.13. (3.1) esitsizligini saglayan x ve y noktalar icin v(x) ve y(y) noktalarinin olast
konumlar

x ve y noktalarmmin Sekil 3.12’deki konumlar1 ayr1 ayr1 incelenerek goriintiileri
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olan y(x) ve v(y) noktalar1 arasimndaki mesafe d(y(z),v(y)) igin bir iist smir ve-
rilmistir.

i) y € I}, olsun. Bu durumda y(z) ve y(y) swasiyla y(IF) C P} ve y(I},,) C
PF, | alt-paralelkenarlarinda yer alirlar. Ayrica IF¥ NI}, = {u}} olup v déniigiimii
birebir oldugundan y(IF)Ny (I}, ;) = {y(u})} olur. PFve P, alt-paralelkenarlarmm

caplar1 7* K oldugu géz éniinde bulundurularak ve iicgen esitsizligi de kullanilarak

d(y(z),7(y))

IN

d(y(x), y(uh)) + d(v(uf),7(y))
< PP 4P K = 9F K

elde edilir (bkz. Sekil 3.12 (a) ve Sekil 3.13 (a)).
ii) y € IF , olsun. Bu durumda ~(x) ve 7(y) swasiyla y(IF) C PF ve y(I},,) C
Pk+2 alt-paralelkenarlarinda yer alirlar. O halde goriintiiler arasinda bu noktalar:

J

icermeyen r*K caph (I ]"“H) C P]k+1 alt-paralelkenar1 bulunmaktadir. Yine {iggen

esitsizligi kullanilarak

d(y(z),7(y))

IN

d(y(),y(uf)) + d(y(uh), v (ul ) + d(y(ub ), 7 (y))
< 3rfK

bulunur (bkz. Sekil 3.12 (b) ve Sekil 3.13 (b)).

iii) y € IJ, 5 olsun. Diger durumlara benzer sekilde y(z) € v(IJ) C Pf ve
vy) € fy(Ij "5) C PF 3 olup, bu kez gortntiiler arasinda bu noktalar1 igermeyen
r*K caph fy([]’?ﬂ) C Ple ve ”y(IJH) C P+2 alt paralelkenarlar1 bulunmaktadir.

Dolayisiyla

d(y(z),v(y))

IN

d(y(x), 7)) + d(y(uf), y(u5 1)) + d((u5;), 7(u542)

+ d(y(u) ), v(y))
< 4rFK.

elde edilir (bkz. Sekil 3.12 (c) ve Sekil 3.13 (c)).

Sonug olarak {i¢ durum igin de 4 Kr* bir {ist sinir olup, (3.1) esitsizligini saglayan
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her x,y i¢in,

d(y(x),~(y)) < 4Kr* (3.3)

sonucuna ulagilir.

Kamtin bu béliimiinde (3.1) esitsizligini saglayan her z, y noktasimin goriintiileri
i¢in bir alt sinir verilecektir. £ = 1 i¢in yani % < d(z,y) < 1 durumunda z ve y
arasindaki mesafe %’ten biiyiik oldugundan bu noktalar arasinda x ve y noktalarini
icermeyen 2.adimdan (gapi % olan) en az iki alt aralik bulunur. Yani bu nokta-
lar aslinda birbirine degmeyen 2. adimdan alt araliklarda yer alirlar. Dolayisiyla
goriintiileri arasinda da 2. adimdan paralelkenarlardan en az iki tane vardir, o halde
goriintiiler de birbirine degmeyen 2.adimdan alt-paralekenarlar i¢inde yer alacagin-

dan, bu adimdan paralelkenarlar igin
M' = min{Birbirine degmeyen 2.adimdan alt-paralelkenar arasindaki uzakhklar}
veya daha teknik olarak d(P?, P7) = min{d(a,b) | a € P},b € P}} olmak iizere
M' =min{d(P}, P}) | PPN P, =10,j,j €{1,2,---,3°}}

denirse bu deger bir alt sir olup gortintiiler arasindaki mesafe de M’ degerinden
biiyiiktiir. Dolayisiyla

1

3 < d(z,y) <1

iken
M’ < d(y(x),7(y)) < 4Kr

olur. Bir sonraki adim i¢in yani % < d(z,y) < % durumu i¢in M'r degerinin alt
sinir olup olmadig1 yani buldugumuz bu alt sinirin iteratif olarak korunup korun-
madigini kontrol edelim. Eger s6z konusu noktalar 1. seviyeden ayni alt-araliklar
iginde iseler yani ikisi birden I{, I veya I3 alt-araliklarinda bulunuyorlarsa goriin-
tiilerin de ikisi birden fi(A) = A}, fo(A) = A} veya f3(A) = A} igerisinde olur

ve f1, fo, f3 doniistimleri biiziilme katsayisi r olan benzerlik doniistimleri olduklarin-

dan atraktordeki bir onceki adimdan tiim noktalar aras: uzakliklar r kadar biiziilme
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q g(4)

fE4)
Sekil 3.14. % < a < 1 durumunda f? ve g cekme doniisiimlerinin resimleri

ile resmedileceginden alt smir M’'r olur. Ancak s6z konusu noktalar 1.seviyeden
ardigik alt-araliklarda bulunuyorsa yani biri I} digeri I3 (veya biri I3 digeri I3) alt-
araliklarinda ise bu durumda goriintiilerin de biri f;(A) digeri fo(A) (veya biri fo(.A)
digeri f3(A) ) parcalarinda yer alir. Bu durumda goriintiiler arasindaki mesafenin
M’r’den biiyiik esit oldugu, yani fi(A) ve fo(.A) kiimelerinin arakesit noktasi olan
q = r?v; + v, noktasmin saginda ve solunda yer alan goriintiiler icin alt stmrm M'r
oldugu gosterilmelidir. Oncesinde ¢ noktasi civarmdaki davranisa dikkat edildiginde
J2(P,) ile Sekil 3.14’teki alt-paralelkenarin izometrik oldugunun gésterilmesi o civar-
daki davranisa hakim olmak adina énemli bir tespit olacaktir. Aslinda bu iki par-
alelkenar da P,’'nin r?lik kopyalarmin sirasiyla (0,0) ve ¢ noktalarina cekilmisidir.

Cekme dontisiimleri sirasi ile,

H@) = r'Id(z)

g(z) = r*(z—q)+q
seklindedir. Ayrica bu izometrik kopya i¢in 4.adimdan paralelkenarlar diisiiniildiigiinde
yani k > 4 igin (3.1) esitsizligini saglayan x,y noktalarmdan goriintiilerinin biri
f1(A) digeri fo(.A) igerisinde olanlarim goriintiileri bu izometrik kopyanin digina ¢ika-

maz. Bu gozlemi yaptiktan sonra, M  degeri yerine, d(P}, P;) = min{d(a,b)|a €

4 .
P},b € Pj)} olmak iizere
M =min{d(P},P;) [P NP, =057 €{1,2,---,3'}}

sayisini tammlayalim (bkz. Sekil 3.15).
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Pt

Sekil 3.15. % < a <1 durumunda 4. seviyeden bazi alt-paralelkenarlar

Bu bakig agisiyla kaniti1 daha genel bigimde yeniden ele alirsak, Egitsizlik (3.1)’den
d(z,y) > 1/3% olmas1 x ve y noktalarinin birbirine degmeyen (k + 1). seviyeden alt-
araliklarda yer almasi anlamina gelmektedir. Dolayisiyla v(z) ve v(y) noktalar: da
atraktorde birbirine degmeyen (k+1). seviyeden alt-paralelkenarlarda yer alirlar. Bu
kisimda (3.1) esitsizligini saglayan x,y noktalar1 i¢gin k < 4 iken M < d(v(x),v(y))
ve k > 4 iken Mr*=3 < d(y(x),v(y)) oldugu gosterilecektir.

k < 4 olsun. Bu durumda (3.1)’den 5 < d(z,y) < 1 olur. Dolaysiyla z ve y
noktalar1 4.seviyeden birbirine degmeyen (8% uzunluklu) alt-araliklarda bulunurlar,
o halde goriintiileri de birbirine degmeyen 4.seviyeden alt-paralelkenarlardadir. M
nin tanimi geregi M degeri goriintiiler i¢in bir alt sinir olur yani k£ < 4 olmak iizere
(3.1) esitsizligini saglayan tiim z, y’ler icin M < d(y(x),v(y)) seklindedir.

k > 4 olsun. z ve y noktalar: iki farkli pozisyonda bulunabilirler:

i) Oncelikle 2 ve y noktalarinin 1. seviyeden (% uzunluklu) ayni alt-aralikta yer
aldigi durumu ele alahm. Genelligi bozmadan z,y € I} olsun (z,y € I} ve z,y € I3
durumlar igin de kanit benzer olacaktir). Bu durumda goriintiiler 1. seviyeden ayni
alt-atraktor iginde yer alirlar yani v(z),vy(y) € Al C P! olur. Tiimevarim yoéntemi

kullanilarak 1.seviyeden aym alt-atraktorde yer alan ve (3.1) esitsizligini saglayan

x,y noktalar: i¢in

M=% < d(y(2),7(y)) (3.4)

oldugu gosterilecektir.

Ik olarak k& = 4 durumu incelenmistir. Bu durumda aralik {izerinde tanimh
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@1(x) = § fonksiyonu kullamlarak 3z, 3y € I noktalar igin ¢y (3z) = 2, v1(3y) =y

olup 8% < d(z,y) < 2—17 oldugundan % < d(3z,3y) < % seklindedir ve dolayisiyla

M < d(~(3x),v(3y))’dir. Ayrica Sekil 3.6’daki diagramin komiitatifligi kullanilarak
v(z) = fi(v(3x)) ve v(y) = f1(7(3y)) yazlabilir. Buradan,

d(y(z),v(y)) = d(fi(v(32)), fi(v(3y))) = - d(7(37),7(3y)) > M - r

elde edilir.
Simdi k& > 4 olmak fizere k igin (3.4) esitsizliginin saglandigim kabul ederek
k + 1 i¢in de saglandigini gosterecegiz. x,y € I noktalar1 aralarindaki uzaklik

s < d(z,y) < 3¢ olacak sekilde herhangi iki nokta olmak tizere 5 < d(3z,3y) <

s oldugunu biliyoruz, énceki adima benzer sekilde v(x) = f1((3z)) ve y(y) =

f1(v(3y)) olup, kabuliimiiz geregi M - %3 < d(v(3z),v(3y)) oldugundan

d(v(z),7(y)) = d(f1(v(3)), f1(v(3y))) = 7 - d(v(3x),(3y)) > M - r* >

elde edilir.

ii) Simdi z ve y noktalarmin 1. seviyeden ardigik alt-araliklarda yer aldigr du-
rumu inceleyelim. j = 1,2 i¢in = € I} ve y € I}, olmak fizere genelligi bozmadan
7 =1 kabul edelim.

Al ve A} kiimelerinin arakesit noktasi olan g = 7(%) noktasi civarina yakindan
bakildiginda f2(A) = A?nin bir izometrik kopyasinin oldugu goriilmektedir.

z € I} ve y € I} oldugundan v(z) € Al ve v(y) € A} olur. Ustelik k > 4 ve
d(z,y) < = oldugundan y(z) € AJ C g(A) ve y(y) € A}, C g(A) seklindedir.
y(x),v(y) € g(A) ve g(A) kiimesi de fZ(A)'nmn bir izometrik kopyasi oldugundan
6nceki durumdaki aym alt sir elde edilir. Boylece k > 4 olmak tizere 5 < d(z,y) <

3,%1 esitsizligini saglayan x,y noktalar: i¢in

MrE=3 < d(y(z),7(y))

sonucuna ulagilir. Son olarak k < 4 icin Mr¥~! < M ve k > 4 icin Mrk=1 < Mr+—3
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oldugundan, k € N olmak {izere (3.1) esitsizligini saglayan tiim z,y noktalar igin

M rF=t < d(y(x), 7 (y)) (3.5)

yazilabilir.

Elde edilen (3.5), (3.3) ve (3.2) esitsizlikleri oranlandiginda

d (1Y) < 4K

olup ~ doniigiimiiniin bi-Lipschitz oldugu gosterilmis olur. O
Bu kisimda baz1 1/2 < a < 1 degerleri igin 6rnekler verilmigtir.

Ornek 3.4. 2 < a =0,6 < 1 olmak iizere ([0, 1], d*) metrik uzay, diizlemde boyutu
é olan kendine benzer bir kiimeye bi-Lipschitz gomiilebilir.
a degeri verildiginde biiziilme katsayisi, paralelkenarin kurulacagr vektorler arasin-

daki agr, vektorler ve donitisimler belirlendiginden gerekli hesaplamalar yapildiginda,

1 1
r = 3—GZW%O,517

1 _ 2
cosh = 3r ~ 0,19
2r

= t—=~1,21
c co2 ,

( c+1 c—1 ) (99 9)
(% = , | —,—
! V22 +2 V2 +2 100’ 100

o (r(c—l) r(c+1))N<i ﬁ)
2T V2@ 12 v2@ 12/ " \1007 100

bulunur. Sekil 3.16 (e)’de gorilen boyutu i = g olan kendine benzer kiime dizlemde,
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51 51
fl(xay) = <my, mx>

by = (ppt, L 9 L (3L 54
259 = 100" T 1007 100" " 1007 100" 100

e = (LB (2T
sV 9=\ 100" 100 100° 100
seklinde tansmly biiziilme dondistimlerinden olusan { P.; f1, fo, f3} yinelemeli fonksiyon

sisteminin atraktoridir.

B N
(a) (b)

SeS &oh
(c) (d)

(e)

Sekil 3.16. a = 0,6 degeri igin: (a) Py, (b) iterasyonun birinci advma f1(Py) U fo(Py) U
f3(Py), (c) iterasyonun ikinci advma, (d) iterasyonun dginci advma, (e) it-
erasyonun dordinct adima
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Ornek 3.5. 1/2 < a < 1 araliganda degisen bazi o degerleri icin atraktorler Sekil 3.17
ve Sekil 3.18’de verilmaistir.

(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)

Sekil 3.17. Baz « degerleri i¢in atraktorler: (a) o = 0,52, (b) a = 0,55, (¢) a = 0,6,
(d) a =0,65, (¢) a=0,7, (f) a=0,75
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(e)

Sekil 3.18. Baz « degerleri igin atraktorler: (a) a =0,8, (b) a = 0,85, (¢) a=0,9, (d)
a=0,95, (¢) a=0,99

95



3.2. 1/3<a<1/2igin a-Kartanesi Metrik Uzaylarinin Goémiilmesi

Bu kisimda % <a< % durumu incelenmigtir.

z

R (x07y07 Zo)

-

THYy+z=c

Sekil 3.19. R3te paralelpipedin kurulacage vektorlerin belirlenmesi

R3’te paralelpipedin iizerine kurulacag: vektorler diizlemdeki duruma benzer se-
kilde belirlenmistir. Bu vektorler, R¥{in {ey,eq, e3} standart taban vektorlerinin
denklemi x + y + 2z = ¢ olan L diizlemi iizerine izdiistimii ile elde edilen vektorler
(w1, wy, ws ile gosterilsin) dogrultusunda, 0 < r < 1 sayist biiziilme katsayis1 olmak
iizere boylar sirasiyla 1, r ve 72 olan vektorlerdir. L diizlemine izdiisiim fonksi-
yonunu tanimlayabilmek i¢in énce R*’te bir (zg, yo, 29) noktasi alalim ve bu noktanin
diizlem ftizerine izdiigiimii olan noktay1 p(xo, yo, 20) = (i, v, &) seklinde gosterelim.

O halde p noktasi diizlem {iizerinde oldugundan
ptrv+{=c

saglanir. Ayrica ﬁ = (2o — W, Yo — v, 20 — &) vektori ve diizlemin normal vektorii
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W= (1,1,1) paralel oldugundan,

To— =\ = p=x9— A
Yo—Vv=A = v=y—A (3.6)
20 — 5 =)\ = g =20 — A

sisteminde elde edilen p, v, £ degerleri diizlem denkleminde yerine yazildiginda

To+ Yo+ 20—¢C

To+yo+z20—3A=c= A=

3
bulunur. Buradan da pu, v, £ bilegenleri,
2090 — Yo — 20+ C
i 3
W —Zo + 2Yo — 20 + €
4 3
—Zo — Yo+ 220 + ¢
é‘ - 3

olup diizlem iizerine izdiigiim fonksiyonu

p:R — L

27—y — ot oy — o
(@.9,2) = p(fv,y,z):<x yoire TR ymETe TvoyE z+0>

3 ’ 3 ’ 3

olur. O halde taban vektorlerinin x + y + z = ¢ diizlemine izdiigtimleri

c+2 c¢c—1 ¢c—1
wl:p(el)z( 3 3 3 )
c—1 ¢c+2 ¢c—1
w23:p<€2):< 3 ) 3 ) 3 )
c—1 c¢c—1 c+2
w3::p(63):< 3 ) 3 ) 3 >

seklinde elde edilir. Ayrica wq, wsy, w3 vektorlerinden herhangi ikisinin arasindaki ¢

agisi ¢ cinsinden ifade edildiginde

<wj,w; > = |w ||| wj| cosd
-1
= 9:
cos cz+2

o7



seklindedir. R3’te paralelpipedi belirleyen vektorlerin boylar: sirasiyla 1,7, 72 kadar

olacagindan,
w1 c+ 2 c—1 c—1

vy = = 9 9
el \VBE+6 V3216 V3R 16
Wy rc=1) 7r(c+2) r(c—1)

V2 =T = ) )
| wa || V32 +6 V32 +6 V32 +6
5 W3 r*(c—1) r*(c—1) r*(c+2)

U3 =T = ) )
| w3 || V3Z+6 V32 +6 V32+6

seklinde elde edilir. Boylece paralelpipedin iizerine kurulacagi vektorler belirlenmis
olur. Bu kisimda, diizlemdeki diisiinceye benzer sekilde R®'te f1, fa, f3 biiziilme

dontistimleri tanimlanmigtir.
f1 doniisimi altinda vy vektoriiniin goriintiisii ve, vy vektoriiniin gortintiisii vs,

ve v vektoriiniin goriintiisii 73v; olacak sekilde tanimlansm. Yani f; altinda,

V1 > U2
Vo +— Uz

vy = T3U1

olsun. O halde bu déniisiimiin {v;, v9,v3} tabanina gére matrisi;

00 »3
A=110 0
01 0

olur. B matrisi de bu dontigiimiin {ey, €5, 3} tabanina gére matrisini gostersin. Z

taban degistirme matrisi kullanilarak B = ZAZ~! esitliginden,

0 0 r
B=1|r 00
0O r O
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elde edilir. Dolayisiyla f; doniigiimiiniin analitik ifadesi

filz,y,2) = (rz,rz, ry)

seklindedir. f3 doniigiimii de f; doniigiimiiniin bir 6telemesi oldugundan,

fa(z,y,2) = fi(z,y,2) + (1 — 130,

olur. R?’deki duruma benzer sekilde f, doniisiimiiniin lineer kismi vy, vq, v3 vektorleri

yardimiyla

vy — 2rcosfuv; — vy

vy —  2r?cos vy — vs
3
V3 = T7Uq
olacak gekilde tanimlansm. O halde bu doniigiimiin lineer kismimin {vy, vy, v3} ta-

banina gore matrisi;

2rcosf 2r?cosf 13
A= -1 0 0
0 —1 0

olur.
B matrisi de bu doniigiimiin {ej, €5, €3} tabammna gore matrisini gostersin. 7

taban degistirme matrisi ve bu matrisin tersi olan Z~! matrisi

c+2 r(c—1)  r2(c—1)

V3246 V3246 V3246

7 = c—1 r(c+2)  r2(c—1)
V3c2+6  V3c246 V3246

c—1 r(c—1)  72(c+2)

V3c24+6  V3c246  V/3c2+6

99



ve

(2c+1)v3c2+6  (c=1)v3c246  (c—1)V3c246
9c 9c 9c

71| _ (c=1)v3c24+6  (2¢+1)V3c24+6  (c—1)V3c2+6
Irc Irc Irc

_ (e=1)V3c24+6  (c=1)V3c246  (2c4+1)vV3c2+6
9r2c 9r2c 9r2c

olmak iizere, B = ZAZ~! esitliginden matrisin girdileri

aij; a2 a3

B = 21 Q22 (A23

ag1 asz ass

—(3c?r® + 2¢%r? + 12¢r3 + 2¢%r + 20r? + 1213 — 2 + 2cr — 4r% — 4e — 4r — 4)

apil =

9c(r + 1)

v —(3c?r3 +2¢%r% +12¢r3 + 2¢%r + 20r? + 1213 — 2 + 2cr — 4r% — 4 — 4r — 4)
2o 9¢(r + 1)

S 6713 + 4?12 + 603 + AcPr + er? — 1213 — 22 + or + 4r? — 2c+ 4r + 4
B 9¢c(r+1)

S — (3% + 2¢%r + 3er® + 2¢%r 4 Ser? — 63 — ¢ 4 ber + 2r? — e+ 2r 4 2)
T 9¢(r +1)

o — —(c—1)(3er® 4+ 2er* + 6r® + 2cr — 212 —c—2r —2)/(r+1)/c
2 9c(r + 1)

e (c—=1)(Ber® +2cr? = 3r3 + 2er + 12 —c+1r+1)
S 9e(r + 1)

. —(3er® + 2er? 4 613 + 2cr — 2r? — ¢ — 2r — 2)
T 9c(r + 1)

. — — (3?3 + 2¢%r + 3er® + 2¢%r 4 Ser? — 63 — ¢ 4 Ser + 2r? — e+ 2r 4 2)
2 9¢(r + 1)

" (c—=1D)(Ber® +2cr? = 3r3 + 2cr + 12 —c+r+1)
33 =

9e(r + 1)
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olarak elde edilir. f, doniisiimii bu lineer déniisiimiin 73v; + v, +v5 kadar Stelenmesi

ile elde edilen doniigiim oldugundan,

rc+2)+r(c—1)+r*(c—1)
3c2+6

rlc—1)+r(c+2)+r*(c—1)
3c2+6

r3lc—1)+r(c—1)+r*(c+2)
3c2+6

olmak ftizere fy doniisiimiiniin analitik ifadesi

folz,y, 2) = (a1 + a2y + @132, A2 . + a9y + a232, 51T + asey + assz) + (e, f, g)

seklindedir.
f1 ve f3 doniigtimlerinin biiziilme katsayilar1 r olan benzerlik dontigiimleri oldugu
tamimlaniglarindan agiktir. fo doniistimiiniin de biiziilme katsayisi r olan benzerlik

doniistimii oldugunu gésterelim. Bunun igin,
1((2r cos @)z + (212 cos O)y + r®2)v; — 2wy — yus|| = r||zv + Yyvo + 2us]|

oldugunu gostermek yeterlidir. Her iki tarafin karesi alinarak esitligin sol tarafi

acilirsa,

1((2r cos @)z + (2r* cos O)y + r22)v; — zvy — yus||? = (4r?cos® O + r? — 4r? cos® 0)2?
+(4r* cos? 0 + r* — 4r* cos? 6)y?
+702?
+(87° cos? @ — 8 cos® 6 + 21 cos 0)zy
+(4r* cos § — 2r* cos 0)xz

+(4r° cos § — 2r° cos 0)yz
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elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda katsayilar,

2rcosf)x + (2r2cos )y + r32)v; — xvo —yusl]? = ria?
[1(( ) ( Y 1 2 — YUs
+ 7’4y2
+ 7822
+ (2rcosO)zy
+ (2rtcosf)xz
+ (2r°cosf)yz
bulunur. Esitligin sag tarafinin karesi hesaplandiginda
(r||z1vr + T2vs + 2303]|)2 = 72
riy?
76,2
(2r® cos 0)xy

(2r* cos )z

+ o+ o+ + o+

(2r° cos 0)yz
olup her bir terimin katsayilarinin egit oldugu goriiliir. Dolayisiyla
1((2r cos @)z + (212 cos Oy) + r®2) v, — 2wy — yus|| = r||zv + Yyvo + 2us]|

olup fy doniigiimii de biiziilme katsayisi r olan bir benzerlik doniistimiidiir.

Sekil 3.20 (b)’de tarif edilen f1, fa, f3 benzerlik déniigiimlerinin belirledigi yinelemeli
fonksiyon sistemini ele alalim. Bu yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olan
kompakt kiime, A,, Sekil 3.21’de goriilmektedir.

< a< % olmak iizere diizlemdeki duruma paralel olarak yine Sekil 3.6’daki

W=

diagrami komiitatif yapan v, doniigiimiinii tanimlayalim.

Yardimc1 Teorem 3.6. : < a < 3 olmak dzere v, : ([0,1],d*) — (Aq,dsa)

doniistimi bi-Lipschitz bir dondstumdiir.
Kamit. Kanitin adimlar: Yardime: Teorem 3.3’tekine benzer sekilde oldugundan doniigimiin
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So(V3)
i =

[ et =
V) o Tron | ()
e
Py
fi(R) (P
fi(v2) ~‘l iy f2(v2) //]
o il O

B g Ly — fa(ws)

>€ Z 1 fi(vs)

(a) (b)

Sekil 3.20. (a) vy, ve ve vs vektorlerinin belirledigi paralelpiped, (b) fi, fo, f3 dondsimleri

Sekil 3.21. o = % icin Ay atraktori

bi-Lipschitzligi kolayca goriiliir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken R?’de tanim-

lanan ¢ekme déniisiimleri bu durum icin g = r3v; + v9 + v3 olmak iizere

seklindedir (bkz. Sekil 3.22). Baglangigta ele aliman P paralelpipedin kogegeni K :=
|v1 + vy + vs|| ve d(P}, Pj;) = min{d(a,b) |a € P},b € P})} i¢in

M =min{d(P}, P;)) |P} NPy =0,j,5 € {1,2,---,3"}}
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olmak tizere, Vz,y € [0,1] igin

d(Ya(®), 7))
d*(z,y)  ~

M <

elde edilir. O

Sekil 3.22. % <a< % durumunda ff ve g ¢ekme dontisimlerinin resimlers

Ornek 3.7. : < a =2 < 3 olmak dzere ([0,1],d*) metrik uzay, R*’te boyutu
1

== g olan kendine benzer bir kiimeye bi-Lipschitz gomailebilir. o degert verildiginde

biziilme katsayisi, paralelpipedin kurulacagy vektorler arasindaki aci, vektorler wve

doniisimler belirlendiginden gerekli hesaplamalar yapildiginda,

1 1
r = 3a _@NO,GZL
1—3r3
COSQ = WNO,OQ
c ~ 1,14
A c+2 c—1 c—1 ~<£LL)
' V3216 V32416 V3216 100° 100’ 100
I ric=1) r(c+2) r(c=1)\ _ (i 64 i)
? V3216 V3216 V3216 100° 100° 100
o — r*c=1) r*(c—=1) r*(c=1)\ _ (i 3 ﬂ)
’ V3216 V3216 V3216 100° 100° 100

bulunur.
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(a) (b)

(e)

Sekil 3.23. a = 0,4 degeri i¢in: (a) Pa, (b) f1(Pa) U fo(Py) U f3(Pya) iterasyonun bir-
inci advma, (c) iterasyonun ikinci advma, (d) iterasyonun tgtnci adima, (e)
iterasyonun dordinct adima

Sekil 3.23 (e)’de gorilen ve boyutu i = % olan kendine benzer kiime uzayda,

64 64 64
fl(xayaz) = (—Z, TAnT, —y)

100 100 100
folz,y,2) = +— 63z—ﬁx+—2 +iz —2 —ﬁ + 5,2
ALY 2 = 100 1007 T 100% "100" " 1000Y T 100° 1000”7~ 100Y T 100
67 45
+

100 100 100
filry.2) = 64 V(B 3 3
s\ 2) = 100 100 ' 1007 100’ 100° 100
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seklinde tanymly biizilme dontisimlerinden olusan { Py; f1, f2, f3} yinelemeli fonksiyon

sisteminin atraktoridir.

Ornek 3.8. 1/3 < a < 1/2 arabginda degisen bazi « degerleri igin atraktéorler

verilmastir.

Sekil 3.24. Bazi « degerleri igin atraktorler: (a) a = 0,36, (b) a = 0,38, (¢c) a = 0,42,
(d) « = 0,45, (e¢) a = 0,48, (f) a = 0,50

3.3. a-Kartanesi Metrik Uzaylarinin R"’ye Gomiilmesi

Diger alt boliimlerdeki konstriiksiyonu genellemek adina % < a < ﬁ igin
([0, 1], d*) kartanesi metrik uzay1 R™’ye kendine benzer bir kiime olarak bi-Lipschitz
gomiilebilecegi gosterilmistir. Ik olarak R? ve R3’tekine benzer mantikla P, para-
lelpipedinin {izerine kurulacag: vektorler belirlenmigtir.

R" Oklidyen uzayinn {e1,e9,+ -+ ,e,} standart taban vektorlerinin denklemi

r1+ 29+ -+ x, = c olan L diizlemine izdisgiimii olan (wy,ws, -+ ,w, ile goste-
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rilsin) vektorler dogrultusunda, 0 < r < 1 sayis1 biiziilme katsayisi olmak iizere

boylar1 sirasiyla 1,7, 72, -+ r""

Lolan vy, v9, - -+ , v, vektorleri asagidaki gibi belir-
lenir:
L diizlemine izdiigiim fonksiyonunu tanimlayabilmek icin 6nce R™de bir

(), xh, -+, 2! ) noktasi alalim ve bu noktanin diizlem tizerine izdiigiimii olan noktay1

rn

/

p(xy, oy, - xl) = (p, po, -+ -, pin) seklinde gosterelim. O halde bu nokta diizlem

rrn

izerinde oldugundan

e e e N

saglanir. Ayrica ﬁ = (o) — p1, 2y — po, - -+, x), — py,) vektori ve diizlemin normal

vektorii W = (1,1,---,1) paralel oldugundan,

Th—p =X = =i

Ty—fpig =N = fig =ThH— A

Th— =X = p,=x, — A\
sisteminde elde edilen puq, o, - - -, pt,, degerleri diizlem denkleminde yerine yazildiginda
¥yta,+ -+, —nA=c

oy tayteeta, —c

n

= A

bulunur. Buradan da, pq, po, - - - , pt,, bilegenleri,
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(n— 1)) —ahy— - —a! +c

m =
n
I R S e Vo
2%; 2
—z —ah— -+ (n—1)2, +c
Mn -
n

olup, diizlem {izerine izdiigtim fonksiyonu p : R* — L

—Dxy — 29—+ —zyy
Py, wa, oo 2y) = <(” )y — T nte
n
T (VY ey
n )
_$1_$2—+(n_1)xn+c>
n

olur. O halde taban vektorlerinin x1 4+ x5 + - - - + x,, = ¢ diizlemine izdiistimleri

wy = pler) = ((n—1)+c c—1 0_1)

9 s ,
n n n

wy = p(e2) = (C_17(”—1)+C’._.7c—1)

c—1 c—1 n—1)+e
W, = plen) = ( | ﬁ)
n n n
bi¢imindedir. R™de paralelpipedi belirleyen vektorlerin boylar sirasiyla 1,7, - -+, 7"

kadar olacagindan, Vi = 1,2,...n icin ||v]| = \/% kullanilarak vy, vq,- -+ , v,

vektorleri
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S < A e VI le—1) I ((n— 1)+c)>
V@ +n—1)" Ty/n@+ n-1) /nlE@+ (n-1))

seklinde olur. Ayrica vy, vs,...v, vektorlerinden herhangi ikisinin arasindaki 6 acis

¢ cinsinden ifade edildiginde

<vi,v; > = |||l vj | cos@
= 9 . €

cos) = ———

2+ (n—1)

biciminde elde edilir.
Burada da yine f; doniigiimii altinda v; vektoriiniin goriintiisii vo, vy vektoriiniin
goriintiisii vs, v,_1 vektoriiniin goriintiisi v, ve son olarak v,, vektoriiniin goriintiisii

r"v; olacak sekilde tanimlansin. Yani f; altinda,

V1 > U9

Vo +— Uz

v, — 1"

olsun. O halde bu déntigiimiin {vy, vg, - ,v,} tabanina gére matrisi
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00 ... 0
10 ... 00
A=f0o1 ... 0 0
00 1 0
olur. B matrisi de bu déniigiimiin {ey, ey, - - - ,€,} tabanima gore matrisini gostersin.

Z taban degistirme matrisi kullamlarak B = ZAZ ! egitliginden,

0 0 0 r
r 0 ... 00
B=10 r 00
00 ... r0

elde edilir. Dolayisiyla f; doniisiimiiniin analitik ifadesi

fl(xlax% e 7xn) - (T‘l’n,rl'l, e 7T:En—1)

seklindedir. f3 doniigimii de f; doniigiimiiniin (1—r")v; kadar 6telemesi oldugundan,

fl(xl’ T2, ,l’n) = (T{En, Ty, - 7rl’n—1) + (1 — Tn)'Ul

olur.
R™de f, doniistimiiniin lineer kismi vy, vs, - - - , v, vektorleri yardimiyla agagidaki

gibi tanimlanir:

v; = 2rcosfuv; — vy

vy — 2rfcosfu, — vs

Upo1 +— 2" tcosOuy — v,

v, — 1"
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fo doniigimii bu lineer doéniigiimiin r"vy 4+ v9 + - - - + v, kadar Otelenmesi ile elde
edilen doniigtimdiir.

Ayrica fi, fo, f3 doniigiimleri tanimlandiktan sonra bu dontigiimler kullanilarak
i,7 = 1,2,---,n icin her bir v;,v; vektor ciftleri arasindaki aginin kosiniis degeri
hesaplanmigtir. P, paralelpipedinin cisim kosegeni K = vy + vy + - -+ + v, olmak
tizere fi, fo, f3 doniigiimleri konstriiksiyonu geregi fi(K) vektoriintin bitis noktasi
ile fo(K) vektoriiniin baglangi¢ noktasi, fo(K) vektoriiniin bitig noktasi ile f3(K)

vektoriintin baglangic noktasi ayni olacagindan,

701 + vy A -+ Uy + 27 cos Ovy — vy + 212 cos vy — vz + - -+ "0 = (1 — 1)y

(2r™ + 2rcos @ + 2r? cos O + - - - + 2r" L cos Q) v, = (1 — 1)1y
seklindedir. Gerekli kisaltmalar yapildiktan sonra v; vektoriiniin katsayilarindan
2r™ 4+ 2rcos @ + 2r?cosf 4 - -+ + 2r" tecosf = (1 — ™)
ve buradan
1—3rm (I—=r)(1—3r")

9 p— pr—
o8 2r 4+ 2r2 4 ... 4 2pn-l 2r(1 —rn1)

clde edilir. Rde =+ < o < == ve r = 5 oldugundan —— < r < oldugu

1

1
3n—1 3n
kullanmilarak, 2 < n icin

1
1
n—1
3T < 3
1 1
— S T
3 3n1

olup r > % saglanir. Bu durumda
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1—r" < 3r(1—1r")

1—3r" —r+ 3"t < 2 — 2"
(1 —r)(1—23r")

cost = 2r(1 — 1) <1
sonucuna ulagilir.
Sonug 3.9. R"’de vy, vy, - -+ , v, vektorlerinin herhangi ikisinin fo altindaki gorin-
tileri arasindaki a¢i 0 kadardur.
Oncelikle herhangi i = 1,2,--- ,n icin v; vektoriiniin f, altinda goriintiisii olan

fa(v;) = 2rt cos Ov; — v; 1 vektoriiniin boyu hesaplanirsa,

o)l = /< 2ricosBuy — vy, 2 cos Ovy — viq >

= \/47“2i cos? 0 — 4r2icos? 6 + r%

— \r2

elde edilir. Bu sonucu kullanarak herhangi¢,j = 1,2,-- -, ni¢in v; ve v; vektorlerinin

fo doniisiimii altindaki goriintiileri arasindaki ac1 ise,

< fowi), fav;) > < 2r' cos Ovy — v;11, 2r7 cos vy — v >

12l f2 )l 120 cos vy — vy []|2r7 cos vt — vja|

479 cos? @ — 4ritI cos? O + ritI cos 0
it

= cosf

olarak bulunur. Yani herhangi iki vektoriin goriintiileri arasindaki agr da yine 6

kadardar.

Sonug 3.10. 1 = 1,2,--- ., n i¢in v; vektorlerinin fo donisimi altinda gorintiler:

baslangicta alinan paralelpipedin (P,) icerisinde kalur.
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vy, Vg, - - - , U, biiyiik paralelpipedin iizerine kuruldugu lineer bagimsiz vektorler
ve fo(v1) =01, fa(ve) =T, -, fo(v,) =T, ve Vi = 1,2,...,n i¢in a; € [0,1] olmak

lizere,

T+ vyt - v + 01U+ DaUs + - -+ 0y, = a1vr + agua + -+ apy

olacak gekilde b; € [0, 1] sayilarinin var oldugu gosterilmigtir.

™y + vy + -+ vy, + by (27 cos Bvy — vy) + ba (212 cos Ovy — v3)
+o+ b1 (2r" L cos Ovy — vy,) + by

= a1V1 + AUy + -+ - + a, U,

olup v; vektorlerinin katsayilarina gore diizenleme yapilirsa

(2r cos Oy + 2r2 cos Oby + - - - + 2r" L cos Ob,_y + 1", + 1)y
"—(1 = bl)UQ + (1 — bQ)Ug AEEF - (1 — bn,l)vn

= a1V + V2 + - - - + AUy,

elde edilir. Burada v;’lerin katsayilar1 esitlendiginde

21 cos Oby + 212 cos Oby + - -+ + 2r" L cosOb,_1 + b, + 1" = ay

1-— b1 = Q9
1-— b2 = das
1- bn—l = an
lineer denklem sistemi elde edilir.
Vi=1,2,...,ni¢ina; € [0,1] oldugundan son n—1 denklemden heri =1,2,--- . n—1

i¢in b; = 1 — a;11 olup b; € [0, 1)’dir. Birinci denklem 6zel olarak incelendiginde,

21 cos Oby + 212 cos Oby + - - - + 2r" L cos Ob,,_1 + r"b,, + 1"
< 2rcosf +2rfcosf 4 -+ 2r" teos O+t + " (b < 1)

= 2r" 4 cosf(2r +2r° 4+ ...+ 20"
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olup, cos @ degeri yerine yazildiginda

1—3rm
AT 2 22 2n71 — 1 —
r +2r+2r2+---+2rn—1<r+ e 20" r

elde edilir. Vn € N icin ™ > 0 oldugundan 1 — " < 1’dir. Istenilen esitsizlik

saglanmig olur.
Sonug 3.11. fi(A,) ile f2(A,) kiimeleri tek noktada kesigir.

f1(Ay) kiimesinden alinan bir nokta r™vy, vg, - - - , v, vektorlerinin bir lineer kom-
binasyonu geklinde yazilir, benzer sekilde fs(A,) kiimesinden alinan bir nokta da

n—1

21 cos Ov; — vy, 2r? cos Qv — vs, - -+, 2r" L cos Qv — v, T"v; vektorlerinin bir lineer

kombinasyonu seklinde yazilabilir. Bu durumda

Ty + Vg + - v, + by (27 cos Quy — vy) + by (2r% cos Ouy — vs)

+ o+ by 1 (2r" L cos Ovy — vy) + by = aT™y + agve + - -+ apvy,

(27 cos Oby + 272 cos Oby + -+ - + 2r" "t cos Ob,, 1 + r"b, + 1™)v;
+(1=by)va+ (1 —b2)vg + -+ (1 — bp_1)vy, = @170y + agva + - - - + apvy,

v; vektorlerinin katsayilar: egitlendiginde,

21 cos Oby + 2r2 cos Oby + « - - 4+ 2r" L cos Ob,_1 + b, + 1" = a;r”

1-— bl = Q9
1— b2 = das
1- bn—l = an

denklem sistemi elde edilir.
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i¢in, r"v; + vy + ... 4+ v, Oteleme noktasi denklem sisteminin 6zel bir ¢oztimiidiir.
Sonug 3.12. fy(A,) ile f3(Ay) kiimeleri tek noktada kesigir.

Onceki sonuca benzer sekilde yalnizca diger junction noktasi olan (1 — r™)u,

noktasinda kesigtikleri gosterilmistir.

Yardimcr Teorem 3.13. 1 < o < - olmak izere v, : ([0,1],d*) — (Aq, dsta)

n—1

dontistimi bi-Lipschitz bir dondstumdiir.

Kanat. Kanitin adimlart Yardimer Teorem 3.3’dekine benzer sekilde oldugundan
dontigtimiin bi-Lipschitzligi kolayca goriiliir. Ancak burada dikkat edilmesi gereken

R™de ¢ekme doniistimleri ¢ = r"™vy + vg + - - - + v,, olmak tizere

fi(x) = "z
glx) = 1z —q)+q
seklindedir.

Baslangicta ele aliman P, paralelpipedinin kdsegeni K := ||v; + vy + - - - 4+ v,]| ve
d(Pf, Pﬁ) = min{d(a,b) |a € P},b e P})} icin

M =min{d(P}, P;) [P NPy =04 €{1,2,---,3'}}

olmak tizere VY, y € [0, 1] i¢in

d(7a(2),7%(y) _ 5

M < <
de(z,y)

elde edilir. 0O

3.4. Yiksek Boyutlarda Diizlem Dolduran Egriler

Boyut tartigmasinin yogun yasandigi 19. yiizyilin ikinci doneminde ortaya ¢ikmig
olan diizlem dolduran egrilerin ilk 6rnegi 1890 yilinda Peano tarafindan verilmigtir.
Peano bu egri 6rnegini birim araliktan birim kareye siirekli ve 6rten bir fonksiyon
olugturmaya caligirken elde etmis ve analitik olarak egriyi agik¢a ifade etmigtir. Bu

calismadan hemen sonra Hilbert geometrik olarak daha anlagilir bagka bir diizlem
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dolduran egriyi bir takim egrilerin limiti olarak ortaya koymustur. Sonraki yillarda
hem diizlemde hem de uzayda ¢ok daha farkli algoritmalar kullanilarak farkl diizlem
veya uzay dolduran egri 6rnekleri literatiire kazandirilmigtir (detayh bilgi i¢in bkz.
[3,19]).

Ote yandan Assouad Teoremi’nin kaniti icin bu tez calismasinda olusturulan
yinelemeli fonksiyon sisteminin (uygun « degerlerindeki) atraktorii uzay dolduran
bir egri olarak kendiliginden dogal bir gekilde ortaya ¢ikmaktadir.

Assouad Teoremi’nin kamtinda ([0, 1], d*) metrik uzayindan (A,, d) uzayna her
0 < a < 1 sayist igin bi-Lipschitz bir doniigiim tanimlanmigti. Burada dikkat edilirse
verilen bir 0 < a < 1 saysi i¢in Oyle bir tek tiirli belirli n > 1 dogal sayis1 vardir
ki + < a < -5 geklindedir (n = 2 durumunda —= = 1 olmaktadir ve bu durumda
% < a < 1 elde edilmektedir, fakat tam o = 1 durumu trivial durum oldugundan
goz ardi edilmistir). 1 < o < = olmak iizere ([0, 1], d*) metrik uzaymm ilgili Ok-
lidyen uzaya gomiilii oldugu A, R™'nin bir alt kiimesi olarak kargimiza gikmaktadir.
Tam o = 1/n durumunda elde edilen A, atraktori, ilgili v doniigiimiiniin (bire-bir
olamadigindan) bi-Lipschitz olamayisi sebebi ile ([0, 1],d*) metrik uzaymn R™de
bir gémiilmesi olarak alinamamaktadir. Bu nedenle v = 1/n durumunda ([0, 1], d*)
metrik uzay1 bir iist boyutlu Oklidyen uzay olan R**'’e A, olarak gomiilebilmigtir.

Fakat o degerlerine bagh olarak ingaa edilen A, atraktori, ilgili fonksiyon sistemi
R™deki ilgili paralelpiped iizerinde tanimlandiginda karsimiza fraktal boyutu tam
olarak n olan bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak ¢ikmaktadir. Cok
dogal olarak kargimiza (her n igin) gikmakta olan bu tamsay1 boyutlu atraktor, her
ne kadar o = 1/n igin ([0, 1], d*) metrik uzaymin bir bi-Lipschitz gomiilmesi olarak
kullanilamasa da, tamamen bagimsiz olarak son derece 6nemli bir kavram olan uzay
dolduran egrilerin bir 6rnegi olarak 6nemini tagimaya devam etmektedir.

Ornegin, o = 1/2 durumuna yakindan bakalim.

Onceki boliimde her 1/2 < a < 1 i¢in, boylar sirasiyla 1 ve r, aralarmdaki aci da
cosf = I’Q—?Q egitligi ile belirli # agis1 olan v; ve vy vektorlerinin belirledigi paralelke-
nar lzerinde tanimlanan ii¢ adet r = 3% < 1 benzerlik katsayisina sahip benzerlik
doniistimlerinin belirledigi yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii diizlemin bir
altkiimesi olarak karsimiza ¢ikmisti.

a = 1/2 olmasi durumunda 0 = 7/2, r = % dolayisiyla paralelkenar kenar
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uzunluklar1 1 ve r olan bir dikdortgen olacaktir. Bu dikdortgen tizerinde tanimh

ilgili {i¢ fonksiyon da agik olarak
fl ("L‘a y) =

1
V3
1 1 1
folz,y) = %(ya—x)Jr(ga%)
1
f3(~”€7y) = ﬁ

olarak ifade edilebilinir. Aciktir ki bu ti¢ fonksiyonun belirledigi yinelemeli fonksiyon
sisteminin atraktorii, ilgili dikdortgenin kendisidir.
Bu noktada sistemi olugturan fonksiyonlarin geometrik olarak davraniglarini an-

lamak i¢in Sekil 3.25 fikir vermektedir.

flfo fzfz) fzf?)
(%) (%)
R n || x
o (0) Go) @0

Sekil 3.25. a = 1/2 durumunda f1, fo ve f3 benzerlik donisimleri

Onceki boliimde tanimlanan v fonksiyonu, bu a degeri icin [0, 1)’den diizlemdeki
biraz 6nce tanimlanan dikdértgene siirekli ve érten bir déniigtimdiir. v fonksiyonunun
tanimlandig1 boliimdeki ilgili diyagramin komutatifliginden (bkz. Sekil 3.6) bu sonug
kolayca elde edilebilir. Sonug¢ olarak bu doniigiimiin grafigi bir diizlem dolduran
egri olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu egriyi daha iyi kavrayabilmek adina, ilgili
dikdortgenin de bir yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii oldugunu kullanarak,
dikdortgenin kogegeni ile yinelemeye baslayip, her adimda atraktore bir egri olarak

nasil ulagildigini gérmek yararh olacaktir. Sekil 3.26’da, ilgili kdgegene D 1 denilecek
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olunursa,

Fi(A) = f1(A) U (A) U f3(A)

olmak iizere, D, F%(D ), F3(D.1), F3(D.1), Ff(D%) ve F?(D1) kiimelerine yer
2

1 1
2 2 2 2 2 2

1
2

verilmistir.

(a) (b)

(c) (d)

OO
BRI
KRR
SERERERLS
RN

(e) (f)

QXK

Sekil 3.26. o = 1/2 idgin ny egrileri; (a) Dyja, (b) k=1, (c) k=2, (d) k=3, (e) k=14
ve (f) k=5

Bu kiimelerin her biri [0, 1] tizerinde tanimh bir egri olarak su sekilde diigiiniilebilir.

no : [0,1] — R% no(t) = t(1,7) = (¢,rt) olsun (Burada, r = % ve ilgili dikdort-
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genin kogegeninin (0, 0) ve (1, r) noktalarimi birlegtiren dogru pargasi olduguna dikkat
ediniz). Agiktir ki n9([0,1]) = D 1 seklindedir. Bu egrinin goriintiisii olan kogegene
f1, fo ve f3 fonksiyonlar1 uygulandiginda elde edilen kiimelerin birlegsimi olan egri

Sekil 3.26(b)’de gosterilmigtir. Bu egriyi, n; diyelim, su sekilde tanimlayabiliriz:

film(38)) 5 t€[0,1/3]
m (0,1 = R m(t) =< folne(3t — 1)) 5 te[1/3,2/3]
fs(mo(3t=2)) 5 t€[2/3,1]
Elde edilen yeni egrinin goriintiisii olan kiimeye (bkz. Sekil 3.26(b)) fi, fo ve f3
fonksiyonlar1 uygulandiginda elde edilen kiimelerin birlesimi olan egri Sekil 3.26(c)’de

gosterilmigtir. Bu egriye ny diyelim ve bu sekilde devam ettigimizde k. adimda elde

edilen egriyi 7 ile gosterelim. Bu durumda bu egri su sekilde tanimlanabalir:

filme—1(3t)) 1 t€]0,1/3]
M1 [0,1) = R% mi(t) = S falmer(3t — 1)) ; t€[1/3,2/3]
fs(m—1(3t —2)) 5 t€[2/3,1]

Sonug olarak asagidaki yardimei teorem elde edilir.

Yardimci1 Teorem 3.14. Hert € [0,1] igin v(t) = klim ni(t) seklindedir.
— 00

Kanit. t € [0, 1] elemani verilmis olsun. Bu noktanin ¥3’teki kod temsili de o105 ... 0% . ..

olsun. 7 egrisinin tanimindan

Ne(t) = for (Me—1(tk-1))

olacak sekilde bir t;_; € [0, 1] sayis1 vardir. (tx_; sayisi da agik olarak, ¢ cinsinden
ve t'nin koduna bagh sekilde hesaplanabilir. Kanitta buna ihtiya¢ olmamakla bir-
likte, tx_1 = 3t + 1 — o seklindedir.) Benzer bigimde 7, 'nin tamimimi kullanarak,

uygun (tek tiirli belirli ve t'nin koduna bagh olarak kolayca belirlenebilecek olan)
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tr_1,tk—2, tx_3 € [0, 1] sayilar i¢in

() = for (Me—1(tr—1))
= fol f02 (nk*2(tk‘*2>>
= fal fag faa (nk—?’(tk—?»))

ve sonunda bir ¢, € [0, 1] i¢in

Nk (t) = f<71a2...z7;c (770(750))

seklinde ifade edilebilir. (tx_; ile tx_o arasinda (ve ashnda ardigik diger sayilar
arasinda), ¢ ile t,_; arasmdaki iligkiye benzer bir iligki hemen g6z ¢arpmaktadir.
Kanitta ¢ok 6nem arz etmese de, Ornegin t, o = 3tx_1 + 1 — oo seklinde ifade

edilebilir.) Ote yandan, y'nin tanimimdan ~(¢) noktas:

fﬁﬁ””mwﬁAJ=:fﬁﬁn@m@(L@>

tek nokta kiimesinin elemanidir.

Bu durumda sabit bir k£ dogal sayisi i¢in ~y(¢) noktasi, D%’nin fo109..0, altindaki
resmi olan ve (D%’nin capi % oldugundan) ¢ap1 r* - % = ﬁ olan, fs,00..0 (D%>
dikdortgeninin elemamdir. Bunun yamsira nx(f) = foi00..0,(M0(to)) noktast da,
no(te) € D oldugundan, bu dikdértgenin iginde yagamaktadir. O halde bu iki
nokta arasidaki uzaklik, bu dikdortgenin capi olan ﬁ sayisindan kii¢iikk veya

esittir. Buradan,
2

\/§k+1

elde edilir. O halde, verilen her € > 0 i¢in k sayis1 yeterince biiyiik se¢ilerek

k() = (1) <

k() — (1) < e

sart1 saglanabilir. Sonug olarak, her ¢ € [0,1] icin 7, (¢) dizisinin 7(¢) noktasina

yakinsadig1 gosterilmis olur. O
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a = 1/3 durumunda da, énceki durumu benzer olarak, R¥’de bir uzay dolduran
egri ornegi kargimiza ¢ikmaktadir. Bu durumda da yine ilgili cos @ degeri 0 olarak
ve bu nedenle ilgili paralelpiped bir dikdortgenler prizmasi olarak karsimiza gikacak
ve sistemin atraktorii bu paralelpipedin kendisi olacaktir.

Bu durumda da ilgili yinelemeli fonksiyon sistemini veren ii¢ benzerlik dontigiimii
(genel durumda da) acik olarak analitik ifadeleri ile kolayca yazilabilir. Ilgili ~
dontigiimii bu « degeri igin [0, 1]’den uzaydaki dikdortgenler prizmasina stirekli ve
orten bir doniigiimdiir. Yani bu doniigiimiin grafigi bir uzay dolduran egri olarak
kargimiza ¢ikmaktadir.

Bu durum igin de ilgili cisim kdsegenine D 1 denilecek olunursa,
F1(A) = fi(A) U f2(A) U f5(A)

olmak iizere, Sekil 3.27°de Du, F%(D ), F#(D1), F3(D1), F}(D.) ve F?(D
3 3 3

: : : §) ve F(Dy)
kiimelerine yer verilmigtir.

Bu durum, her n > 1 dogal sayisi i¢in o = % degeri icin tekrar etmektedir. Yani
onceki boliimde her « sayist i¢in tek tiirlii tamimlanmig olan yinelemeli fonksiyon
sistemi, o = % igin R™’de bir uzay dolduran érnegi olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Bu kiimelerin her biri [0, 1] tizerinde tanimh bir egri olarak su sekilde diigiiniilebilir:

R™de olusan dikdortgenler prizmasinin cisim kdsegeni vy + v + - - - + v, vektorii
ile belirlendiginden (0,0,...,0) noktast ile (1,7r,72, ...,7" 1) noktasmi birlestiren
dogru pargasidir (r = é’dir, yalinlik adina r ile gosterilmeye devam edilmektedir).
Bu durumda 6nce goriintiisii bu dogru pargasi olan egriyi tanimlayalim.

no: [0,1] = R"™ r = % olmak tizere
no(t) = t(L,r,r%, ..., ) = (¢, tr tr?, ™)

olsun. Agktir ki 79([0,1]) = D1 seklindedir. Bu egrinin goriintiisii olan cisim
kogegenine fi, fo ve f3 fonksiyonlar1 uygulandiginda elde edilen kiimelerin birlegimi,

ornegin n = 2 ve n = 3 igin swrasiyla Sekil 3.26(b) ve Sekil 3.27(b)’de gosterilmigtir.
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V4

"\ 'o:.;

#

o

(e) (f)

Sekil 3.27. « = 1/3 icin ny, egrileri; (a) Dyy3, (b) k=1, (c) k=2, (d) k=3, (¢) k=4
ve (f) k=5

Bu egriyi, 7, diyelim, su sekilde tanimlayabiliriz:

filmo(3t)) 5 te0,1/3]
m [0, = R m(t) = ¢ foalno(3t —1)) ; t€[1/3,2/3]
fa(no(3t —2)) ;  te€[2/3,1]

Elde edilen yeni egrinin goriintiisii olan kiimeye ( n = 2 ve n = 3 igin sirasiyla bkz.
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Sekil 3.26(b) ve Sekil 3.27(b)) fi, fo ve f3 fonksiyonlar1 uygulandiginda elde edilen
kiimelerin birlegimi olan egri, 6rnegin n = 2 ve n = 3 igin sirasiyla Sekil 3.26(c) ve
Sekil 3.27(c)’de gosterilmigtir. Bu egriye 7o diyelim ve bu gekilde devam ettigimizde
k. adimda elde edilen egriyi 7 ile gosterelim. Bu durumda bu egri su sekilde tanim-

lanabilir:

filme—a(3t)) 5 t€0,1/3]
Mk - [07 1] — an 7]k<t) = f2(nk—1(3t - 1)) 3 le [1/37 2/3]
f3lm— (3t =2)) 5 te[2/3,1]

Sonug olarak her n > 1 dogal sayist i¢in (a = % degerine kargilik) R"’de bu uzay

dolduran egrileri Teorem 3.15’deki gibi ifade etmek miimkiindiir.

Teorem 3.15. Hert € [0,1] i¢gin

A(t) = lim n(t)

k—o0

seklindedir.

Kanit. Teoremin ispati, Lemma 3.14'nin ispatina benzer olarak kolayca goriilebilir.
o= % olmasi durumunda degisecek olan tek sey, yakinsaklik gosterilirken kullanilan
ilgili dikdortgenler prizmasinin cisim kodsegeninin uzunlugudur ki bu da n dogal
sayisina bagl sabit bir say1 oldugundan kamtta farkli bir argiimana ihtiya¢ duyul-

masina sebep vermeyecektir. O
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