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OZET
KATMANLI ELASTIK YAPILARIN MATEMATIKSEL MODELLENMESI
VE ASIMPTOTIK COZUM METOTLARI

Yagmur Ece UCAR

Matematik Anabilim Dali
Eskigehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz, 2023

Danigman : Prof. Dr. Barig ERBAS

Bu tezde, gerilmesiz yiizeylere sahip homojen olmayan dinamik katmanlarin diiz-
lem dig1 hereketi incelenmistir. Serbest sinir kosullar1 altinda 3 katmanli yapi icin
dispersiyon iliskisi elde edilmistir. Uzun dalga boyu ve dusuk frekans durumu goz
onune alinarak dispersiyon denklemi polinomsal olarak ifade edilmistir. Genel du-
rumda dispersiyon denkleminin analizi yapildiktan sonra problem iki kontrast du-
rum olarak ele alinmistir. Bunlardan ilki sert-kalin dis katmanlara ve yumusak ic
katmana sahip bir plakaya ve ikincisi ince-sert kabuklu ve yumusak bir ic katmana
sahip geleneksel sandvic tipi plakaya karsilik gelir. Katmanlardaki materyal para-
metrelerinden kaynaklanan kontrast durumlar goz onune alindiginda, her iki durum
icin de kesme frekansi civarinda dispersiyon denklemleri analiz edilmis ve dispersi-
yon denklemi daha kisa bir formda polinomsal olarak ifade edilmistir. Bahsi gecen
kisaltilmis dispersiyon iliskileri elde edildikten sonra stresler cinsinden ifade edilen
hareket denklemlerine, sinir kosuluna ve sureklilik kosullarina asimptotik yaklasim
uygulanmis ve iki kontrast durum icin kesme frekansi civarinda 1 boyutlu diferansiyel
denklem turetilmistir. Elde edilen bu denklemlerin cozumlerinin kisaltilmis yayilim
iliskileri ile ayni sonucu verdigi gozlemlenmistir. Daha sonra, homojen yuzeylere sa-
hip, elastik, uc katmanlh laminantin yar1 sonsuz duzleme kisitlanmis hali goz onune
alinmistir. Hareket denklemlerine, sinir ve sureklilik kosullaria laplace donusum
uygulanarak ve saint venant ilkesinden yararlamlarak ilk kurulum icin z; = 0 sm-
rinda kucuk ama sifir olmayan kesme frekansina sahip yapi icin asimptotik olarak
sinir kosullar: elde edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Dalga, Katmanli yap1, Kesme frekansi, Kontrast, Asimptotik.
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ABSTRACT
MATHEMATICAL MODELING OF LAYERED ELASTIC STRUCTURES
AND ASYMPTOTIC SOLUTION METHODS

Yagmur Ece UCAR

Departments of Mathematics
Eskisehir Technical University, Institute Of Graduate Programs, July, 2023
Supervisor : Prof. Dr. Barig ERBAS

In this thesis, the anti-plane motion of inhomogeneous dynamic layers with unst-
ressed surfaces is investigated. The dispersion relationship is obtained for the three
layered structure under free boundary conditions. Considering the long wave-low
frequency case, the dispersion relation is expressed in polynomial form. After the
analysis of the dispersion relation in the general case, the problem is handled as two
contrast cases. The first corresponds to a plate with a stiff-thick outer layer and a
soft inner layer, the second corresponds to a traditional sandwich-type plate with
a thin-stiff skin and a soft core layer. Considering the contrast situations arising
from the material parameters in the layers, the dispersion equations around the cut-
off frequency are analyzed for both cases and the dispersion equation is expressed
as a polynomial in a shorter form. After obtaining the aforementioned shortened
dispersion relations, an asymptotic approach is applied to the equations of motion
expressed in terms of stresses, boundary condition and continuity conditions, and a
1-dimensional differential equation is derived around the cut off frequency for two
contrast cases. It has been observed that the solutions of these equations give the
same result as the shortened dispersion relations. Then, the three layered elastic la-
minate with homogeneous surfaces is considered on the restricted to a semi-infinite
plane. By applying the Laplace transform to the equations of motion, boundary and
continuity conditions and using Saint Venant’s principle, boundary conditions are
obtained asymptotically for the structure with a small but non-zero cut off frequency
at the 1 = 0 boundary for the first setup.

Keywords: Wave, Layered Structure, Cut off frequency, Contrast, Asymptotic
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1. GIRIS

Katmanl elastik yapilar cok sayida endiistriyel uygulamaya sahiptir. Ornegin,
bu tiir yapilar ¢ok sayida ingsaat ve makina miihendisligi projesinde, ugak ve otomo-
tiv tasariminda ve jeo- ve bio-mekanigin cesitli alanlarinda kullanilmaktadir. Ayrica
meta-malzeme teknolojisi dahil olmak iizere yiiksek teknoloji alanlarinin da ilgisini
¢ekmektedir.

Katmanli ortam mekanigi, yiiksek kontrast ozellikleri gbz oniine alinmaksizin,
sandvig yapilar dahil olmak tizere kapsamli bir gekilde aragtirilmigtir [55], [69]. Kalin-
yumusak i¢ katmanlar ve nispeten ince-sert dig katmanlardan olusan sandvig tipi pla-
kalar, katmanli yapilarin en popiiler 6rneklerindendir. Dig katmanlar i¢in kullanilan
malzemeler arasinda ahsap, metal levhalar bulunurken, i¢ katmanlar genellikle pe-
tek geklindekilerde dahil olmak iizere gesitli polimerlerden olusur. Sandvig paneller,
yiksek dayaniklilik ve hafiflik gibi ayni1 anda ¢ok sayida avantaja sahip olmalarin-
dan dolay1 ¢ok sayida miihendislik yapilarimda kullamlmaktadir [71]. Bunlara lamine
camlar ve fotovoltaik paneller [4], [26], titregim filtreleri olarak kullanilan akilli pe-
riyodik yapilar, enerji tahliye araclarinda kullanilan mikrofiber-nano hibrit yapilar
[54] ve gaz filtrelerindeki ayiricilar [42] 6rnek olarak gosterilebilir. Bu nedenle agir-
lik azaltmay1 amaclayan modern miihendislik tasariminda malzeme ve katmanlarin
geometrik ozellikleri bakimindan yiiksek kontrast iceren sandvig yapilardan biiyiik
olgiide yararlanilir [67|. Baglangigta sandvig yapilar havacilik endiistrisinde genis
uygulama alan bulsa da [7] ayn1 zamanda trenlerde, yarig arabalarinda ve yiiksek
hizli deniz tasitlarinda da kullaniliyordu [2]. Ayrica, trenlerin ve otobiislerin yapisal
bilegenleri olarak kompozit sandvig panellerden yararlanilmigtir [65].

Geometrik ve materyal ozelliklerinde yiiksek kontrast igeren bir diger ince yap1
olarak lamine cam plakalar ve kirigleri 6rnek olarak verebiliriz. Lamine camlar oto-
motiv ve ingaat miihendisliginde yaygin olarak kullamlmaktadir. U¢ katmanh bir
plaka olarak tasarlanan lamine camlar genellikle yumugak bir polimerik orta tabaka
ve iki sert yiizey olarak tasarlanir [3], [63]. Yiizeyler arasindaki farkhilik énemli bir
kontrastla sonuglanir. Diger 6énemli teknik 6zelliklerinin yaninda bu yapilar yiiksek
sertlige ulagmalarini saglar [3]. Hizli bir sekilde geligen meta malzeme alani, yiik-

sek kontrast iceren yapilarin bir diger gelismis uygulamasi olarak ele alinabilir. Bu



malzemeler, yiiksek kontrast parametrelerine sahip periyodik olarak diizenlenmis
katmanlardan kaynaklanan benzersiz ozellikler gosterir [45].

Geleneksel sandvig yapilarin aksine, kompozit yapilar yumusak dig katmanlara
ve sert i¢ katmanlara sahip olabilirler. Bu yap1 6zellikle hava kirliligini azaltan gaz
filtrelerindeki ayiric1 plakalarda gézlemlenebilir [42]. Cok ince fotovoltaik paneller,
glineg enerjili araclarda, uydu giines panellerinde ve giineg enerjili ucaklardaki calig-
malarda kullamlmaktadir [57]. Bu agirlik azaltma ve enerji tasarrufu saglayan ok
amagh dugiik biitgeli bir konseptir [47], [58], [11]. Uzun zamandan beri, 6zellikle
matematik ve kat1 mekanigi alaninda teorik analizde ¢ok katmanli yapilar 6zel bir
ilgi alanina sahiptir. Bunlarla ilgili ¢ok sayida yayim mevcuttur ve bu alandaki tiim
gelismeleri sunmasi oldukca zordur. Bu yiizden devaminda bu tezin ana ¢iktisina
yakin sonuclara sahip olanlara odaklanacagiz.

Sandvig levhalarin mekanigi dikkate deger bir ge¢mise sahiptir. Bir sandvig ya-
pinin biikiilmesi ve burkulmasiyla ilgili ilk analitik aragtirma Reisner tarafindan
onerilmigtir [56]. Bu galigmasinda yazar nispeten sert dig katmanlara sahip sandvig
levhay1 ele almigtir. Ayrica bu durumda dig tabakalarimin kalinliginin i¢ katmanda-
kinden ¢ok daha kiiciik oldugu varsayilmaktadir. Sandvi¢ yapilarin davranisi iize-
rine gegici hipoteze dayanan basit bir ¢ozliim elde edilir. Benzer bir analiz, sandvig
plakalar1 yoneten(hareketini ifade eden) sinir kogullarmi ve diferansiyel denklem-
leri tiiretmek i¢in varyasyonel bir yaklagim kullanan Hoff tarafindan da yapilmigtir
[25]. Bagka bir ¢alismada, [16], dikdortgen sekilli sandvig levhalarin biikiilmesini
ve burkulmasini modelleyen kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii bulunmustur.
Dikdortgen plakanin i¢ kisminin izotropik oldugu varsayilmaktadir. Yukarida bahsi
gecen c¢alismalarin ana odak noktasi elastik burkulmadair.

Yapisal dinamikler, ilgili yayilim(dagilim) iligkilerinin incelenmesiyle anlagilabi-
lir. Homojen katmanlar igin dagilm analizi, [39] ile baglayan birgok yayinin konusu
olmustur. Izotropik sandvi¢ plakalarda elastik dalga yayilimi, egilme(flexural wave)
dalgasima vurgu yapilarak [46] ve [70] calismalarinda analiz edilmistir. Ozellikle, Jo-
nes [8] galigmasinda basit¢e desteklenmis sonsuz uzunluktaki gapraz kath lamine
levhalarda egilme ve uzama dalgalar: i¢in yayilim egrilerini hesaplamigtir . Egilme
titregimi(biikiilme dalgasi) orta dalga boylarina kadar klasik teori tarafindan iyi bir

sekilde tahmin edilmig gibi goriinmektedir. Uzama titresimlerine yalnizca ¢ok uzun



dalga boylar1 icin marjinal olarak yaklagilir. Iki, ii¢, dort ve bes katmanl yapilar
i¢in sonuglar, [38] tarafindan verilmigtir. Serbest yiizey kogullarim ve katmanlarim
araytizleri boyunca yer degistirme ve gerilmelerin(traction-gekme) siireklilik kogul-
larimi saglayan yapilarda harmonik dalga ¢oziimleri [42] tarafindan dort durum igin
sunulmugtur. Bunlar, uzama hareketi i¢in simetrik diizlem gerinim ¢oziimleri, egilme
hareketi i¢in anti-simetrik diizlem gerinim ¢6ziimleri ve simetrik - anti-simetrik SH
dalgalaridir. Bu durumlarin her biri i¢in dagilim iligkisi elde edilir ve hesaplanir. Fi-
ber lif destekli enine izotropik bir malzemeden olugan simetrik ti¢ katmanlh yapilarda
dalga yayihmu [9], [10] tarafindan ele alinmigtir. Niimerik sonuglar, dalga yayilimi-
nin iki 6zel yonii i¢in elde edilmistir ve i¢ katman kalinliginin dig katman kalinhigina
gore oraninin gesitli degerleri i¢in parametrik analiz sonuglar1 da dahil edilmigtir. [49|
makalesinde ama¢ yumusak orta katmana sahip laminantin yapisal analizi i¢in bir
plaka teorisi tiiretmektir. Sonug olarak, dért kismi diferansiyel denklemden olugan
bir sistem elde edilir. Tiiretilen bu sistem Kirchoff levhasi ve Reisner levhasi dahil
olmak iizere klasik plaka teorisine bir uzanti saglar. Bu nedenle, klasik plaka teorisi
igin mevcut olan ¢oziim yontemleri, cam ve fotovoltaik laminantlari analiz etmek
icin uygulanabilir. Yayilim iligkilerinin yorumlanmasinda basit asimptotik analiz-
ler degerlidir. Uzun zamandir bu analizler diigiik frekans titregimleriyle siirliydi.
Birgok galigmada genel referans ¢aligmalarima [1], [23] atif yapilarak yiiksek frekans
bolgesinde yayilim iligkileri incelenmigtir. Daha sonraki yayinlarda on gerilmeli ve
katmanli yapilar dikkate alinarak caligmalar yapilmistir [30], [50]. Ozellikle, simetrik
sikigtirilamaz 6n gerilmeli ii¢ katmanli plakadaki kiigiik genlikli titresimlerin incelen-
mesi [59], [60] ¢aligmalarinda geligtirilmigtir. Bu makalelerde hem kisa hem de uzun
dalga limitleri i¢in sayisal ve analitik sonuclar elde edilmigtir.

Oldukga orjinal olan [15] makalesinde, ¢ok katmanli bir plaka igin dagilim iligki-
sinin uzun dalga diisiik frekans analizi ele alinmigtir. Bu ¢aligmada ilk kez, elastik
dalga yayilimindaki sabit durum(steady- state) problemlerine uyarlanmg sonlu ¢ar-
pim yaklagimini gelistirilmistir. U¢ katmanl elastik bir plakadaki anti-simetrik dal-
galara 6nem verilmektedir. Elde edilen sonuglar, Tierstein’in ince deri formiilasyonu
ve Timeshenko teorisi dahil olmak iizere iyi bilinen iki yaklagimla karsilagtirilir.

Agir siv1 yiikii olan ve olmayan siirsiz ti¢ katmanl izotropik sandvig plakalar-

daki elastik dalga hareketleri [64| caligmasinda analiz edilmigtir. Tiim gesitli titregim



modlar1 arasinda sifir frekanstan kaynaklanan temel mod(fundemantal one), gesitli
pratik ihtiyaglar i¢in genellikle 6zel bir ilgiye sahiptir. Teknik acidan en 6nemli kismi
bu mod uzun dalga-diigiik frekans araligini igerir.

Asimptotik metodoloji, ince elastik yapilarin dinamiklerinde ¢ok giiglidiir [18],
[41]. Dogrusal elastisitedeki 3 boyutlu denge denklemlerinden baglanilarak ince lev-
halar ve kabuklar i¢gin 2 boyutlu statik denklemlerin tiiretilmesine, [17] ¢aligmalar:
onciiliik etmistir. Benzer bir yaklagim diisiik frekansh dinamiklerde de uygulanabilir
[20]. Bu konuda 6ngerilmeli plakalara odaklanan daha yeni yayinlar mevecuttur [53],
[30].

Asimptotik metodoloji, son zamanlarda yiiksek kontrast 6zelliklerine sahip yapi-
lar igin uyarlanmustir, bknz. [12], [66], [14], [31], [68], [32]. Ozellikle, [31] makalesinde
ii¢ katmanli simetrik bir plakanin ¢ok parametreli analizi katman kalinliklarinin, yo-
gunluklarimin ve sertliklerinin biiyiik-kii¢liik oranlarinin etkisi dikkate alinarak ge-
ligtirilmistir. Bahsi gegen oranlardaki kogul, en kii¢lik kesme frekansinin asimptotik
olarak sifira yakin olmasini saglayacak sekilde tiiretilmigtir [34], [33]. Bu, hem temel
egilme modunu hem de en diigiik kayma harmonigi (lowest shear harmonic) igeren
iki modlu yaklagimlarin tiiretilmesini motive eder.

Dinamik yapilarda asimptotik yaklagim igin genel simflandirma [37], [13]| caligma-
larinda sunulmusgtur. Cesitli kurulumlarda bu anizotropik yapilari [27], 6ngerilmeli
yapilar1 [51], [52], yiiksek frekans - uzun dalga modlarim [36], [22] akigkan yap: etki-
legimi [28], katmanl yapilar: [44], [62], [40] ve yiizeyler boyunca klasik olmayan sinir
kosullarina sahip yapilari [29], [61] igerir. Ornegin, [53| éngerilmeli sikistiralamaz bir
elastik plakanin kesme frekanslarinin yakinlarinda egilme hareketini incelemek i¢in
asimptotik yaklagim teknigi uygular.

Diizenli olmayan asimptotik davranigla sonuglanan baz kontrast problem para-
metreleri kurulumlar: da vardir. Ornegin [31] galigmasi simetrik bir sandvig plaka
i¢in diizlem problemini ele aliyor. Bu durumda, iligkili asimptotik davranig yalnizca
sifir ve en diisiik kesme frekanslarinin kesismeyen dar c¢evreleri tizerinde gegerlidir.

[35], ii¢ katmanli asimetrik bir plakanin antisimetrik titresimiyle ilgilidir. Calis-
mada iki tiir kontrast dikkate alinir. Tiim kontrast tiirlerinde, en diigiik harmonige
karsilik gelen kesme frekansinin degeri sifir olma egilimindedir. Iki mod icin, yani

temel mod ve en diigiik harmonik i¢in, kisaltilmig dagilim iligkileri, yer degigtirme



ve gerilmeler igin iligkili formiiller sunulmustur.

Baslangi¢ ve sinir kogullarinin asimptotik analizi karmasik ve énemlidir. Konuyla
ilgili yayinlarin ¢ogunun, baglangic ve sinir kogullarinin etkisini géz ardi ederek di-
feransiyel hareket denklemlerinin tiiretilmesine odaklanmasi dikkat cekicidir. Sinir
kogsullarinin asimptotik davranisi, genellikle, kendi kendini dengeleyen kenar verile-
rinin hizh bir diiglisiinii ifade eden, uygun sekilde uyarlanmig Saint-Venants ilkesin-
den baglar 6rn. bknz. [18], [19]. Yar1 sonsuz elastik bir gerit i¢in bozunma(decay)
kogullar1, Saint Venant ilkesinin uygulanmasinda kilit bir rol oynar. Bu kogullar,
baglangigta statik durum igin olugturulmug [21], [24] daha sonra dinamik yapilara
genigletilmigtir [5], [6].

Calisilan bu tez su sekilde diizenlenmigtir. Boliim 1’ de verilen Giris boliimiin-
den sonra, tez boyunca siklikla kullanilan bazi temel tanim ve kavramlarin kisa bir
aciklamas1 Boliim 2’de 6zetlenmigtir.

Boliim 3, gerilmesiz yiizeyleri olan, elastik, ii¢ katmanl bir yapinin hareketinin
gerilmeler cinsinden ifadesiyle baglar. Daha sonra problemi tarif eden sinir ve siirek-
lilik kosullar1 verilmistir. Alt Béliim 3.1’de elastik yapimin diizlem dig1 anti-simetrik
hareketi goz 6ntine alinarak yer degistirmeler elde edilmis ve verilen yapi i¢in yayilim
iligkisi bulunmustur. Alt Boliim 3.2’de, elde edilen yayilim iligkisi {izerinden frekans
denklemi ifade edilmistir. Bu denklem iizerinden calisilan yapi igin diisiik frekans
bolgesi ve kesme frekansi gozlemlenmistir ve problem parametreleri arasinda bir
iligki sunulmugtur. Uzun dalga, diigiik frekans varsayimi altinda, Alt Boliim 3.1’de
analitik olarak elde edilen yayilim iligkisi polinomsal olarak ifade edilmigtir. Elde
edilen polinomsal yayilim iligkisinin dogrulugu kontrast ve kontrast olmayan kuru-
lumlar i¢in tam formiilasyonla karsilagtirilarak grafik olarak sunulmustur.

Boliim 4’de problem parametreleri arasindan iki kontrast durum ele alinmistir.
Bunlardan ilki sert-kalin dig katmanlara ve yumusak i¢ katmana sahip bir plakaya,
ikincisi sert kabuklu ve yumusak i¢ katmana sahip geleneksel sandvig tipi plakaya
karsilik gelir. Bu iki kurulum ic¢in polinomsal olarak ifade edilen yayilim iligkisi analiz
edilmistir. Ikinci kurulum icin ek olarak, kesme frekans: civarmda bir yayilim iligkisi
elde edilmisg ve optimal kisaltilmig yayilim iligkisi sunulmugtur. Her iki durum igin
yayillim denkleminin tam formiilasyonu ile kisaltilmis polinomsal yayilim denklem-

leri grafiksel olarak karsilagtirilmistir. Ilk kurulum icin kesme frekansi civarinda iyi



bir uyum goriiliirken ikinci kurulumda yalnizca kesme frekansinin dar bir ¢evresinde
uyum oldugu gozlemlenmigtir.

Yer degistirmeler ve gerilmeler i¢in asimptotik formiiller, incelenen her iki du-
rum i¢in Boliim 5’de elde edilmigtir. 6. ve 7. Boliimlerde sirasiyla, ince levhalar
teorisindeki [37], standart bir prosediirden ve kesme frekansi civarinda bir agilim-
dan(expansion) baglayarak, bir boyutta yaklagik hareket denklemlerinin asimptotik
tiiretilmesi sunulmustur.

Bélim 8’de, homojen plakalar ve kabuklar igin geligtirilen giiglii prosediirii [18],
[19], [21] genisleten simir kogullarimin dinamik katmanh yapilarin mekaniginde for-
miile edilmesi igin asimptotik varsayimlarla birlikte Saint Venant ilkesi [43] uygu-
lanmigtir. Bu yaklagim katmanli yapilarda daha 6nce statik durum igin uyarlanmig
olup [35], dinamik katmanli yapilarin mekaniginde uygulanmasindan ilk defa bu
tezde bahsedilmistir. Burada yiizeyler boyunca homojen siir kosullarina ve kenar
boyunca ongiiriilen(6nceden belirlenmig,verilmig) diizlemsel olmayan kayma geril-
melerine tabi yar1 sonsuz ii¢ katmanl bir gerit i¢in dinamik bozulma kogullar ile
bagliyoruz. bknz. [21], [24], [5]. Sinir katmaninda gii¢lii bir bozulma, yani stres ala-
ninin dar bir kenar ¢evresinde lokalizasyonu bekliyoruz.

Son olarak, Boliim 9’da tezin sonuglari, gelecekteki caligmalar igin gesitli 6neri-

lerle birlikte kisaca 0zetlenmigtir.



2. ON BILGILER
2.1. Elastisite Kavrami

Elastisite teorisi, deforme olabilen cisimlerin esnekligi ile ilgilenen siireklilik me-
kaniginin bir dalhdir. Linear elastisite, kat1 nesnelerin uygulanan kuvvet altinda nasil
deforme oldugunu, gerildigini ve kuvvet kaldirildiktan sonra orjinal sekil ve boyutla-
rina nasil dondiigiinii gosteren matematiksel bir modeldir. Linear elastisitenin temel
lineerlestirme varsayimlari sunlardir: sonsuz kiiciik gerinimler veya kiigiik deformas-
yonlar ve gerilim ve gerinim bilegenleri arasindaki dogrusal iligkiler.

Elastisite teorisinin fiziksel anlami su gekilde tarif edilebilir: Dig kuvvetler bir ya-
pinin malzemesinde deformasyonlara ve bunlara kargilik gelen gerilmelere neden olur.
Lineer elastisite teorisi bu yapiy1 sonsuz kii¢iik parcalardan yapilmig gibi goriir. Bu
yaklagimda tiim yap1 sonsuz kiigiik parcalarin toplamidir. Teori, bir yapimin kiiciik
bir temel hacmindeki gerilmeleri ve gerinimleri dikkate alir. Gerilme ve gerinimlerin
lineer diferansiyel denklemleri teorinin temel matematiksel tanimlaridir.

2.2. Gerilme Kavrami(o)

Birim normal vektore sahip yonlendirilmis bir yiizey diisiinelim ve bu ylizeye n
tane kuvvet etki etsin. Yiizey iizerinden A A, alanina sahip bir eleman alalhm ve
bu kii¢iik alan iizerine etki eden toplam kuvvet AF), olsun. Stres vektorii, kuvvet

vektoriinlin yiizey alanina oraninin limiti olarak su sekilde tanimlanir:

_AF, dF,
A AR, T a4, - (2.1)

Genel olarak, gerilme vektori AA, yiizey alanina gore herhangi bir yone sahip
olabilir. T}, vektorii, ylizey elamanina normal ve teget olan iki bilegenin toplami
olarak kabul edilebilir. Kartezyen koordinat diizleminde belirli bir nesneye etki eden
gerilme vektoriiniin bilegenlerini bulmak i¢in sonsuz kiiciik bir kiibik eleman alalim.

Burada kartezyen koordinatlarin her biri e; birim normal vektoriine sahiptir.
Sekil (2.1)’de goriilebilecegi gibi gekis T;, her i yiizeyine etki eder. O halde, herhangi
bir yiizeye etki eden ¢ekig(traction) su sekilde ifade edilir:

Ti = 04€4, Z,j = 1, 2, 3. (22)
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Sekil 2.1. Gerilim Bilesenleri

Burada toplamin tekrar eden bir indeks oldugu varsayilir. ;; ler gerilmeler olarak
bilinir ve Cauchy-stress(gerilim) tensorii olarak adlandirilan ve o olarak gosterilen

agagidaki 3 x 3'lik bir matrisin katsayilarini olugtururlar:

011 O12 013
o= 021 0322 023 |- (2.3)

031 032 033

Gerilim bilegeni o;;'nin ilk indeksi ¢, T;'nin etki ettigi yiizeyin normaline; ikinci
index j, T; geriliminin yontine karsilik gelir. Yiizeye dik olarak uygulanan kuvvete
karsilik gelen gerilim bilegeni o; normal gerilim olarak adlandirilir. o;;, kuvvet yiizey
alanina paralel etki ettiginde ortaya ¢ikan teget gerilme veya kayma gerilimini temsil
eder. Baz1 referanslarda normal ve kayma gerilmeleri sirasiyla o; ve 7;;, (i # j) olarak
gosterilmistir. Ancak bu tez boyunca normal ve kayma gerilimi i¢in oy; ve 045, (i # 7)
gosterimini kullanacagiz.

Eger ¢ekis T,, = (7;), birim normali n = (n;) tarafindan yonlendirilen gelisigiizel

bir yiizeye etki ediyorsa, ¢ekis su sekilde ifade edilebilir:

Ti = 04Ny, Z,j = 1, 2, 3. (24)

Boylece, bir kartezyen koordinat veya birim normali n tarafindan yonlendirilen her-

hangi bir ylizey i¢in gerilim vektoriiniin bilegenleri, Cauchy gerilim tensoriiniin bile-



senleri cinsinden ifade edilebilir.

2.3. Gerinim kavrami (€)

Dis veya i¢ kuvvetler nedeniyle deformasyona ugrayan bir malzemenin, kuvvet
uygulanmadan onceki durumla kiyaslandiginda geklinin degisme miktar: gerinim ola-
rak adlandirilir ve € ile gosterilir. Bir malzemenin herhangi bir kuvvet uygulanmadan
onceki uzunlugu [y ve kuvvet uygulandiktan sonra birim bagina uzunluk degisimi Al

olmak tizere gerinim(e)

Al

-2 (2.5)

€

olarak ifade edilir. Gerinim ¢ekme sonucu olusuyorsa pozitif, basma, itme sonucu
meydana geliyorsa negatif alinir. Birim gekil degisikligi olarak da tanimlanan geri-
nim, boyutsuz bir ifadedir.

Gerinim de normal ve kayma gerinimleri olarak siniflandirilabilir. Normal geri-
nim, uygulanan bir kuvvet nedeniyle belirli bir yonde uzunluk degigimini 6lger. Ayni
zamanda uzamali(extensional) gerinme veya boyutsal(dimensional) gerinim olarak
da adlandirilir ve €; olarak gosterilir. Yani €1, 21 ekseni boyunca malzemenin uzun-
lugunun goreli uzamasi veya biiziillmesidir.

Kesme gerinmesi(shear strain), iki belirli yone gore agi degisikligini dlger ve
€i; (i # j) olarak gosterilir. Ornek olarak €3, z1 ve 3 eksenleri arasindaki acisal de-
gisimi verir. Literatiirde normal ve kayma gerilmeleri bazen sirasiyla o; ve 7;;(i # j)
olarak gosterilir. Ancak bu caligmada normal ve kayma gerilimi i¢in sirasiyla o; ve
o0;; kullanacagiz.

Bir vektor alanmin w(x) bileseni w;(xy, z9, x3) ile gosterilsin. u(xy, za, ..., z,)
fonksiyonlar: tiirevlenebilir ise, yer degistirmenin kismi tiirevleri w; ; = du;/0x; sek-
linde indis notasyonu ile gosterilebilir. Bu nedenle sonsuz kiigiik gerinim-yer degis-

tirme iligkileri, indis notasyonu ile su sekilde verilebilir:

1
Eij = 5 ( i.j + U,jﬂ‘) . (26)



2.4. Gerilim - Gerinim iligkisi

Elastik malzemenin deformasyonu uygulanan kuvvetle orantilidir. Bagka bir de-
yigle malzemenin gerinimi o malzemenin elastik limiti dahilinde uygulanan gerilimle
orantilidir ve gerilim-gerinim arasindaki iliski Hooke yasasi olarak adlandirilir. Ma-

tematiksel olarak Hooke yasasi su sekilde ifade edilir:

F = kzx, (2.7)

burada F' malzemeye uygulanan kuvvet, x yerdegistirme ve k yay sabiti olarak bili-
nen oranti sabitidir.

Gerilme(stress) bir kuvvet ve gerinim(strain) bir yerdegistirme oldugundan, mal-
zemelerin gerilimleri ve gerinimleri matematiksel olarak Hooke yasasina benzer lineer
bir iligki ile birbirleriyle iligkilendirilir ve genellikle ayn1 adla anilir. Bu nedenle, bir

boyutta, gerilim ve gerinim arasindaki iligki su sekilde verilebilir:

011 = E€11. (28)

Burada E elastik modiildiir. Genel olarak, gerilim tensoriinii gerinim ile iligkilendiren

Hooke yasasi, dordiincii dereceden bir tensor seklinde yazilir:

045 = Uijki€ki, (2-9)

burada Cjj; dordiincti dereceden 81 bilegenli elastik sabitlerdir ve

Cijkl = Cjirt = Criij = Cijik, (2.10)

esitligini saglar.

Elastik ortamin belirli malzeme ve geometrik 6zellikleri ve ayrica gerilim tenso-
riiniin simetrisi dikkate alindiginda, elastik sabitlerin sayisi 21’e diiger.

Farkli yonlerde farkli elastik ozellikler gosteren malzemeye anizotropik denir.
Anizotropik malzemelerde bu katsayilar daha fazla azaltilamaz. Bu nedenle, énce
malzemenin herhangi bir yonden bagimsiz oldugunu varsayalim. Bu durumda, elas-

tik sabitlerin sayis1 9’a diigiiriiliir ve birbirine dik ii¢ elastik simetri diizlemine sahip
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ortotropik bir malzeme firetilir. Son olarak, ek bir basitlestirme i¢in yonlii ve rotas-
yonel bagimsizlik varsayilmigtir. Bu varsayim, sabitlerin sayisini 2’ye indirerek tiim
yonlerde tek bir fiziksel 6zellige sahip izotropik bir malzeme tiretir. Boylelikle gerilim

ve gerinim arasindaki iligki su gekilde verilebilir:
Oij = Nek0ij + 241€5, (2.11)
burada A ve p Lame sabitleri ve ¢;; Kronecker delta fonksiyonu olup

1, i=j,
5, = (2.12)
0, i#j,

olarak tanimlanir. Burada o;; tensor bilegenleri,

11 :Adlvu—i— 2”%7 O19 =/ (% + %) , 013 = (% + 811,3) ’
1

Oz, Om Ors 01y
o1 = (ng + gz;) , 09 =Adivu + Q'Mg_z; b _, (g_z;z . g_zz) |
031 =H <g_z? + 2_2) ;032 =[L (2—1;2 + g—z) , 033 =Adivu + ng—z, (2.13)
seklindedir.

2.5. Hareket Denklemleri
2.5.1. 1-boyutta hareket

Ik olarak, yalnizca bir z; uzamsal degiskenine bagl olarak gerilim tensoriiniin

bilegenlerini ele alalim. Bu durumda hareket denklemleri

8011 f . 82u
a p 1 pat27

i=1,2,3, (2.14)

seklinde ifade edilir. Burada p yogunlugu, f birim bagina diigsen kuvveti, u;ler de
yerdegistirmeleri temsil eder. Ozel olarak, uzamsal(longitudinal) 1-boyutlu hareket

i¢in © = 1 aliyoruz.

11



2.5.2. 2-boyutlu hareket

Homojen, izotropik, linear elastik bir cismin denge denklem sistemi, linear mo-

mentum ilkesinden su sekilde ifade edilebilir:

Iki boyutlu problemlerde, gerilme tensériiniin bilesenleri ve cismin kuvveti iki degis-
kene baghdir; z; ve xo. Bu nedenle (2.15)’de 0/0x3 = 0 alinarak hareket denklemleri
elde edilir. Boylece (2.15) esitligi ile verilen denklemleri 2 ayr1 denklem sistemine

asagidaki gibi ayirabiliriz:

80'31 80'32 a2u3

. 2.1
axl axZ +pf3 p atQ ) ( 6)

ve

80'11 00'12 82161

=p—— 2.1
axl axZ +pf1 p atQ ) ( 7)
8021 80'22 a2“2

=p—2 2.1
axl + a$2 +pf2 p o2 ( 8)

ug(xy, z9,t) yer degistirmesine kargilik gelen hareket, diizlem karsit1 veya diizlem dig
hareket olarak bilinirken, u; ve us yerdegistirmeleri diizlem gerinim deformasyonu
ile iligkilendirilir. Bu ¢aligmada, (2.16) denkleminden baglayarak us yerine u kulla-
nacagimiz diizlem dis1 hareketi inceleyecegiz. Ilgili gerilim bilesenleri Hooke yasasi
ile su sekilde ifade edilir:

ou ou
013 = ,ua—xl, 093 = #8_1'2 (219)

Bu nedenle, dig kuvvet olmadiginda, u(xy, zo,t) igin (skalar) dalga denklemi goyledir:

Pu  0Pu 1 0%u
Z - 2.20
ox?  0x2 3 Ot? (2:20)

Burada cs = \/11/p, kayma dalga hizini(enine dalga hizini) temsil eder.

12



x1 ekseni boyunca ilerleyen harmonik hareket varsayimi altinda yerdegistirme
w(xy, 9, t) = U(zg)elthor=wb) (2.21)

seklinde alinabilir. Burada k dalga sayis1 w dalga frekansini temsil etmektedir. (2.21)
ile verilen yerdegistirmeler (2.20) denkleminde yerine konulursa,
d*U w?

— —a’U=0, o’=k—

— 2.22
dx? 3’ ( )

hiperbolik denklemi elde edilir. (2.22) ile verilen denkleme karsilik gelen iki grup
yayihm(titregim) modu vardir; orta yiizeye gore simetrik ve anti-simetrik modlar.

Genel olarak (2.22) ile verilen adi diferansiyel denklemin ¢oziimii su sekildedir:
u = Asinh(axs) + B cosh(azs). (2.23)

Bu ¢alismada da ele alacagimiz gibi orta diizlemine gore simetrik 3 katmanli bir yap1

ele alindiginda, her bir katman i¢in hareket denklemleri yine (2.22) ile ifade edilir:

U, 2
= —aiU; =0, afz/g_‘%, i=1,2, (2.24)
dzy i

burada ¢ = 1 i¢ katmani, ¢ = 2 dig katmanm temsil etmektedir. Bu katmanl yapi-
larda biikiilme durumunda anti-simetrik modlar1 elde etmek i¢in ¢oziimleri su sekilde

arariz:

uy =Asinh (a;x9), (2.25)

us =B sinh (apzs) + C cosh (agzs). (2.26)

2.6. Asimptotik Yaklagim

Pratik durumlarda ortaya cikan diferansiyel ve integral denklemlerin ¢ogu igin
kesin analitik ¢oziimler bulunmasi zordur. Burada kesin analitik ¢oziimle 6zellikleri
bilenen veya tablo halinde verilen fonksiyonlar cinsinden bir ¢éziim kastedilir. Bessel
fonksiyonlari, trigonometrik fonksiyonlar, exponensiyel fonksiyon vb. gibi. Bununla

birlikte boyle bir ¢oziim var olsa bile analitik bakig agisindan ¢ok faydali olmayabilir.
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Ornegin, Bessel fonksiyonlarinin yavag yakinsayan sonsuz serisini iceren bir ¢oziim,
¢Oziimiin problemin baz1 parametrelerine bagimhihigiyla ilgileniyorsaniz, analitik ola-
rak ¢ok az kullanighdir.

Asimptotik analiz, bir fonksiyonun davraniginin belirlenmesiyle ve parametrele-
rinden biri ¢ok biiyiik veya ¢ok kiiciik oldugu i¢in tiirev ve integrasyon problemlerinin
yaklagik analitik ¢ozlimiinii elde etmekle ilgilenen 6nemli bir analiz dahdir. Asimp-
totik analiz, Ornegin akigkanlar mekanigi, fark denklemleri gibi alanlarda analitik
olarak ¢oziilemeyen bazi problemlerin yaklasik ¢oziimlerinin elde edilmesinde genis
kullanim alan1 bulmugtur. Ayrica, Watson Lemma, en dik inig yontemi(steepest des-
cent method) gibi metodlarda da asimptotik analiz yontemlerinden faydalanilmigtir.

|48

Tanim 1. f(2) ve g(2) fonksiyonlary D bilgesi iizerinde tanimle kompleks degerli ve

2 — 2o tken D tizerinde limiti olan iki fonksiyon olsunlar.

0<|z—2z| <0 iken |f]<K|gl, (2.27)

olacak sekilde K ve ¢ pozitif sabiti varsa,

f(z) = O(g(2)), (2.28)

seklinde gosterilir ve z — zy tken f, g’'nin "biyik O" mertebesindendir, denir.

z’ler zo in kiigtik bir 0 komsulugundayken herhangi pozitif bir € > 0 i¢in,

|fI < elgl, (2.29)

esitsizligi saglaniyorsa,

f(z) = ol(y(2)), (2.30)

ile gasterilir ve z — zy iken f, g’nin "kiigik o" mertebesindendir, denir.

Burada ¢(z) fonksiyonu zp'mn bir 6 komsulugunda sifirdan farkh olacaktir. Bu
durumda z — zq iken f(2) = 0(g(2)) f/g — 0 olmasini, f(z) = O(g(z)) ise f/g’'nin

siirh olmasini temsil eder. Eger, lim, ,,, f/g = 1 ise, f ve g fonksiyonlar1 z — 2

14



limiti altinda asimptotik olarak esittir denir ve agagidaki gekilde gosterilir:

i &— z) ~ gz zZ =z
lim e =1= f(z) ~g(z), z— 2. (2.31)

Tanim 2. z — zy tken pn11(2) = o(pn(2)) ise D bilgesindeki her n > 0 igin
©n(2) fonksiyonlar dizisine asimptotik dizi denir. p,(z) asimptotik dizi ve a,,’ler

sabit olmak tzere, her N icin

f(z) = Z anpn(2) + 0(en(2)), 2z = 20, (2.32)
> anpn(2), (2.33)

f(2) fonksiyonunun asimptotik agilime veya asimptotik yaklagime denir ve

f(Z) F Zangpn(Z% Z = Z0,
n=0

seklinde yazilabilir.
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3. PROBLEMIN IFADESI

)

€

Sekil 3.1. Ug¢ katmanl elastik serit

I¢ katmaninin kalinhg 2h; ve dis katmanm kalinhigi iy olan 3 katmanl geridin
diizlem dis1 hareketi géz éniine alnsin, bknz.Fig.3.1. I¢ ve dis katmanlarin ikisinin
de izotropik oldugu ve geometrinin tamaminin orta diizleme gore simetrik oldugu
diistintilsiin. Bu problemde diizlem dig1 hareket inceleneceginden yer degistirme vek-
tori u = (0,0, ug) olarak ele alinsin. Kartezyen koordinatlar z,,, n = 1,2, 3, olmak
iizere hareket denklemleri gerilmeler cinsinden su sekilde ifade edilebilir:

9ol N doll) 0u;

— 0; =0, ':1,2’ 1
or. T on, Mo %0 (3.1)

ve

@_, o
Oj3 = Mja_xj’ i,j=1,2, (3.2)
burada ¢ zaman, u; diizlem digi hareket, o, kayma gerilmeleri (shear stresses), 11,
Lamé parametreleri ve p; yogunluktur. Burada ve burdan sonra ¢ = 1 ve i = 2
sirasiyla ig(core) ve dig(skin) katmanlari temsil eder. I¢ katmanlarda zo = Fhy

problemin siireklilik kogullar1 su sekilde ifade edilebilir:

aé? = aé? ve up = us. (3.3)
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Ayrica dig katmanlarda sinir kogullar:
o =0, wy=F(n+hy), (3.4)

olarak verilecektir. Stresler cinsinden ifade edilen (3.1) denklemi yerdegigtirmeler

cinsinden dalga denklemi

1 82uj
c3; Ot

Au; =0, 7=1,2, (3.5)
olarak ifade edilebilecektir. Burada co; = \/p;/p;’dir ve kayma dalga hizini temsil
eder.

3.1. Dispersiyon Denklemi

Bu boéliimde 3 katmanli elastik yapinin diizlem digi ve anti simetrik hareketi
gbz oniine alimarak yayilim iligkisi olarak adlandirilan dispersiyon denklemi elde

edilecektir. Oncelikle bu calismada 1 ekseni boyunca ilerleyen dalga ¢oziimleri
Uy (:1:1, T, t) :Uj<$2)€(ikxlim‘/), j — 1, 2, (36)

formunda alinarak ¢oziime baglanmigtir. Burada k dalga sayis1 w dalga frekansi-
dir. Caligmada ilk olarak (3.6) ile verilen yerdegigtirmeler (3.5) denkleminde yerine

konularak problemin hareket denklemleri yerdegistirmeler cinsinden

QLU N w?
—dng — Oéj2Uj :O, Oéj2 = kQ - gv J= 1727 (37)
J

diferansiyel denklemleri olarak elde edilir. Burada ve bundan sonraki denklemlerde
elkz1=wt) terimi thmal edilecektir. Bu adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri antisi-

metrik hareket goz oniine alinarak su sekilde yazilir:

uy =Asinh(agxs), (3.8)
uy =B cosh(aary) 4+ C'sinh(azzs). (3.9)

17



Bir sonraki agama olarak iglemlerde kolaylik ve sadelik saglamak amaciyla bo-

yutsuzlagtirma parametreleri;

2h2
on = arhy = [ k202 — 2 = VR =2,
&35

272 2
ay = ashy :\/kﬂh% - w_hlc_gl - K2 — HQQ’
p

2
Ca1 Cyo

problem parametreleri;

pohe o _mo o p
hy’ ,u2’ /)2’
ve boyutsuz koordinatlar;
521 :@7 0§x2§h17
hy
xo—h
o2 = 2h L by < w9 < hy+ ho,
2

seklinde alinarak, (3.8) ve (3.9) ile verilen yerdegistirmeler boyutsuz olarak

uy =Asinh(ajzs) = Asinh <&\1h1%> = Asinh(a1&21),

1

ve

uy =B cosh(agrs) + C sinh(azxs),
U9 =B cosh(&}(hl + h2§22)) + CSlnh(@(hl + hgggg)),

(7 + habon) +hh2§22) ) 4 (C'sinh (&Ehl
1

U9 =B cosh (Oég(l + h§22>> -+ OSiIlh (Oég(l + hﬁgg)) s

uy =B cosh (&Ehl -
1
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seklinde ifade edilir. Daha sonra bu ¢oziimlere problem igin 6nerilen (3.3) siireklilik

kogullar1 kullamildiginda

0%3‘&1:1 = 033‘522:0 = pAa; cosh(ag) — Bag sinh(ag) — Cag cosh(az) = 0, (3.18)

Uy ’621:1 = u2|§22:0 = Asinh(ay) — B cosh(ay) — C'sinh(az) = 0, (3.19)
denklemleri ve (3.4) smir kogulu uygulandiginda asagidaki denklem bulunur:
a§3|g22:1 = 0 = Bagsinh(as(1 + h)) + Casy cosh(ay(l + h)) = 0. (3.20)

Sonug olarak (3.18)-(3.20) denklem sisteminin 3 x 3 "liikk katsayilar matrisi su gekilde
ifade edilir:

vy cosh(ay ) — g sinh () —ay cosh(ay)
sinh (o) — cosh(ag) — sinh(aw) . (3.21)
0 agsinh(ag(1 + h)) g cosh(ag(l + h))

Katsayilar matrisi ile ifade edilen denklem sisteminin agikar ¢oziim disinda ¢o-
ziimlerinin olabilmesi i¢in (3.21) matrisinin determinantinin sifira egit olmasi gerek-

mektedir:
pay cosh(ay) cosh(asgh) + ag sinh(ay ) sinh(agh) = 0. (3.22)

(3.16) ve (3.17) denklemlerinde bulunan bilinmeyen katsayilar1 belirlemek igin aga-

gidaki iglemler uygulanir:

Oncelikle, A = h;/a; olsun. O halde (3.20) denkleminden

C' = —Btanh(as(1 + h)), (3.23)
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elde edilir. C' ve B katsayilar1 arasindaki bu iligki, (3.18) denkleminde kullanilarak
B katsayisi,

_ sinh(ay)
B = cosh(az) — sinh(ag) tanh(as(1 + h))’ (3.24)

olarak elde edilir. Son adimda bulunan bu katsayilar (3.19) denkleminde yerlerine

konuldugunda (3.22) iligkisi elde edilir. Hesaplanan bu katsayilarla boyutsuz yer

degistirmeler
hi .
uy =—sinh(ar&a1), (3.25)
aq
ug =h1S(cosh(ag(§22h + 1)) — tanh(ag(h + 1))sinh(az(S22h + 1)), (3.26)

seklinde ifade edilir. Burada

sinh(ay)

aq(cosh(ag)) — sinh(ag) tanh(ag(héae + 1))

=

3.2. Frekans Denklemi ve Polinomsal Dispersiyon Denklemi

[k olarak (3.22) denkleminde dalga sayist K = 0 almarak frekans denklemi

asagidaki sekilde elde edilir:

pag + ag tanh(ag) tanh(asgh)
NV —Q2 4 /=2 / ptanh(v/—Q2) tanh(\/ —uQ2/ ph)

—wQJer\/; tanh(iQ2) tanh (mg\[ )
tan(Q tan< \[ )

(3.27) denklemi incelendiginde, tanjant fonksiyonlarmin seri agilimlarinda ilk terim-

(3.27)

lerini ele alirsak, diigiik frekans bolgesi agsagidaki gekilde tanimlanir:

Q <1 + h\/%) < 1, (3.28)
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bu bolge iizerinde tek kesme frekansi,

QQh\/g = /11p, (3.29)

esitliginden

QO ~ \/% <1, (3.30)

olarak belirlenebilir. Bu diigiik kesme frekansiyla birlikte dig ve i¢ katmanlarin mal-
zeme parametrelerindeki kontrastlik géz 6niine alinarak problem parametreleri ara-

sindaki iligki su sekilde verilebilir :
p<h<p . (3.31)

Yukarida da bahsedildigi gibi (3.27) denkleminde tanjant fonksiyonlarinin seri agi-
limlarinda bageil terimler dikkate alindiginda 2 < 1 ve hQ\/,u_/p < 1 olmalidir.
Burada Q < 1 kismina bakarsak, (3.30) denkleminden p < h kolayca gézlemlenebi-
lir. Simdi, hQ\/,u_/p < 1 kism incelenirse,

hQ\/§<<1:>h\/%\/g<< 1= /ph < 1, (3.32)

(3.30) denkleminde kesme frekansi igin elde edilen yaklagim, [31] makalesindeki

elde edilir.

elastik diizlem problemleri i¢in elde edilen en diigiik kayma kesme frekansi ile uyusur.
Caligilan bu diizlem dig1 problemde (3.31) ile verilen kontrast varsayim altinda kesme
frekansinin ilk olarak (3.30) degerinde ortaya ¢iktigr sifirda kesme frekansi olmadig
gozlemlenebilir.

Bu problemde diisiik frekans uzun dalga araliginda hareketler inceleneceginden

uzun dalga araligi su sekilde verilebilir:

K(1+h) < 1. (3.33)
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Bu amagla, (3.22) igindeki tiim trigonometrik fonksiyonlarin Taylor seri a¢ilhimlarin-

daki ilk iki terim kullanildiginda asagidaki polinomsal dagilim iligkisini elde etmek

miimkiindir:
2 25,2 2 4
m (1+%+O(off))(1 + a;, +O(a;‘)) + <1 + %+O(a‘{))(a§h + %Jr(’)(a‘f)) =0,
(3.34)
ay ve ag igin (3.11), (3.12) ile verilen esitlikler yerine konuldugunda,
K2_Q2 K2_ QQ 2 KQ_QZ
()0 ) ()
2 2 6
K2 — QZ h K2 - QZ 2
(( p—p)h  (Kop ¥ )):O, (3.35)
p 6p
elde edilir. Buradan da (3.35) denklemi igin
p+ K2+ 3Kt 4+ K20 + v+ v - = 0. (3.36)

esitliginin gecerli oldugu goriiliir.
Yukaridaki (3.36) denkleminde yer alan katsayilar problem parametreleri cinsin-

den su sekilde ifade edilir:

’yl:g(l—i-hQ)—i-h,

72:%(1+6h2+h4)+%(1+h2),

g = —%(1+3h2)—%—%(2+3uh)—%(4+uh), (3.37)
75 = i+%(z+3uh)+gz;‘2<4+m)
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0 1.18 3.63 6.16

Q

Sekil 3.2. Ug¢ katmanl yapu igin kontrast olmayan durumda dispersiyon denklemd,

©w=0.232, p=3.0, ve h =1.0.

K osf

00.17 3.13 4.60 6.29

Sekil 3.3. Ug¢ katmanl yap icin kontrast durumda dispersiyon denklemi, p = 0.014, p = 0.03, ve
h = 1.0.

Ayrica (3.22) ile verilen dispersiyon denklemi igin problem parametreleri ara-
sindaki kontrast ve kontrast olmayan durumlar icin grafikler su sekildedir: Kontrast
olmayan durumda problem parametreleri, u = 0.232, p = 3.0, ve b = 1.0 olmak iizere
Sekil 3.2 ile verilmigtir. Kontrast durumda ise parametreler p = 0.014, p = 0.03, ve
h = 1.0 olmak tizere Sekil 3.3 ile verilmigtir. Sekil 3.3’e bakildiginda, en diigiik kesme
frekansimin 2 = 0.17 oldugu gozlemlenebilir ve (3.30) ile ifade edilen kesme frekansi
da ayni degeri verir. Sekil 3.2’e bakildiginda kontrast olmayan durumda diigiik fre-
kans bolgesinde kesme frekansi goriilmemektedir.

Bu calismaya problem parametreleri arasinda sirasiyla asagida verilen iki kont-
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rast durum alinarak devam edilecektir:
(o) p 1, h~1, p~p, (3.38)

ve

(b) p <1, b~ gy p o~ g (3.39)

Bunlardan ilki sert, ince i¢ katmanlara sahip tabakaya ikincisi ise yaygin olarak
sandvig tip olarak bilinen dig katmanlari yumusak, i¢ katmanlar: ince ve sert olan
yapiya karsilik gelir. Burada problem parametreleri arasindaki kontrast durumun
diisiik frekansta ve anti-simetrik hareket altindaki etkileri incelenecektir. Acikca go-
riilebilir ki problem parametreleri arasindaki kontrast durum olmadiginda (3.22) ile
verilen yayilim iligkisi sadece yiiksek frekans modunda gecerli olur.

4. KISALTILMIS POLINOMSAL YAYILIM ILISKiSi
4.1. Duruma: p<KL1, h~1, p~p

(3.38) denkleminde verilen ilk durum igin (3.37) denkleminde verilen polinomsal

katsayilarin mertebeleri incelendiginde,

o :g(1+h2) +h~O(u)+0(1),

Yo = 2”—4 (1+6n%+n*) + g(l +h?) ~ O(n) + O(1),

o= (L n?) - % (24 3uh) — %’”‘; (44 ph) ~ O(n) + O(1),  (4.1)
Yo = —g—“—ph (1+%h) ~ O(p) + O(1),

Vs = 2“—4 + %(2 + 3uh) + gizz (44 ph) ~ O(p) + O(1)

oldugu goriiliir. (4.1) denkleminde goriiliiyor ki (3.38) durumunda ~; katsayilarinin

baskin terimleri O(1) mertebesinden olan terimlerdir:

MY~ Y3~ Y~ s~ L (4.2)
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O halde buradaki ~; katsayilar: su sekilde ele alinabilir:

71:h7
h(1 + h?
Yo = ( 6 )7
V3= —— (pu+ 1+ 2h%), (4.3)
6pu
h
Ya= — —,
Pu

h h?
YVs=— |1+ —,
6pp P

burada p, = p/p ~ 1. (3.36) denkleminde verilen katsayilarin yukarida (4.3) ile
verilen bascil terimleri dikkate alinarak bu durum icin yayilim iligkisi su sekilde

ifade edilebilir:

WA +h2) . h{p,+1+ 2k h h n?
e D) pa Dot 1H2W) pagn Rgo B (1 + —) Q.. =0,
6 6pu Pu 610# Pu

(4.4)

Bu ¢alismada katmanli yapinin, uzun dalga-diigiik frekans bolgesindeki hareket-
lerini inceledigimiz igin 2 < 1 ve K < 1 olarak varsayiyoruz. Bu durumda eger
0? < 1ise O(QY) < O(9?) olacagindan, (4.4) denkleminde mertebesi O(Q*) ve
daha biiyiik olan terimleri ihmal edebiliriz. Benzer bir yaklagim dalga sayis1 K igin
de diisiiniilebilir. K < 1 oldugundan mertebesi O(K*) ve daha biiyiik olan terimleri
(4.4) denkleminde ihmal edebiliriz. Sonug olarak bu durum igin kisaltilmig polinom-

sal dispersiyon (yayilim) denklemi agagidaki gibi yazilir:

1
gy € o ) (4.5)
h Pu

Ayrica, (4.5) denkleminde K = 0 alimarak kisaltilmig yayihm iligkisi tizerinden
frekans denklemi ifade edilebilir. Buradan 2 = /p/h elde edilir. Bu da (3.27) denk-
leminden elde edilen kesme frekansinin (3.30) ile ortiigtiigiinii gosterir.

Simdi, (4.5) denklemindeki boyutsuz frekans ve dalga sayisim su sekilde 6lgek-
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lendirelim:
Q=p"? ve K=pu"K? (4.6)

burada Q2 ~ K2 ~ 1 ve 0 < a < 1 dir. « igin verilen bu aralik yukarida (3.28) ve
(3.33) ile verilen diisiik frekans-uzun dalga bolgesini kapsar. (4.6) denklemini (4.5)

esitliginde yerine koyarsak :

+ p K2 — 92 0, (4.7)
< T 1K2) =2, (4.8)

py( ) = (19)

elde edilir. Boylece (4.5) ile verilen yayihm iligkisi Q. ve K, cinsinden ifade edilir.

Q|b ==

a < 1 durumunda, p'~*/h terimi mertebe olarak ok kiigiik (<) 1 oldugu igin
yaklagik olarak €, ~ /p, K, veya w ~ capk oldugu goriilebilir. Bu da sert dig

tabakalara sahip katmanl yapilarda kisa dalgalar icin alt sinira karsilik gelir.

1.0

K 05

0 0.17 0.5 1.0 1.5
Q

Sekil 4.1. En ki¢ik yaylam dale(3.22) (kwrmaze araliksiz ¢izgi) ve kisaltimas yaylum iligkisi (4.5)
(siyah kesikli ¢izgi).u = 0.014, p = 0.03, ve h = 1.0.
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Sekil(4.1)’de problem parameterleri arasindaki iligki alt boliim 4.1de verildigi gibi
alimarak, kisaltilmig yayihm denklemi (4.5) ve orjinal yayilim iligkisi (3.22) kullani-
larak dagilim egrileri verilmistir. Genis frekans bolgesinde iyi bir uyum sergiledikleri
gozlemlenmigtir.

4.2. Durumb: p <1, h~ p, p~ pu?

Problem parametreleri arasinda (3.39) denleminde verilen durumu g6z 6niine ala-

lim ve (3.37) denkleminde verilen polinomsal katsayilarin mertebelerini inceleyelim:

"= g (1+ 1) +h~ O(p) + O(1%),
o = i (1+ 6%+ h*) + g(l +h%) ~ O(p) + O(1*) + O(°),
73:—%(1+3h2)—%—%(2+3uh)—%(4+uh)
~ O(1) + O(u) + O(u?) + O(?) + O,
M:_5J§@+%§~om+mm+aﬁx
do= 2 o 3y I 4 k) ~ O(1) + O() + OG) + O(Y), (410)
24 " 12p 2472

(4.10) denkleminden goriiliiyor ki (3.39) durumunda +; katsayilarinin baskin mer-

tebeleri

Y~ Y~ Ve gy~ Y~ (4.11)

olarak almmabilir. Burada ;4 i¢in mertebesi 1 ve p olan terimleri tutmamiz gerekir.

O halde buradaki v; katsayilari,

=t (4.12)
6pu
h, 1
Ya= —— — 5,
Pu 2
hy
V5=
6pu
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seklindedir. Burada p, = p/p? ~ 1 ve h, = h/u ~ 1 dir. Baskin terimlerden olugan
(4.12)’deki katsayilar kullanilarak bu durum igin kisaltilmig polinomsal dispersiyon

(vayilim) denklemi

g_MKQQQ — (’i + @> 02 4 Mg 0, (4.13)
i

1
u+u<—+h )KQ—
2 F Pu 2 p 6o,

olarak yazilir. (3.39) durumunda boyutsuz dalga sayisi K ve frekans {2’y1 normalles-
tirmek i¢in (4.13) denkleminde K = 0 alahm ve ) < 1 bdlgesi iizerinde O(Q*) <
O(9?) oldugundan Q! ’lii terimi de ihmal ederek,

K hu) 2
p—(E+22)02=o, 4.14
(2 Pu ( )

denklemini ele alalim. Yani,

_ 2up
P =0=>0= 4.15
pt - \/ D) h+1 ~ V- (4.15)

O halde (4.15) denkleminden
0% =02, Q. ~1, (4.16)

elde edilir. Simdi boyutsuz dalga sayis1 K icin (4.16) esitligi ve (4.11) ile verilen

~;'lerin mertebeleri kullanarak (4.13) denkleminde yerine koyulursa

po pK? = K2p0d — (14 p)pQ + p?Q = 0, (4.17)

1+ K? — K202 — (14 p)Q2 + pQl =0, (4.18)

esitligi elde edilir.

Q. ~ 1 oldugundan elimizdeki denklem mertebesi 1 ve p olan terimleri igerir
diyebiliriz. Bu durumda O(K?) ~ 1, u veya p? olabilir. Cahgtigimiz bolge K < 1
oldugundan O(K) # 1 ve O(K) = p? durumunda mertebe olarak diger terimler-
den kii¢iik kalacagi i¢in ihmal edilebilir terim olacagindan yayilim iligkisinde dalga
sayisina bagh bir terim olmazdi veya mertebesi p? olan diger terimleri de inceleyip

denkleme eklememiz gerekirdi. Elimizde bulunan denklemle uyumlu olacak sekilde
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kisaltilmig polinomsal bir denklem elde etmeye ¢aligtigimiz icin bu kismi gerekli

olmadig stirece tercih etmiyoruz. O halde O(K') ~ u olmaldir;
K? = uK? K,~1. (4.19)

(4.16) ve (4.19) denklemleri kullanilarak dispersiyon denklemi (4.13) normalles-

tirilmis dalga sayis1 ve frekans cinsinden agagidaki formda yazilir:

1 h h h
ok (5 ) K2 = il — (B + 2 ) 24 fiat =0 (a0
1 1 I

(4.13) denklemi bize Q0 < 1 bolgesinde kisaltilmig polinomsal yayilim iligkisini ve-
rir. Kesme frekansi civarinda polinomsal bir yayihim elde etmek igin (4.16) denklemi

ile verilen frekansi asimptotik olarak goyle yazabiliriz:
Q=05+ Qi+ . (4.21)
(4.21) denklemini (4.20) de yerine koyarsak :

1 h wo o h
ok (5 ) K2 = RO 4 o) = (42 ) @ )

h
+ M26_#(Qg +uP 4+ )2 =0, (4.22)
Pu
1 2 hu 12002 2 po, hy 2 2
14+ p §+hu K*—,uﬁ—K*(Qo—l—,qu—i-"')— 5t (8 + p2+--+)
Pu Pu
h
+ u6—“(§23 +p + ) =0, (4.23)
Pu

elde ederiz. Burada kii¢lik problem paremetresi olan p’niin mertebeleri incelenirse,

baggil mertebede,

h h
ptil— LR =0 =0=-"L, (4.24)

1 Pu
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esitligi gozlemlenebilirken, bir mertebesinde O(1),

1 h 1 h h
1 2 B 72002 2 B2 (oY
W —+h>K*——K*Q — Q- —Q7+ —Q; =0,
(2 p 6, 07 5% . 1 6, 0
1 102
Q2:p_“ 4 h VK2R
! hﬂ(3+ “> T

esitligini elde ederiz. Ayrica, (4.21) denkleminden,

1
O = (2 - %),

9321(9_2_&>
p\p hy)’

yazilabilir. O halde (4.25) ve (4.26) esitliginden elde edilen

1(92 pﬂ> pu<1 ) , 10
=) =Z2(Z4h K*———“,
p\p hy h,\3 " 3h2

(4.25)

(4.26)

(4.27)

denklemi diizenlenirse optimal kisaltilmig yayilim iligkisi agagidaki sekilde elde edilir:

(hu+1> K2 Lhuge o (1—%) — 0.
3 HPu 3hy,
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1.0

K 05

0.1 0.14 0.2
Q

Sekil 4.2. En kigik yaylim daly (3.22) (kvrmaze araliksiz ¢izgi ) ve kisaltalmas yayulum iliskisi (4.28)
(siyah kesikli ¢izgi).

Onceki durumun aksine Sekil(4.1), Sekil (4.2) 'da goriildiigii gibi, bu durumdaki
optimal kisaltilmig yayihm iligkisi (4.28) ile orjinal yayilim iligkisi (3.22) arasindaki
uyum yalnizca kesme frekansinin dar bir komgulugunda gecerlidir.

5. YERDEGISTIRME VE STRESLER ICIN ASIMPTOTIK YAKLA-
SIM

Oncelikle, i¢ katman ve dig katmanlar icin sirasiyla (3.25) ve (3.26) esitlikleri ile

verilen yerdegistirmeler kullanilarak stres bilegenleri agagidaki sekilde ifade edilir:

inh
ol = ipy K2 f‘l&l), (5.1)
1

SU— cosh(a1&a1), (5.2)

1
0923
ve

ag) = ips KB (cosh [ag(h&yn + 1)] — tanh [aa(h + 1)] sinh [aa(hée + 1)]),  (5.3)

aé? = poaf3 (sinh [ag(h&ae + 1)] — tanh [aa(h + 1)] cosh [ag(h&a + 1)]) . (5.4)
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K? = uK? ve O = uf? esitliklerini (5.1) - (5.4) denklemlerinde yerine koyarsak,
incelenen ilk durum (3.38) i¢in trigonometrik fonksiyonlarin seri agihmlarindaki ilk
terimler goz oniline alinarak, yerdegistirmeler ve streslerin baggil terimleri su sekilde

verilir:

uy = hi&ar, (5.5)
oly ~ i/ Kb, (5.6)
o8y = i, (5.7)

ve ag = \/uK? — Qi ~ O(n) , pu = p/p, olacagmdan

hy
013 ~ ipa/K,, (5.9)

21e%)
ofy T—a2htD) (ag(hoz +1) —az(h +1)),

pocish

Zm(&z—l),

2

~ g (Kf - &> (§2 — 1),

P

~ uh (Kf — 9—2) (€0 —1). (5.10)

Pu

Benzer sekilde (3.39) durumu i¢in (5.5)-(5.9) formiilleri gegerlidir. Bu durumda

1
ap = [pKZ — —Q2, p.= —pg,
Pu It

1
s~ — —02, (5.11)

Pu
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oldugu goz oniine alinarak dig katmanlar i¢in stress asagidaki gibidir,

2
(2) paazh
~ P22 g,
0923 1—0&%(h—|—1) (522 )7
/‘thz
~ P o2 (1 = &),
1+ (h+1)—
Pu
h 0?
Pu Pu
h,,0?
~ /_Ll 2. (1 — 622) . (512)
“w

Sonug olarak, her iki durum igin de su gozlem yapilabilir:

i i
Uj 0923 013
—_—NY — Y

— 1=1,2. (5.13
hy M1 Hin/ 1 )

Parametreler arasinda alinan ilk kurulum (3.38) i¢in normallegtirilmis yerdegis-
tirmeler ve oo3 stresinin & boyunca degisimi sirasiyla Sekil 5.1 ve 5.2 grafiklerinde
verilmigtir. Bu grafiklerde & = &1, u = uy/hy, ve 093 = Ué?/,ul, (0 <& <1)veya
& =14 &, u = uz/hy, ve 093 = aé?/,ul, (1 < & < 2) gekilinde almmigtir, bknz.
(3.14). Niimerik sonuglar, yerdegistirmeler igin asimptotik formiiller (5.5), (5.8) ve
tam ¢oztimler (3.25), (3.26); stresler igin asimptotik formiiller (5.7), (5.10) ve tam
goziimler (5.2),(5.4) ve bunlarm birbirleriyle kargilagtirilmasindan elde edilmigtir.
Kalinlik oranimi ifade eden h parametresinin mertebesi de dahil olmak {izere, ince-
lenen iki durum (3.38) ve (3.39) arasindaki biiyiik mertebe farkina ragmen, ikinci
durum (3.39) icin benzer grafikler & o6lgekli koordinatta cizildiginde Sekil 5.1 ve

5.2’in hemen hemen ayni forma sahip oldugu gozlemlenebilir.
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1.5

1.0

0 0.5 1.0 1.5
13

Sekil 5.1. (3.25) ve (3.26) kullanlarak hesaplanan normallestirilmis yerdegistirme u (kirmazi-
araliksiz ¢izgi) ve (5.5) ve (5.8) kullanilarak elde edilen asimptotik yerdegistirme (siyah
kesikli ¢izgi)

1.5
0 p———— e e e e e e - - . .
N
A N
L N
023 N

0.5 | i

0 0.5 1.0 1.5

13

Sekil 5.2. (5.2) ve (5.4) kullanalarak hesaplanan normallestirilmis stres ooz (kirmaze araliksiz ¢izgi)
ve (5.7) ve (5.10) kullanilarak yazilan asimptotik stress (siyah kesikli ¢izgi)
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6. HAREKET DENKLEMLERINE UZUN DALGA-DUSUK FREKANS
ILE YAKLASIM

Bu béliimde hareket denklemlerinden yola c¢ikilarak diisiik frekans-uzun dalga
bolgesinde ilk durum (3.38) i¢in 1 boyutta hareket denklemi ifade edilip yayilim
denklemi ile iligkisi verilecektir. Bunun igin éncelikle boyuna koordinat (z;) ve za-

mani (t) dlgeklendirelim:

hq h1
1 = —=&1, t= T, 6.1
' \/ﬁfl Co14/ I (61

ve x9 koordinati igin (3.14) verilen Olgeklendirme kullanilacaktir. Burada (5.5) -
(5.10) ile verilen yerdegistirme ve stresler (5.13) gozlemi dikkate alinarak normalleg-

tirilirse,

u; = hyo', i=1,2. (6.2)
o auz Oy 851 B \/ﬁh ov@ ' Av@
713 —'ul@xl i R ) — v &’
i (i) iy Ov ’) :
053) :Mi\/ﬁsl?w st) = (9_51’ 1 =12, (6.3)
0-(1) o 8U1 . 8U1 8521 . h 5?) 81}(1)
2 =M o, 8$2 3521 an 0&n - 0&an ’
51,(1)
J%) —M1S§é)a S%) = e (6.4)

0_(2) 8UQ (9U2 (9522 B E(?U@) B /231)(2)
23 Mga X2 a522 0:52 _M2h2 5522 h 8522’
@) @) (2 _ 00
O3 =H15%3 phSss = @» (6.5)

elde edilir. Burada biitiin boyutsuz parametreler 813 , 52'3),1)(“, O(1) mertebesinde
alinacaktir.

[k béliimde (3), hareket denklemleri stresler cinsinden (3.1) denklemiyle ve-
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rilmigti. Simdi, boyutsuz hareket denklemlerini elde etmek igin 6ncelikle (3.14) ve
(6.1)-(6.5) esitlikleri (3.1) hareket denklemlerinde yerine konularak sirasiyla i¢ kat-

man ve dig katmanlar i¢in,

pupdSly | m oSy ot
hy 851 hy 8521 P hy 072 ’
oSy 0Sy  9*!

Woe T aE Mo O (6.6)

&asg) N &85’5? B cgi,u@%z _
Mh1 731 hy 02 & hy Or? ’
952 1 0S5 1%

06 h 0%y  p OT?

~ 0. (6.7)

denklemleri elde edilir.

Bu durumda stireklilik kogullar: (3.3) ve smur kosulu (3.4) asagidaki sekilde verilir:

v(l)‘&l:1 :U(2)‘£22:0’

53 ey 1 =55 |, o (6.8)
ve
S5 ]y = 0- (6.9)
Yer degistirmeleri ve stresleri asimptotik olarak asagidaki sekilde ifade edelim:

SW =80+ S+, i=1,2 ve j=1,2.
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(6.10) agilhmlar: (6.3)-(6.9) formiillerinde yerine konuldugunda asagida verilen denk-

lemler elde edilir.

82}(1) av(l)
6.3),y, : SB 4+ pus = =0 L
( )(1) 13,0 T #9131 e, Ma&
av(l)
0. g 270 6.11
1% 13,0 e, ( )
av(l)
St = (6.12)
v Ov?
6.3),, : S 4 pus® = T I
( )(2) 13,0 T H91311 €, M@fl
av(2)
i S5 =e (6.13)
(97](2)
e S = e (6.14)
vtV oY
6.4) : B 4+ pusl =0 4oL
( ) 23,0 T M9231 Do Ma§2l
av(l)
10 S = T (6.15)
av(l)
i S :Tzly (6.16)
ov? ov'?
6.5) : h(S(Q) s ) = 20 L
( ) W 230 T M 23,1) 9 D s
o (2)
T ((;;022 =0, (6.17)
ov?
R hsé?%?o :W;? (6.18)
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2syy,  9st) 9553,
6.6) : =+ =+ =~ +p
00 ”( "oe ) ot

3523 1 52@(()1)
8521 H (97'2

8%%”
=0
T or? '

(6.19)

(6.20)

&1
0. aséil’)?() -0
0 ’
OSiah 0Sh ot
651 3521 or? o
G (OS50 O\ 1 (0S50 055\ _p (o)
061 & h 02 a522 p or?
o 953 1&%m_ﬁyﬁm:0
a 06 h O&a P (97'2 ’
OSign  10Sgh  poR?
" 23} h 080 p Or? 7
(68)(1) : (’U(()l)_’_[“}i |§ -1 ( ()+luvl {&2 =0’
(2)
'u |€21 14 |€22 =0’
(1)| (2)|
&21= 1 £20=0"

(6.8)y) : (55:1230‘*'#52

0.¢q)
% 'S§3,0{§2171

o

—Sé

2 2
(Sé?))[) + 553?1) ‘522:0a

30‘522 =0’

.o _
K .523’1’521=1 o 52371‘522=0’

(6.9) :

52

(55:2’30 + M‘Sg?‘)?l)

2
0 : Sé:’,)o

‘@:1 =0,

‘&22—1 =0,

W 231‘5221 0.

Yukarida elde edilen (6.11) -

asimptotik tiiretmeye baglanabilir. Ilk olarak,

81)[() )

(6.17) : ers

= 0= v,

38

= (51,7'),

82052)
* orz |~ 0

(6.21)

(6.22)

(6.23)
(6.24)

(6.25)
(6.26)

(6.27)
(6.28)

(6.28) denklemlerinde baggil terimler kullanarak

(6.29)



olarak gozlemlenebilir. Kalan biiyiikliikleri w cinsinden ifade edebilmek igin tiiret-
meye agagidaki sekilde devam edilirse:

(1)

oS,
(6.19) : 85231’1:0;» S50 = (&1, 7), (6.30)

(6.13) : S@) = o) g _ O (6.31)
19) 9130 = e 180 = 5g, :
2 85, 2
(621): 20 10%m0  plw
0&  h 0 pOT?
Pw  pd*w
Sg?o —h&oo (851 ﬁ) + C(fl), (6,32)
(625) 230‘5 é?’;?(}}gmzov
P&, 7) = c(&), (6.33)
(6.27) : S§3,,,_, =0,
Pw  pdw
= .34
) =h (G - 5%, (6.34)
(6.33) ve (6.34) denklemlerinden,
Pw o dPw
=h .
p(&,7) ( 5 a#) : (6.35)
elde edilir.
N av(l)
(6.15) : 5230 = Uo = &ap(&, 7). (6.36)

BB

Son olarak asimptotik tiiretme i¢in elde edilen yerdegistirmeler igin boyutsuz

siireklilik kogulu kullanilirsa,

(6.23) : p(&1, 7) = w(&1, 7), (6.37)
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elde edilir. Bu son egitlik kullanilarak (6.35) denklemi tekrar yazihp diizenlenirse

w’ya bagl bir boyutlu,
- T ==, (6.38)

denklemi elde edilir. Bu denklem orjinal degiskenler kullamlarak us(x1,t) ~ w(zy,t)

olacak sekilde tekrar ifade edilirse,

h% 82’&2 1 h% 82U2 U9

w0 puchp 0 ho

Puy  pphipn Puy  pouy 0
or?  hipmp Ot2 K2 h

82U2 P2 82U2 H1
_ = — =0 6.39
Ox? o Ot? M2hlh2u2 ’ ( )

elde edilir.
Bu denklem igin ¢6ztim yaklagik olarak us = exp {i(kx; — wt)} seklinde alinir ve
(6.39) denkleminde yerine koyulursa,

o o 6.40
2 2l hy ( )

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde (3.10) esitlikleri kullanilarak boyutsuz
frekans Q2 ve dalga sayis1 K'ya gegildiginde (4.1) boliimiinde elde edilen (4.5) yayilim

denklemini verir.

Ll S
M2 €5 pahyho
1
G o () (6.41)
Pu h

7. KESME FREKANSI CIVARINDA HAREKET DENKLEMLERINE
YAKLASIM

Bu béliimde parametreler arasindaki iligki (3.39) oldugunda hareket denklemleri,
sinir kogulu ve stireklilik kogullarindan yola ¢ikarak bir boyutlu hareket denklemi ve
bundan hareketle kisaltilmis polinomsal yayilim iligkisi asimptotik olarak tiiretile-

cektir. Burada boyutsuz bagimsiz degisken ve zaman igin (6.1) ve x5 igin (3.14) ile
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verilen 6l¢eklendirme kullanilacaktir. Boyutsuz yer degistirme ve stresler bir onceki
bélimde (6.2)-(6.5) ile verilen gekilde alinabilir. Stresler cinsinden (3.1) ile verilen

hareket denklemleri i¢ ve dig katmanlar icin sirasiyla asagidaki sekilde ifade edilir:

pp 0S| 05y oo
h1 afl hl 8521 P hl or? ’
a5ty a5t

et e + pge — i L(eM) =0, (7.1)

2 2
pop 0S| 085 G d*u®

_ -0
hy  0& hy 0820 P hy 072 7
uas}? pasy  pPot® 0
&1 h 0& p Or? 7
asg) 1 855? L 2 H 2
1 — + —Q20® - Zp(w?®) =0, 7.2
&1 h,u 0&a2 Pu 0 Pu ( ) ( )

burada  tiiretme sirasinda bulunacak kesme frekansi, hy, = h/p~ 1, p, = p/p? ~

1, ve

A 1 ' 2, .(4)
=1 (00 + 220) o o

seklindedir. Bu operator, kesme frekansi €y civarindaki kiiciik sapmalar1 da dik-
kate almak i¢in verilmistir. Buradaki kurulum (4.20) ile verilen ve kesme frekans:
civarinda (4.21) ile ifade edilen yayilim iligkisinin genellestirilmis hali olarak diisii-
niilebilir. Buradaki kurulum i¢in siireklilik kogullar1 (6.8) ve smir kogulu (6.9) olarak
alimacaktir. §imdi, (6.10) denkleminde asimptotik olarak ifade edilen yerdegistirme

ve stresler yukaridaki denklemlerde yerine koyulursa,

(1) (1)
. g 1 _ 9 Oy
(6.3)(1) : Siz0 + wS131 = 26, M og,

ovtV

ITRRNI ‘a—é’ (7.4)
oV

R Sg?l = 5511 ’ (75)
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PR ov'?
6.3)15) : Stz + 1SGh = 20 1
(6.3)(2) : Stz + w5131 o, 0&
vl
53, =50 i
vt
2 Sg?l = 8§1 ) (7.7>
av(l) 81}(1)
Sixlo + 1Sigh = 22— + ot
(6.4) = S35 23,1 = Oa 8621
31)(1)
i
s Sy —85121 9
(2) (2)
e (2) @\ _ 9% 8
(6.5) : pi*hy (523,0 + “523’1) Ot 3{22
@
o, 00 7.10
3% o
(2)
" o
oSk, S OSyy 0
(71) < azo 321> n ( a52231,0 3555) —|—,uQQ( +,LLU§ ))
WL + poy”) =0,
as(l)
T =0 o
.8583?0 (95%?1 02, — (7.13)
H"0e, 3} oo |
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1
+ (v + i)~

+
€22 s €22 Pu

2L + w?) =0,
Pu

+
=

i

%&+fﬁg_i6ﬁk %&)

(7.15)

elde edilir.

Stireklilik kogullar1 ve sinir kogulu bir 6nceki béliimde, Boliim 6, verildigi gibi
(6.23)-(6.28) denklemleriyle ifade edilir. Ilk olarak bascil terimler kullanilarak asimp-
totik tiiretmeye baglanabilir. (7.10) ve (7.12) denklemlerinden sirasiyla,

? )
=2 =0 = o = wy(&,7), (7.16)
9
P
Sg?o :—321 = Sézla?o =p1(&1,7), (7.17)

elde edilir. Daha sonra (7.6), (7.8) ve (7.4) denklemlerinden,

Ow Op1
5(2) _ v (1) _ S(l) _ Y1 718
13,0 agl ) Vo 521]71’ 13,0 521 861’ ( )
yazilir. (7.14) denkleminden,
@) L
Soz0 = —hub2n p_Qow2 + c(&1), (7.19)
“w

elde edilir. Baggl mertebede yer degistirmeler ve stresler i¢in sirasiyla (6.23), (6.25)

denklemleriyle verilen siireklilik kogullar1 kullanilirsa,

wy(&1,7) = p1(&1,7), c(§1) = p1(&1,7) = wa(&1, 7), (7.20)

oldugu goriiliir. Buradan, ele alinan kurulum igin (4.24) ile verilen kesme frekansi,

yiizeyde serbest sinir kogulunu ifade eden (6.9) ile verilen esitlikten de gozlemlene-
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bilir:

h h
i ki (&) = —p“Qﬁwz = Q=+~ (7.21)
22— w

Pu

Bu kesme frekans: ve (7.20) esitligi kullamlarak (7.19) denklemi tekrar su sekilde
ifade edilebilir:

L p
s _ _p = FPu

Bir sonraki adim olarak g mertebesindeki terimler {izerinden asimptotik tiiret-
meye devam edilirse,

9?ws aS§§1 .
7.13 “ =0,
(113): & Ger + g, T p, 002

u
& (Pwa
Sin = =5 < 8512 5w | +d(&), (7.23)

,u

8v§ ) (2)
(7.11) e =0=v," = pa(&s,7), (7.24)

ot &y (Pwa | p
79): s =T = o = & ( e +—“w2) tendE),  (7.25)

02 1 0S8 L
(7 15) Wa L 23,1 + P2 (wz)

2 _ 272y,
08 by 0&n by py
Pwy  py  L(w
Sé?)?l hyu&22 ( 8512 + —2 - —puz)) : (7.26)

elde edilir.

Simdi, O(p) mertebesindeki siireklilik kogullar: kullanilirsa, yerdegigtirmelerin
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siirekliliginden,

1 82?1]2 P
6.24) : —= £ = 2
( ) 6 ( 85% + huwZ) +d(£1) p2(6177)7 (7 7)
ve streslerin siirekliliginde
10wy, p
6.26) : — £ = 2
020) 5 (Gt + fwn) = d(e), (7.28)

elde edilir. (7.27) ve (7.28) kullanilarak,

1 (0*w
pa(&1,7) = 3 (—8522 + Z—”wg) , (7.29)
i p

oldugu goriilir.
Tiiretmenin son adimi olarak (6.28) ile verilen simir kogulu (7.26) ve (7.29) esit-

likleri gbz Oniine alinarak uygulanirsa,

82UJ2 1 62’1112 1% 1
—h _dad %) =0
“(%%+%Xﬁﬁ+mfa m<mﬁ ’
1\ 0%w, p h,1 0%ws
h - Sy — £ 02 — | =
( o 3) o7 i 3huw Pu ( et or? > .

1\ 0%w, p 1 h,, 1 0%wsy
h,+ = £ _ - - EZ = )
(e 3) 5+ (=) N

denklemi elde edilir. Béylece (3.39) durumunda ws’ye bagh 1 boyutlu denklem (7.30)
ile ifade edilmig olur.

wy(&1,T) ~ us(xy,t) olarak diigliniiliip, orjinal koordinat degiskeni x; ve zaman
degiskeni t’ye doniiliirse,

Y

<ﬁ+1) h%82U2_( p 1)u hul h? 0%uy

po3) pwor? \3Buh p p pcy Of
by WOu g p 1N o Lhbip O
po 3) 023 B3 \3ph p) "t hip om0
hopta 1Y Q*us  hops 0Puy 1 hypy
z — ——(1- =0. 7.31
(hl[h + 3) 61‘% h1,u1 8152 h% 3h2p2 2 ( )

boyutlu denlemi elde edilir.
Coziim yaklagik olarak uy ~ exp {i(kz; — wt)} geklinde alinir ve (7.31) denkle-
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minde yerine koyulursa Alt Boliim 4.2’de kesme frekansi civarinda analitik olarak

elde edilen yayilim iligkisinin (4.28)boyutlu hali agagidaki sekilde elde edilir:

Rofio 1) o hapa 5 1 ( hipy )
+ -k ———w+—=(1- =0. 7.32
(h1,u1 3 hapn h? 3hapo (7.32)

8. SINIR KOSULUNUN ASIMPTOTIK TURETILMESI
(Saint Venant Ilkesi)

[k olarak, Béliim 3 de belirtilen geometrik ve mekanik 6zelliklere sahip, i¢ katma-
ninin kalinligi 2k, ve dig katmanin kalinligi /5 olan yari sonsuz diizleme kisitlanmig
3 katmanh bir geridin, 0 < x1 < 400, —(hy + ha) < 29 < (hy + hs) statik dengede
oldugu diisiiniilsiin. Bu yar1 sonsuz serit i¢in hareket denklemleri yer degistirmeler
cinsinden (3.1) ile verilir. Burada, Boliim 3 ile benzer olarak dig katmanlarin yiizey-
leri boyunca (3.4) ile verilen serbest siir1 kogullar: ve ara yiizeyler boyunca (3.3) ile
ifade edilen siireklilik kosullar1 gecerlidir. Bunlara ek olarak, seridin sol tarafinda,
x1 = 0, 6nceden tanimlanmig gerilmeler sinir kosulu olarak alinacaktir.

x1 = 0 kenar1 boyunca varsayilan yiikler asagidaki sekildedir:

8ui
U; = mz(07 x?)a
z1=0 81‘1

= ni(O,xg), 1= 1,2 (81)

x1=0

Burada amag, r1 — oo iken n’ye baglh azalan simir kogulunu bulmaktir.

ol =0, i=1,2. (8.2)

r1=-+00

Ui(p, x5) fonksiyonlari u;, i = 1,2 yer degigtirmelerinin Laplace dontigiimiinii gos-

tersin, yani
Us(p, z2) :/ ui(z1, x2)e P0dry, i=1,2. (8.3)
0

Burada p Laplace doniigiim parametresidir.

aQUi ) 5’uz .
L {Tx%} = p L{us} — pui(0, z3) — 3_1;1(0’362)’ 1=1,2, (8.4)
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olmak tizere, (3.1) ile verilen hareket denklemlerine Laplace déniigiim uygulanirsa,

0%U; ) ni(0,29)  w?
Ui(p, — pm;(0, - ——=+ U, =0,
I I R
912 +a;U; = Fi(p,z2), i=1,2,

homojen olmayan adi diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada

2

~o 9 W

o =p°+ =,
Co;

ve

n;(0, x
E(py .132) - pml<0a :L‘Q) + %

(8.5)

(8.6)

(8.8)

Elde edilen nonhomojen (8.6) denklemleri parametrelerin degisim yontemi ile

kolaylikla c¢oziilebilir. Burada hareket denkleminin birinci katman yani i¢ katman

i¢in homojen kisminin ¢éziimii,

[U1]. = A1(p) cos(Qra2) + As(p) sin(az2),

(8.9)

seklindedir. Orta diizleme yani x5 = 0’a gore anti-simetrik hareket goz 6niine alina-

rak, i¢ katman i¢in homojen kismin ¢éziimii,
[U1]. = Ay(p) sin(Qy ),

olarak alinir. Birinci katman igin 6zel ¢oziim ise agagidaki sekildedir:

Gl =5 [ i &)sin(@ntes - &)dea

1

O halde (8.6) diferansiyel denkleminin i¢ katman igin ¢oziimii su sekildedir:

Uy = Ag(p) sin(@y) + — / " Fup, &) sin(@ (2 — £))dés,
0

ay
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Benzer sekilde dig katmanlar igin (8.6) denkleminin homojen kisminin ¢éziimii,
[Us]. = C1(p) cos(aiaza) + Ca(p) sin(apzs), (8.13)
seklindedir. Ozel kismin ¢oziimii asagidaki sekildedir:

=5 | " Falp. &) sin(@y(xs — £))déa, (8.14)

[6%) h1

Sonug olarak, dig katmanlar i¢in (8.6) adi diferansiyel denkleminin ¢6ziimii,

€2

U2 = Cl (p) COS(&Q:UQ) + Cg(p) Sin(an'Q) -+ %2 / Fg(p, 62) Sin<a2($2 — 52))d§2
h1

(8.15)

ifadesine sahiptir. Yer degistirmelerde yer alan Ay(p), C1(p) ve Cy(p) Laplace donii-
siim parametresi p’ye bagh keyfi fonksiyonlardir. Burada ve buradan sonra notasyon
uyumu agisindan x; ve xy yerine & ve & kullanilacaktir.

(3.10) ile verilen boyutsuz dalga sayis1 ve boyusuzlagtirma parametreleri (3.11)

ve (3.12) yeniden agagidaki sekilde ifade edilebilir:

P :phl, 1 = \/F)2 + Q2, Qg = P2 + HQQ, (816)
v P

Bahsi gegen As(p), Ci(p) ve Ca(p) keyfi fonksiyonlarini bulabilmek igin, Laplace
doniisiim altinda z = h; boyunca gecerli olan siireklilik kogullar1 ve xo = hy + ho

yiizeyindeki serbest sinir kogulu goz 6niine alinirsa

) ) hy (M .
As(p) sin iy —C'(p) cos ag—Co(p) sin ag S Fi(p,&)sinoy (1—%) d&,,

a1 Jo 1

h1
pAs(p)oy cos a1 +Ch(p)asy sin ae—Ch(p)as cos oy Z—hl,u/ Fi(p, &) cosoy (1—}%) d&s,
0 1
S

hi+ha
—Ci(p)agsinaz(1 + h)+Cs(p)ag cos az(1 + h) :—hl/ Fy(p, &) cos g (1+h—h—) :
h

1 1

(8.17)
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi (3.22) ile verilen

yayilim iligkisini verir. Elemanter satir iglemleri uygulanarak, katsayilar

1

D(p {I1(p)aj sin(azh) — I5(p)aa cos(aszh) — I5(p)as},

Ci(p) :ﬁ {sin(aq)[—1I5(p)az cos(aa(1 + h)) — I5(p)ag cos(az)] (8.18)
—pev cos(an ) [—1i(p)as cos(aa(1 + h)) — Is(p) sin(as)]}

Cy(p) = {sin(ay)[—1I5(p)ag sin ag — I3(p)ag sin(ay)(1 + h)]

D(p)
— oy cos(ozl)[lg,(p) COS(O@) - ]1(19)042 Sin(()@(l + h))]} )

olarak bulunur. Burada

h1
L(p) =Z—j /O Fl(p,@)sin( (1_%»@,

I3(p) =phy /Ohl Fi(p, &) cos < (1 = 2—21>> d&s, (8.19)

h1+ha 52
I5(p) =h1/h F5(p, &) cos (042 (1 +h — h—1>)d§2,

ve D(p) verilen yapi i¢in elde edilen anti-simetrik durumdaki yayihim iligkisini (3.22)
ifade etmektedir.

Aranan yer degistirmeler, ters Laplace doniistimi kullanilarak asagidaki gsekilde

ifade edilebilir:

1 C+ico
wi(1, ) = 2—7”/0 | Ui(p, x2)eP* dp, (8.20)

Bu integraller (8.20), istenmeyen yavag bozulmaya kargilik gelen yalnizca kiigiik ku-

tup noktalarinin p,, séz konusu oldugu, rezidii teorisi kullanilarak bulunabilir.

(1, x2) Z Res,, Ui(p, x2)eP™. (8.21)

8.1. Birinci Kurulum igin Sinir Kosulunun Asimptotik Tiiretilmesi

Alt Boliim 4.1 de problem parametreleri arasindaki (3.38) kurulum goz Ontine

alindiginda, kisaltilmig yayilim iligki (4.5) ile ifade edilmisti. Kesme frekans1 Q2 = p/h

49



ve P = iK goz 6niine alindiginda, (4.5) denklemi i¢in pg = 0 seklinde sadece bir kii-
¢iik kok vardir. O halde pg = 0 noktasi basit kutup noktasi olarak diigtiniilerek rezidii
hesab1 yapilabilir. Burada agiktir ki (8.12) ve (8.15) denklemlerinde U;(p, z2)’lerin
son terimleri integral alinan bdlgede kutup noktasi icermedigi igin rezidii hesabi
yapilirken dikkate alinmayabilir. O halde, p = 0’da,

Res(Uy(p, x2)) =

1 C+ico s
- 2_/ sin ona (L1043 sin(ash) — Izas cos(ash) — Isas) e dp,
i

C—ioco D(p)
(8.22)

1 Ctico 1 CHioco .
Res(Us(p, 72)) = 2_7”/ Ci(p) cos(agar )™ dp + 9 Cy(p) sin(anéay ) e ' dp,
C—ico C—ico

(8.23)

olarak verilir. Burada D(p) bu kurulum i¢in kisaltilmig yayilim iligkisi olan (4.5)
ve C1(p), Ca(p) katsayilar: da (8.18) esitlikleridir. py = 0 noktasinda rezidii hesabi

yapildiktan sonra u; ve us yerdegistirmeleri icin sirasiyla

hi1
o= -t (o) i (P ) 1 [ 0 g (2 (1 )
—|-,uh1\/%cos (\/%h) sin (\/%521) /0h1 m(/(j;f?) cos ( % (1 — %)) d&s
i p M2 0,(0, &) p &
—l—h1\/%sm (\/%521> /h s Ccos (\/; (1 +h— h_1)) d&s, (8.24)

"1 (0, & 2
Uy = ,uhl\/%Sin (\/%> cos (\/%(1+h—§21)>/0 (215 ) cos ( % (1—%) d§s
a ; . mthan, (0, &) m 3
+h1\/%SHl ( E) cos (\/;<1 B g21))/hl 2 cos ( h <1+h_h_1)
L p Ju! hlnl (0552) : \/; 62
_Mhl\/%cos (\/%) cos (\/%(1 +h— 521))/0 Tsm ( 7 (1 — h_l) d&s
h1+ho
_uhl\/%COS (\/%) sin (\/7(1 - f21))/h ) % o ( % <1+h_i_21)> d€2
(8

==

20



denklemleri elde edilir. Burada pu* = p* = h* ~ 1 alinarak problem parametreleri
arasindaki iligki € < 1 olmak {izere u = p*e, p = p*e, h = h* seklinde yeniden ifade
edilir ve yukarida elde edilen (8.24), (8.25) denklemlerinde yerine koyulursa,

*e . *e . h* *e
U = —hl'l;L* sin ( l;L ) sin ( )1/ /m (0, &) sin ( ph (1—%)) d&s
+u*ehy pe cos \/ sin 521 nl (0,&) cos pe 1— & dé,
h* h* hl
*e . * e hi+ho *e
+h1/11*6 IL;Z* sin ( [;L—*€21> /hl TLQ(O, 52) COS l;L (]. + h* — ]521) d§2

(8.26)

* * * h1 *
€ . € € *
Us=p1"€hy 'l;l* sin ( '(;l* )cos ( /;l* (1+h —521))/0711(0,52)@8 ( /;z* (—%)) dé&s
* * * hi+hs *
+hip'e B gin [4/25 Jeos [4/2 E(1 —&o1) / n2(0, &) cos pe 14+h*— 52 dé,
h* h* I Iy h* hy
e %€ e
—prehy /;L* coS ( ph* ) cOS ( L;L* (I+h"— le))
h1 ' *e
X /0 n1(0, &) sin ( '2* (1 — %) d&,
* * * hi+hs *
pre prEN . e M€ . &
— ey ” cos ( » )Sm ( ” (1— 521)>/h1n2(0,§2)cos ( e <1+h h1)> dés.

(8.27)
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(8.26) ve (8.27) denklemlerinde basgil terimler goz 6niine alindiginda,

hl hl

up >~ h —eQM—*\/**f /F(Of) 1—é cl&#—i VI pré /F(Og)df
1= h*ﬂpzlol,Q hy 2h*MM,02101>22

/_ h1+h2

* h1+h2
ug =~ hy <€2M—*\/M*P / F1(0,&2)dé, + M VP / 5(0, §2)d&s

hi+ho
R L / F1(0.6) (1—%) dSz—eg’/;L* Vi (1-&) / F2<o,52>d52)
h1

(8.29)

elde edilir. Baskin terimler incelendiginde x; = 0 sinir1 boyunca bascil mertebelerde

hl hl +h2
/ é % dés + / %
0 hl 8x1 z1=0 h1 8x1

seklinde verilebilir. Burada [35] ¢aligmasindakine benzer olarak n;(0, &) /u; = p(&2),

sinir kosulu,

:0) déy = 0, (8.30)

1 = 1,2, olarak alimirsa basgil mertebede sinir kogulu

h1

1 h1+ho
) §ap(&2)dEs +/ p(&2)dés =0, (8.31)
1 hy

olarak ifade edilir. Bu kogul [35] ¢aligmasinda statik durum igin elde edilen sonuglarla
ortiismektedir.

Simdi, bagka bir yaklagim olarak, kesme noktasina yakin frekansi ele alalim.
92:Qg+5:%+5, 02 < 6. (8.32)

(8.32) ile verilen kesme frekansi goz 6niine alindiginda (4.5) denkleminin kutup nok-

talar1 su gekildedir:

PF =i ;5. (8.33)

Bu noktalar, (4.5) ile verilen yayihm denklemi igin basit kutup noktalaridir. Burada

kutup noktalar1 arasindaki iliski su sekildedir: Py = — Py yani of = oy vead = a5
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Onceki prosediirii takip ederek (8.12) ve (8.15) denklemlerine ters Laplace déniisiimii

uygulandiginda elde edilen integraller rezidii hesab1 yardimiyla hesaplanabilir.

1 /CJrioo sin 041521

27TZ C—ico D(p) ([1C¥§ SiD(OCQh)_Ig,CYQ COS(OéQh) —[5a2) €P51 dp,

Reszp,(Ur(p, x2))=

(8.34)

C+ioco Ctico
/ Ci(p) cos(aggm)epfldp—l—/ Cs(p) Sin(a2€21>€p£1dp:| ’

C'—ioco C'—ioco

Resen(Ualp ) = = |

(X

(8.35)

(8.33) basit kutup noktalarinda rezidii hesab1 yaparsak,

hysin(af &)y [af sin(ad h) &
uy (w1, @0) = 2fl)o+ 2 |2 oF 2 /Osm af 1—h—1 2P uy

9 uy + - " 52 +
i—| sin (P, xy1)| déa—pcos(ag h) [ cos 1— 22 28wy
8ZE1 x1=0 0 1

cos( Py 1)+

x1=0

cos(Py xy) +

z1=0

Ouy Pith S
9i 711 P i b -2
20:1:1 xls%l( 1’1)) dé&s /h1 cos ( (1 +h h1>)
v Ous
X | 2Py ug COS(P r1) + 227 s1ré(P x1) | d&s |,
r1=0 1'T1
(8.36)
i si 4y 4 h
ug (1, x9) = — pin S;n;‘j‘rl ) cos(ag (1 +h —&y)) / (QPOJrul cos (Pyrzy) +
0 0 xr1=
5] +\
2: 2| sin (P+$1)> Cos (al (1 _ & )) dés + 'Uhl Cos(fl )o cos(az (14 h —&x))
1 lz1=0 2P0

duy
Py 21—
. ((:)os( 1) + Zaxl

h
X /o (2Po+u1 e Osm (P0+x1)> sin < <1 — 5—21)) dé,

h + hi+ho
+ £ C?rS(al) sin(ag (&1 — 1))/ 2P up| cos (P w)+
2P0 hl ZIZO
5 By sin(a) ot
21%1 L S (P+$1)) o ( (1+h_€_21)) d&_%?)% cos(ag (§21—1))
hi+ha N " 8u 52

% 2Py ug| cos(Py xy) 12i—2 sin (P xy) | cos 1+h—=>=) ) d&s,

hy z1=0 L1 le1=0 In

(8.37)
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elde ederiz. Bagql terimler goz oniine alinarak yer degistirmeler (8.36) ve (8.37)

) S
r1= 0
h1+ha
)d@ / (Uz
xr1= 0 h1

agagidaki sekilde ifade edilebilir:

h1
uy ~hiaf &0 {(a;)%/ <1—é)<u1
0 hy
/hl< 6u1
—H (31
0

—l—za
1= 3x1

i

—l— 1=
x1=0 (91‘1

1= al'l

(8.38)

0
+zﬂ

h1 52
ool ) osm [ (=5)

hi+ho
Z ) da + p(1 — &21) /hl (uz

+ 8u1
’l/—
1= 8%1

h1
~ + 4
uy ~—hyaf o [,u/ (ul
0
X (Ul
h1+ho
—f-/ (U1
h1

Simdi tekrar, u* = p* = h* ~ 1 birim mertebe geklinde diigliniilerek parametreler

0
—l—zﬂ

—Ha
T1= 83:1

33:1

) d&s
T1= 0

P )d&} . (8.39)

arasindaki iligki e < 1, u = p*e, p = p*e, h = h* seklinde alindiginda ve
o *d *
al =/ (Fy)?+ Q2 —\/—“— + Q% = \/—M* + [;lf

W A
h* *5 p* ’

) 5 *
of = [(PF)+E02 = —%+%m =\t
) pre T
—— ~— 4

goz oniine alimdiginda (8.38) ve (8.39) denklemleri gu sekilde yazilabilir :
—l— 2%

*6 *5 h1
uy Nh1§21 [M* h/ <1 — é) (Ul ) déa—
p P 0 hl 1= 8x1 T1= 0

h1 h1+h2
pe / (Ul ) dés — / <U2
0 1= 0 h1

—|— zaul
1= 81'1

) d€2:| )
T1= 0

(8.41)

x1=0 8:1:1
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pro { . /h1 &2 (
Uy ~ — hy e — | W1
p* 0o M
hi+hsa
pre(l — 521)/ (U2
h1
h1+h2
h1

r1 — oo iken o}; azalan sinir kogulunu bulmak istedigimiz igin (8.47) ve (8.48) denk-

1‘1) d&} : (8.42)

r0=0 01

lemleriyle ifade edilen bascil mertebedeki yerdegistirmeler kullanilarak x; degigke-

nine gore tiirev alindiginda i¢ ve dig katmanlar i¢in sirasiyla agagidaki denklemler

elde edilir:
uy P[0 / i &\ (0w
“Lh h 1-22) (iz2 dgy—
(91‘1 1521 p* [p* 0 h1 Z@xl x1=0 52
)d&] , (8.43)
x1=0

* /h1 Z% df _/h1+h2 Z%
N 0 81’1 z1=0 2 hy aq;l

Ouy pro /hl & (0w
— 2 A < 25 - - d
81’1 hl p* |:,U ¢ 0 h1 Z@xl z1=0 52

hi1+ho Ou h1+ho Ou
+ute(l — 521)/ (Za_xj mo) dfrl—/h <28_xj

h1
=n;(0,&)/p; olarak alinirsa,
xr1=0

xlo) d&} . (8.44)

Ouy

8x1

* * h1
G it 0 [0 [T (1 ) (1)) g
0, p p 0 hy M1

* " n1(07€2)> B faths (712(0752):“) :|
12 6/0 <—/j,1 d£2 /h1 —,ul dfg > (845)

* h1
% ~ —ih1M*5 |:N*E/ é <n1(07§2)> d£2
p 0

(8.47) ve (8.48) esitliklerinde

0 h
: 0y n2(0 212)# e (n9(0, &)
+ure(l - 521)/h (T) d§2+/h (T) d&] . (8.46)

ve mertebeler diizenlenirse
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P ‘ 5 x5 h1
ﬂ NZhlgglu . |:/JJ* h/ (1 - f_2) n1(07£2)d€2_
z P P 0

0 1 hl
h1 h1+h2
M*E/ n1(0, &2)dés —M*G/ n2(07§2)d§2} ; (8.47)
0 h1
Ous iy 10 /hf—zn (0.6)de
e 1 P M . M 1Y, 62)adG2
hi+hs hi1+ha
e (1 - 521)/ ”2(0a§2)§2+ﬂ*€/ n2(0,§2)d§2} ; (8.48)
h1 hl

denklemleri elde edilir.

Baskin terimler goz 6niine alindiginda, z; = 0 boyunca simir kosulu,

* h1 (h1+ha)
%5521/0 (1 e i—j) n1(0,§2)d§2 — 6(1 - 521)/ n2(0,§2)d§2 = 0, (849)

h1

seklinde aliabilir.
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9. SONUC

Bu tezde, ilk olarak homojen sinir kogullarina sahip ii¢ katmanl bir laminan-
tin anti-simetrik durumda diizlem dig1 hareketi i¢in elde edilen polinomsal yayilim
iligkisinin iki farkh kontrast durum (3.38) ve (3.39) i¢in analizi yapilmigtir. Bu iki
durum igin elde edilen kisaltilmig yayilim iligkilerinden ilki (4.5) tiim diigiik frekans
araliginda uygulanabilirken, ikincisinin (4.28) yalnizca en diigiik kesme frekansinin
dar bir ¢evresinde gegerli oldugu gozlemlenmigtir. Sonraki agamada bahsi gegen iki
kontrast durum i¢in, verilen yapinin diigiik boyutlu hareket denklemleri asimptotik
olarak tiiretilmigtir. Bu denklemlerden ¢ikan dagilim iligkileri ((6.40) ve (7.32)) tam
dagilim iligkisinin sayisal olarak test edilmis kisaltilmig bigimleriyle ((4.5) ve (4.28))
uyumludur.

Son olarak, problem yari-sonsuz diizleme kisitlanarak ele alimip, kiigiik fakat sifir
olmayan bir kesme frekansina sahip sistemler i¢in sinir kogullarinin uygun sekilde
formiile edilmesi amaclanmigtir. Bu amacla ilk kez, asimptotik olarak diisiik fre-
kansh bozunma kosullar1 yiiksek kontrastli dinamik bir laminant i¢in uyarlanmig

olup, Saint Venant ilkesi kullanilarak elde edilmistir.
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