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ÖZET

KATMANLI ELASTİK YAPILARIN MATEMATİKSEL MODELLENMESİ

VE ASİMPTOTİK ÇÖZÜM METOTLARI

Yağmur Ece UÇAR

Matematik Anabilim Dalı

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Temmuz, 2023

Danışman : Prof. Dr. Barış ERBAŞ

Bu tezde, gerilmesiz yüzeylere sahip homojen olmayan dinamik katmanların düz-

lem dışı hereketi incelenmistir. Serbest sınır kosulları altında 3 katmanlı yapı icin

dispersiyon iliskisi elde edilmistir. Uzun dalga boyu ve dusuk frekans durumu goz

onune alınarak dispersiyon denklemi polinomsal olarak ifade edilmistir. Genel du-

rumda dispersiyon denkleminin analizi yapıldıktan sonra problem iki kontrast du-

rum olarak ele alınmıstır. Bunlardan ilki sert-kalın dıs katmanlara ve yumusak ic

katmana sahip bir plakaya ve ikincisi ince-sert kabuklu ve yumusak bir ic katmana

sahip geleneksel sandvic tipi plakaya karsılık gelir. Katmanlardaki materyal para-

metrelerinden kaynaklanan kontrast durumlar goz onune alındıgında, her iki durum

icin de kesme frekansı civarında dispersiyon denklemleri analiz edilmis ve dispersi-

yon denklemi daha kısa bir formda polinomsal olarak ifade edilmistir. Bahsi gecen

kısaltılmıs dispersiyon iliskileri elde edildikten sonra stresler cinsinden ifade edilen

hareket denklemlerine, sınır kosuluna ve sureklilik kosullarına asimptotik yaklasım

uygulanmıs ve iki kontrast durum icin kesme frekansı civarında 1 boyutlu diferansiyel

denklem turetilmistir. Elde edilen bu denklemlerin cozumlerinin kısaltılmıs yayılım

iliskileri ile aynı sonucu verdigi gozlemlenmistir. Daha sonra, homojen yuzeylere sa-

hip, elastik, uc katmanlı laminantın yarı sonsuz duzleme kısıtlanmıs hali goz onune

alınmıstır. Hareket denklemlerine, sınır ve sureklilik kosullarına laplace donusum

uygulanarak ve saint venant ilkesinden yararlanılarak ilk kurulum icin x1 = 0 sını-

rında kucuk ama sıfır olmayan kesme frekansına sahip yapı icin asimptotik olarak

sınır kosulları elde edilmistir.

Anahtar Sözcükler:Dalga, Katmanlı yapı, Kesme frekansı, Kontrast, Asimptotik.
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ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING OF LAYERED ELASTIC STRUCTURES

AND ASYMPTOTIC SOLUTION METHODS

Yağmur Ece UÇAR

Departments of Mathematics

Eskisehir Technical University, Institute Of Graduate Programs, July, 2023

Supervisor : Prof. Dr. Barış ERBAŞ

In this thesis, the anti-plane motion of inhomogeneous dynamic layers with unst-

ressed surfaces is investigated. The dispersion relationship is obtained for the three

layered structure under free boundary conditions. Considering the long wave-low

frequency case, the dispersion relation is expressed in polynomial form. After the

analysis of the dispersion relation in the general case, the problem is handled as two

contrast cases. The first corresponds to a plate with a stiff-thick outer layer and a

soft inner layer, the second corresponds to a traditional sandwich-type plate with

a thin-stiff skin and a soft core layer. Considering the contrast situations arising

from the material parameters in the layers, the dispersion equations around the cut-

off frequency are analyzed for both cases and the dispersion equation is expressed

as a polynomial in a shorter form. After obtaining the aforementioned shortened

dispersion relations, an asymptotic approach is applied to the equations of motion

expressed in terms of stresses, boundary condition and continuity conditions, and a

1-dimensional differential equation is derived around the cut off frequency for two

contrast cases. It has been observed that the solutions of these equations give the

same result as the shortened dispersion relations. Then, the three layered elastic la-

minate with homogeneous surfaces is considered on the restricted to a semi-infinite

plane. By applying the Laplace transform to the equations of motion, boundary and

continuity conditions and using Saint Venant’s principle, boundary conditions are

obtained asymptotically for the structure with a small but non-zero cut off frequency

at the x1 = 0 boundary for the first setup.

Keywords:Wave, Layered Structure, Cut off frequency, Contrast, Asymptotic
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1. GİRİŞ

Katmanlı elastik yapılar çok sayıda endüstriyel uygulamaya sahiptir. Örneğin,

bu tür yapılar çok sayıda inşaat ve makina mühendisliği projesinde, uçak ve otomo-

tiv tasarımında ve jeo- ve bio-mekaniğin çeşitli alanlarında kullanılmaktadır. Ayrıca

meta-malzeme teknolojisi dahil olmak üzere yüksek teknoloji alanlarının da ilgisini

çekmektedir.

Katmanlı ortam mekaniği, yüksek kontrast özellikleri göz önüne alınmaksızın,

sandviç yapılar dahil olmak üzere kapsamlı bir şekilde araştırılmıştır [55], [69]. Kalın-

yumuşak iç katmanlar ve nispeten ince-sert dış katmanlardan oluşan sandviç tipi pla-

kalar, katmanlı yapıların en popüler örneklerindendir. Dış katmanlar için kullanılan

malzemeler arasında ahşap, metal levhalar bulunurken, iç katmanlar genellikle pe-

tek şeklindekilerde dahil olmak üzere çeşitli polimerlerden oluşur. Sandviç paneller,

yüksek dayanıklılık ve hafiflik gibi aynı anda çok sayıda avantaja sahip olmaların-

dan dolayı çok sayıda mühendislik yapılarında kullanılmaktadır [71]. Bunlara lamine

camlar ve fotovoltaik paneller [4], [26], titreşim filtreleri olarak kullanılan akıllı pe-

riyodik yapılar, enerji tahliye araçlarında kullanılan mikrofiber-nano hibrit yapılar

[54] ve gaz filtrelerindeki ayırıcılar [42] örnek olarak gösterilebilir. Bu nedenle ağır-

lık azaltmayı amaçlayan modern mühendislik tasarımında malzeme ve katmanların

geometrik özellikleri bakımından yüksek kontrast içeren sandviç yapılardan büyük

ölçüde yararlanılır [67]. Başlangıçta sandviç yapılar havacılık endüstrisinde geniş

uygulama alanı bulsa da [7] aynı zamanda trenlerde, yarış arabalarında ve yüksek

hızlı deniz taşıtlarında da kullanılıyordu [2]. Ayrıca, trenlerin ve otobüslerin yapısal

bileşenleri olarak kompozit sandviç panellerden yararlanılmıştır [65].

Geometrik ve materyal özelliklerinde yüksek kontrast içeren bir diğer ince yapı

olarak lamine cam plakalar ve kirişleri örnek olarak verebiliriz. Lamine camlar oto-

motiv ve inşaat mühendisliğinde yaygın olarak kullanılmaktadır. Üç katmanlı bir

plaka olarak tasarlanan lamine camlar genellikle yumuşak bir polimerik orta tabaka

ve iki sert yüzey olarak tasarlanır [3], [63]. Yüzeyler arasındaki farklılık önemli bir

kontrastla sonuçlanır. Diğer önemli teknik özelliklerinin yanında bu yapılar yüksek

sertliğe ulaşmalarını sağlar [3]. Hızlı bir şekilde gelişen meta malzeme alanı, yük-

sek kontrast içeren yapıların bir diğer gelişmiş uygulaması olarak ele alınabilir. Bu
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malzemeler, yüksek kontrast parametrelerine sahip periyodik olarak düzenlenmiş

katmanlardan kaynaklanan benzersiz özellikler gösterir [45].

Geleneksel sandviç yapıların aksine, kompozit yapılar yumuşak dış katmanlara

ve sert iç katmanlara sahip olabilirler. Bu yapı özellikle hava kirliliğini azaltan gaz

filtrelerindeki ayırıcı plakalarda gözlemlenebilir [42]. Çok ince fotovoltaik paneller,

güneş enerjili araçlarda, uydu güneş panellerinde ve güneş enerjili uçaklardaki çalış-

malarda kullanılmaktadır [57]. Bu ağırlık azaltma ve enerji tasarrufu sağlayan çok

amaçlı düşük bütçeli bir konseptir [47], [58], [11]. Uzun zamandan beri, özellikle

matematik ve katı mekaniği alanında teorik analizde çok katmanlı yapılar özel bir

ilgi alanına sahiptir. Bunlarla ilgili çok sayıda yayın mevcuttur ve bu alandaki tüm

gelişmeleri sunması oldukça zordur. Bu yüzden devamında bu tezin ana çıktısına

yakın sonuçlara sahip olanlara odaklanacağız.

Sandviç levhaların mekaniği dikkate değer bir geçmişe sahiptir. Bir sandviç ya-

pının bükülmesi ve burkulmasıyla ilgili ilk analitik araştırma Reisner tarafından

önerilmiştir [56]. Bu çalışmasında yazar nispeten sert dış katmanlara sahip sandviç

levhayı ele almıştır. Ayrıca bu durumda dış tabakalarının kalınlığının iç katmanda-

kinden çok daha küçük olduğu varsayılmaktadır. Sandviç yapıların davranışı üze-

rine geçici hipoteze dayanan basit bir çözüm elde edilir. Benzer bir analiz, sandviç

plakaları yöneten(hareketini ifade eden) sınır koşullarını ve diferansiyel denklem-

leri türetmek için varyasyonel bir yaklaşım kullanan Hoff tarafından da yapılmıştır

[25]. Başka bir çalışmada, [16], dikdörtgen şekilli sandviç levhaların bükülmesini

ve burkulmasını modelleyen kısmı diferansiyel denklemlerin çözümü bulunmuştur.

Dikdörtgen plakanın iç kısmının izotropik olduğu varsayılmaktadır. Yukarıda bahsi

geçen çalışmaların ana odak noktası elastik burkulmadır.

Yapısal dinamikler, ilgili yayılım(dağılım) ilişkilerinin incelenmesiyle anlaşılabi-

lir. Homojen katmanlar için dağılım analizi, [39] ile başlayan birçok yayının konusu

olmuştur. İzotropik sandviç plakalarda elastik dalga yayılımı, eğilme(flexural wave)

dalgasına vurgu yapılarak [46] ve [70] çalışmalarında analiz edilmiştir. Özellikle, Jo-

nes [8] çalışmasında basitçe desteklenmiş sonsuz uzunluktaki çapraz katlı lamine

levhalarda eğilme ve uzama dalgaları için yayılım eğrilerini hesaplamıştır . Eğilme

titreşimi(bükülme dalgası) orta dalga boylarına kadar klasik teori tarafından iyi bir

şekilde tahmin edilmiş gibi görünmektedir. Uzama titreşimlerine yalnızca çok uzun
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dalga boyları için marjinal olarak yaklaşılır. İki, üç, dört ve beş katmanlı yapılar

için sonuçlar, [38] tarafından verilmiştir. Serbest yüzey koşullarını ve katmanların

arayüzleri boyunca yer değiştirme ve gerilmelerin(traction-çekme) süreklilik koşul-

larını sağlayan yapılarda harmonik dalga çözümleri [42] tarafından dört durum için

sunulmuştur. Bunlar, uzama hareketi için simetrik düzlem gerinim çözümleri, eğilme

hareketi için anti-simetrik düzlem gerinim çözümleri ve simetrik - anti-simetrik SH

dalgalarıdır. Bu durumların her biri için dağılım ilişkisi elde edilir ve hesaplanır. Fi-

ber lif destekli enine izotropik bir malzemeden oluşan simetrik üç katmanlı yapılarda

dalga yayılımı [9], [10] tarafından ele alınmıştır. Nümerik sonuçlar, dalga yayılımı-

nın iki özel yönü için elde edilmiştir ve iç katman kalınlığının dış katman kalınlığına

göre oranının çeşitli değerleri için parametrik analiz sonuçları da dahil edilmiştir. [49]

makalesinde amaç yumuşak orta katmana sahip laminantın yapısal analizi için bir

plaka teorisi türetmektir. Sonuç olarak, dört kısmı diferansiyel denklemden oluşan

bir sistem elde edilir. Türetilen bu sistem Kirchoff levhası ve Reisner levhası dahil

olmak üzere klasik plaka teorisine bir uzantı sağlar. Bu nedenle, klasik plaka teorisi

için mevcut olan çözüm yöntemleri, cam ve fotovoltaik laminantları analiz etmek

için uygulanabilir. Yayılım ilişkilerinin yorumlanmasında basit asimptotik analiz-

ler değerlidir. Uzun zamandır bu analizler düşük frekans titreşimleriyle sınırlıydı.

Birçok çalışmada genel referans çalışmalarına [1], [23] atıf yapılarak yüksek frekans

bölgesinde yayılım ilişkileri incelenmiştir. Daha sonraki yayınlarda ön gerilmeli ve

katmanlı yapılar dikkate alınarak çalışmalar yapılmıştır [30], [50]. Özellikle, simetrik

sıkıştırılamaz ön gerilmeli üç katmanlı plakadaki küçük genlikli titreşimlerin incelen-

mesi [59], [60] çalışmalarında geliştirilmiştir. Bu makalelerde hem kısa hem de uzun

dalga limitleri için sayısal ve analitik sonuçlar elde edilmiştir.

Oldukça orjinal olan [15] makalesinde, çok katmanlı bir plaka için dağılım ilişki-

sinin uzun dalga düşük frekans analizi ele alınmıştır. Bu çalışmada ilk kez, elastik

dalga yayılımındaki sabit durum(steady- state) problemlerine uyarlanmış sonlu çar-

pım yaklaşımını geliştirilmiştir. Üç katmanlı elastik bir plakadaki anti-simetrik dal-

galara önem verilmektedir. Elde edilen sonuçlar, Tierstein’in ince deri formülasyonu

ve Timeshenko teorisi dahil olmak üzere iyi bilinen iki yaklaşımla karşılaştırılır.

Ağır sıvı yükü olan ve olmayan sınırsız üç katmanlı izotropik sandviç plakalar-

daki elastik dalga hareketleri [64] çalışmasında analiz edilmiştir. Tüm çeşitli titreşim
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modları arasında sıfır frekanstan kaynaklanan temel mod(fundemantal one), çeşitli

pratik ihtiyaçlar için genellikle özel bir ilgiye sahiptir. Teknik açıdan en önemli kısmı

bu mod uzun dalga-düşük frekans aralığını içerir.

Asimptotik metodoloji, ince elastik yapıların dinamiklerinde çok güçlüdür [18],

[41]. Doğrusal elastisitedeki 3 boyutlu denge denklemlerinden başlanılarak ince lev-

halar ve kabuklar için 2 boyutlu statik denklemlerin türetilmesine, [17] çalışmaları

öncülük etmiştir. Benzer bir yaklaşım düşük frekanslı dinamiklerde de uygulanabilir

[20]. Bu konuda öngerilmeli plakalara odaklanan daha yeni yayınlar mevcuttur [53],

[30].

Asimptotik metodoloji, son zamanlarda yüksek kontrast özelliklerine sahip yapı-

lar için uyarlanmıştır, bknz. [12], [66], [14], [31], [68], [32]. Özellikle, [31] makalesinde

üç katmanlı simetrik bir plakanın çok parametreli analizi katman kalınlıklarının, yo-

ğunluklarının ve sertliklerinin büyük-küçük oranlarının etkisi dikkate alınarak ge-

liştirilmiştir. Bahsi geçen oranlardaki koşul, en küçük kesme frekansının asimptotik

olarak sıfıra yakın olmasını sağlayacak şekilde türetilmiştir [34], [33]. Bu, hem temel

eğilme modunu hem de en düşük kayma harmoniği (lowest shear harmonic) içeren

iki modlu yaklaşımların türetilmesini motive eder.

Dinamik yapılarda asimptotik yaklaşım için genel sınıflandırma [37], [13] çalışma-

larında sunulmuştur. Çeşitli kurulumlarda bu anizotropik yapıları [27], öngerilmeli

yapıları [51], [52], yüksek frekans - uzun dalga modlarını [36], [22] akışkan yapı etki-

leşimi [28], katmanlı yapıları [44], [62], [40] ve yüzeyler boyunca klasik olmayan sınır

koşullarına sahip yapıları [29], [61] içerir. Örneğin, [53] öngerilmeli sıkıştıralamaz bir

elastik plakanın kesme frekanslarının yakınlarında eğilme hareketini incelemek için

asimptotik yaklaşım tekniği uygular.

Düzenli olmayan asimptotik davranışla sonuçlanan bazı kontrast problem para-

metreleri kurulumları da vardır. Örneğin [31] çalışması simetrik bir sandviç plaka

için düzlem problemini ele alıyor. Bu durumda, ilişkili asimptotik davranış yalnızca

sıfır ve en düşük kesme frekanslarının kesişmeyen dar çevreleri üzerinde geçerlidir.

[35], üç katmanlı asimetrik bir plakanın antisimetrik titreşimiyle ilgilidir. Çalış-

mada iki tür kontrast dikkate alınır. Tüm kontrast türlerinde, en düşük harmoniğe

karşılık gelen kesme frekansının değeri sıfır olma eğilimindedir. İki mod için, yani

temel mod ve en düşük harmonik için, kısaltılmış dağılım ilişkileri, yer değiştirme
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ve gerilmeler için ilişkili formüller sunulmuştur.

Başlangıç ve sınır koşullarının asimptotik analizi karmaşık ve önemlidir. Konuyla

ilgili yayınların çoğunun, başlangıç ve sınır koşullarının etkisini göz ardı ederek di-

feransiyel hareket denklemlerinin türetilmesine odaklanması dikkat çekicidir. Sınır

koşullarının asimptotik davranışı, genellikle, kendi kendini dengeleyen kenar verile-

rinin hızlı bir düşüşünü ifade eden, uygun şekilde uyarlanmış Saint-Venants ilkesin-

den başlar örn. bknz. [18], [19]. Yarı sonsuz elastik bir şerit için bozunma(decay)

koşulları, Saint Venant ilkesinin uygulanmasında kilit bir rol oynar. Bu koşullar,

başlangıçta statik durum için oluşturulmuş [21], [24] daha sonra dinamik yapılara

genişletilmiştir [5], [6].

Çalışılan bu tez şu şekilde düzenlenmiştir. Bölüm 1’ de verilen Giriş bölümün-

den sonra, tez boyunca sıklıkla kullanılan bazı temel tanım ve kavramların kısa bir

açıklaması Bölüm 2’de özetlenmiştir.

Bölüm 3, gerilmesiz yüzeyleri olan, elastik, üç katmanlı bir yapının hareketinin

gerilmeler cinsinden ifadesiyle başlar. Daha sonra problemi tarif eden sınır ve sürek-

lilik koşulları verilmiştir. Alt Bölüm 3.1’de elastik yapının düzlem dışı anti-simetrik

hareketi göz önüne alınarak yer değiştirmeler elde edilmiş ve verilen yapı için yayılım

ilişkisi bulunmuştur. Alt Bölüm 3.2’de, elde edilen yayılım ilişkisi üzerinden frekans

denklemi ifade edilmiştir. Bu denklem üzerinden çalışılan yapı için düşük frekans

bölgesi ve kesme frekansı gözlemlenmiştir ve problem parametreleri arasında bir

ilişki sunulmuştur. Uzun dalga, düşük frekans varsayımı altında, Alt Bölüm 3.1’de

analitik olarak elde edilen yayılım ilişkisi polinomsal olarak ifade edilmiştir. Elde

edilen polinomsal yayılım ilişkisinin doğruluğu kontrast ve kontrast olmayan kuru-

lumlar için tam formülasyonla karşılaştırılarak grafik olarak sunulmuştur.

Bölüm 4’de problem parametreleri arasından iki kontrast durum ele alınmıştır.

Bunlardan ilki sert-kalın dış katmanlara ve yumuşak iç katmana sahip bir plakaya,

ikincisi sert kabuklu ve yumuşak iç katmana sahip geleneksel sandviç tipi plakaya

karşılık gelir. Bu iki kurulum için polinomsal olarak ifade edilen yayılım ilişkisi analiz

edilmiştir. İkinci kurulum için ek olarak, kesme frekansı civarında bir yayılım ilişkisi

elde edilmiş ve optimal kısaltılmış yayılım ilişkisi sunulmuştur. Her iki durum için

yayılım denkleminin tam formülasyonu ile kısaltılmış polinomsal yayılım denklem-

leri grafiksel olarak karşılaştırılmıştır. İlk kurulum için kesme frekansı civarında iyi
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bir uyum görülürken ikinci kurulumda yalnızca kesme frekansının dar bir çevresinde

uyum olduğu gözlemlenmiştir.

Yer değiştirmeler ve gerilmeler için asimptotik formüller, incelenen her iki du-

rum için Bölüm 5’de elde edilmiştir. 6. ve 7. Bölümlerde sırasıyla, ince levhalar

teorisindeki [37], standart bir prosedürden ve kesme frekansı civarında bir açılım-

dan(expansion) başlayarak, bir boyutta yaklaşık hareket denklemlerinin asimptotik

türetilmesi sunulmuştur.

Bölüm 8’de, homojen plakalar ve kabuklar için geliştirilen güçlü prosedürü [18],

[19], [21] genişleten sınır koşullarının dinamik katmanlı yapıların mekaniğinde for-

müle edilmesi için asimptotik varsayımlarla birlikte Saint Venant ilkesi [43] uygu-

lanmıştır. Bu yaklaşım katmanlı yapılarda daha önce statik durum için uyarlanmış

olup [35], dinamik katmanlı yapıların mekaniğinde uygulanmasından ilk defa bu

tezde bahsedilmiştir. Burada yüzeyler boyunca homojen sınır koşullarına ve kenar

boyunca öngürülen(önceden belirlenmiş,verilmiş) düzlemsel olmayan kayma geril-

melerine tabi yarı sonsuz üç katmanlı bir şerit için dinamik bozulma koşulları ile

başlıyoruz. bknz. [21], [24], [5]. Sınır katmanında güçlü bir bozulma, yani stres ala-

nının dar bir kenar çevresinde lokalizasyonu bekliyoruz.

Son olarak, Bölüm 9’da tezin sonuçları, gelecekteki çalışmalar için çeşitli öneri-

lerle birlikte kısaca özetlenmiştir.
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2. ÖN BİLGİLER

2.1. Elastisite Kavramı

Elastisite teorisi, deforme olabilen cisimlerin esnekliği ile ilgilenen süreklilik me-

kaniğinin bir dalıdır. Linear elastisite, katı nesnelerin uygulanan kuvvet altında nasıl

deforme olduğunu, gerildiğini ve kuvvet kaldırıldıktan sonra orjinal şekil ve boyutla-

rına nasıl döndüğünü gösteren matematiksel bir modeldir. Linear elastisitenin temel

lineerleştirme varsayımları şunlardır: sonsuz küçük gerinimler veya küçük deformas-

yonlar ve gerilim ve gerinim bileşenleri arasındaki doğrusal ilişkiler.

Elastisite teorisinin fiziksel anlamı şu şekilde tarif edilebilir: Dış kuvvetler bir ya-

pının malzemesinde deformasyonlara ve bunlara karşılık gelen gerilmelere neden olur.

Lineer elastisite teorisi bu yapıyı sonsuz küçük parçalardan yapılmış gibi görür. Bu

yaklaşımda tüm yapı sonsuz küçük parçaların toplamıdır. Teori, bir yapının küçük

bir temel hacmindeki gerilmeleri ve gerinimleri dikkate alır. Gerilme ve gerinimlerin

lineer diferansiyel denklemleri teorinin temel matematiksel tanımlarıdır.

2.2. Gerilme Kavramı(σ)

Birim normal vektöre sahip yönlendirilmiş bir yüzey düşünelim ve bu yüzeye n

tane kuvvet etki etsin. Yüzey üzerinden ∆An alanına sahip bir eleman alalım ve

bu küçük alan üzerine etki eden toplam kuvvet ∆Fn olsun. Stres vektörü, kuvvet

vektörünün yüzey alanına oranının limiti olarak şu şekilde tanımlanır:

lim
∆An→0

∆Fn

∆An
=
dFn

dAn
= Tn. (2.1)

Genel olarak, gerilme vektörü ∆An yüzey alanına göre herhangi bir yöne sahip

olabilir. Tn vektörü, yüzey elamanına normal ve teğet olan iki bileşenin toplamı

olarak kabul edilebilir. Kartezyen koordinat düzleminde belirli bir nesneye etki eden

gerilme vektörünün bileşenlerini bulmak için sonsuz küçük bir kübik eleman alalım.

Burada kartezyen koordinatların her biri ei birim normal vektörüne sahiptir.

Şekil (2.1)’de görülebileceği gibi çekiş Ti, her i yüzeyine etki eder. O halde, herhangi

bir yüzeye etki eden çekiş(traction) şu şekilde ifade edilir:

Ti = σijej, i, j = 1, 2, 3. (2.2)
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Şekil 2.1. Gerilim Bileşenleri

Burada toplamın tekrar eden bir indeks olduğu varsayılır. σij’ler gerilmeler olarak

bilinir ve Cauchy-stress(gerilim) tensörü olarak adlandırılan ve σ olarak gösterilen

aşağıdaki 3× 3’lük bir matrisin katsayılarını oluştururlar:

σ =


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33

 . (2.3)

Gerilim bileşeni σij’nin ilk indeksi i, Ti’nin etki ettiği yüzeyin normaline; ikinci

index j, Ti geriliminin yönüne karşılık gelir. Yüzeye dik olarak uygulanan kuvvete

karşılık gelen gerilim bileşeni σii normal gerilim olarak adlandırılır. σij, kuvvet yüzey

alanına paralel etki ettiğinde ortaya çıkan teğet gerilme veya kayma gerilimini temsil

eder. Bazı referanslarda normal ve kayma gerilmeleri sırasıyla σi ve τij, (i 6= j) olarak

gösterilmiştir. Ancak bu tez boyunca normal ve kayma gerilimi için σii ve σij, (i 6= j)

gösterimini kullanacağız.

Eğer çekiş Tn = (Ti), birim normali n = (ni) tarafından yönlendirilen gelişigüzel

bir yüzeye etki ediyorsa, çekiş şu şekilde ifade edilebilir:

Ti = σijnj, i, j = 1, 2, 3. (2.4)

Böylece, bir kartezyen koordinat veya birim normali n tarafından yönlendirilen her-

hangi bir yüzey için gerilim vektörünün bileşenleri, Cauchy gerilim tensörünün bile-
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şenleri cinsinden ifade edilebilir.

2.3. Gerinim kavramı (ε)

Dış veya iç kuvvetler nedeniyle deformasyona uğrayan bir malzemenin, kuvvet

uygulanmadan önceki durumla kıyaslandığında şeklinin değişme miktarı gerinim ola-

rak adlandırılır ve ε ile gösterilir. Bir malzemenin herhangi bir kuvvet uygulanmadan

önceki uzunluğu l0 ve kuvvet uygulandıktan sonra birim başına uzunluk değişimi ∆l

olmak üzere gerinim(ε)

ε =
∆l

l0
, (2.5)

olarak ifade edilir. Gerinim çekme sonucu oluşuyorsa pozitif, basma, itme sonucu

meydana geliyorsa negatif alınır. Birim şekil değişikliği olarak da tanımlanan geri-

nim, boyutsuz bir ifadedir.

Gerinim de normal ve kayma gerinimleri olarak sınıflandırılabilir. Normal geri-

nim, uygulanan bir kuvvet nedeniyle belirli bir yönde uzunluk değişimini ölçer. Aynı

zamanda uzamalı(extensional) gerinme veya boyutsal(dimensional) gerinim olarak

da adlandırılır ve εii olarak gösterilir. Yani ε11, x1 ekseni boyunca malzemenin uzun-

luğunun göreli uzaması veya büzülmesidir.

Kesme gerinmesi(shear strain), iki belirli yöne göre açı değişikliğini ölçer ve

εij (i 6= j) olarak gösterilir. Örnek olarak ε13, x1 ve x3 eksenleri arasındaki açısal de-

ğişimi verir. Literatürde normal ve kayma gerilmeleri bazen sırasıyla σi ve γij(i 6= j)

olarak gösterilir. Ancak bu çalışmada normal ve kayma gerilimi için sırasıyla σii ve

σij kullanacağız.

Bir vektör alanının u(x) bileşeni ui(x1, x2, x3) ile gösterilsin. u(x1, x2, ..., xn)

fonksiyonları türevlenebilir ise, yer değiştirmenin kısmi türevleri ui,j = ∂ui/∂xj şek-

linde indis notasyonu ile gösterilebilir. Bu nedenle sonsuz küçük gerinim-yer değiş-

tirme ilişkileri, indis notasyonu ile şu şekilde verilebilir:

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) . (2.6)
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2.4. Gerilim - Gerinim ilişkisi

Elastik malzemenin deformasyonu uygulanan kuvvetle orantılıdır. Başka bir de-

yişle malzemenin gerinimi o malzemenin elastik limiti dahilinde uygulanan gerilimle

orantılıdır ve gerilim-gerinim arasındaki ilişki Hooke yasası olarak adlandırılır. Ma-

tematiksel olarak Hooke yasası şu şekilde ifade edilir:

F = kx, (2.7)

burada F malzemeye uygulanan kuvvet, x yerdeğiştirme ve k yay sabiti olarak bili-

nen orantı sabitidir.

Gerilme(stress) bir kuvvet ve gerinim(strain) bir yerdeğiştirme olduğundan, mal-

zemelerin gerilimleri ve gerinimleri matematiksel olarak Hooke yasasına benzer lineer

bir ilişki ile birbirleriyle ilişkilendirilir ve genellikle aynı adla anılır. Bu nedenle, bir

boyutta, gerilim ve gerinim arasındaki ilişki şu şekilde verilebilir:

σ11 = Eε11. (2.8)

Burada E elastik modüldür. Genel olarak, gerilim tensörünü gerinim ile ilişkilendiren

Hooke yasası, dördüncü dereceden bir tensör şeklinde yazılır:

σij = Cijklεkl, (2.9)

burada Cijkl dördüncü dereceden 81 bileşenli elastik sabitlerdir ve

Cijkl = Cjikl = Cklij = Cijlk, (2.10)

eşitliğini sağlar.

Elastik ortamın belirli malzeme ve geometrik özellikleri ve ayrıca gerilim tensö-

rünün simetrisi dikkate alındığında, elastik sabitlerin sayısı 21’e düşer.

Farklı yönlerde farklı elastik özellikler gösteren malzemeye anizotropik denir.

Anizotropik malzemelerde bu katsayılar daha fazla azaltılamaz. Bu nedenle, önce

malzemenin herhangi bir yönden bağımsız olduğunu varsayalım. Bu durumda, elas-

tik sabitlerin sayısı 9’a düşürülür ve birbirine dik üç elastik simetri düzlemine sahip
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ortotropik bir malzeme üretilir. Son olarak, ek bir basitleştirme için yönlü ve rotas-

yonel bağımsızlık varsayılmıştır. Bu varsayım, sabitlerin sayısını 2’ye indirerek tüm

yönlerde tek bir fiziksel özelliğe sahip izotropik bir malzeme üretir. Böylelikle gerilim

ve gerinim arasındaki ilişki şu şekilde verilebilir:

σij = λεkkδij + 2µεij, (2.11)

burada λ ve µ Lame sabitleri ve δij Kronecker delta fonksiyonu olup

δij =

1, i = j,

0, i 6= j,

(2.12)

olarak tanımlanır. Burada σij tensör bileşenleri,

σ11 =λdivu + 2µ
∂u1

∂x1

, σ12 =µ

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)
, σ13 =µ

(
∂u1

∂x3

+
∂u3

∂x1

)
,

σ21 =µ

(
∂u2

∂x1

+
∂u1

∂x2

)
, σ22 =λdivu + 2µ

∂u2

∂x2

, σ23 =µ

(
∂u2

∂x3

+
∂u3

∂x2

)
,

σ31 =µ

(
∂u3

∂x1

+
∂u1

∂x3

)
, σ32 =µ

(
∂u3

∂x2

+
∂u2

∂x3

)
, σ33 =λdivu + 2µ

∂u3

∂x3

, (2.13)

şeklindedir.

2.5. Hareket Denklemleri

2.5.1. 1-boyutta hareket

İlk olarak, yalnızca bir x1 uzamsal değişkenine bağlı olarak gerilim tensörünün

bileşenlerini ele alalım. Bu durumda hareket denklemleri

∂σ1i

∂x1

+ ρfi = ρ
∂2ui
∂t2

, i = 1, 2, 3, (2.14)

şeklinde ifade edilir. Burada ρ yoğunluğu, f birim başına düşen kuvveti, ui’ler de

yerdeğiştirmeleri temsil eder. Özel olarak, uzamsal(longitudinal) 1-boyutlu hareket

için i = 1 alıyoruz.
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2.5.2. 2-boyutlu hareket

Homojen, izotropik, linear elastik bir cismin denge denklem sistemi, linear mo-

mentum ilkesinden şu şekilde ifade edilebilir:

σji,j + ρfi = ρüi, i, j = 1, 2, 3. (2.15)

İki boyutlu problemlerde, gerilme tensörünün bileşenleri ve cismin kuvveti iki değiş-

kene bağlıdır; x1 ve x2. Bu nedenle (2.15)’de ∂/∂x3 = 0 alınarak hareket denklemleri

elde edilir. Böylece (2.15) eşitliği ile verilen denklemleri 2 ayrı denklem sistemine

aşağıdaki gibi ayırabiliriz:

∂σ31

∂x1

+
∂σ32

∂x2

+ ρf3 =ρ
∂2u3

∂t2
, (2.16)

ve

∂σ11

∂x1

+
∂σ12

∂x2

+ ρf1 =ρ
∂2u1

∂t2
, (2.17)

∂σ21

∂x1

+
∂σ22

∂x2

+ ρf2 =ρ
∂2u2

∂t2
, (2.18)

u3(x1, x2, t) yer değiştirmesine karşılık gelen hareket, düzlem karşıtı veya düzlem dışı

hareket olarak bilinirken, u1 ve u2 yerdeğiştirmeleri düzlem gerinim deformasyonu

ile ilişkilendirilir. Bu çalışmada, (2.16) denkleminden başlayarak u3 yerine u kulla-

nacağımız düzlem dışı hareketi inceleyeceğiz. İlgili gerilim bileşenleri Hooke yasası

ile şu şekilde ifade edilir:

σ13 = µ
∂u

∂x1

, σ23 = µ
∂u

∂x2

. (2.19)

Bu nedenle, dış kuvvet olmadığında, u(x1, x2, t) için (skalar) dalga denklemi şöyledir:

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

=
1

c2
2

∂2u

∂t2
. (2.20)

Burada c2 =
√
µ/ρ, kayma dalga hızını(enine dalga hızını) temsil eder.
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x1 ekseni boyunca ilerleyen harmonik hareket varsayımı altında yerdeğiştirme

u(x1, x2, t) = U(x2)e(ikx1−ωt), (2.21)

şeklinde alınabilir. Burada k dalga sayısı ω dalga frekansını temsil etmektedir. (2.21)

ile verilen yerdeğiştirmeler (2.20) denkleminde yerine konulursa,

d2U

dx2
2

− α2U = 0, α2 = k2 − ω2

c2
2

, (2.22)

hiperbolik denklemi elde edilir. (2.22) ile verilen denkleme karşılık gelen iki grup

yayılım(titreşim) modu vardır; orta yüzeye göre simetrik ve anti-simetrik modlar.

Genel olarak (2.22) ile verilen adi diferansiyel denklemin çözümü şu şekildedir:

u = A sinh(αx2) +B cosh(αx2). (2.23)

Bu çalışmada da ele alacağımız gibi orta düzlemine göre simetrik 3 katmanlı bir yapı

ele alındığında, her bir katman için hareket denklemleri yine (2.22) ile ifade edilir:

d2Ui
dx2

2

− α2
iUi = 0, α2

i = k2 − ω2

c2
2i

, i = 1, 2, (2.24)

burada i = 1 iç katmanı, i = 2 dış katmanı temsil etmektedir. Bu katmanlı yapı-

larda bükülme durumunda anti-simetrik modları elde etmek için çözümleri şu şekilde

ararız:

u1 =A sinh (α1x2), (2.25)

u2 =B sinh (α2x2) + C cosh (α2x2). (2.26)

2.6. Asimptotik Yaklaşım

Pratik durumlarda ortaya çıkan diferansiyel ve integral denklemlerin çoğu için

kesin analitik çözümler bulunması zordur. Burada kesin analitik çözümle özellikleri

bilenen veya tablo halinde verilen fonksiyonlar cinsinden bir çözüm kastedilir. Bessel

fonksiyonları, trigonometrik fonksiyonlar, exponensiyel fonksiyon vb. gibi. Bununla

birlikte böyle bir çözüm var olsa bile analitik bakış açısından çok faydalı olmayabilir.
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Örneğin, Bessel fonksiyonlarının yavaş yakınsayan sonsuz serisini içeren bir çözüm,

çözümün problemin bazı parametrelerine bağımlılığıyla ilgileniyorsanız, analitik ola-

rak çok az kullanışlıdır.

Asimptotik analiz, bir fonksiyonun davranışının belirlenmesiyle ve parametrele-

rinden biri çok büyük veya çok küçük olduğu için türev ve integrasyon problemlerinin

yaklaşık analitik çözümünü elde etmekle ilgilenen önemli bir analiz dalıdır. Asimp-

totik analiz, örneğin akışkanlar mekaniği, fark denklemleri gibi alanlarda analitik

olarak çözülemeyen bazı problemlerin yaklaşık çözümlerinin elde edilmesinde geniş

kullanım alanı bulmuştur. Ayrıca, Watson Lemma, en dik iniş yöntemi(steepest des-

cent method) gibi metodlarda da asimptotik analiz yöntemlerinden faydalanılmıştır.

[48]

Tanım 1. f(z) ve g(z) fonksiyonları D bölgesi üzerinde tanımlı kompleks değerli ve

z → z0 iken D üzerinde limiti olan iki fonksiyon olsunlar.

0 < |z − z0| < δ iken |f | ≤ K|g|, (2.27)

olacak şekilde K ve δ pozitif sabiti varsa,

f(z) = O(g(z)), (2.28)

şeklinde gösterilir ve z → z0 iken f , g’nin "büyük O" mertebesindendir, denir.

z’ler z0’ın küçük bir δ komşuluğundayken herhangi pozitif bir ε > 0 için,

|f | ≤ ε|g|, (2.29)

eşitsizliği sağlanıyorsa,

f(z) = o(g(z)), (2.30)

ile gösterilir ve z → z0 iken f , g’nin "küçük o" mertebesindendir, denir.

Burada g(z) fonksiyonu z0’ın bir δ komşuluğunda sıfırdan farklı olacaktır. Bu

durumda z → z0 iken f(z) = o(g(z)) f/g → 0 olmasını, f(z) = O(g(z)) ise f/g’nin

sınırlı olmasını temsil eder. Eğer, limz→z0 f/g = 1 ise, f ve g fonksiyonları z → z0
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limiti altında asimptotik olarak eşittir denir ve aşağıdaki şekilde gösterilir:

lim
z→z0

f(z)

g(z)
= 1⇒ f(z) ∼ g(z), z → z0. (2.31)

Tanım 2. z → z0 iken ϕn+1(z) = o(ϕn(z)) ise D bölgesindeki her n ≥ 0 için

ϕn(z) fonksiyonlar dizisine asimptotik dizi denir. ϕn(z) asimptotik dizi ve an’ler

sabit olmak üzere, her N için

f(z) =
N∑
n=0

anϕn(z) + o(ϕn(z)), z → z0, (2.32)

ise

N∑
n=0

anϕn(z), (2.33)

f(z) fonksiyonunun asimptotik açılımı veya asimptotik yaklaşımı denir ve

f(z) ∼
∞∑
n=0

anϕn(z), z → z0,

şeklinde yazılabilir.

15



3. PROBLEMİN İFADESİ

❤✶ ✰ ❤✷

❤✶

①✶

①✷

❞�✁ ❦✂✄☎✂✆

✐✝ ❦✂✄☎✂✆

Şekil 3.1. Üç katmanlı elastik şerit

İç katmanının kalınlığı 2h1 ve dış katmanın kalınlığı h2 olan 3 katmanlı şeridin

düzlem dışı hareketi göz önüne alınsın, bknz.Fig.3.1. İç ve dış katmanların ikisinin

de izotropik olduğu ve geometrinin tamamının orta düzleme göre simetrik olduğu

düşünülsün. Bu problemde düzlem dışı hareket inceleneceğinden yer değiştirme vek-

törü u = (0, 0, u3) olarak ele alınsın. Kartezyen koordinatlar xn, n = 1, 2, 3, olmak

üzere hareket denklemleri gerilmeler cinsinden şu şekilde ifade edilebilir:

∂σ
(i)
13

∂x1

+
∂σ

(i)
23

∂x2

− ρi
∂2ui
∂t2

= 0, i = 1, 2, (3.1)

ve

σ
(i)
j3 = µj

∂uj
∂xj

, i, j = 1, 2, (3.2)

burada t zaman, uj düzlem dışı hareket, σij3 kayma gerilmeleri (shear stresses), µj

Lamé parametreleri ve ρj yoğunluktur. Burada ve burdan sonra i = 1 ve i = 2

sırasıyla iç(core) ve dış(skin) katmanları temsil eder. İç katmanlarda x2 = ∓h1

problemin süreklilik koşulları şu şekilde ifade edilebilir:

σ
(1)
23 = σ

(2)
23 ve u1 = u2. (3.3)
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Ayrıca dış katmanlarda sınır koşulları

σ
(2)
23 = 0, x2 = ∓(h1 + h2), (3.4)

olarak verilecektir. Stresler cinsinden ifade edilen (3.1) denklemi yerdeğiştirmeler

cinsinden dalga denklemi

∆uj −
1

c2
2j

∂2uj
∂t2

= 0, j = 1, 2, (3.5)

olarak ifade edilebilecektir. Burada c2j =
√
µj/ρj’dir ve kayma dalga hızını temsil

eder.

3.1. Dispersiyon Denklemi

Bu bölümde 3 katmanlı elastik yapının düzlem dışı ve anti simetrik hareketi

göz önüne alınarak yayılım ilişkisi olarak adlandırılan dispersiyon denklemi elde

edilecektir. Öncelikle bu çalışmada x1 ekseni boyunca ilerleyen dalga çözümleri

uj(x1, x2, t) =Uj(x2)e(ikx1−ωt), j = 1, 2, (3.6)

formunda alınarak çözüme başlanmıştır. Burada k dalga sayısı ω dalga frekansı-

dır. Çalışmada ilk olarak (3.6) ile verilen yerdeğiştirmeler (3.5) denkleminde yerine

konularak problemin hareket denklemleri yerdeğiştirmeler cinsinden

d2Uj
dx2

2

− α̂j2Uj =0, α̂j
2 = k2 − ω2

c2
2j

, j = 1, 2, (3.7)

diferansiyel denklemleri olarak elde edilir. Burada ve bundan sonraki denklemlerde

e(ikx1−ωt) terimi ihmal edilecektir. Bu adi diferansiyel denklemlerin çözümleri antisi-

metrik hareket göz önüne alınarak şu şekilde yazılır:

u1 =A sinh(α̂1x2), (3.8)

u2 =B cosh(α̂2x2) + C sinh(α̂2x2). (3.9)
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Bir sonraki aşama olarak işlemlerde kolaylık ve sadelik sağlamak amacıyla bo-

yutşuzlaştırma parametreleri;

Ω =
ωh1

c21

, K = kh1, (3.10)

α1 = α̂1h1 =

√
k2h2

1 −
ω2h2

1

c2
21

=
√
K2 − Ω2, (3.11)

α2 = α̂2h1 =

√
k2h2

1 −
ω2h2

1

c2
21

c2
21

c2
22

=

√
K2 − µ

ρ
Ω2, (3.12)

problem parametreleri;

h =
h2

h1

, µ =
µ1

µ2

, ρ =
ρ1

ρ2

, (3.13)

ve boyutsuz koordinatlar;

ξ21 =
x2

h1

, 0 ≤ x2 ≤ h1, (3.14)

ξ22 =
x2 − h1

h2

, h1 ≤ x2 ≤ h1 + h2, (3.15)

şeklinde alınarak, (3.8) ve (3.9) ile verilen yerdeğiştirmeler boyutsuz olarak

u1 =A sinh(α̂1x2) = A sinh

(
α̂1h1

x2

h1

)
= A sinh(α1ξ21), (3.16)

ve

u2 =B cosh(α̂2x2) + C sinh(α̂2x2),

u2 =B cosh(α̂2(h1 + h2ξ22)) + C sinh(α̂2(h1 + h2ξ22)),

u2 =B cosh

(
α̂2h1

(h1 + h2ξ22)

h1

)
+ C sinh

(
α̂2h1

(h1 + h2ξ22)

h1

)
,

u2 =B cosh (α2(1 + hξ22)) + C sinh (α2(1 + hξ22)) , (3.17)
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şeklinde ifade edilir. Daha sonra bu çözümlere problem için önerilen (3.3) süreklilik

koşulları kullanıldığında

σ1
23

∣∣
ξ21=1

= σ2
23

∣∣
ξ22=0

⇒ µAα1 cosh(α1)−Bα2 sinh(α2)− Cα2 cosh(α2) = 0, (3.18)

u1

∣∣
ξ21=1

= u2

∣∣
ξ22=0

⇒ A sinh(α1)−B cosh(α2)− C sinh(α2) = 0, (3.19)

denklemleri ve (3.4) sınır koşulu uygulandığında aşağıdaki denklem bulunur:

σ2
23

∣∣
ξ22=1

= 0⇒ Bα2 sinh(α2(1 + h)) + Cα2 cosh(α2(1 + h)) = 0. (3.20)

Sonuç olarak (3.18)-(3.20) denklem sisteminin 3×3 ’lük katsayılar matrisi şu şekilde

ifade edilir:


µα1 cosh(α1) −α2 sinh(α2) −α2 cosh(α2)

sinh(α1) − cosh(α2) − sinh(α2)

0 α2 sinh(α2(1 + h)) α2 cosh(α2(1 + h))

 . (3.21)

Katsayılar matrisi ile ifade edilen denklem sisteminin aşikâr çözüm dışında çö-

zümlerinin olabilmesi için (3.21) matrisinin determinantının sıfıra eşit olması gerek-

mektedir:

µα1 cosh(α1) cosh(α2h) + α2 sinh(α1) sinh(α2h) = 0. (3.22)

(3.16) ve (3.17) denklemlerinde bulunan bilinmeyen katsayıları belirlemek için aşa-

ğıdaki işlemler uygulanır:

Öncelikle, A = h1/α1 olsun. O halde (3.20) denkleminden

C = −B tanh(α2(1 + h)), (3.23)
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elde edilir. C ve B katsayıları arasındaki bu ilişki, (3.18) denkleminde kullanılarak

B katsayısı,

B =
sinh(α1)

cosh(α2)− sinh(α2) tanh(α2(1 + h))
, (3.24)

olarak elde edilir. Son adımda bulunan bu katsayılar (3.19) denkleminde yerlerine

konulduğunda (3.22) ilişkisi elde edilir. Hesaplanan bu katsayılarla boyutsuz yer

değiştirmeler

u1 =
h1

α1

sinh(α1ξ21), (3.25)

u2 =h1β(cosh(α2(ξ22h+ 1))− tanh(α2(h+ 1))sinh(α2(ξ22h+ 1))), (3.26)

şeklinde ifade edilir. Burada

β =
sinh(α1)

α1(cosh(α2))− sinh(α2) tanh(α2(hξ22 + 1))
.

3.2. Frekans Denklemi ve Polinomsal Dispersiyon Denklemi

İlk olarak (3.22) denkleminde dalga sayısı K = 0 alınarak frekans denklemi

aşağıdaki şekilde elde edilir:

µα1 + α2 tanh(α1) tanh(α2h) = 0,

µ
√
−Ω2 +

√
−µΩ2/ρ tanh(

√
−Ω2) tanh(

√
−µΩ2/ρh) = 0,

−iµΩ + iΩ

√
µ

ρ
tanh(iΩ) tanh

(
ihΩ

√
µ

ρ

)
= 0,

tan(Ω) tan

(
hΩ

√
µ

ρ

)
=
√
µρ. (3.27)

(3.27) denklemi incelendiğinde, tanjant fonksiyonlarının seri açılımlarında ilk terim-

lerini ele alırsak, düşük frekans bölgesi aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Ω

(
1 + h

√
µ

ρ

)
� 1, (3.28)
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bu bölge üzerinde tek kesme frekansı,

Ω2h

√
µ

ρ
=
√
µρ, (3.29)

eşitliğinden

Ω ≈
√
ρ

h
� 1, (3.30)

olarak belirlenebilir. Bu düşük kesme frekansıyla birlikte dış ve iç katmanların mal-

zeme parametrelerindeki kontrastlık göz önüne alınarak problem parametreleri ara-

sındaki ilişki şu şekilde verilebilir :

ρ� h� µ−1. (3.31)

Yukarıda da bahsedildiği gibi (3.27) denkleminde tanjant fonksiyonlarının seri açı-

lımlarında başçıl terimler dikkate alındığında Ω � 1 ve hΩ
√
µ/ρ � 1 olmalıdır.

Burada Ω� 1 kısmına bakarsak, (3.30) denkleminden ρ� h kolayca gözlemlenebi-

lir. Şimdi, hΩ
√
µ/ρ� 1 kısmı incelenirse,

hΩ

√
µ

ρ
� 1⇒ h

√
ρ

h

√
µ

ρ
� 1⇒

√
µh� 1, (3.32)

elde edilir.

(3.30) denkleminde kesme frekansı için elde edilen yaklaşım, [31] makalesindeki

elastik düzlem problemleri için elde edilen en düşük kayma kesme frekansı ile uyuşur.

Çalışılan bu düzlem dışı problemde (3.31) ile verilen kontrast varsayım altında kesme

frekansının ilk olarak (3.30) değerinde ortaya çıktığı sıfırda kesme frekansı olmadığı

gözlemlenebilir.

Bu problemde düşük frekans uzun dalga aralığında hareketler inceleneceğinden

uzun dalga aralığı şu şekilde verilebilir:

K(1 + h)� 1. (3.33)
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Bu amaçla, (3.22) içindeki tüm trigonometrik fonksiyonların Taylor seri açılımların-

daki ilk iki terim kullanıldığında aşağıdaki polinomsal dağılım ilişkisini elde etmek

mümkündür:

µ

(
1+

α2
1

2!
+O(α4

1)

)(
1 +

α2
2h

2

2!
+O(α4

2)

)
+

(
1 +

α2
1

3!
+O(α4

1)

)(
α2

2h+
α4

2

3!
+O(α6

1)

)
= 0,

(3.34)

α1 ve α2 için (3.11), (3.12) ile verilen eşitlikler yerine konulduğunda,

µ

(
1+

K2 − Ω2

2

)(
1 +

(K2 − µΩ2/ρ)h2

2

)
+

(
1 +

K2 − Ω2

6

)
×(

(K2ρ− µΩ2)h

ρ
+

(K2ρ− µΩ2)2

6ρ2

)
= 0, (3.35)

elde edilir. Buradan da (3.35) denklemi için

µ+ γ1K
2 + γ2K

4 + γ3K
2Ω2 + γ4Ω2 + γ5Ω4 + · · · = 0. (3.36)

eşitliğinin geçerli olduğu görülür.

Yukaridaki (3.36) denkleminde yer alan katsayılar problem parametreleri cinsin-

den şu şekilde ifade edilir:

γ1 =
µ

2

(
1 + h2

)
+ h,

γ2 =
µ

24

(
1 + 6h2 + h4

)
+
h

6
(1 + h2),

γ3 = − µ

12
(1 + 3h2)− h

6
− µh

12ρ
(2 + 3µh)− µh3

12ρ
(4 + µh) , (3.37)

γ4 = −µ
2
− µh

ρ

(
1 +

µh

2

)
,

γ5 =
µ

24
+
µh

12ρ
(2 + 3µh) +

µ2h3

24ρ2
(4 + µh).
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Şekil 3.2. Üç katmanlı yapı için kontrast olmayan durumda dispersiyon denklemi,
µ = 0.232, ρ = 3.0, ve h = 1.0.
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Şekil 3.3. Üç katmanlı yapı için kontrast durumda dispersiyon denklemi, µ = 0.014, ρ = 0.03, ve
h = 1.0.

Ayrıca (3.22) ile verilen dispersiyon denklemi için problem parametreleri ara-

sındaki kontrast ve kontrast olmayan durumlar için grafikler şu şekildedir: Kontrast

olmayan durumda problem parametreleri, µ = 0.232, ρ = 3.0, ve h = 1.0 olmak üzere

Şekil 3.2 ile verilmiştir. Kontrast durumda ise parametreler µ = 0.014, ρ = 0.03, ve

h = 1.0 olmak üzere Şekil 3.3 ile verilmiştir. Şekil 3.3’e bakıldığında, en düşük kesme

frekansının Ω = 0.17 olduğu gözlemlenebilir ve (3.30) ile ifade edilen kesme frekansı

da aynı değeri verir. Şekil 3.2’e bakıldığında kontrast olmayan durumda düşük fre-

kans bölgesinde kesme frekansı görülmemektedir.

Bu çalışmaya problem parametreleri arasında sırasıyla aşağıda verilen iki kont-
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rast durum alınarak devam edilecektir:

(a) µ� 1, h ∼ 1, ρ ∼ µ, (3.38)

ve

(b) µ� 1, h ∼ µ, ρ ∼ µ2. (3.39)

Bunlardan ilki sert, ince iç katmanlara sahip tabakaya ikincisi ise yaygın olarak

sandviç tip olarak bilinen dış katmanları yumuşak, iç katmanları ince ve sert olan

yapıya karşılık gelir. Burada problem parametreleri arasındaki kontrast durumun

düşük frekansta ve anti-simetrik hareket altındaki etkileri incelenecektir. Açıkça gö-

rülebilir ki problem parametreleri arasındaki kontrast durum olmadığında (3.22) ile

verilen yayılım ilişkisi sadece yüksek frekans modunda geçerli olur.

4. KISALTILMIŞ POLİNOMSAL YAYILIM İLİŞKİSİ

4.1. Durum a : µ� 1, h ∼ 1, ρ ∼ µ

(3.38) denkleminde verilen ilk durum için (3.37) denkleminde verilen polinomsal

katsayıların mertebeleri incelendiğinde,

γ1 =
µ

2

(
1 + h2

)
+ h ∼ O(µ) +O(1),

γ2 =
µ

24

(
1 + 6h2 + h4

)
+
h

6
(1 + h2) ∼ O(µ) +O(1),

γ3 = − µ

12
(1 + 3h2)− h

6
− µh

12ρ
(2 + 3µh)− µh3

12ρ
(4 + µh) ∼ O(µ) +O(1), (4.1)

γ4 = −µ
2
− µh

ρ

(
1 +

µh

2

)
∼ O(µ) +O(1),

γ5 =
µ

24
+
µh

12ρ
(2 + 3µh) +

µ2h3

24ρ2
(4 + µh) ∼ O(µ) +O(1)

olduğu görülür. (4.1) denkleminde görülüyor ki (3.38) durumunda γi katsayılarının

baskın terimleri O(1) mertebesinden olan terimlerdir:

γ1 ∼ γ2 ∼ γ3 ∼ γ4 ∼ γ5 ∼ 1. (4.2)
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O halde buradaki γi katsayıları şu şekilde ele alınabilir:

γ1 = h,

γ2 =
h(1 + h2)

6
,

γ3 = − h

6ρµ

(
ρµ + 1 + 2h2

)
, (4.3)

γ4 = − h

ρµ
,

γ5 =
h

6ρµ

(
1 +

h2

ρµ

)
,

burada ρµ = ρ/µ ∼ 1. (3.36) denkleminde verilen katsayıların yukarıda (4.3) ile

verilen başçıl terimleri dikkate alınarak bu durum için yayılım ilişkisi şu şekilde

ifade edilebilir:

µ+hK2+
h(1 + h2)

6
K4−h (ρµ + 1 + 2h2)

6ρµ
K2Ω2− h

ρµ
Ω2 +

h

6ρµ

(
1 +

h2

ρµ

)
Ω4+ · · · = 0.

(4.4)

Bu çalışmada katmanlı yapının, uzun dalga-düşük frekans bölgesindeki hareket-

lerini incelediğimiz için Ω � 1 ve K � 1 olarak varsayıyoruz. Bu durumda eğer

Ω2 � 1 ise O(Ω4) � O(Ω2) olacağından, (4.4) denkleminde mertebesi O(Ω4) ve

daha büyük olan terimleri ihmal edebiliriz. Benzer bir yaklaşım dalga sayısı K için

de düşünülebilir. K � 1 olduğundan mertebesi O(K4) ve daha büyük olan terimleri

(4.4) denkleminde ihmal edebiliriz. Sonuç olarak bu durum için kısaltılmış polinom-

sal dispersiyon (yayılım) denklemi aşağıdaki gibi yazılır:

µ

h
+K2 − 1

ρµ
Ω2 = 0. (4.5)

Ayrıca, (4.5) denkleminde K = 0 alınarak kısaltılmış yayılım ilişkisi üzerinden

frekans denklemi ifade edilebilir. Buradan Ω =
√
ρ/h elde edilir. Bu da (3.27) denk-

leminden elde edilen kesme frekansının (3.30) ile örtüştüğünü gösterir.

Şimdi, (4.5) denklemindeki boyutsuz frekans ve dalga sayısını şu şekilde ölçek-
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lendirelim:

Ω = µαΩ2
∗ ve K = µαK2

∗ , (4.6)

burada Ω2
∗ ∼ K2

∗ ∼ 1 ve 0 < α ≤ 1 dir. α için verilen bu aralık yukarıda (3.28) ve

(3.33) ile verilen düşük frekans-uzun dalga bölgesini kapsar. (4.6) denklemini (4.5)

eşitliğinde yerine koyarsak :

µ

h
+ µαK2

∗ −
µα

ρ
Ω2
∗ = 0, (4.7)

ρ

µα

(
1

h
+ µα−1K2

∗

)
= Ω2

∗, (4.8)

ρµ

(
µ1−α

h
+K2

∗

)
= Ω2

∗, (4.9)

elde edilir. Böylece (4.5) ile verilen yayılım ilişkisi Ω∗ ve K∗ cinsinden ifade edilir.

α < 1 durumunda, µ1−α/h terimi mertebe olarak çok küçük (�) 1 olduğu için

yaklaşık olarak Ω∗ ∼
√
ρµK∗ veya ω ∼ c22k olduğu görülebilir. Bu da sert dış

tabakalara sahip katmanlı yapılarda kısa dalgalar için alt sınıra karşılık gelir.
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Şekil 4.1. En küçük yayılım dalı(3.22) (kırmızı aralıksız çizgi) ve kısaltılmış yayılım ilişkisi (4.5)
(siyah kesikli çizgi).µ = 0.014, ρ = 0.03, ve h = 1.0.
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Şekil(4.1)’de problem parameterleri arasındaki ilişki alt bölüm 4.1de verildiği gibi

alınarak, kısaltılmış yayılım denklemi (4.5) ve orjinal yayılım ilişkisi (3.22) kullanı-

larak dağılım eğrileri verilmiştir. Geniş frekans bölgesinde iyi bir uyum sergiledikleri

gözlemlenmiştir.

4.2. Durum b: µ� 1, h ∼ µ, ρ ∼ µ2

Problem parametreleri arasında (3.39) denleminde verilen durumu göz önüne ala-

lım ve (3.37) denkleminde verilen polinomsal katsayıların mertebelerini inceleyelim:

γ1 =
µ

2

(
1 + h2

)
+ h ∼ O(µ) +O(µ3),

γ2 =
µ

24

(
1 + 6h2 + h4

)
+
h

6
(1 + h2) ∼ O(µ) +O(µ3) +O(µ5),

γ3 = − µ

12
(1 + 3h2)− h

6
− µh

12ρ
(2 + 3µh)− µh3

12ρ
(4 + µh)

∼ O(1) +O(µ) +O(µ2) +O(µ3) +O(µ4),

γ4 = −µ
2
− µh

ρ

(
1 +

µh

2

)
∼ O(1) +O(µ) +O(µ2),

γ5 =
µ

24
+
µh

12ρ
(2 + 3µh) +

µ2h3

24ρ2
(4 + µh) ∼ O(1) +O(µ) +O(µ2) +O(µ3), (4.10)

(4.10) denkleminden görülüyor ki (3.39) durumunda γi katsayılarının baskın mer-

tebeleri

γ1 ∼ γ2 ∼ µ ve γ3 ∼ γ4 ∼ γ5 ∼ 1, (4.11)

olarak alınabilir. Burada γ4 için mertebesi 1 ve µ olan terimleri tutmamız gerekir.

O halde buradaki γi katsayıları,

γ1 = µ

(
1

2
+ hµ

)
,

γ2 =
µ

6

(
1

4
+ hµ

)
,

γ3 = − hµ
6ρµ

, (4.12)

γ4 = − hµ
ρµ
− µ

2
,

γ5 =
hµ
6ρµ

,
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şeklindedir. Burada ρµ = ρ/µ2 ∼ 1 ve hµ = h/µ ∼ 1 ’dir. Baskın terimlerden oluşan

(4.12)’deki katsayılar kullanılarak bu durum için kısaltılmış polinomsal dispersiyon

(yayılım) denklemi

µ+ µ

(
1

2
+ hµ

)
K2 − hµ

6ρµ
K2Ω2 −

(
µ

2
+
hµ
ρµ

)
Ω2 +

hµ
6ρµ

Ω4 = 0, (4.13)

olarak yazılır. (3.39) durumunda boyutsuz dalga sayısı K ve frekans Ω’yı normalleş-

tirmek için (4.13) denkleminde K = 0 alalım ve Ω � 1 bölgesi üzerinde O(Ω4) �

O(Ω2) olduğundan Ω4 ’lü terimi de ihmal ederek,

µ−
(
µ

2
+
hµ
ρµ

)
Ω2 = 0, (4.14)

denklemini ele alalım. Yani,

µ+ γ4Ω2 = 0⇒ Ω =

√
−µ
γ4

=

√
−2µρ

−µ(h+ 1)
=

√
2ρ

h+ 1
∼ √µ. (4.15)

O halde (4.15) denkleminden

Ω2 = µΩ2
∗, Ω∗ ∼ 1, (4.16)

elde edilir. Şimdi boyutsuz dalga sayısı K için (4.16) eşitliği ve (4.11) ile verilen

γi’lerin mertebeleri kullanarak (4.13) denkleminde yerine koyulursa

µ+ µK2 −K2µΩ2
∗ − (1 + µ)µΩ2

∗ + µ2Ω4
∗ = 0, (4.17)

1 +K2 −K2Ω2
∗ − (1 + µ)Ω2

∗ + µΩ4
∗ = 0, (4.18)

eşitliği elde edilir.

Ω∗ ∼ 1 olduğundan elimizdeki denklem mertebesi 1 ve µ olan terimleri içerir

diyebiliriz. Bu durumda O(K2) ∼ 1, µ veya µ2 olabilir. Çalıştığımız bölge K � 1

olduğundan O(K) 6= 1 ve O(K) = µ2 durumunda mertebe olarak diğer terimler-

den küçük kalacağı için ihmal edilebilir terim olacağından yayılım ilişkisinde dalga

sayısına bağlı bir terim olmazdı veya mertebesi µ2 olan diğer terimleri de inceleyip

denkleme eklememiz gerekirdi. Elimizde bulunan denklemle uyumlu olacak şekilde
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kısaltılmış polinomsal bir denklem elde etmeye çalıştığımız için bu kısmı gerekli

olmadığı sürece tercih etmiyoruz. O halde O(K) ∼ µ olmalıdır;

K2 = µK2
∗ , K∗ ∼ 1. (4.19)

(4.16) ve (4.19) denklemleri kullanılarak dispersiyon denklemi (4.13) normalleş-

tirilmiş dalga sayısı ve frekans cinsinden aşağıdaki formda yazılır:

µ+ µ2

(
1

2
+ hµ

)
K2
∗ − µ2 hµ

6ρµ
K2
∗Ω

2
∗ − µ

(
µ

2
+
hµ
ρµ

)
Ω2
∗ + µ2 hµ

6ρµ
Ω4
∗ = 0. (4.20)

(4.13) denklemi bize Ω� 1 bölgesinde kısaltılmış polinomsal yayılım ilişkisini ve-

rir. Kesme frekansı civarında polinomsal bir yayılım elde etmek için (4.16) denklemi

ile verilen frekansı asimptotik olarak şöyle yazabiliriz:

Ω2
∗ = Ω2

0 + µΩ2
1 + · · · . (4.21)

(4.21) denklemini (4.20) de yerine koyarsak :

µ+ µ2

(
1

2
+ hµ

)
K2
∗ − µ2 hµ

6ρµ
K2
∗(Ω

2
0 + µΩ2

1 + · · · )− µ
(
µ

2
+
hµ
ρµ

)
(Ω2

0 + µΩ2
1 + · · · )

+ µ2 hµ
6ρµ

(Ω2
0 + µΩ2

1 + · · · )2 = 0, (4.22)

1 + µ

(
1

2
+ hµ

)
K2
∗ − µ

hµ
6ρµ

K2
∗(Ω

2
0 + µΩ2

1 + · · · )−
(
µ

2
+
hµ
ρµ

)
(Ω2

0 + µΩ2
1 + · · · )

+ µ
hµ
6ρµ

(Ω2
0 + µΩ2

1 + · · · )2 = 0, (4.23)

elde ederiz. Burada küçük problem paremetresi olan µ’nün mertebeleri incelenirse,

başçıl mertebede,

µ0 :1− hµ
ρµ

Ω2
0 = 0 ⇒ Ω2

0 =
hµ
ρµ
, (4.24)
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eşitliği gözlemlenebilirken, bir mertebesinde O(1),

µ1 :

(
1

2
+ hµ

)
K2
∗ −

hµ
6ρµ

K2
∗Ω

2
0 −

1

2
Ω2

0 −
hµ
ρµ

Ω2
1 +

hµ
6ρµ

Ω4
0 = 0,

Ω2
1 =

ρµ
hµ

(
1

3
+ hµ

)
K2
∗ −

1

3

ρ2
µ

h2
µ

, (4.25)

eşitliğini elde ederiz. Ayrıca, (4.21) denkleminden,

Ω2
1 =

1

µ
(Ω2
∗ − Ω2

0),

Ω2
1 =

1

µ

(
Ω2

µ
− ρµ
hµ

)
, (4.26)

yazılabilir. O halde (4.25) ve (4.26) eşitliğinden elde edilen

1

µ

(
Ω2

µ
− ρµ
hµ

)
=
ρµ
hµ

(
1

3
+ hµ

)
K2
∗ −

1

3

ρ2
µ

h2
µ

, (4.27)

denklemi düzenlenirse optimal kısaltılmış yayılım ilişkisi aşağıdaki şekilde elde edilir:

(
hµ +

1

3

)
K2 − 1

µ

hµ
ρµ

Ω2 +

(
1− µρµ

3hµ

)
= 0. (4.28)
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Şekil 4.2. En küçük yayılım dalı (3.22) (kırmızı aralıksız çizgi ) ve kısaltılmış yayılım ilişkisi (4.28)
(siyah kesikli çizgi).

Önceki durumun aksine Şekil(4.1), Şekil (4.2) ’da görüldüğü gibi, bu durumdaki

optimal kısaltılmış yayılım ilişkisi (4.28) ile orjinal yayılım ilişkisi (3.22) arasındaki

uyum yalnızca kesme frekansının dar bir komşuluğunda geçerlidir.

5. YERDEĞİŞTİRME VE STRESLER İÇİN ASİMPTOTİK YAKLA-

ŞIM

Öncelikle, iç katman ve dış katmanlar için sırasıyla (3.25) ve (3.26) eşitlikleri ile

verilen yerdeğiştirmeler kullanılarak stres bileşenleri aşağıdaki şekilde ifade edilir:

σ
(1)
13 = iµ1K

sinh(α1ξ21)

α1

, (5.1)

σ
(1)
23 = µ1 cosh(α1ξ21), (5.2)

ve

σ
(2)
13 = iµ2Kβ (cosh [α2(hξ22 + 1)]− tanh [α2(h+ 1)] sinh [α2(hξ22 + 1)]) , (5.3)

σ
(2)
23 = µ2α2β (sinh [α2(hξ22 + 1)]− tanh [α2(h+ 1)] cosh [α2(hξ22 + 1)]) . (5.4)
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K2 = µK2
∗ ve Ω2 = µΩ2

∗ eşitliklerini (5.1) - (5.4) denklemlerinde yerine koyarsak,

incelenen ilk durum (3.38) için trigonometrik fonksiyonların seri açılımlarındaki ilk

terimler göz önüne alınarak, yerdeğiştirmeler ve streslerin başçıl terimleri şu şekilde

verilir:

u1 ' h1ξ21, (5.5)

σ
(1)
13 ' iµ1

√
µK∗ξ21, (5.6)

σ
(1)
23 ' µ1, (5.7)

ve α2 =
√
µK2

∗ − ρµµΩ2
∗ ∼ O(µ) , ρµ = ρ/µ, olacağından

u2 '
h1

1− α2
2(h+ 1)

(1− α2
2(h+ 1)(ξ22h+ 1)) ' h1, (5.8)

σ
(2)
13 ' iµ2

√
µK∗, (5.9)

σ
(2)
23 '

µ2α2

1− α2
2(h+ 1)

(α2(hξ22 + 1)− α2(h+ 1)) ,

' µ2α
2
2h

1− α2
2(h+ 1)

(ξ22 − 1) ,

' hµ2µ

(
K2
∗ −

Ω2
∗

ρµ

)
(ξ22 − 1) ,

' µ1h

(
K2
∗ −

Ω2
∗

ρµ

)
(ξ22 − 1) . (5.10)

Benzer şekilde (3.39) durumu için (5.5)-(5.9) formülleri geçerlidir. Bu durumda

α2 =

√
µK2

∗ −
1

ρµ
Ω2
∗, ρµ =

ρ

µ2
,

α2
2 '−

1

ρµ
Ω2
∗, (5.11)
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olduğu göz önüne alınarak dış katmanlar için stress aşağıdaki gibidir,

σ
(2)
23 '

µ2α
2
2h

1− α2
2(h+ 1)

(ξ22 − 1) ,

'

µ2h

ρµ
Ω2
∗

1 + (h+ 1)
Ω2
∗

ρµ

(1− ξ22),

' µ2h

ρµ
Ω2
∗

(
1− (h+ 1)

Ω2
∗

ρµ

)
(1− ξ22),

' µ1
hµΩ2

∗
ρµ

(1− ξ22) . (5.12)

Sonuç olarak, her iki durum için de şu gözlem yapılabilir:

ui
h1

∼ σi23

µ1

∼ σi13

µi
√
µ
, i = 1, 2. (5.13)

Parametreler arasında alınan ilk kurulum (3.38) için normalleştirilmiş yerdeğiş-

tirmeler ve σ23 stresinin ξ2 boyunca değişimi sırasıyla Şekil 5.1 ve 5.2 grafiklerinde

verilmiştir. Bu grafiklerde ξ2 = ξ21, u = u1/h1, ve σ23 = σ
(1)
23 /µ1, (0 < ξ2 ≤ 1) veya

ξ2 = 1 + ξ22, u = u2/h1, ve σ23 = σ
(2)
23 /µ1, (1 < ξ2 ≤ 2) şekilinde alınmıştır, bknz.

(3.14). Nümerik sonuçlar, yerdeğiştirmeler için asimptotik formüller (5.5), (5.8) ve

tam çözümler (3.25), (3.26); stresler için asimptotik formüller (5.7), (5.10) ve tam

çözümler (5.2), (5.4) ve bunların birbirleriyle karşılaştırılmasından elde edilmiştir.

Kalınlık oranını ifade eden h parametresinin mertebesi de dahil olmak üzere, ince-

lenen iki durum (3.38) ve (3.39) arasındaki büyük mertebe farkına rağmen, ikinci

durum (3.39) için benzer grafikler ξ2 ölçekli koordinatta çizildiğinde Şekil 5.1 ve

5.2’in hemen hemen aynı forma sahip olduğu gözlemlenebilir.
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Şekil 5.1. (3.25) ve (3.26) kullanılarak hesaplanan normalleştirilmiş yerdeğiştirme u (kırmızı-
aralıksız çizgi) ve (5.5) ve (5.8) kullanılarak elde edilen asimptotik yerdeğiştirme (siyah
kesikli çizgi)

.
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Şekil 5.2. (5.2) ve (5.4) kullanılarak hesaplanan normalleştirilmiş stres σ23 (kırmızı aralıksız çizgi)
ve (5.7) ve (5.10) kullanılarak yazılan asimptotik stress (siyah kesikli çizgi)
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6. HAREKET DENKLEMLERİNE UZUNDALGA-DÜŞÜK FREKANS

İLE YAKLAŞIM

Bu bölümde hareket denklemlerinden yola çıkılarak düşük frekans-uzun dalga

bölgesinde ilk durum (3.38) için 1 boyutta hareket denklemi ifade edilip yayılım

denklemi ile ilişkisi verilecektir. Bunun için öncelikle boyuna koordinat (x1) ve za-

manı (t) ölçeklendirelim:

x1 =
h1√
µ
ξ1, t =

h1

c21
√
µ
τ, (6.1)

ve x2 koordinatı için (3.14) verilen ölçeklendirme kullanılacaktır. Burada (5.5) -

(5.10) ile verilen yerdeğiştirme ve stresler (5.13) gözlemi dikkate alınarak normalleş-

tirilirse,

ui = h1v
(i), i = 1, 2. (6.2)

σ
(i)
13 =µi

∂ui
∂x1

= µi
∂ui
∂ξ1

∂ξ1

∂x1

= µi

√
µ

h1

h1
∂v(i)

∂ξ1

= µi
√
µ
∂v(i)

∂ξ1

,

σ
(i)
13 =µi

√
µS

(i)
13 , S

(i)
13 =

∂v(i)

∂ξ1

, i = 1, 2, (6.3)

σ
(1)
23 =µ1

∂u1

∂x2

= µ1
∂u1

∂ξ21

∂ξ21

∂x2

=
µ1

h1

h1
∂v(1)

∂ξ21

= µ1
∂v(1)

∂ξ21

,

σ
(1)
23 =µ1S

(1)
23 , S

(1)
23 =

∂v(1)

∂ξ21

, (6.4)

σ
(2)
23 =µ2

∂u2

∂x2

= µ2
∂u2

∂ξ22

∂ξ22

∂x2

= µ2
h1

h2

∂v(2)

∂ξ22

=
µ2

h

∂v(2)

∂ξ22

,

σ
(2)
23 =µ1S

(2)
23 , µhS

(2)
23 =

∂v(2)

∂ξ22

, (6.5)

elde edilir. Burada bütün boyutsuz parametreler S(i)
13 , S

(i)
23 , v

(i), O(1) mertebesinde

alınacaktır.

İlk bölümde (3), hareket denklemleri stresler cinsinden (3.1) denklemiyle ve-
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rilmişti. Şimdi, boyutsuz hareket denklemlerini elde etmek için öncelikle (3.14) ve

(6.1)-(6.5) eşitlikleri (3.1) hareket denklemlerinde yerine konularak sırasıyla iç kat-

man ve dış katmanlar için,

µ1µ

h1

∂S
(1)
13

∂ξ1

+
µ1

h1

∂S
(1)
23

∂ξ21

− ρ1
c2

21µ

h1

∂2v1

∂τ 2
= 0,

µ
∂S

(1)
13

∂ξ1

+
∂S

(1)
23

∂ξ21

− µ∂
2v1

∂τ 2
= 0, (6.6)

µ
µ2

h1

∂S
(2)
13

∂ξ1

+
µ1

h2

∂S
(2)
23

∂ξ22

− ρ2
c2

22µ

h1

∂2v2

∂τ 2
= 0,

∂S
(2)
13

∂ξ1

+
1

h

∂S
(2)
23

∂ξ22

− µ

ρ

∂2v2

∂τ 2
= 0. (6.7)

denklemleri elde edilir.

Bu durumda süreklilik koşulları (3.3) ve sınır koşulu (3.4) aşağıdaki şekilde verilir:

v(1)
∣∣
ξ21=1

=v(2)
∣∣
ξ22=0

,

S
(1)
23

∣∣
ξ21=1

=S
(2)
23

∣∣
ξ22=0

, (6.8)

ve

S
(2)
23

∣∣
ξ22=1

= 0. (6.9)

Yer değiştirmeleri ve stresleri asimptotik olarak aşağıdaki şekilde ifade edelim:

v(i) =v
(i)
0 + µv

(i)
1 + · · · , (6.10)

S
(i)
j3 =S

(i)
j3,0 + µS

(i)
j3,1 + · · · , i = 1, 2 ve j = 1, 2.
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(6.10) açılımları (6.3)-(6.9) formüllerinde yerine konulduğunda aşağıda verilen denk-

lemler elde edilir.

(6.3)(1) : S
(1)
13,0 + µS

(1)
13,1 =

∂v
(1)
0

∂ξ1

+ µ
∂v

(1)
1

∂ξ1

,

µ0 : S
(1)
13,0 =

∂v
(1)
0

∂ξ1

, (6.11)

µ : S
(1)
13,1 =

∂v
(1)
1

∂ξ1

, (6.12)

(6.3)(2) : S
(2)
13,0 + µS

(2)
13,1 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

+ µ
∂v2

1

∂ξ1

,

µ0 : S
(2)
13,0 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

, (6.13)

µ : S
(2)
13,1 =

∂v
(2)
1

∂ξ1

, (6.14)

(6.4) : S
(1)
23,0 + µS

(1)
23,1 =

∂v
(1)
0

∂ξ21

+ µ
∂v

(1)
1

∂ξ21

,

µ0 : S
(1)
23,0 =

∂v
(1)
0

∂ξ21

, (6.15)

µ : S
(1)
23,1 =

∂v
(1)
1

∂ξ21

, (6.16)

(6.5) : µh
(
S

(2)
23,0 + µS

(2)
23,1

)
=
∂v

(2)
0

∂ξ22

+ µ
∂v

(2)
1

∂ξ22

,

µ0 :
∂v

(2)
0

∂ξ22

=0, (6.17)

µ : hS
(2)
23,0 =

∂v
(2)
1

∂ξ22

, (6.18)
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(6.6) : µ

(
∂S

(1)
13,0

∂ξ1

+ µ
∂S

(1)
13,1

∂ξ1

)
+

(
∂S

(1)
23,0

∂ξ21

+ µ
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

)
− µ

(
∂2v

(1)
0

∂τ 2
+ µ

∂2v
(1)
1

∂τ 2

)
= 0,

µ0 :
∂S

(1)
23,0

∂ξ21

= 0, (6.19)

µ :
∂S

(1)
13,0

∂ξ1

+
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

− ∂2v
(1)
0

∂τ 2
= 0, (6.20)

(6.7) :

(
∂S

(2)
13,0

∂ξ1

+ µ
∂S

(2)
13,1

∂ξ1

)
+

1

h

(
∂S

(2)
23,0

∂ξ22

+ µ
∂S

(2)
23,1

∂ξ22

)
− µ

ρ

(
∂2v

(2)
0

∂τ 2
+
∂2v

(2)
1

∂τ 2

)
= 0,

µ0 :
∂S

(2)
13,0

∂ξ1

+
1

h

∂S
(2)
23,0

∂ξ22

− µ

ρ

∂2v
(2)
0

∂τ 2
= 0, (6.21)

µ :
∂S

(2)
13,1

∂ξ1

+
1

h

∂S
(2)
23,1

∂ξ22

− µ

ρ

∂2v
(2)
0

∂τ 2
= 0, (6.22)

(6.8)(1) : (v
(1)
0 +µv1

1)
∣∣
ξ21=1

= (v
(2)
0 + µv2

1)
∣∣
ξ22=0

,

µ0 :v
(1)
0

∣∣
ξ21=1

= v
(2)
0

∣∣
ξ22=0

, (6.23)

µ :v
(1)
1

∣∣
ξ21=1

= v
(2)
1

∣∣
ξ22=0

, (6.24)

(6.8)(2) : (S
(1)
23,0+µS

(1)
23,1)

∣∣
ξ21=1

= (S
(2)
23,0 + S

(2)
23,1)

∣∣
ξ22=0

,

µ0 :S
(1)
23,0

∣∣
ξ21=1

= S
(2)
23,0

∣∣
ξ22=0

, (6.25)

µ :S
(1)
23,1

∣∣
ξ21=1

= S
(2)
23,1

∣∣
ξ22=0

, (6.26)

(6.9) : (S
(2)
23,0 + µS

(2)
23,1)

∣∣
ξ22=1

= 0,

µ0 : S
(2)
23,0

∣∣
ξ22=1

= 0, (6.27)

µ : S
(2)
23,1

∣∣
ξ22=1

= 0. (6.28)

Yukarıda elde edilen (6.11) - (6.28) denklemlerinde başçıl terimler kullanarak

asimptotik türetmeye başlanabilir. İlk olarak,

(6.17) :
∂v

(2)
0

∂ξ22

= 0⇒ v
(2)
0 = w(ξ1, τ), (6.29)
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olarak gözlemlenebilir. Kalan büyüklükleri w cinsinden ifade edebilmek için türet-

meye aşağıdaki şekilde devam edilirse:

(6.19) :
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

= 0⇒ S
(1)
23,0 = p(ξ1, τ), (6.30)

(6.13) : S
(2)
13,0 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

⇒ S
(2)
13,0 =

∂w

∂ξ1

, (6.31)

(6.21) :
∂2w

∂ξ2
1

+
1

h

∂S
(2)
23,0

∂ξ22

− µ

ρ

∂2w

∂τ 2
= 0,

S
(2)
23,0 = −hξ22

(
∂2w

∂ξ2
1

− µ

ρ

∂2w

∂τ 2

)
+ c(ξ1), (6.32)

(6.25) : S
(1)
23,0

∣∣
ξ21=1

= S
(2)
23,0

∣∣
ξ22=0

,

p(ξ1, τ) = c(ξ1), (6.33)

(6.27) : S
(2)
23,0

∣∣
ξ22=1

= 0,

c(ξ1) =h

(
∂2w

∂ξ1

− µ

ρ

∂2w

∂τ 2

)
, (6.34)

(6.33) ve (6.34) denklemlerinden,

p(ξ1, τ) = h

(
∂2w

∂ξ1

− µ

ρ

∂2w

∂τ 2

)
, (6.35)

elde edilir.

(6.15) : S
(1)
23,0 =

∂v
(1)
0

∂ξ21

⇒ v
(1)
0 = ξ21p(ξ1, τ). (6.36)

Son olarak asimptotik türetme için elde edilen yerdeğiştirmeler için boyutsuz

süreklilik koşulu kullanılırsa,

(6.23) : p(ξ1, τ) = w(ξ1, τ), (6.37)
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elde edilir. Bu son eşitlik kullanılarak (6.35) denklemi tekrar yazılıp düzenlenirse

w’ya bağlı bir boyutlu,

∂2w

∂ξ2
1

− 1

ρµ

∂2w

∂τ 2
− w

h
= 0, (6.38)

denklemi elde edilir. Bu denklem orjinal değişkenler kullanılarak u2(x1, t) ≈ w(x1, t)

olacak şekilde tekrar ifade edilirse,

h2
1

µ

∂2u2

∂x2
1

− 1

ρµ

h2
1

c2
21µ

∂2u2

∂t2
− u2

h
=0,

∂2u2

∂x2
1

− µ

h2
1

µ

ρ

h2
1ρ1

µ1µ

∂2u2

∂t2
− µ

h2
1

u2

h
=0,

∂2u2

∂x2
1

− ρ2

µ2

∂2u2

∂t2
− µ1

µ2h1h2

u2 =0, (6.39)

elde edilir.

Bu denklem için çözüm yaklaşık olarak u2 = exp {i(kx1 − wt)} şeklinde alınır ve

(6.39) denkleminde yerine koyulursa,

k2 − ρ2

µ2

ω2 +
µ1

µ2h1h2

= 0, (6.40)

denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemde (3.10) eşitlikleri kullanılarak boyutsuz

frekans Ω ve dalga sayısı K’ya geçildiğinde (4.1) bölümünde elde edilen (4.5) yayılım

denklemini verir.

k2h2
1 −

c2
21ρ2

µ2

ω2h2
1

c2
21

+
µ1

µ2h1h2

h2
1 =0,

K2 − 1

ρµ
Ω2 +

µ

h
=0. (6.41)

7. KESME FREKANSI CİVARINDAHAREKET DENKLEMLERİNE

YAKLAŞIM

Bu bölümde parametreler arasındaki ilişki (3.39) olduğunda hareket denklemleri,

sınır koşulu ve süreklilik koşullarından yola çıkarak bir boyutlu hareket denklemi ve

bundan hareketle kısaltılmış polinomsal yayılım ilişkisi asimptotik olarak türetile-

cektir. Burada boyutsuz bağımsız değişken ve zaman için (6.1) ve x2 için (3.14) ile
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verilen ölçeklendirme kullanılacaktır. Boyutsuz yer değiştirme ve stresler bir önceki

bölümde (6.2)-(6.5) ile verilen şekilde alınabilir. Stresler cinsinden (3.1) ile verilen

hareket denklemleri iç ve dış katmanlar için sırasıyla aşağıdaki şekilde ifade edilir:

µ1µ

h1

∂S
(1)
13

∂ξ1

+
µ1

h1

∂S
(1)
23

∂ξ21

− ρ1
c2

21µ

h1

∂2v(1)

∂τ 2
= 0,

µ
∂S

(1)
13

∂ξ1

+
∂S

(1)
23

∂ξ21

+ µΩ2
0v

(1) − µ2L(v(1)) = 0, (7.1)

µ2µ

h1

∂S
(2)
13

∂ξ1

+
µ1

h2

∂S
(2)
23

∂ξ22

− ρ2
c2

21µ

h1

∂2v(2)

∂τ 2
= 0,

µ
∂S

(2)
13

∂ξ1

+
µ

h

∂S
(2)
23

∂ξ22

− µ2

ρ

∂2v(2)

∂τ 2
= 0,

µ
∂S

(2)
13

∂ξ1

+
1

hµ

∂S
(2)
23

∂ξ22

+
1

ρµ
Ω2

0v
(2) − µ

ρµ
L(v(2)) = 0, (7.2)

burada Ω0 türetme sırasında bulunacak kesme frekansı, hµ = h/µ ∼ 1, ρµ = ρ/µ2 ∼

1, ve

L(v(i)) =
1

µ

(
Ω2

0v
(i) +

∂2v(i)

∂τ 2

)
, i = 1, 2, (7.3)

şeklindedir. Bu operatör, kesme frekansı Ω0 civarındaki küçük sapmaları da dik-

kate almak için verilmiştir. Buradaki kurulum (4.20) ile verilen ve kesme frekansı

civarında (4.21) ile ifade edilen yayılım ilişkisinin genelleştirilmiş hali olarak düşü-

nülebilir. Buradaki kurulum için süreklilik koşulları (6.8) ve sınır koşulu (6.9) olarak

alınacaktır. Şimdi, (6.10) denkleminde asimptotik olarak ifade edilen yerdeğiştirme

ve stresler yukarıdaki denklemlerde yerine koyulursa,

(6.3)(1) : S
(1)
13,0 + µS

(1)
13,1 =

∂v
(1)
0

∂ξ1

+ µ
∂v

(1)
1

∂ξ1

,

µ0 : S
(1)
13,0 =

∂v
(1)
0

∂ξ1

, (7.4)

µ : S
(1)
13,1 =

∂v
(1)
1

∂ξ1

, (7.5)
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(6.3)(2) : S
(2)
13,0 + µS

(2)
13,1 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

+ µ
∂v

(2)
1

∂ξ1

,

µ0 : S
(2)
13,0 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

, (7.6)

µ : S
(2)
13,1 =

∂v
(2)
1

∂ξ1

, (7.7)

(6.4) : S
(1)
23,0 + µS

(1)
23,1 =

∂v
(1)
0

∂ξ21

+ µ
∂v

(1)
1

∂ξ21

,

µ0 : S
(1)
23,0 =

∂v
(1)
0

∂ξ21

, (7.8)

µ : S
(1)
23,1 =

∂v
(1)
1

∂ξ21

, (7.9)

(6.5) : µ2hµ

(
S

(2)
23,0 + µS

(2)
23,1

)
=
∂v

(2)
0

∂ξ22

+ µ
∂v

(2)
1

∂ξ22

,

µ0 :
∂v

(2)
0

∂ξ22

=0, (7.10)

µ :
∂v

(2)
1

∂ξ22

= 0, (7.11)

(7.1) : µ

(
∂S

(1)
13,0

∂ξ1

+ µ
∂S

(1)
13,1

∂ξ1

)
+

(
∂S

(1)
23,0

∂ξ21

+ µ
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

)
+ µΩ2

0(v
(1)
0 + µv

(1)
1 )−

µ2L(v
(1)
0 + µv

(1)
1 ) = 0,

µ0 :
∂S

(1)
23,0

∂ξ21

= 0, (7.12)

µ :
∂S

(1)
13,0

∂ξ1

+
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

+ Ω2
0v

(1)
0 = 0, , (7.13)
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(7.2) : µ

(
∂S

(2)
13,0

∂ξ1

+ µ
∂S

(2)
13,1

∂ξ1

)
+

1

hµ

(
∂S

(2)
23,0

∂ξ22

+ µ
∂S

(2)
23,1

∂ξ22

)
+

1

ρµ
Ω2

0(v
(2)
0 + µv

(2)
1 )−

µ

ρµ
L(v

(2)
0 + µv

(2)
1 ) = 0,

µ0 :
1

hµ

∂S
(2)
23,0

∂ξ22

+
1

ρµ
Ω2

0v
(2)
0 = 0, (7.14)

µ :
∂S

(2)
13,0

∂ξ1

+
1

hµ

∂S
(2)
23,1

∂ξ22

+
1

ρµ
Ω2

0v
(2)
1 −

µ

ρµ
L(v

(2)
0 ) = 0.

(7.15)

elde edilir.

Süreklilik koşulları ve sınır koşulu bir önceki bölümde, Bölüm 6, verildiği gibi

(6.23)-(6.28) denklemleriyle ifade edilir. İlk olarak başçıl terimler kullanılarak asimp-

totik türetmeye başlanabilir. (7.10) ve (7.12) denklemlerinden sırasıyla,

∂v
(2)
0

∂ξ21

= 0⇒ v
(2)
0 = w2(ξ1, τ), (7.16)

S
(2)
13,0 =

∂v
(2)
0

∂ξ1

⇒ S
(1)
23,0 = p1(ξ1, τ), (7.17)

elde edilir. Daha sonra (7.6), (7.8) ve (7.4) denklemlerinden,

S
(2)
13,0 =

∂w2

∂ξ1

, v
(1)
0 = ξ21p1, S

(1)
13,0 = ξ21

∂p1

∂ξ1

, (7.18)

yazılır. (7.14) denkleminden,

S
(2)
23,0 = −hµξ22

(
1

ρµ
Ω2

0w2

)
+ c(ξ1), (7.19)

elde edilir. Başçıl mertebede yer değiştirmeler ve stresler için sırasıyla (6.23), (6.25)

denklemleriyle verilen süreklilik koşulları kullanılırsa,

w2(ξ1, τ) = p1(ξ1, τ), c(ξ1) = p1(ξ1, τ) = w2(ξ1, τ), (7.20)

olduğu görülür. Buradan, ele alınan kurulum için (4.24) ile verilen kesme frekansı,

yüzeyde serbest sınır koşulunu ifade eden (6.9) ile verilen eşitlikten de gözlemlene-
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bilir:

S
(2)
23,0

∣∣∣
ξ22=1

= 0 ⇒ c(ξ1) =
hµ
ρµ

Ω2
0w2 ⇒ Ω2

0 =
hµ
ρµ
, (7.21)

Bu kesme frekansı ve (7.20) eşitliği kullanılarak (7.19) denklemi tekrar şu şekilde

ifade edilebilir:

S
(2)
23,0 = −hµξ22

(
1

ρµ

ρµ
hµ
w2

)
+ w2,

S
(2)
23,0 = w2(1− hξ22). (7.22)

Bir sonraki adım olarak µ mertebesindeki terimler üzerinden asimptotik türet-

meye devam edilirse,

(7.13) : ξ21
∂2w2

∂ξ2
1

+
∂S

(1)
23,1

∂ξ21

+
ρµ
hµ
ξ21w2 = 0,

S
(1)
23,1 = −ξ

2
21

2

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
+ d(ξ1), (7.23)

(7.11) :
∂v

(2)
1

ξ22

= 0⇒ v
(2)
1 = p2(ξ1, τ), (7.24)

(7.9) : S
(1)
23,1 =

∂v
(1)
1

∂ξ21

⇒ v
(1)
1 = −ξ

3
21

6

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
+ ξ21d(ξ1), (7.25)

(7.15) :
∂2w2

∂ξ2
1

+
1

hµ

∂S
(2)
23,1

∂ξ22

+
ρ2

hµ
− L(w2)

ρµ
= 0,

S
(2)
23,1 = −hµξ22

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
p2

hµ
− L(w2)

ρµ

)
. (7.26)

elde edilir.

Şimdi, O(µ) mertebesindeki süreklilik koşulları kullanılırsa, yerdeğiştirmelerin
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sürekliliğinden,

(6.24) : −1

6

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
+ d(ξ1) = p2(ξ1, τ), (7.27)

ve streslerin sürekliliğinde

(6.26) :
1

2

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
= d(ξ1), (7.28)

elde edilir. (7.27) ve (7.28) kullanılarak,

p2(ξ1, τ) =
1

3

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
, (7.29)

olduğu görülür.

Türetmenin son adımı olarak (6.28) ile verilen sınır koşulu (7.26) ve (7.29) eşit-

likleri göz önüne alınarak uygulanırsa,

−hµ
(
∂2w2

∂ξ2
1

+
1

3hµ

(
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ
hµ
w2

)
− 1

ρµ
L(w2)

)
= 0,(

hµ +
1

3

)
∂2w2

∂ξ2
1

+
ρµ

3hµ
w2 −

hµ
ρµ

1

µ

(
Ω2

0w2 +
∂2w2

∂τ 2

)
= 0,(

hµ +
1

3

)
∂2w2

∂ξ2
1

+

(
ρµ

3hµ
− 1

µ

)
w2 −

hµ
ρµ

1

µ

∂2w2

∂τ 2
= 0, (7.30)

denklemi elde edilir. Böylece (3.39) durumunda w2’ye bağlı 1 boyutlu denklem (7.30)

ile ifade edilmiş olur.

w2(ξ1, τ) ∼ u2(x1, t) olarak düşünülüp, orjinal koordinat değişkeni x1 ve zaman

değişkeni t’ye dönülürse,

(
h

µ
+

1

3

)
h2

1

µ

∂2u2

∂x2
1

−
(

ρ

3µh
− 1

µ

)
u2 −

hµ

ρ

1

µ

h2
1

µc2
21

∂2u2

∂t2
=0,(

h

µ
+

1

3

)
∂2u2

∂x2
1

− µ

h2
1

(
ρ

3µh
− 1

µ

)
u2 −

1

h2
1

h

ρ

h2
1ρ1

µ1

∂2u2

∂t2
=0,(

h2µ2

h1µ1

+
1

3

)
∂2u2

∂x2
1

− h2ρ2

h1µ1

∂2u2

∂t2
− 1

h2
1

(
1− h1ρ1

3h2ρ2

)
u2 =0. (7.31)

boyutlu denlemi elde edilir.

Çözüm yaklaşık olarak u2 ' exp {i(kx1 − wt)} şeklinde alınır ve (7.31) denkle-
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minde yerine koyulursa Alt Bölüm 4.2’de kesme frekansı civarında analitik olarak

elde edilen yayılım ilişkisinin (4.28)boyutlu hali aşağıdaki şekilde elde edilir:

(
h2µ2

h1µ1

+
1

3

)
k2 − h2ρ2

h1µ1

ω2 +
1

h2
1

(
1− h1ρ1

3h2ρ2

)
= 0. (7.32)

8. SINIR KOŞULUNUN ASİMPTOTİK TÜRETİLMESİ

(Saint Venant İlkesi)

İlk olarak, Bölüm 3 de belirtilen geometrik ve mekanik özelliklere sahip, iç katma-

nının kalınlığı 2h1 ve dış katmanın kalınlığı h2 olan yarı sonsuz düzleme kısıtlanmış

3 katmanlı bir şeridin, 0 ≤ x1 < +∞, −(h1 + h2) ≤ x2 ≤ (h1 + h2) statik dengede

olduğu düşünülsün. Bu yarı sonsuz şerit için hareket denklemleri yer değiştirmeler

cinsinden (3.1) ile verilir. Burada, Bölüm 3 ile benzer olarak dış katmanların yüzey-

leri boyunca (3.4) ile verilen serbest sınırı koşulları ve ara yüzeyler boyunca (3.3) ile

ifade edilen süreklilik koşulları geçerlidir. Bunlara ek olarak, şeridin sol tarafında,

x1 = 0, önceden tanımlanmış gerilmeler sınır koşulu olarak alınacaktır.

x1 = 0 kenarı boyunca varsayılan yükler aşağıdaki şekildedir:

ui

∣∣∣
x1=0

= mi(0, x2),
∂ui
∂x1

∣∣∣
x1=0

= ni(0, x2), i = 1, 2. (8.1)

Burada amaç, x1 →∞ iken n’ye bağlı azalan sınır koşulunu bulmaktır.

σi13

∣∣∣
x1=+∞

= 0, i = 1, 2. (8.2)

Ui(p, x2) fonksiyonları ui, i = 1, 2 yer değiştirmelerinin Laplace dönüşümünü gös-

tersin, yani

Ui(p, x2) =

∫ ∞
0

ui(x1, x2)e−px1dx1, i = 1, 2. (8.3)

Burada p Laplace dönüşüm parametresidir.

L

{
∂2ui
∂x2

1

}
= p2L{ui} − pui(0, x2)− ∂ui

∂x1

(0, x2), i = 1, 2, (8.4)
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olmak üzere, (3.1) ile verilen hareket denklemlerine Laplace dönüşüm uygulanırsa,

∂2Ui
∂x2

2

+ p2Ui(p, x2)− pmi(0, x2)− ni(0, x2)

µi
+
w2

c2
2i

Ui = 0, (8.5)

∂2Ui
∂x2

2

+α̂2
iUi = Fi(p, x2), i = 1, 2, (8.6)

homojen olmayan adi diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada

α̂2
i = p2 +

ω2

c2
2i

, (8.7)

ve

Fi(p, x2) = pmi(0, x2) +
ni(0, x2)

µi
. (8.8)

Elde edilen nonhomojen (8.6) denklemleri parametrelerin değişim yöntemi ile

kolaylıkla çözülebilir. Burada hareket denkleminin birinci katman yani iç katman

için homojen kısmının çözümü,

[U1]c = A1(p) cos(α̂1x2) + A2(p) sin(α̂1x2), (8.9)

şeklindedir. Orta düzleme yani x2 = 0’a göre anti-simetrik hareket göz önüne alına-

rak, iç katman için homojen kısmın çözümü,

[U1]c = A2(p) sin(α̂1x2), (8.10)

olarak alınır. Birinci katman için özel çözüm ise aşağıdaki şekildedir:

[U1]p =
1

α̂1

∫ x2

0

F1(p, ξ2) sin(α̂1(x2 − ξ2))dξ2, (8.11)

O halde (8.6) diferansiyel denkleminin iç katman için çözümü şu şekildedir:

U1 = A2(p) sin(α̂1x2) +
1

α̂1

∫ x2

0

F1(p, ξ2) sin(α̂1(x2 − ξ2))dξ2, (8.12)
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Benzer şekilde dış katmanlar için (8.6) denkleminin homojen kısmının çözümü,

[U2]c = C1(p) cos(α̂2x2) + C2(p) sin(α̂2x2), (8.13)

şeklindedir. Özel kısmın çözümü aşağıdaki şekildedir:

[U2]p =
1

α̂2

∫ x2

h1

F2(p, ξ2) sin(α̂2(x2 − ξ2))dξ2, (8.14)

Sonuç olarak, dış katmanlar için (8.6) adi diferansiyel denkleminin çözümü,

U2 = C1(p) cos(α̂2x2) + C2(p) sin(α̂2x2) +
1

α̂2

∫ x2

h1

F2(p, ξ2) sin(α̂2(x2 − ξ2))dξ2.

(8.15)

ifadesine sahiptir. Yer değiştirmelerde yer alan A2(p), C1(p) ve C2(p) Laplace dönü-

şüm parametresi p’ye bağlı keyfi fonksiyonlardır. Burada ve buradan sonra notasyon

uyumu açısından x1 ve x2 yerine ξ1 ve ξ2 kullanılacaktır.

(3.10) ile verilen boyutsuz dalga sayısı ve boyusuzlaştırma parametreleri (3.11)

ve (3.12) yeniden aşağıdaki şekilde ifade edilebilir:

P = ph1, α1 =
√
P 2 + Ω2, α2 =

√
P 2 +

µ

ρ
Ω2, (8.16)

Bahsi geçen A2(p), C1(p) ve C2(p) keyfi fonksiyonlarını bulabilmek için, Laplace

dönüşüm altında x2 = h1 boyunca geçerli olan süreklilik koşulları ve x2 = h1 + h2

yüzeyindeki serbest sınır koşulu göz önüne alınırsa

A2(p) sinα1−C1(p) cosα2−C2(p) sinα2 =−h1

α1

∫ h1

0

F1(p, ξ2) sinα1

(
1− ξ2

h1

)
dξ2,

µA2(p)α1 cosα1+C1(p)α2 sinα2−C2(p)α2 cosα2 =−h1µ

∫ h1

0

F1(p, ξ2) cosα1

(
1− ξ

h1

)
dξ2,

−C1(p)α2 sinα2(1 + h)+C2(p)α2 cosα2(1 + h) =−h1

∫ h1+h2

h1

F2(p, ξ2) cosα2

(
1+h− ξ2

h1

)
,

(8.17)
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denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayılar matrisi (3.22) ile verilen

yayılım ilişkisini verir. Elemanter satır işlemleri uygulanarak, katsayılar

A2(p) =
1

D(p)

{
I1(p)α2

2 sin(α2h)− I3(p)α2 cos(α2h)− I5(p)α2

}
,

C1(p) =
1

D(p)
{sin(α1)[−I3(p)α2 cos(α2(1 + h))− I5(p)α2 cos(α2)] (8.18)

−µα1 cos(α1)[−I1(p)α2 cos(α2(1 + h))− I5(p) sin(α2)]} ,

C2(p) =
1

D(p)
{sin(α1)[−I5(p)α2 sinα2 − I3(p)α2 sin(α2)(1 + h)]

−µα1 cos(α1)[I5(p) cos(α2)− I1(p)α2 sin(α2(1 + h))]} ,

olarak bulunur. Burada

I1(p) =
h1

α1

∫ h1

0

F1(p, ξ2) sin

(
α1

(
1− ξ2

h1

))
dξ2,

I3(p) =µh1

∫ h1

0

F1(p, ξ2) cos

(
α1

(
1− ξ2

h1

))
dξ2, (8.19)

I5(p) =h1

∫ h1+h2

h1

F2(p, ξ2) cos

(
α2

(
1 + h− ξ2

h1

))
dξ2,

ve D(p) verilen yapı için elde edilen anti-simetrik durumdaki yayılım ilişkisini (3.22)

ifade etmektedir.

Aranan yer değiştirmeler, ters Laplace dönüşümü kullanılarak aşağıdaki şekilde

ifade edilebilir:

ui(x1, x2) =
1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞
Ui(p, x2)epx1dp, (8.20)

Bu integraller (8.20), istenmeyen yavaş bozulmaya karşılık gelen yalnızca küçük ku-

tup noktalarının pn söz konusu olduğu, rezidü teorisi kullanılarak bulunabilir.

ui(x1, x2) =
∞∑
n=0

RespnUi(p, x2)epx1 . (8.21)

8.1. Birinci Kurulum için Sınır Koşulunun Asimptotik Türetilmesi

Alt Bölüm 4.1 de problem parametreleri arasındaki (3.38) kurulum göz önüne

alındığında, kısaltılmış yayılım ilişki (4.5) ile ifade edilmişti. Kesme frekansı Ω2 = ρ/h

49



ve P = iK göz önüne alındığında, (4.5) denklemi için p0 = 0 şeklinde sadece bir kü-

çük kök vardır. O halde p0 = 0 noktası basit kutup noktası olarak düşünülerek rezidü

hesabı yapılabilir. Burada açıktır ki (8.12) ve (8.15) denklemlerinde Ui(p, x2)’lerin

son terimleri integral alınan bölgede kutup noktası içermediği için rezidü hesabı

yapılırken dikkate alınmayabilir. O halde, p = 0’da,

Res(U1(p, x2)) =
1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞

sinα1ξ21

D(p)

(
I1α

2
2 sin(α2h)− I3α2 cos(α2h)− I5α2

)
epξ1dp,

(8.22)

Res(U2(p, x2)) =
1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞
C1(p) cos(α2ξ21)epξ1dp+

1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞
C2(p) sin(α2ξ21)epξ1dp,

(8.23)

olarak verilir. Burada D(p) bu kurulum için kısaltılmış yayılım ilişkisi olan (4.5)

ve C1(p), C2(p) katsayıları da (8.18) eşitlikleridir. p0 = 0 noktasında rezidü hesabı

yapıldıktan sonra u1 ve u2 yerdeğiştirmeleri için sırasıyla

u1 = −h1
µ

h
sin

(√
µ

h
h

)
sin

(√
ρ

h
ξ21

)√
h

ρ

∫ h1

0

n1(0, ξ2)

µ1

sin

(√
ρ

h

(
1− ξ2

h1

))
dξ2+

+µh1

√
µ

h
cos

(√
µ

h
h

)
sin

(√
ρ

h
ξ21

)∫ h1

0

n1(0, ξ2)

µ1

cos

(√
ρ

h

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+h1

√
µ

h
sin

(√
ρ

h
ξ21

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)

µ2

cos

(√
µ

h

(
1 + h− ξ2

h1

))
dξ2, (8.24)

u2 = µh1

√
µ

h
sin

(√
ρ

h

)
cos

(√
µ

h
(1+h−ξ21)

)∫ h1

0

n1(0, ξ2)

µ1

cos

(√
ρ

h

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+h1

√
µ

h
sin

(√
ρ

h

)
cos

(√
µ

h
(1− ξ21)

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)

µ2

cos

(√
µ

h

(
1+h− ξ2

h1

))
dξ2

−µh1

√
µ

h
cos

(√
ρ

h

)
cos

(√
µ

h
(1 + h− ξ21)

)∫ h1

0

n1(0, ξ2)

µ1

sin

(√
ρ

h

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

−µh1

√
ρ

h
cos

(√
ρ

h

)
sin

(√
µ

h
(1− ξ21)

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)

µ2

cos

(√
µ

h

(
1+h− ξ2

h1

))
dξ2.

(8.25)
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denklemleri elde edilir. Burada µ∗ = ρ∗ = h∗ ∼ 1 alınarak problem parametreleri

arasındaki ilişki ε � 1 olmak üzere µ = µ∗ε, ρ = ρ∗ε, h = h∗ şeklinde yeniden ifade

edilir ve yukarıda elde edilen (8.24), (8.25) denklemlerinde yerine koyulursa,

u1 = −h1
µ∗ε

h∗
sin

(√
µ∗ε

h∗
h∗

)
sin

(√
ρ∗ε

h∗
ξ21

)√
h∗

ρ∗ε

∫ h1

0

n1(0, ξ2) sin

(√
ρ∗ε

h∗

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+µ∗εh1

√
µ∗ε

h∗
cos

(√
µ∗ε

h∗
h∗

)
sin

(√
ρ∗ε

h∗
ξ21

)∫ h1

0

n1(0, ξ2) cos

(√
ρ∗ε

h∗

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+h1µ
∗ε

√
µ∗ε

h∗
sin

(√
ρ∗ε

h∗
ξ21

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2) cos

(√
µ∗ε

h∗

(
1 + h∗ − ξ2

h1

))
dξ2.

(8.26)

u2=µ∗εh1

√
µ∗ε

h∗
sin

(√
ρ∗ε

h∗

)
cos

(√
µ∗ε

h∗
(1+h∗−ξ21)

)∫ h1

0

n1(0, ξ2) cos

(√
ρ∗ε

h∗

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+h1µ
∗ε

√
µ∗ε

h∗
sin

(√
ρ∗ε

h∗

)
cos

(√
µ∗ε

h∗
(1− ξ21)

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2) cos

(√
µ∗ε

h∗

(
1+h∗− ξ2

h1

))
dξ2

−µ∗εh1

√
µ∗ε

h∗
cos

(√
ρ ∗ ε
h∗

)
cos

(√
µ∗ε

h∗
(1 + h∗ − ξ21)

)

×
∫ h1

0

n1(0, ξ2) sin

(√
ρ∗ε

h∗

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

−µ∗2ε2h1

√
ρ∗ε

h∗
cos

(√
ρ∗ε

h∗

)
sin

(√
µ∗ε

h∗
(1−ξ21)

)∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2) cos

(√
µ∗ε

h∗

(
1+h∗− ξ2

h1

))
dξ2.

(8.27)

51



(8.26) ve (8.27) denklemlerinde başçıl terimler göz önüne alındığında,

u1 ' h1

(
−ε2µ

∗

h∗
√
µ∗ρ∗ξ21

∫ h1

0

F1(0, ξ2)

(
1− ξ2

h1

)
dξ2+

ε2

h∗
µ∗
√
µ∗ρ∗ξ21

∫ h1

0

F1(0, ξ2)dξ2

+ ε2µ∗
√
µ∗ρ∗

h∗
ξ21

∫ h1+h2

h1

F2(0, ξ2)dξ2

)
(8.28)

u2 ' h1

(
ε2
µ∗

h∗
√
µ∗ρ∗

∫ h1

0

F1(0, ξ2)dξ2 +
ε2

h∗
µ∗
√
µ∗ρ∗

∫ h1+h2

h1

F2(0, ξ2)dξ2

− ε2
√
µ∗ρ∗

h∗
µ∗
∫ h1

0

F1(0, ξ2)

(
1− ξ2

h1

)
dξ2 − ε3

µ∗2

h∗
√
µ∗ρ∗(1−ξ21)

∫ h1+h2

h1

F2(0, ξ2)dξ2

)
(8.29)

elde edilir. Baskın terimler incelendiğinde x1 = 0 sınırı boyunca başçıl mertebelerde

sınır koşulu,

∫ h1

0

ξ2

h1

(
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2 +

∫ h1+h2

h1

(
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2 = 0, (8.30)

şeklinde verilebilir. Burada [35] çalışmasındakine benzer olarak ni(0, ξ2)/µi = p(ξ2),

i = 1, 2, olarak alınırsa başçıl mertebede sınır koşulu

1

h1

∫ h1

0

ξ2p(ξ2)dξ2 +

∫ h1+h2

h1

p(ξ2)dξ2 = 0, (8.31)

olarak ifade edilir. Bu koşul [35] çalışmasında statik durum için elde edilen sonuçlarla

örtüşmektedir.

Şimdi, başka bir yaklaşım olarak, kesme noktasına yakın frekansı ele alalım.

Ω2 = Ω2
0 + δ =

ρ

h
+ δ, Ω2

0 � δ. (8.32)

(8.32) ile verilen kesme frekansı göz önüne alındığında (4.5) denkleminin kutup nok-

taları şu şekildedir:

P∓0 = ∓i
√
µ

ρ
δ. (8.33)

Bu noktalar, (4.5) ile verilen yayılım denklemi için basit kutup noktalarıdır. Burada

kutup noktaları arasındaki ilişki şu şekildedir: P−0 = −P+
0 yani α+

1 = α−1 ve α+
2 = α−2 .
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Önceki prosedürü takip ederek (8.12) ve (8.15) denklemlerine ters Laplace dönüşümü

uygulandığında elde edilen integraller rezidü hesabı yardımıyla hesaplanabilir.

Res∓P0(U1(p, x2))=
1

2πi

∫ C+i∞

C−i∞

sinα1ξ21

D(p)

(
I1α

2
2 sin(α2h)−I3α2 cos(α2h)−I5α2

)
epξ1dp,

(8.34)

Res∓P0(U2(p, x2)) =
1

2πi

[∫ C+i∞

C−i∞
C1(p) cos(α2ξ21)epξ1dp+

∫ C+i∞

C−i∞
C2(p) sin(α2ξ21)epξ1dp

]
,

(8.35)

(8.33) basit kutup noktalarında rezidü hesabı yaparsak,

u1(x1, x2) =
h1 sin(α+

1 ξ21)α+
2

2P+
0

[
α+

2 sin(α+
2 h)

α+
1

∫ h1

0

sin

(
α+

1

(
1− ξ2

h1

))(
2P+

0 u1

∣∣∣
x1=0

cos(P+
0 x1)+

2i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin (P+
0 x1)

)
dξ2−µ cos(α+

2 h)

∫ h1

0

cos

(
α+

1

(
1− ξ2

h1

))(
2P+

0 u1

∣∣∣
x1=0

cos(P+
0 x1) +

2i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin(P+
0 x1)

)
dξ2 −

∫ h1+h2

h1

cos

(
α+

2

(
1 + h− ξ2

h1

))
×
(

2P+
0 u2

∣∣∣
x1=0
cos(P+

0 x1) + 2i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0
sin(P+

0 x1)

)
dξ2

]
,

(8.36)

u2(x1, x2) =− µh1 sin(α+
1 )α+

2

2P+
0

cos(α+
2 (1 + h− ξ21))

∫ h1

0

(
2P+

0 u1

∣∣∣
x1=0

cos (P+
0 x1) +

2i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin (P+
0 x1)

)
cos

(
α+

1

(
1− ξ2

h1

))
dξ2 +

µh1 cos(α+
1 )α+

2

2P+
0

cos(α+
2 (1 + h− ξ21))

×
∫ h1

0

(
2P+

0 u1

∣∣∣
x1=0

cos (P+
0 x1) + 2i

∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin (P+
0 x1)

)
sin

(
α+

1

(
1− ξ2

h1

))
dξ2

+
µh1α

+
1 cos(α1)

2P+
0

sin(α+
2 (ξ21 − 1))

∫ h1+h2

h1

(
2P+

0 u2

∣∣∣
x1=0

cos (P+
0 x1)+

2i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin (P+
0 x1)

)
cos

(
α+

2

(
1+h− ξ2

h1

))
dξ2−

h1 sin(α+
1 )α+

2

2P+
0

cos(α+
2 (ξ21−1))

×
∫ h1+h2

h1

(
2P+

0 u2

∣∣∣
x1=0

cos (P+
0 x1) +2i

∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

sin (P+
0 x1)

)
cos

(
α+

2

(
1+h− ξ2

h1

))
dξ2,

(8.37)
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elde ederiz. Başçıl terimler göz önüne alınarak yer değiştirmeler (8.36) ve (8.37)

aşağıdaki şekilde ifade edilebilir:

u1 'h1α
+
1 ξ21α

+
2

[
(α+

2 )2h

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)(
u1

∣∣∣
x1=0

+i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2

−µ
∫ h1

0

(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2 −

∫ h1+h2

h1

(
u2

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2

]
,

(8.38)

u2 '−h1α
+
1 α

+
2

[
µ

∫ h1

0

(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2−µ

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)

×
(
u1

∣∣∣
x1=0

+i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2 + µ(1− ξ21)

∫ h1+h2

h1

(
u2

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2

+

∫ h1+h2

h1

(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2

]
. (8.39)

Şimdi tekrar, µ∗ = ρ∗ = h∗ ∼ 1 birim mertebe şeklinde düşünülerek parametreler

arasındaki ilişki ε� 1, µ = µ∗ε, ρ = ρ∗ε, h = h∗ şeklinde alındığında ve

α+
1 =

√
(P+

0 )2 + Ω2 =

√
−µδ
ρ

+ Ω2 =

√
−µ

∗δ

ρ∗
+
ρ∗ε

h∗

=−

√
µ∗δ

ρ∗

√
1− (ρ∗)2ε

h∗µ∗δ
∼ −

√
µ∗δ

ρ∗
,

α+
2 =

√
(P+

0 )2 +
µ

ρ
Ω2 =

√
−µδ
ρ

+
µ

ρ
Ω2 =

√
−µ

∗δ

ρ∗
+
µ∗ε

h∗

=−

√
µ∗δ

ρ∗

√
1 +

ρ∗ε

h∗δ
∼ −

√
µ∗δ

ρ∗
, (8.40)

göz önüne alındığında (8.38) ve (8.39) denklemleri şu şekilde yazılabilir :

u1 ∼h1ξ21
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗δ

ρ∗
h

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2−

µ∗ε

∫ h1

0

(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0
x1

)
dξ2 −

∫ h1+h2

h1

(
u2

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2

]
,

(8.41)
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u2 ∼− h1
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗ε

∫ h1

0

ξ2

h1

(
u1

∣∣∣
x1=0

+ i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2+

µ∗ε(1− ξ21)

∫ h1+h2

h1

(
u2

∣∣∣
x1=0

+i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2+

∫ h1+h2

h1

(
u2

∣∣∣
x1=0

+i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

x1

)
dξ2

]
. (8.42)

x1 →∞ iken σi13 azalan sınır koşulunu bulmak istediğimiz için (8.47) ve (8.48) denk-

lemleriyle ifade edilen başçıl mertebedeki yerdeğiştirmeler kullanılarak x1 değişke-

nine göre türev alındığında iç ve dış katmanlar için sırasıyla aşağıdaki denklemler

elde edilir:

∂u1

∂x1

∼h1ξ21
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗δ

ρ∗
h

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)(
i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2−

µ∗ε

∫ h1

0

(
i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2 −

∫ h1+h2

h1

(
i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2

]
, (8.43)

∂u2

∂x1

∼− h1
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗ε

∫ h1

0

ξ2

h1

(
i
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2

+µ∗ε(1− ξ21)

∫ h1+h2

h1

(
i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2+

∫ h1+h2

h1

(
i
∂u2

∂x1

∣∣∣
x1=0

)
dξ2

]
. (8.44)

(8.47) ve (8.48) eşitliklerinde
∂u1

∂x1

∣∣∣
x1=0

= ni(0, ξ2)/µi olarak alınırsa,

∂u1

∂x1

∼ih1ξ21
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗δ

ρ∗
h

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)(
n1(0, ξ2)

µ1

)
dξ2−

µ∗ε

∫ h1

0

(
n1(0, ξ2)

µ1

)
dξ2 −

∫ h1+h2

h1

(
n2(0, ξ2)µ

µ1

)
dξ2

]
, (8.45)

∂u2

∂x1

∼− ih1
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗ε

∫ h1

0

ξ2

h1

(
n1(0, ξ2)

µ1

)
dξ2

+µ∗ε(1− ξ21)

∫ h1+h2

h1

(
n2(0, ξ2)µ

µ1

)
dξ2+

∫ h1+h2

h1

(
n2(0, ξ2)µ

µ1

)
dξ2

]
, (8.46)

ve mertebeler düzenlenirse
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∂u1

∂x1

∼ih1ξ21
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗δ

ρ∗
h

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)
n1(0, ξ2)dξ2−

µ∗ε

∫ h1

0

n1(0, ξ2)dξ2 − µ∗ε
∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)dξ2

]
, (8.47)

∂u2

∂x1

∼− ih1
µ∗δ

ρ∗

[
µ∗ε

∫ h1

0

ξ2

h1

n1(0, ξ2)dξ2

+µ∗2ε2(1− ξ21)

∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)ξ.2
+µ∗ε

∫ h1+h2

h1

n2(0, ξ2)dξ2

]
, (8.48)

denklemleri elde edilir.

Baskın terimler göz önüne alındığında, x1 = 0 boyunca sınır koşulu,

h∗

ρ∗
δξ21

∫ h1

0

(
1− ξ2

h1

)
n1(0, ξ2)dξ2 − ε(1 + ξ21)

∫ (h1+h2)

h1

n2(0, ξ2)dξ2 = 0, (8.49)

şeklinde alınabilir.
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9. SONUÇ

Bu tezde, ilk olarak homojen sınır koşullarına sahip üç katmanlı bir laminan-

tın anti-simetrik durumda düzlem dışı hareketi için elde edilen polinomsal yayılım

ilişkisinin iki farklı kontrast durum (3.38) ve (3.39) için analizi yapılmıştır. Bu iki

durum için elde edilen kısaltılmış yayılım ilişkilerinden ilki (4.5) tüm düşük frekans

aralığında uygulanabilirken, ikincisinin (4.28) yalnızca en düşük kesme frekansının

dar bir çevresinde geçerli olduğu gözlemlenmiştir. Sonraki aşamada bahsi geçen iki

kontrast durum için, verilen yapının düşük boyutlu hareket denklemleri asimptotik

olarak türetilmiştir. Bu denklemlerden çıkan dağılım ilişkileri ((6.40) ve (7.32)) tam

dağılım ilişkisinin sayısal olarak test edilmiş kısaltılmış biçimleriyle ((4.5) ve (4.28))

uyumludur.

Son olarak, problem yarı-sonsuz düzleme kısıtlanarak ele alınıp, küçük fakat sıfır

olmayan bir kesme frekansına sahip sistemler için sınır koşullarının uygun şekilde

formüle edilmesi amaçlanmıştır. Bu amaçla ilk kez, asimptotik olarak düşük fre-

kanslı bozunma koşulları yüksek kontrastlı dinamik bir laminant için uyarlanmış

olup, Saint Venant ilkesi kullanılarak elde edilmiştir.
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