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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalariyla birlikte asagida sunulmustur.
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M nin p noktasindaki teget uzayi
Vektor alanlarinin uzayi
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M nin p noktasindaki dik uzay1

Karakteristik vektor alani
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Aciklama

(1,1) tipinden tensor alani

D' dagilimma ait vektor alanlarinin uzay1
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1. GIRIS

Yano (1963) hemen hemen kompleks ve hemen hemen degme yapilarin bir
genellemesi olan f-yapiy1 tanimladi. Goldberg ve Yano (1971) global gatilandirilan
yapilarin f.pk-yapi, global c¢atilandirilan manifoldlarin f.pk manifold oldugunu

tanimladilar.

Kenmotsu (1972) hemen hemen degme metrik manifoldlarin yeni bir smifini
tanimlamustir. Egrilik tensorii ve Riccei egrilik tensorii basta olmak iizere manifoldla
ilgili baz1 temel kavramlar iizerinde ¢aligmigtir. Tanimlanan bu manifold daha sonra

Kenmotsu manifold olarak isimlendirilmistir.

Falcitelli ve Pastore (2006) Kenmotsu manifoldlar1 (2n+s) boyuta tagiyip Kenmotsu
f.pk-manifoldlar1 tanimlamislardir. Bu tanima gore Falcitelli ve Pastore, n; ler 1-form
olmak tizere n; A ® =n; A ® esitliginden n; = n; bulmuslardir. Buradan bir tek 7;
nin varhgndan bahsetmislerdir. Bir tane n;var ise boyceke = boyD* =1 dir.
Ciinki ni(fj) = §;; dir. Yani bunlar bir birine dik olan s-tane ortonormal bazdir ve
¢; de cek@ = D nin ortonormal bazidir. n; lerden bir tane olmasi &; lerden de bir tane
olmasmi gerektirir. Oysa ki Falcitelli ve Pastore makalelerinde manifoldun
boyutunun (2n+s) oldugunu anlatmaktadirlar. Bu nedenle Falcitelli ve Pastore nin
yaptiklart Kenmotsu f.pk-manifold tanimi aslinda Kenmotsu manifold tanimiyla
aynidir. Dolayistyla yeni bir kavram degildir. Bu tezde hata diizeltilerek (2n+s)

boyutlu Kenmotsu f.pk-manifold tanim1 yeniden yapilmistir.
Bu tezin orijinal bdliimleri asagidaki ¢alismalar dogrultusunda hazirlanmistir.

(2n+1) boyutlu olan Kenmotsu manifoldlar (2n+s) boyuta genellenip Kenmotsu f.pk-
manifold tanimi tgiincii boliimde verilmektedir. Yine bu bolimde, Kenmotsu f.pk-
manifoldlara ait temel teoremlerin ispatlar1 yapildi. Ayrica Kenmotsu f.pk-

manifoldun egrilik tensorii ve Ricci egrilik tensort ile ilgili 6zellikler verildi.

Dordiincii boliimde, Riemann, Ricci ve Weyl projectif egrilik tensorleri kullanilarak

bazi egrilik sartlar1 verildi.



Besinci bolimde, Kenmotsu f.pk-manifoldun invaryant alt manifoldlart incelendi.
Kenmotsu f.pk-manifoldun invaryant alt manifoldunun da bir Kenmotsu f.pk-
manifold oldugu gosterildi. Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilarak bazi

Ozellikler ispatlandi.

Son boliimde Kenmotsu f.pk-manifoldlarin yari-invaryant alt manifoldlar1 ¢alisildi.
Ancak burada Riemann konneksiyonu yerine yari simetrik merik olmayan

konneksiyon kullanildi.

Oncelikle Kenmotsu f.pk-manifold iizerinde yar1 simetrik metrik olmayan
konneksiyon tanimlandi. Bu konneksiyon ile birlikte Kenmotsu f.pk-manifoldlar
tizerinde temel sonuglar elde edildi. Bolimiin son kisminda ise manifold tizerindeki

dagilimlarin hangi sartlar altinda integrallenebilir oldugu incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1.1 Tanim

Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. M iizerindeki C® vektor alanlarinin

uzay1 y(M) ve M den R ye C® fonksiyonlarin uzay1r C* (M, R) olmak tizere
g: x(M) X x(M) — C*(M, R)

doniistimii bilineer, simetrik ve pozitif tanimli ise g ye M tizerinde bir Riemann
metrigi (veya metrik tensor) ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1 verilir
[Hacisalihoglu,1983].

2.1.2 Tanim

Diferensiyellenebilir bir manifold M ve bir V: y(M) x y(M) — y(M) doéntisimi
verilsin. vX,Y,Z € y(M) ve Vf,g € C*(M, R) igin,

ll) VfX+gYZ = vaz + gVYZ

Ozelliklerini sagliyorsa V ya M manifoldu tizerinde bir lineer konneksiyon denir
[Hacisalihoglu,1983].

2.1.3 Tanim
U bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi ve
LI:UxU—>U
X, V) — [X,Y]
doniistimii
i) Bilineer

ii) Anti-Simetrik (VX,Y € U icin [X,Y] = —[Y, X])



i) vX,Y,Z € Uigin [X,[Y,Z]] + [V, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = O

sartlarin1 sagliyorsa [,] doniisiimiine, U distiinde bir Lie operatorii (Lie parantez

operatdrii) denir [Hacisalihoglu, 1983].
2.1.4 Teorem

M diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerindeki vektor alanlarinin uzayr y (M)

olsun.

[1: x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — [X,Y]

déniisiimii V£ € C*(M, R) igin

[X,Y1(f) = XY(f) = YX(f)

seklinde tanimlanirsa [,] operatoriine y(M) iizerinde bir Lie operatorii denir [Yano

ve Kon, 1984].

2.1.5 Tanim

M bir manifold olmak tizere
Q:RXM—>M

(t,p) — @:(p)

donilisimii asagidaki sartlari sagliyor ise @ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-

parametreli grubu ad1 verilir
i) Vt € Rigin

Pe:p — ¢(p)

bir diffeomorfizim

ii)Vt,s e Rvep € M i¢in

Oers(@) = 0c(0s(P))



dir [Yano ve Kon, 1984].

2.1.6 Tanim

M tizerinde bir vektor alam1 X ve X ile gerilmis bir lokal doniisiimlii 1-parametreli
grup @; olsun.X tensor alanina gore bir K tensor alanin X yoniinde Ly K ile gosterilen
Lie tiirevi;

LxK = ltl_r)%% [Kx — (@cK)x]

LyK = [X,K]

olarak tanimlanir [Kobayashi ve Nomizu, 1963].

2.1.7 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Vf € C*(M,R) VX,Y,Z € y(M) i¢in

D Lx(f) = X(f)

i) LyY =[X,Y]

iid) Lyg (v, 2) = X(g(¥,2)) — 9([X,Y1,2) — g([X,Z].Y)

dir [Yano ve Kon, 1984, Duggal ve Bejancu, 1996].

2.1.8 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M tizerinde verilen her bir diferensiyel s-forma
bir diferensiyel (s + 1)-form karsilik getirilen diferensiyel operatorii dis tiirev
operatorii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak bir 1-form w ve 2-form

Q i¢in d operatorii
1
dw(X,Y) = E{X(w(y)) —Y(w()) —w(X, Y]}

ve



doX,Y,2) = %{X(Q(Y, ) -v(QXx,2)-z(QXY)) - X, Y],2)

+Q([X, 2], Y) — Q(lY, 2], X)}
olarak tanimlanir [Yano ve Kon, 1984].
2.1.9 Tanim

Diferensiyellenebilir bir manifold M ve V da M iizerinde bir lineer konneksiyon
olsun. vX,Y,Z € y(M) i¢in

i) VxY— VyX = [X,Y] (Sifir torsiyon 6zelligi)
i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) (Metrik ile bagdasabilme 6zelligi)

sartlarin1 sagliyorsa, V ya M iizerinde Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita

konneksiyonu denir [Hacisalihoglu, 1983].

Uyart: Bu tezin tamaminda diferensiyellenebilir manifoldlarda galisilacaktir. Bundan

sonra M manifoldu diferensiyellenebilir ifadesi kullanilmayacaktir.
2.1.10 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V de M iizerinde Riemann konneksiyonu olsun.
vX,Y,Z € y(M) igin,

R: y(M) X (M) X (M) — (M)
(X,Y,Z) = R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — Vx v Z

seklinde tanimlanan (1,3) tipinden tensor alani R ye M iizerinde Riemann egrilik

tensor alani,
RX,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z, W)

tensoriine de M nin Riemann-Christofel egrilik tensorii denir.



2.1.11 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik tensorii olsun. Bu

durumda VvX,Y,Z € y(M) i¢in,

i) R(X,Y)Z=—R(Y,X)Z (2.1.1)
i) g(RX,V)V,W) = —g(R(X,Y)W,V) (2.1.2)
i) g(R(X, V)V, W) = g(R(V, W)X, Y) (2.1.3)

W)RWX,Y)Z +R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0 (L. Bianchi ozelligi)

v) (VxR)(Y,Z) + (VWR)(Z,X) + (VZR)(X,Y) = 0 (IL. Bianchi 6zelligi)
dir [O’Neill, 1983].

2.1.12 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir p € M noktasindaki T,M tanjant uzayinin

Xy, Y, tanjant vektorleri tarafindan gerilen 2-boyutlu bir alt uzay1 IT olmak tizere

g(R(Xp' Yp)Yp'Xp)
g(Xerp)g(Yp' Yp) — 9(Xp, Yp)?

K(I) =

seklinde tanimlanan K(IT) reel sayisina Il nin kesit egriligi denir [Hacisalihoglu,
1983].

2.1.13 Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g), M iizerinde egrilik tensérii R ve y(M) nin

bir ortonormal bazi {E;, E, ..., E;,,} olsun.
Q: x(M) — x(M)
n
X— QX = —ZR(Ei,X) E;
i=1

seklinde taniml1 Q operatdriine M nin Ricci operatorii,



S:y(M) x y(M) > R

olmak lzere

n

S(X,Y) = 2 g(R(E, X)Y,E;) (2.1.4)
i=1

seklinde tanimli (0,2) tipindeki S tensor alanina, M {izerinde Ricci egrilik tensorii adi

verilir.

2.1.14 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. VX,Y € y(M) i¢in,

SX,Y)=19X,)Y) (2.1.5)

olacak sekilde M tizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye Einstein manifold denir.

2.1.15 Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifold M ve {E,, E,, ..., E,} ortonormal vektor alanlari

olmak tizere M nin skalar egriligi

n
= S(EE)
i=1

seklinde tanimlanir [Yano ve Kon, 1984].
2.1.16 Tanim

n = 2 olmak tizere n-boyutlu bir Riemann manifold (M, g) olsun. VX,Y,Z € y(M)
icin M nin Weyl projektif egrilik tensor alani;

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z — ﬁ{S(Y, )X —S(X, 7)Y} (2.1.6)

ile tanimlanir.



2.1.17 Tanim

n > 2 olmak iizere n-boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. M iizerinde

taniml1 (0,2) tipinde bir simetrik tensor alan1 A olmak tizere A4 endomorfizmi
Aa: x(M) X x(M) x x(M) — x(M)
XY, Z2) > (XNY)Z =AY, 2)X — AX, Z2)Y
seklinde tanimlanir. Eger A = g alinirsa;
(XN Y)Z =g, 2)X - g(X,2)Y
olur. Bundan sonra X A, Y yerine X A'Y kullanilacaktir.

M tizerinde (0, k) tipinde bir tensor alanm1 T ve (0,2) tipinde bir simetrik tensor

alan1 A verildiginde R. T ve Q (A, T) tensorleri sirasiyla;

(R.T)Xy, 0, Xi; X,Y) = =T(R(X, VX4, ., Xp) — - = T(Xq, ..., R(X, V) X)
ve
QAT Xy, o, X X,Y) = =T((XAY )Xy, o0, X)) — = T(Xy, e, X AY )X

seklinde tanimlanir. O halde T = R ve A = g alinirsa,
(R.R)(X1,X5,X3,X4;X,Y) = —R(R(X, V)X, X5, X3, X)) — -
—R(X1, X2, X3, R(X,Y)X,)
Qg RY(X1, X5, X3, X4;X,Y) = —R((X AY X1, X5, X3, Xy) — ==
—R(X1, X2, X3, (X AY )X,)
T =Sve A= galinirsa,
(R-S)(X1:X2:X3'X4ZX; Y) = -S(R(X, Y)X1’X2'X3'X4) _

_S(XIJXZJ X3, R(XI Y)X4-)
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Q(9, ) (X1, X2, X3, Xa; X,¥) = =S((X AY )X, X2, X3, Xy) = -
—S(X1, X2, X3, (X AY )X,)

T = C ve A = g alinirsa,

(R.C)(X1, X5, X3, X0, X,Y) = —C(R(X,Y) X1, X5, X3, X,) — -+

—C(Xy, X2, X3, R(X, Y)X,)

Q(g, O) (X1, X2, X3, X4; X,Y) = —=C((X AY )Xy, X, X3, Xg) — -+
—C (X1, X3, X3, (X A Y )X,)

AyricaA =S, T =R igin

Q(S, R)(X1, X2, X3, X3 X,Y) = —R((X As ¥ )X1, X, X3, Xs) — -+
—R(X1, X2, X3, (X As Y )X,)

olarak elde edilir.

(M, g) Riemann manifoldu i¢in

R.R = 0 ise M ye yar: simetriktir,

R.S = 0 ise M ye Ricci yari-simetriktir,

R.C = 0 ise M ye Wely-yar: simetriktir,

denir.

2.1.18 Tanim

M ve M sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifold f: M — M, C* déniisiimiiniin
boy (f(TpM)) =gq ise f nin p € M noktasindaki ranki q olup rankf = q ile

gosterilir. Eger boyM = rankf ise f ye immersiyon (daldirma) M yede M nin

immersed alt manifoldu denir.
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f immersiyonu 1-1 ise f ye imbeding (gdbmme) M ye de M nin gomiilen alt

manifoldu yada sadece alt manifoldu denir [Chen, 1973].
2.1.19 Tanim

M bir manifold ve M, M nin alt manifoldu olsun. V p € M igin
TM* = {N, € T,M : §(X,,N,) =0,V X,, € T,M}

ciimlesini tanimlayalim. p € M noktasinda V X, € T,M igin g (Xp, Np) = 0 kosulunu
saglayan N,, vektoriine M nin normal vektérii, N, birim vektdr ise M nin birim
normal vektorii denir. M nin tiim normal vektérlerini igeren TM+ de M nin normal

demeti ad1 verilir [Yano ve Kon, 1984].
2.1.20 Tanim

M, M Riemann manifoldunun bir alt manifoldu ve M ile M iizerindeki lineer

konneksiyonlar sirastyla V ve V olsun.

h: x(M) x x(M) — x(M)*

iyi tanimli bir fonksiyondur. VX, Y € y(M) igin,

VY = Vy¥ + h(X,Y) (2.1.7)

seklinde tanimlanan denkleme Gauss formiilii denir. Burada VyY ve h(X,Y) sirasiyla

VY nin teget ve normal bilesenleridir.

Burada tanimlanan h ya M nin ikinci temel formu denir. Eger h = 0 ise M ye total
geodeziktir denir [Chen, 1973].

2.1.21 Tanim

(M, g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M,g) ve M nin birim normal

vektor alant N olsun.

Ay: x(M) — x(M)

dontisiimii iyi tanimlidir. VX € y (M) igin,
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VyN = —AyX + VAN (2.1.8)

seklinde tanimlanan bagintiya Weingarten formiilii denir. —AyX ve ViN sirasiyla
V4N nin teget ve normal bilesenleridir. Burada Ay ye M nin sekil operatérii ve V* e

de M nin TM+ normal demetindeki konneksiyon adi verilir.

M nin sekil operatorii ile ikinci temel formu arasinda

g(AnX,Y) = g(h(X,Y),V) (2.1.9)
bagintist vardir. Burada g, M iizerine indirgenmis metrik tensordiir [Chen, 1973].
2.1.22 Tanim

(M, g) Riemann manifoldu ve (M,g), (M, g) nin alt manifoldu olsun. R ve R

sirastyla (M, g) ve (M, ) iizerindeki Riemann egrilik tensorleri olsun.

vX,Y,Z,W € y(M) i¢in,

gRX,NZ,W) =gRX,Y)ZW) - g(h(X,W),h(Y,Z)) + g(h(Y,W),h(X,Z))
ile tanimlanan bagintiya Gauss denklemi denir.

2.1.23 Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M nin her p noktasina T,M teget
uzayinda r-boyutlu bir D,, alt uzay: baglayan D doniisiimiine M iizerinde ranki 7 olan
bir dagilim denir. X € y(M) olsun.vp € M i¢in X, € D,, ise X vektor alanina D

dagilimma aittir denir. D dagilimina ait olan vektor alanlarinin uzayr (D) ile

gosterilir [Duggal K.L. and Bejancu A., 1996].
2.1.24 Tamim

M nin her bir p noktasinda T,M* normal uzaymda (n —r) boyutlu Dy alt uzay:

baglayan D+ déniisiimiine D dagiliminin tiimleyen dagilimi denir [Duggal K.L. and
Bejancu A., 1996].
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2.1.25 Tanim

n-boyutlu M Riemann manifoldu {izerinde bir dagilim D olsun. X,Y € D i¢in
[X,Y] € D oluyorsa D dagilimina involutive dagilim denir [Duggal ve Bejancu,
1996].

2.1.26 Teorem

n-boyutlu bir Riemann manifold M olsun. M iizerinde bir D dagilimmin
integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart D dagiliminin involutive dagilim

olmasidir [Duggal ve Bejancu, 1996].
2.2. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar
2.2.1 Tanim

(2n + 1) boyutlu manifold M ve M {izerinde ¢; (1,1) tipinde tensor alani, &; bir

vektor alani ve n; 1-form olsun. M {izerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere
n@) =1

ve

P*X =X +n(X)¢ (2.2.1)

ozellikleri saglaniyor ise, (¢, &,n) ya M lizerinde hemen hemen degme yapt, bu yapi
ile birlikte M manifolduna da hemen hemen degme manifold denir [Yano ve Kon,
1984].

2.2.2 Teorem

(M, @, &,1m) hemen hemen degme manifold olsun. Bu durumda
) §=0

i) n(pX) =0

iii) rankp = 2n

dir [Yano ve Kon, 1984].
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2.2.3 Tanim

(M, @, &,1m) hemen hemen degme manifold olsun. M {izerinde bir g Riemann metrigi

nX) =g9X,$) (2.2.2)
ve
9(@X,0Y) = g(X,Y) —n(Xn(Y) (2.2.3)

sartlarint saghiyor ise (@,&,7m,g) yapisina hemen hemen degme metrik yapi,
(p,€,1m,9) yapist ile M ye de hemen hemen degme metrik manifold denir [Yano ve
Kon, 1984].

2.2.4 Sonug

(2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M ile (¢,&,n,g) hemen

hemen degme metrik yapisi verilsin. Bu durumda

9(pX,Y) = —g(X, oY) (2.2.4)
dir [Yano ve Kon, 1984].

2.2.5 Tanim

Bir (2n+1) boyutlu hemen hemen degme metrik manifold M olsun. Her bir n

1-formu i¢in
nA(dn)"#0

kosulu saglanir ise M ye bir degme yapiya sahiptir denir. Bu degme yap ile birlikte
M degme manifold olarak adlandirilir [Yano ve Kon, 1984].

2.2.6 Teorem

Bir (2n+1) boyutlu hemen hemen degme metrik manifold M olsun. g Riemann

metrigi olmak tizere VX,Y € y(M) i¢in

9gX,9Y) =dn(X,Y) (2.2.5)
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sartin1 saglayan bir (@,&,1,g) hemen hemen degme yapist vardir [Yano ve
Kon,1984].

2.2.7 Tanim
M tizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist (¢, &, 1, g) i¢in

seklinde tanimli ) doniistimiine (¢, £,1,g) hemen hemen degme metrik yapisinin

temel 2- formu denir.

2.3. Hemen Hemen Degme Manifoldlarin Torsiyon Tensorii

2.3.1 Tanim

V bir reel vektor uzay1 olmak iizere;

JV—-V

lineer doniistimii;

J* =1

kosulunu sagliyor ise J ye V lizerinde hemen hemen kompleks yap: denir.
2.3.2 Tanim

2n-boyutlu bir manifold M olsun. J: y(M) — y(M) seklinde tanimli lineer
doniisimii J2 = —I kosulunu saghyor ise J ye M iizerinde bir hemen hemen
kompleks yapi, bu kompleks yapi ile birlikte M ye bir hemen hemen kompleks
manifold denir [Yano ve Kon, 1984].

(M, p,&,1m,9), (2n+ 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.
Reel sayilar dogrusu R olmak tizere M X R ¢arpim manifoldunu géz oniine alinsin.
M X R carpim manifoldunu goz oniine alalim. M X R {izerinde herhangi bir vektor

alant; (X, f %) seklindedir. X, M ye teget bir vektor alani, ¢; R nin bir koordinati ve

f € C*(R,R) olmak tizere J: y(M X R) — y(M X R) igin
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dy d
9 (X1 3) = (@X - fEm00 o

ile tanimli J doniisimii M X R tizerinde bir hemen hemen kompleks yapidir [Yano

ve Kon, 1984].

2.3.3 Tanim

M fizerinde (1,1) tipinden bir tensor alan1 ¢ olsun. VX,Y € y(M) igin

Ny: x(M) X (M) — x(M)

olmak iizere,

No(X,Y) = @*[X, Y] + [0X, oY] — ¢[pX,Y] — ¢[X, ¢Y] (23.1D)
seklinde taniml1 (1,2) tipinde tensor alanina ¢ nin Nijenhuis torsiyon fensérii denir.
@ = J hemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde,

Ny (X,Y) = J?[X,Y] + [gX,JY] = J[JX, Y] = J[X, JY]

= —[X,Y] + [gX,JY] - J[IX,Y] = JIX,JY]

seklinde olup N; tensor alanina (J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis

torsiyon tensorii denir [Yano ve Kon, 1984].
2.3.4 Tanim

M bir hemen hemen kompleks manifold, M iizerinde hemen hemen kompleks yap1 J
olsun. J nin Nijenhuis tensér alani N; olmak {izere N; = 0 ise J doniisiimiine

integrallenebilirdir denir [Yano ve Kon, 1984].
2.3.5 Tanim

(M, @,&,1n) hemen hemen degme manifold olsun. Reel sayilar dogrusu R olmak
tizere M X R ¢arpim manifoldunu goz Oniine alinsin. Eger M X R iizerindeki J
hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise (¢, &,n7) hemen hemen degme

yapisina normaldir denir [Yano ve Kon, 1984].
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2.3.6 Teorem

(M, ¢, &,1) hemen hemen degme manifoldu verilsin. VX,Y € y(M) igin

(Loxm)Y = @(X)n(Y) = n([@X,Y]) (2.3.3)
(Len)X = &n(X) —n([&, XD (2.3.4)
(Le@)X = [£,0X] — o([£,X]) (2.3.5)

dir [Blair, 2002].

2.3.7 Teorem

(M, @, &,1) hemen hemen degme manifoldu verilsin. VX,Y € y(M) igin

(Loxm)Y = (Loyn)X (2.3.6)
dir [Yano ve Kon, 1984].

2.3.8 Teorem

(M, ¢, &,1) hemen hemen degme manifoldu verilsin. VX,Y € y(M) igin
® ©) d
Ny ((X,0), (¥,0)) = (N(X, ), N*9 (X, ¥) —)

ve

d d
N, ((x, 0), (o, E)) = (NOX), NP0 )

dir. Burada
NDOWX,Y) = [p, p](X,Y) + 2dn(X,Y)E
NAX,Y) = (Lpxn)Y — (Loyn)X

N®X) = (Lep)X
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N®X) = (Len)X
dir [Blair, 2002].
2.3.9 Teorem

(p,&,m) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N, N NG ye N® tensérlerinin sifir olmasidir [Yano ve Kon, 1984].
2.3.10 Teorem

(M, @, &,1) hemen hemen degme manifoldu verilsin. N = 0 ise

N® = NG = N® = 0 dir [Blair, 2002].

2.3.11 Teorem

(M, @,&,1m) hemen hemen degme manifoldu verilsin. (@, &,n) yapisinin normal

olmasi igin gerek ve yeter sart NV = 0 olmasidir [Blair, 2002].
2.3.12 Teorem
(M, @, &,1n) hemen hemen degme metrik manifoldu verilsin. Bu durumda
29((Vx@)Y,Z) = 3dQ(X, oY, 9Z) — 3dQ(X,Y,Z) + g(NV(Y, Z), pX)

+ NA(Y, 2n(X) + 2dn(eY, X)n(Z) — 2dn(eZ, X)n(Y) (2.3.7)
dir [Blair, 2002].
2.4. Hemen Hemen Degme Manifoldlarin Alt Manifoldlar:

M, (2n+1) boyutlu (M,®,&,7,g) hemen hemen degme metrik manifoldunun

(m + 1) boyutlu bir immersed alt manifoldu olsun.

M —->M

immersiyonunun diferensiyeli B ve M iizerine indirgenmis Riemann metrigi g olsun.

(Burada g =i = g dir.)
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Gauss denkleminden y(M) = y(M)@yxt(M) dir. y(M), M ye teget olan vektor

alanlarinin uzay1 y*(M) de M ye normal olan vektdr alanlariin uzayidir.

t = 2n —m olmak tizere {Ny,N,,...,N;} , kiimesi y*-(M) in bir ortonormal bazi

olsun. O zaman X € y(M) i¢in,

t
®BX = BoX + Z v, (X) N, (2.4.1)

=1

dir. Burada ¢; (1,1) tipinden tensér alan1 ve v; de M iizerine indirgenmis 1-

formlardir. Benzer sekilde,
t
(DNl = BUl +le$ NS (24‘2)
=1

dir. Burada U;; M tizerinde vektor alanlari ve A;5; M {izerinde foksiyondur.

Ayrica & vektor alan;

t
£=BV + Z N, (2.4.3)
=1

seklindedir. Burada V; M iizerinde vektor alani, a; de M iizerinde fonksiyondur.
Buradan VX,Y € x(M) igin,

9(@X,Y) = g(BeX, BY)

=g (anX - Z v, (X)N,, BY)

=1

t
= G(®BX,BY) = > () g(N,, BY)

=1
= —g(BX, ®BY)

= —g(BX,ByY)
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=—g(X, 9Y)
dir.
Ustelik Es. 2.2.4’den
g(®BX,N;) = —g(BX, ®N;) ve g(PN;, N5) = —g(N;, PN;)
dir. Ayrica, v;(X) = —g(X, U;) ve A, = —A olup A, anti-simetriktir.
2.4.1 Teorem

M, M hemen hemen degme manifoldunun immersed alt manifoldu olsun. O zaman

t
D% = —[+7@V — Y 1,QU, (2.4.4)
t
v, (@X) + Z (X0 — ayn(X) = 0 (2.4.5)
=1

dir. Burada n, M tizerine indirgenmis 1-form ve n(X) = g(X, V) dir [Yano ve Kon,
1984].

2.4.2 Teorem

M, M hemen hemen degme manifoldunun immersed alt manifoldu olsun. O zaman

t
oV + Z @ U, =0 (2.4.6)
=1
t
Uk(V) + Z a; Alk =0 (247)
=1

dir [Yano ve Kon, 1984].
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2.4.3 Tanim

(2n 4+ 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold (M, @, &,7n,g) olsun.
Eger n kapali ve d® =2n A ® ise (M, @, &,n,g) ye bir Kenmotsu manifold denir
[Kenmotsu, 1972].

2.4.4 Teorem

(2n + 1) boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold (M, ¢, §,n, g) olsun. M

nin Kenmotsu manifoldu olamasi igin gerek ve yeter sart

(Vx@)Y = g(@X,Y) —n(Y)pX

olmasidir [Kenmotsu, 1972].

2.4.5 Teorem

(2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M, ¢, &,7, g) olsun. O zaman
Vx§ =X —n(X)¢

dir [Kenmotsu, 1972].

2.4.6 Teorem

(2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M, ¢, &,7, g) olsun. O zaman
R(X,Y)¢ =n(X)Y —n(Y)X,

RX, Y = g(X,Y)¢ —n(Y)X,

R(X,§)§ =n(X)§—X

dir [Kenmotsu, 1972].

2.4.7 Teorem

(2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold (M, ¢, &,7, g) olsun. O zaman



S(@X,pY) = S(X,Y) + 2nn(X)n(Y)

dir [Kenmotsu, 1972].
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3. KENMOTSU F-PK MANIiFOLDLAR
3.1. F.pk-Manifoldlar
3.1.1 Tanim

(2n + s) boyutlu bir manifold M olsun. M nin tanjant demeti TM olmak iizere, TM

lizerinde

P’ +e=0
ve

rankp = 2n

sartin1 saglayan (1,1) tipindeki ¢ tensor alanina f-yap: denir [ Yano ve Kon, 1984].

s = 0 ise f-yap1 bir hemen hemen kompleks yap1 eger s = 1 ise f-yap1 bir hemen

hemen degme yapidir.
DP=—¢* i)Q=¢*+I (3.1.1)

ile tanimlanan iki biitiinleyen izdiisiim operatdrlere karsihik boyD = 2n ve boyD* =

s olacak sekilde D ve D+ biitiinleyen dagilimlar1 vardir [Yano ve Kon, 1984].
3.1.2 Teorem

(2n + s) boyutlu bir manifold M olsun. ¢, M iizerinde bir f —yap1, P ve Q Es. 3.1.1

ile taniml1 biitiinleyen izdiisiim fonksiyonlar1 olmak {izere
DeP=Pp=¢ iD)pQ =Qp =0 iii)p?P=—-P iv)p?Q=0 (3.1.2)
esitlikleri vardir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es. 3.1.2 kosulunu saglayan P ve Q izdiisiim fonksiyonlart yardimi ile TM , biri 2n

digeri s boyutlu olan iki dagilimin direk toplami olarak,
TM = D®D*, D n D+ = {0} (3.1.3)

seklinde yazilabilir. Burada D = Img ve D+ = ¢eke dir [Ishihara ve Yano, 1964].
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3.1.3 Tanim

(2n + s) boyutlu bir manifold M ve ¢ de M iizerinde bir f-yap1 olsun. M iizerinde s-

tane vektor alani &; ve s-tane n; 1-formlar1 olmak iizere
S
@?=—I+ zm ®¢, n'(§) = 6y (3.1.4)
i=1

olacak sekilde (1,1) tipinden bir tensor alan1 ¢ var ise M ye global gatilandirilan
manifold yada kisaca ¢atili manifold denir ve (M, @, &;,1;) ile gosterilir [Goldberg ve
Yano, 1970].

3.1.4 Teorem

(M, @, &;,1;) catilandirilan manifold olsun. Bu durumda

) pé =0, in;cp =0, lii)ranke = 2n (3.1.5)
dir [Goldberg ve Yano, 1970].

Goldberg ve Yano global catilandirilan manifoldu f.pk-manifold olarak
isimlendirmislerdir. Bu tanima denk olarak yaptiklart f.pk-manifold tanim

verilecektir.
3.1.5 Tanim

(2n + s) boyutlu bir manifold M ve ¢ de M iizerinde bir f-yap1 olsun. Eger ¢ceke
paralellestirilebilirse (yani 1<i<s igin ¢&; ler paralelse) M ye c¢ekirdegi
paralellestirilebilen bir f-manifold veya kisaca f.pk-manifold denir [Goldberg ve
Yano, 1970].

3.1.6 Tanim

(2n + s) boyutlu bir ¢atilandirilian manifold (M, ¢, &;, ;) olsun.

9@X,0Y) = g, Y) = D 5 O (¥) (3.16)

=1
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m(X) =g&X, &) (3.1.7)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi varsa (M, @,&;,n;,g) Yye bir catilandirilan

metrik manifold veya kisaca metrik f.pk-manifold denir [Ishihara ve Yano, 1964].
3.1.7 Sonug

(M, @, &;,1n;, g) catilandirilan metrik manifold olsun. Bu durumda

9(pX,Y) = —g(X, oY) (3.1.8)
dir [Ishihara ve Yano, 1964].

3.1.8 Tanim

(M, @, ¢&;,1;, g) bir gatilandirilan metrik manifold olsun. VX, Y € x(M) i¢in,

QX Y) = g(X, 9Y)

ise Q ya (M, o,¢&;,n;,9) catilandirilan metrik ¢atili manifold tizerinde temel 2-form
denir [Yano ve Kon, 1984].

3.2. Torsiyon Tensor

Bu kesimde verilen teoremlerin ispat1 icin Duygu SAGBAS “€, S-Manifoldlar” adl

tezine bakilabilir.

(2n + s) boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold (M, @, &;,7;,g) olsun. M X R*®

(2n + 2s) boyutlu bir ¢arpim manifoldudur. R® tizerindeki vektor alanlart

x(R®) =

S

9
Zfi%:fi € C*(R5,R),1<i<s (3.2.1)
i=1 L

seklindedir.

X, fi %, wer fs %) ile M x R® deki vektor alanlarmi gosterilmektedir. Burada X,
1 S

M?"*s de bir vektor alani, (tq,...,t;) ile RS de koordinat sistemi, f; € C* (RS, R)

dir. Ayrica M?™*S x RS iizerinde hemen hemen kompleks yap1 J Vi
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J:x(M x R®) — y(M X R%)

(fo%) —>a<x2f£> - <¢X—ZﬁfiZm<X)%

olarak tanimlanur.

3.2.1 Lemma

J doniisiimii lineerdir ve J? = —I dur.
3.2.2 Lemma

(2n 4+ s) boyutlu bir catilandirilan metrik manifold (M, ¢, ¢&;,1;,g) olsun. Bu

durumda (M x RS, J) bir hemen hemen kompleks manifolddur.

3.2.3 Tamim
(2n + s) boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold (M, @, &;,71;, g) olsun.

(M x RS, J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks

yap1 J nin Nijenhuis tensort;

N Xzs: 0 st: 91\ - 52 X ;0 Y N
J ’ 4 1fi6ti "\ 1giati =J ' fiati "\ giati
i= = 4 L

dir.
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3.2.4 Tanim

(M x R®,J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M x R iizerinde
[1:x(M X R®) X y(M x R¥) — y(M x R%)

olmak iizere

S a s a S a
<X'; Ji a_ti) ’ (Y; gi a_ti)] = <[X' Y]:Z(X(gi) - Y(f)) 6_tl-) (3.2.2)

i=1

seklinde tanimlanan operatore braklet operatorii denir.
3.2.5 Lemma

(M x R%,J) bir hemen hemen kompleks manifold ve J hemen hemen kompleks

yapinin Nijenhuis torsiyon tensorii N; olmak iizere
0
N;((X,0,...,0),(Y,0,..,0)) = (NO(X,Y), N®(X,Y) 5}
i

ve

0
Ny <(X, 0,...,0), (o,o, ...,O,%, 0, ...,0)) = (N®(X),N® (X))
L

dir. Burada

NOEY) = [0,0]04Y) +2 ) dni(X, V8

=
NAX,Y) = (Lyxm)Y — (Loym)X
N®X) = (Lg,0)X
N®) = (Legm)X

dir.



28

3.2.6 Tanim

(M, @,&;,1n;,g) bir ¢atilandirilan metrik manifold ve (M X R%,J) hemen hemen
kompleks manifold olsun. J nin Nijenhius tensér alan1 N; = 0 ise (M, ¢,&;,n;,9)

catilandirilan metrik manifolduna normaldir denir [Yano ve Kon, 1984].
3.2.7 Teorem

(M, @,&,1m;,9) bir catilandirilan metrik manifold olsun. Bu yapinin normal
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul N, N® NG ve N® tensorlerinin sifir

olmasidir.

3.2.8 Teorem

(M, @, &;,1;, g) bir catilandirilan metrik manifold olsun. Eger N W =0 ise
N® =N® = N& =0 dur.

3.2.9 Teorem

(M, , &;,1m;, g) bir catilandirilan metrik manifold olsun. V X, Y € y(M) i¢in
29((Vx@)Y,Z) = 3dQ(X, Y, Z) — 3dQ(X,Y,Z) + g(NV(Y,2), pX)

+ Y (NDE, 20,00 + 2dm (¥, Xmi(2)

=1
—2dn;(pZ, X)n;(Y)} (3.2.3)
dir.
3.2.10 Teorem

(2n + s) boyutlu bir f.pk-manifold (M,9¢;,n;,g) olsun. (M,@,&;,1;,g) normal ise
asagidaki esitlikler vardir.

l) Lfini =0

i) [¢,€]=0
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i) Lgp=0

) dn;(X,@Y) = —dn;(¢X, )

v) Vel €D

dir [Yano ve Kon, 1984].

Bu tezin bundan sonraki kismi tamamen orjinaldir.
3.3. Kenmotsu F.Pk-Manifoldlar

3.3.1 Tanim

(2n + s) boyutlu bir f.pk manifold (M, ¢,é;,n;,g) olsun. 1 <i<s i¢in n; 1-
formlar1 kapali ve d® = 2n, A @ ise (M, @, ¢&;,1;,g) ye bir hemen hemen Kenmotsu
f.pk-manifold denir [Falcitelli ve Pastore, 2007].

Falcitelli ve Pastore “ f-structure of Kenmotsu Type “ adli makalelerinde 3.3.1
Tamm’1 yaparak 7; A ® = n; A @ esitliginden n; = n; bulmuslar, bir tek 7; nin var
oldugunu séylemisler ve bu n; yi de n, olarak almislardir.

Burada bir tek n; nin varhigm iddia etmeleri boyceke = boyDt =1 olmasim
gerektirir. Ciinkii ;(&;) = 6;; idi. Bu ise s # 1 i¢in boyM = 2n + s olmast ile

celisir. Bu nedenle Falcitelli ve Pastore nin yaptiklar1 Kenmotsu f.pk-manifold tanimi

aslinda Kenmotsu manifold ile aynidir. Dolayisiyla bir genellestirme degildir.

Bu tezde hata diizeltilerek hemen hemen Kenmotsu f.pk-manifold tanimi asagidaki

gibi verilmistir.
3.3.2 Tamim

(2n + s) boyutlu bir f.pk-manifold (M, ¢, ;,1;,g) olsun. 1 < i < s igin n; 1-

formlar1 kapal1 ve

S
i=1
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ise (M,@¢;,m:,9) hemen hemen Kenmotsu f.pk Manifold denir.

2006 yilinda Falcitelli ve Pastore “ f-structure of Kenmotsu Type” isimli

makalelerinde Kenmotsu f.pk-manifoldun tanimini asagidaki gibi yapmuislardir.
3.3.3 Tanim

(2n + s) boyutlu bir f.pk manifold (M, ¢,¢&;,n;,g) olsun. 1 <i<s i¢in n; 1-
formlar1 kapali, d® = 2n,; A ® ve normal ise (M, @, &;,n;,g) ye bir Kenmotsu f.pk-

manifold denir [Falcitelli ve Pastore, 2006].

Yani bir hemen hemen Kenmotsu f.pk-manifold normal ise bu manifolda Kenmotsu
f.pk-manifold denir. Ayn1 hatay1 yani d® = 2n; A ® alarak bu tanimi yapmalari yine
bu taniminda yanlis olmasina sebep olmustur. Hemen hemen Kenmotsu f.pk-

manifoldlar i¢in yaptigimiz agiklamalardan dolayi bir genelleme olmamustir.

Simdi bu tanimin hatasm diizeltilerek; Kenmotsu f.pk-manifoldun tanimi verilip,

Kenmotsu f.pk-manifoldlarla ilgili teoremler ifade ve ispat edilecektir.
3.3.4 Tanim

(2n + s) boyutlu bir f.pk metrik manifold (M, @, ¢;,1;, g) olsun. Eger f.pk-manifold

normal, 1 < i < s i¢in n; 1-formlar1 kapal ve

S
i=1

ise (M,q,&:,m:,9) ye Kenmotsu f.pk-manifold denir. Yada kisaca hemen hemen

Kenmotsu f.pk-manifold normal ise Kenmotsu f.pk-manifold denir.
3.3.5 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,9.¢;,1;, g) olsun.M manifoldunun
bir Kenmotsu f.pk-manifold olmas i¢in gerek ve yeter sart X,Y € x(M) igin

(V@)Y = > (90X, V)é = 1 (V) pX) (3:3.1)
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olmasidir.
Ispat

M, bir Kenmotsu f.pk-manifold olsun. O zaman Es. 3.2.3’de Kenmotsu f.pk-

manifold olma sartlar1 kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa,

((Tx0)V,2) =3 ) (e A ®YX, 0Y,07) = (1 A D)X, D)}

o 1
=3 ) OOV, 92) + 1 (PN O(9Z, X)

1
+7,(Z)O(X, Y)) — §(—m(X)<D(Y, Z) +n;,(Y)O(Z,X)

+1m:(Z)0(X,Y))}

- i{—"i(x)‘l’(@’, ®Z) + (XY, Z) —n;(Y)O(Z, X)
-1n,(2)PX,V)}

= i{ —n1;(X)g(eY, 9?Z) + n;(X)g(Y, 0Z) — n;(Veg(Z, pX)

-n:(Z)g(X, pY)}

= ) -mNgZ oX) - m(Dg(X, oV))
= ) (90,809 9X) + g(Z,EDg(pX, 1)}

=) (92, -9, £)X + g(pX, 1))}
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bulunur. Buradan

(V@)Y = > (99X, V)§ = (V) pX)

elde edilir.

Tersine Es. 3.3.1 var olsun. Yukaridaki islemler tersine yapildiginda

9((Tx@)Y,2) =3 ) {01 A OIX,0Y,07) = (0 A DYXY,2))

i=1

bulunur. Es. 3.2.3’de 1 < i < s i¢in n;ler kapal1 ve

S
i=1
olarak bulunur. Bu durumda M bir Kenmotsu f.pk-manifold olur.

3.3.6 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@¢;,1;,g) olsun. Bu taktirde
VX,Y € x(M) igin

9((Vx@)Y,Z) = Z(me)(m(Y)M —10:(Z)@Y) (3.3.2)
dir.
ispat

Oncelikle Es. 3.3.1 denklemi kullanilirsa

9((Vx@)Y,Z) = Z{g(g(wX, V)& —n:(V)X, Z2)}

= D (90X, g 2) — ni(Ng X, 2))
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9(x0)Y,2) = ) {g@X, () = gX, 21} (3:33)

i=1
bulunur. Diger taraftan

N N

D @0 = ) W92 = ni(Tx (N2}

N

= W n92) = Ky (NIoZ = 1)V p2)

i=1

olup Es. 3.1.5 kullanilirsa
S S

D @02 = = ) 0V 7)

i=1 i=1

esitligi elde edilir. Burada Es. 3.1.3’den yararlanilirsa
S S

Z(me)(m(Y)M) = - Z (V) g(Vx9Z,$:)

i=1 i=1

bulunur. O halde

Z(me)(m(Y)q)Z —-n:(Z2)eY) = z{ —ni(NNg(VxeZ, &) +1,(Z)g(VxeY, &)}

= > =W ((Tx0)Z + 9VxZ,§)
+0:(Z)g((Vx@)Y + pVxY, §)}
= > WA Tx9ZE) ~1NGPTAZ,E)

+1:(Z2)g((Vxp)Y, &) + 1ni(Z)g(@VxY, &)}

dir.



N

> @9z = m@eV) = ) { =19 ((Tx9)2, )

=1

+1:(2)g((Vxp)Y, &)}

elde edilir. Son esitlikte Es. 3.3.1°den

S S
Z(me)(m(Y)q)Z —ni(2)pY) = Z{—m(l’)g(g(q)X, 2)éi—ni(Z)pX, &)
i=1 i=1

+1:(Z2)g(g(@X,Y)Ei—n;(Y)@X, &)}

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

D @9z =n@DeY) = ) (=g (@X,2) + (DG (X, 1)}

bulunur. Es. 3.1.6 ve son esitlikten istenilen elde edilir.

3.3.7 Lemma

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@,¢;,n;, g) olsun. Bu taktirde
i) Ve = 0

i) Vg &i=0

[ii) Vxé; €D

dir.

Ispat

Es. 3.3.1’de X = ¢; alinirsa

(v,0) ¥ = D to(08; V)& —m(0E)

olup ng(p = 0 bulunur.

34
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dni(X,Y) = g(X,Vy&) + g(¥, Vx &)
Bir f.pk-yapida dn;(X,Y) = 0 oldugundan

gX,Vy&) = —g(Y,Vx&) dir. X =&, Y = & alalinirsa

9(8,e,8) = =9 (&0 Ve &) = =98, Ve, &)

oldugundan

29(§;,Ve &) = 0= n;(Ve, &) = 0= Vg & €D bulunur.
(Vgi(p)fj = Ve, 0¢j — V¢ & oldugundan

V¢ & = 0 dir. Buradan

P?Ve & =02 =V &+ (Ve,&;)é = 0olup

Ve.&; = (Ve &) &k oldugu igin V¢ &; € D+ bulunur. O halde
Ve; € D n D dir. D n D+ = {0} oldugundan V¢ &; = 0 dur.

dne(X,&) = g(X, V&) + g(Vxép, &) = 0

olup buradan

9I(Vxéi ) = —g(X, Ve,di) = =9 (Vx&i, &)

29(Vx$i,§1) = 0

2n;i(Vx&i) = 0 = n;(Vx§i) = 0= Vxé €D
elde edilir.

3.3.8 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f-pk manifold (M,9¢;,n;,g) olsun.Bu taktirde
VX,Y € y(M) igin

Vg = X = ) ml0g = 97X (3.34)
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ve

(Wxn)Y = g(X,¥) = ) 0,0, () (3.35)
j=1

dir.

Ispat

Es. 3.3.1°de Y = ¢; alinirsa

(Wx0)§; = ) La(0X,8)6 - mi(5)9x)

bulunur. Diger taraftan

V@& — pVxé; = Z{g(X, 9&)E — oX}
i=1

ifadesinde Es. 3.1.5 kullanilir ve esitligin her iki tarafinin ¢ altindaki goriintiisii

alinirsa

PEVxé; = X

Uy + ) m(Vx))é = =X + ) mC0&
i=1 i=1

ViEy =X = ) m0§ = —p*X
i=1

elde edilir.
Diger taraftan Es. 3.1.7°nin X yoniinde kovaryant tiirevi alinirsa
Vxmi(Y) = Vxg (Y, &)

(Vxn)Y +n;(VxY) = g(VxY, &) + g(Y, V&)
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(Vxm)Y + (V) = TV + g(V, X = ) 0, (08))

j=1

olur. Buradan
S
(W)Y = gV, ) = Y 0, C0n; (1)
j=1

elde edilir.
3.3.9 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@¢;,1;,g) olsun. Bu taktirde
vV X,Y € x(M) igin

ROLYIE = ) 01;(N0%X = 1,002V} (3.36)
j=1

9g(RX,Y)E;,8) =0 (3.3.7)

dir.

Ispat

Es. 3.3.4 kullanilirsa
VWi =V (Y -> nj(Y)€j>
j=1
= Vi = > (0T + T, ()65}
j=1

_ Vv - Z{nj(y)vxfj + X[n;("]&}

j=1
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N

=Vx¥ — > {nj(N(—02X) + g(VxY,&)E; + g(Y, Vxé)E)}

j=1

= ViV + 07X ) 0, () = ) (VN8 + g, — 0PN}
=1 =1

ve
Vixyiéi = Vuyréi — Vo x$i

= _(pZVXY + (pZVyX
S S
= V¥ = ) 0y (TV) = VX + ) 0y (T X)
j=1 =1

olur . O halde

R(X,Y)& = VyVy& — Vy V& — Vix &

=Vx¥ + <p2XZS: n;(Y) - i{nj(VXY)fj +9(Y,—9?X)¢;}
=1 =1
— VyX — ¢2Yan(X) + Z{nj(VyX)s‘j — g(X, —p?Y)§;}
+ VY — i nj(VxY)&; — VX + ZS: ni(VyX)$;
=1 =1
= ¢2XZS: n;(Y) + ig(Yxsz)fj - ¢2YZS: n;(X) + ig(X,mzY)fj
j=1 j=1 j=1 j=1

= <p2XZ n;(Y) — Z 9(@Y,pX)¢; + Z 9(@X, pY)E;
j=1 j=1 j=1
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S
—(PZYZU]'(X)
=1

ROLVIE = ) (0002 =0, (D¢?Y)
j=1

bulunur.

Simdi Es. 3.3.6’dan

IRANEE) = 9O {1;07X = 0,097}, 6)
j=1
= Z{nj(Y) 9(@*X, &) —n;(X)g(@?Y, &)}
j=1

= Z{nj (V) g(oX, p&)) —n;(X)g(eY, 9S)}
j=1

=0
elde edilir.
3.3.10 Sonug

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,9,¢;,7n;,g) olsun. Bu taktirde
V X,Y € x(M) i¢in

R(X, )& = 0°X (3.3.8)

R(¢,X)& = —p*X (3.3.9)

R(X, &)Y = Z{n,-(Y)q)zX — (X, @?Y)¢}} (3.3.10)
j=1

R(&,&;)é =0 (3.3.11)

dir.
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Ispat
Es. 3.3.6 ve Es. 2.1.3 kullanilarak istenilen esitlikler kolayca bulunur.
3.3.10 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@,¢;,1;,g) olsun. Bu takdirde
V X,Y € x(M) i¢in

(V:R)X,)Y, &) =g(Z,X)Y —g(Z,Y)X-R(X,Y)Z (3.3.12)
dir.

Ispat

Es. 3.3.6 kullanilirsa,

(VzR)(X,Y,§) = VzR(X,Y)§ — R(V2X,Y)E — R(X, V;Y)§; — R(X,Y)V;¢;

=V, {Z{nj(Y)sz - n,-(X)fsz}}

j=1

—z{nj(Y)cozsz —1;(VzX)p?Y}
j=1

N

= 1,720 = 1, (00T, Y} + R(X, )92

j=1

= ) {(Vz{—=n;(NX +n;(V)n;(X)¢; +n;(X)Y —n,;(X)n;(Y)E;}

]
—{-n;(VVX +1n;(V)n;(VzX)&; + 0 (VzX)Y — n;(VzX)n;(V)E;}
—{-n;(VzV)X +n,;(VzV)n;(0&; + 0, COVY — n;00n;(VLY)E;
+R(X,Y)Z — R(X,V)n;(2)¢;}

= > {—nj(NVX — g(VzY, &)X — g(Y,Vz&)X + n;(XO)V,Y
j=1
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+9(V2X, &)Y + g(X, V&)Y +n;(NVX = 0;(VX)Y +1;(V, V)X

—1;X)VY + RX,V)Z +1;(Z)(; V) 9*X —n;(X)9*Y)}

{g(Y,0?2)X — g(X,p*Z)Y + R(X,Y)Z

1

+1;(Z)(; (VX = n;(V)n;(X)E; —n; (XY +n0;(Xn;(V)EN}

N
]:

= Z{Q(Y,Z)X —1;(@n;(NX = g(X, 2)Y +n,;(Z)n;(X)Y + RX,Y)Z

J=1

+1;(Z)n; (VX —n;(Z)n; (XY}
=R(X,Y)Z + g(Y,2)X — g(X,2)Y

elde edilir. Buradan

(VzR)(X,Y, &) = g(Z,X)Y —g(Z,Y)X —R(X,Y)Z
bulunur.

3.3.11 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f-pk manifold (M,@,¢;,n;,g) olsun. Bu takdirde
VX,Y € x(M) i¢in

RX,V)pZ = 9(R(X,Y)Z) + g(Y,Z2)pX — g(X, Z)pY
+9(X,9Z)Y — g(¥, 0Z)X

dir.

ispat

Riemann egrilik tensdriiniin tanim1 kullanilirsa,

RX,V)pZ = VyVypZ — VyVy@Z — Vixy9Z
= VX((VY(P)Z + (PVYZ) - VY((VX(P)Z + <PVXZ)

—(Vixn1®)Z — oVixyiZ
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bulunur. Es. 3.3.1 kullanilir ve gerekli islemler yapilirsa

ROLYIQZ = Tx() {99V, 206 = m(Z)pVY) + 9V Vy Z

V() {9(@X, 2)§ — DX~ 0¥y VxZ

i=1

+ z{ —g9(plX,Y],2)¢ —mi(D@[X, Y]} — @Vix v Z

= D (XY, )& + g9V, D)Vxés — X (DY = 1) Vxp¥

=Y[g(X,2)]& + g(@X, Z)Vy & — Yni(Z)]oX — 1 (Z)VypX
—g(o(VxY = VyX),Z)& —ni(Z)p(VxY — VyX)}
+@(VyVyZ — VyVyZ — Vix 1 Z)

= ) (9(Tx9Y, 206 + g(@Y, V2D + g (Y, D) (—97X)

i=1
—9(VxZ,§) oY — g(Z, V%)Y —ni(Z)VxeY
—9(Vy X, 2)§; + g(9X, Vy2)§; + g (9X, Z) (—9*Y)
—9(VZ,8)pX — g(Z,VyE) X —ni(Z)VypX
—9(@VxY,2)§; — g(9Vy X, 2)§; — i (Z)pVxY + 0:(Z) pVy X}

+ o(R(X,Y)Z)
= z{g((vxw)Y, Z)& — g((Vy@)X, 2)& + 1:(Z) (—(Vx @)Y

+ (Vy@)X) + g(@Y,VxZ)&; — g(0X,VyZ)E; — 1n;(VxZ) Y
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+1:(Vy2)pX} + g(Z, 0*X)pY + g(@X, 2)9*Y
—9(Z,9*V)eX + 9(R(X,Y)Z) — g(oY,Z)p*X
elde edilir. Tekrar Es. 3.3.1 kullanilip gerekli sadelestirmeler yapilir ve Es. 3.1.7
kullanilirsa aranilan esitlik bulunur.

3.4. Ricci Egrilik Tensorii

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold M ve x(M) in ortonormal bir bazi

{E{, E;, ..., Ezni s} Olsun. Kenmotsu f.pk-manifold M nin Ricci egrilik tensorii

2n+s

S(X,Y) = Z 9(R(E;, X)Y,E)) (3.4.1)
j=1

dir.

3.4.1 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@,¢;,n;,g) olsun. Bu takdirde
V X,Y € x(M) i¢in

SX, &) = —an n;(X) (3.4.2)
j=1

S(Ek' fl) = —27’1, S(X, EL) = S(EUX) (343)

dir.

Ispat

Es. 3.4.1deY = §; alinirsa

2n+s

SKED) = ) GR(Ee X o)

= > IRELXEED + ) 9(REw X0 E0) (3:44)

bulunur. Burada Es. 3.3.6 kullanilirsa
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R(Eq, X6 = ) (n,0097Eq = 1;(E)9?X)

j=1

= Z{—nj(X)Ea +71;(X) Z M (Ea) i}
j=1 k=1

R(Eq X6 = = ) mi(X)Eq (3:45)
j=1

elde edilir. Es. 3.4.5 , Es. 3.4.4°de yazilir ve diger toplam i¢in Es. 3.3.9 kullanilirsa

S(X,Ei)=§:g —im(X)Ea,Ea +ig(<p2X,s‘a)
a=1 j=1 a=1

= —zs:nj(X)ig(Ea,Ea) - i g(eX, p&,)
j=1 j=1 a=1

= —Znim(X)

elde edilir.

Benzer sekilde

R(Ey, &)¢ =ni(E)é —mi(§)E, = —E,
ve

R(&, &&= Z{Uj(fi)<ﬂzfi -1 @?*E3 =0
=1
bulunur. Buradan
SEu8) = =21 ) 1,6
=1

= —2n

elde edilir. Diger taraftan,



2n+s

SEX) = ) gR(Ee §DX, Eo)

= Z g(R(E,, §)X,E,) + Z 9(R(Ew X)§180)

oldugundan

R(E, &)X = Z{n,-(X)<p2Ea — 9(Eq, 9*X)§;}
j=1

= —inj(X) E,
=1

olup

S¢,X) = ig(—iﬂj(x) Eq Eq)
a=1 =1

= —Zs:nh(X) i 9(Eq, Eq)
= a=1

= —Zni n;(X)
=1

bulunur. Sonug olarak S(&;, X) = S(X, ¢;) elde edilir.

3.4.2 Teorem

45

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@¢;,1;,g) olsun.Bu taktirde

VX,Y € x(M) igin

S(@X,@Y) = SCX,Y) + 2 ) 1, (Omi(Y)

i=1

dir.
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Ispat

X0, Yo € Ime, n;(X)&;, 1n;(Y)é; € ceke olmak lizere V X,Y € x(M) igin D ve D*

dagiliminin vektor alanlarinin uzayi sirastyla ['(D) ve I'(D+) olmak iizere
N S
X=Xo+ ) mO0&, ¥ =Yo+ ) m(V)E
i=1 i=1
olacak sekilde X, Yy € T'(D) ve n;(X)é&;, n;(Y)é; € T'(D1) seklinde yazilir.

S(X,Y) = S(Xo +2ni(X)fi.Yo + im(Y)sﬂ-)
= S(Xo, Yo) + i n:(Y)S(Xo, &) + Zs: n:(X)S (1, Yo)
+im(X)m(Y)S (§€)
= S(Xo, Yo) + i m(Y)(—ZnZs: 1;(X0))
i=1 j=1

s s s
D 00— 21 ) 1,00) + ) mCOMNSEn )
i=1 j=1 i=1
olur. n;(X,) = 0, n;(Yy) = 0 ve Es. 3.4.3 esitligi kullanilirsa
s
SKY) = S(Xo, Yo) = 21 ) i (Omi(Y)
i=1
bulunur.
@X, Y € Img oldugundan S(X,,Y,) = S(@X, ¢Y) alabiliriz. Buradan
s
S(@X,@¥) = S(X,¥) + 21 ) 1,00y (Y)

=1

elde edilir.
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3.4.3 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f-pk manifold (M, @,¢;,1;, g) olsun.Bu taktirde
VX, YEx(M)vei€ {1,2,..,s}icin

(Vx$)(§,6) = 0 (3.4.6)
dir.

Ispat

Es. 3.3.4 ve Es. 3.4.3 kullanilarak kolayca gosterilir.

3.4.4 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@,¢;,1;, g) olsun. Bu taktirde

Vv X,Y € x(M) igin

(VxS)(@X, 01) = (VpxS) X, Y) = ) m(N(S(X, 9Z) + 2ng (X, 92}

= M@ @Y, X) + 2ng(pY, X))

dir.
Ispat
Ricci egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi alinirsa

(VoxS)(@X, pY) = V,xS(@Y, 9Z) — S(Vpx @Y, 9Z) — S(@Y,V ,xpZ)
S
= Vox(S(,2) + 20 ) (Vi)
i=1
—S((Vpx@)Y + @V Y, 9Z) — S(@Y, (Vyx9)Z + ¢V pxZ)

= VpxS(,2) + V20 ) 0 (NI(2) = S((Vpx @)Y, 07)

=1



—S(9VxY,0Z) — S(0Y, (Vyx9)Z — S(@Y, 9V yxZ)

= VpuS(,2) + 20 ) (1Y) Vyui(2) + 2DV g (1)}

i=1

+ ) (= S@@X V& = mNP?X, 92) = S( VY, 2)

—2n1;(VoxY)n:(2) — S(oY, g(@*X, Z)&; — n;(Z) 9*X)
=S(Y, VpxZ) — 2nn; (Vi (V5 2)}

olur. Burada Es. 3.1.5 kullanilirsa

= D [ VpxSH,2) + 200 (V) Vi (2) + 201(Z)V g (V)

=S(g(=X + n;(X)&, V)& + (X — n;(VIni(2) &, 0Z)
—=S(VyxY,Z) — 2nn;( Vx Y )1i(2)
=S(@Y, g(=X + n;(X)&;, 2)&; + 1:(Z2)X — 1 (Z)n;(X)E)

—S(Y, VyxZ) — 2nn;(VIn;( VpxZ)}

= VxS, 2) + 201,V Vi (2) + 202D gy (V)

+9(X, YIS, 9Z) — (XN (Y)S (i, 9Z) — i (Y)S(X, 9Z)
+1:C0M (VS &i, 9Z) = S(Vyx¥, Z) = 200 (Vi Y )14(2)
+9(X,2)S(Y, &) —ni(Xni(Z)S (@Y, &) —n:i(Z2)S(pY, X)
+1: (2 Q0S (@Y, &) = S(Y,VyxZ) — 20 (V)i Vyx Z)}

bulunur. Ayrica Es. 3.4.3 kullanilirsa



= D (TS, 2) + 200, () Vi (2) + 2001 (Z)V i (V)

—1;(VSX, 9Z) = S(VyxY,Z) — 2n0;( Vi Y )1:(Z)

~1:(Z)S (@Y, X) = S(Y, VyxZ) = 2nn; (V)N ( Vi Z)}

= D (TS, 2) + 201 (Vi (2) = 1:(V52))

+2n1;(Z) (Vpx:(Y) — 1:(VypxY))

—1:(V)S(X, 9Z) — n:(2)S(9Y, X)

= D (TSI, 2) + 200, (V) V)2 + 20002 (V)Y

—n;(Y)S(X, Z) — n:(2)S(9Y, X)}
olup Es. 3.3.5 ve Es. 3.1.5 esitliklerinden
= > LT, 2) + 201, (g (9K, 2) = 1i(pXImi(2)
+2nn,(Z) (g(@X,Y) — ni(@XIn;(Y))

—1:(Y)S(X, 9Z) — n:(2)S (@Y, X)}.

(TyxS)(@X, 9Y) = (VyuS) (X V) = ) m(N(SK, 92) + 2ng (X, 92}

= m@DS@Y,X) + 2ng(p¥, X))

i=1

elde edilir.
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3.4.5 Tanim

M bir Riemann manifoldu olsun. VX, Y € y(M) igin,

(VxS)(@Y,0Z) =0 (3.4.7)
ise S Ricci tensorii n-paralel denir.

3.4.6 Teorem

(2n + s) boyutlu bir Kenmotsu f.pk-manifold (M,@,¢;,1n;, g) olsun. S Ricci tensorii

paralel olmasi icin gerek ve yeter sart

(WxS)(Y,2) = =20 Y (X, )(2) + g, Dni ()}

= > NS 2 + m(DSK, )}

olmasidir.
Ispat

(VxS) (@Y, 9Z) = VxS(pY,pZ) — S(Vx@Y,9Z) — S(@Y,VxpZ)
= Vx(S(,2) + 20 ) (V@)

=S((Vx@)Y + @VxY,pZ) — S(@Y, (Vxp)Z + ¢VxZ)

D LTS, 2) + V2mn (ni(2)

=1
=S(g(@X,Y)é —ni(V) X, pZ) + S(pVyY, 9Z)

=S(pY,9(9X,2)¢; — 1 (Z)pX) — S(@Y, pVxZ)}

N

= D VS, 2) + T2nn (ni(2) — g (0K, VIS (&1, 97)

i=1
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+1n:(V)S(pX, 0Z) — S(VxY,Z) + 2nn;(VxY)n;(Z)
—g(9X,Z2)S(pY,&) + ni(Z)S(@Y, pX) — S(Y,VxZ)

—2nn;(V)n;(VxZ)}

= D {TS(,2) + 20T (DD +0: (NS (9X, 97) = ST, 2)

+2nn;(VxY)n,(Z) + n,(2)S (@Y, pX) — S(Y,VxZ)

—2nn;(Y)n;(Vx2)}
= D (TS, 2) + 2 (DT (V) + (Vi (2))

+1n:(V)S(@X, 9Z) + n,(Z)S(@Y, pX) — S(VxY, Z)

=S(Y,VxZ) = 2n{n;(VxYIn;(Z) + n;(YIn;(VxZ)})

- Z( VeS(Y,Z) — S(VyY,Z) — S(Y, VyZ)

+2n{n;(Z2)Vyn;(Y) — 0;(VxY)n;(Z)}
+2n{n;(V)Vxn;(Z) — n;(YIn;(VxZ)}

+1:(Y)S (X, 9Z) + 1;(Z)S (@Y, pX))

= > LTS, 2) + 203, Tin) (V) + 201, (Fyn ) (2)

i=1

+0:(V)S(@X, 9Z) +1:(2)S(pY, 9X)}
= D LTGS2 + 20D (9K, 1) = 1O (V)

+2nn; (V) (g(X, Z2) — n;(X)n;(2))

+1:(Y)(S(X, Z) 2nn; (X)n;(2))
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+1:(Z)(S(X,Y) + 2nn;(X)n;(Y))}

burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(VxS)(@Y,07) = (VxS 2) +2n Y (g(X, Ii(2) + g(X, D ()}

+ ) NS 2) + m(DSK, )

elde edilir.

Tersine eger S ricci tensori n-paralel ise (VyS) (@Y, 9Z) = 0 dir. O halde

(VxS)(Y,2) = =2n ) {gQ,VIm(2) + g(X, Dy (1)}

=) NS 2) + m(DSK, )

bulunur.
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4. BAZI EGRILIK SARTLARI
4.1.1 Teorem

(2n + s) boyutlu bir M Kenmotsu f.pk-manifoldu tizerinde R.S = 0 ise

N

S,V) = =2ng(V V) + ) (= 4 (VY + 20 (V) (1)
h,k=1

+2nn,(VInp(Y)} (4.1.1)
dir.
Ispat
VX, Y, UV €x(M)icin, R(X,Y).S = 0 olmast halinde
R(X,Y).S=-S(RX,Y)U,V) =S(U,R(X,Y)V)
olup
S(RIX,Y)U,V)+S(U,RX,Y)V) =0
esitligi yazilir. Bu esitlikte X = &; alinirsa
SR, VU, V)+SU,R(&,Y)V)=0

olur. Burada Es. 3.3.9 ve Es. 3.3.10 kullanilirsa

S (Z{g(Y,sz)s‘h —nh(U)sz},V>
h=1
+S <U,Z{9(Y,¢2V)Eh —nh(V)<p2Y}> =0
h=1

D S, 92U, V) = S W)@V, V) + (U, Y, 9*V)E)
h=1

=S (Mp?Y)}=0
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D (902 DS V) = ISV, V) + gV, @*V)S(U, 1)
h=1

(VIS 9?Y)} =0

bulunur. Son esitlikte U = §; alinirsa,

D 19,025 V) = m(§)S@Y. V) + g (Y, VIS (&), 1)
h=1

—n(V)S(¢;,9%Y)} =0

olup

=S, V) + ) {gU, @IS, 60 = m(S(E;,92Y)) = 0
h=1

=S <—Y + Z Me(Y) §k, V) +9g (Y, ~V+ Z (V) §k> (—2n)
k=1 k=1
- Z nn(V)S (f,-, -Y + Z (V) §k> =0
h=1 k=1

N

SCLY) +20g(r V) + D (= (NSE V) — 2nm (DY, 60
&2
1 (WS(E5Y) = (VM (NS(E i} = 0
S(Y,V) + 2ng (v, V) + Z (=N (=200, (V) = 200 (VI (V)
&2
1 (V) (=217 (V) = nn (VI (V) (=2n)} = 0

SOV +2ng(L V) + ) {20 (N1 (V) = 20 (V)e(Y)
h,k=1
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=2nn, (Vnp(Y) + 2nn, (V) (V)3 =0

SOV) = =2ng (V) + ) (= 4 (VY + 20 (V) (1)
h,k=1
+2n1,(V)na(Y)}
elde edilir.

4.1.2 Sonug

(2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu tizerinde R.S = 0 olmasi igin gerek ve

yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.

Ispat

Es. 4.1.1 kullanilirsa

S, V)= =2ng(Y,V) + {=2nn; (Y)n: (V) + 2nn, (V)n, (¥) + 2nn, (V). (V)
—2nn,(V)n,(V)}

oldugundan

S(Y,V) = -2ng(Y,V)

elde edilir.

Teoremin ispatinin diger yoni, islemler ters diisiiniilerek kolayca goriiliir.

4.1.3 Teorem

(2n + s) boyutlu bir M Kenmotsu f-pk manifoldu {izerinde P. S = 0 ise

N

S(,V) = =2ng(V,V) + > { = 4nn(V)n(V) + 2n (V)i (¥)
hk=1

+2nn, (V)N (Y)} (4.1.2)

dir.
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Ispat

VX,Y,U,V € x(M)igin P(X,Y).S = 0 olsun. Bu durumda
(PX,Y).9)WU,V)=PX,Y).SWU,V)-SPX,Y)UV)-SWU,PX,Y)V)=0
P(X,Y).S(U,V) =S(P(X,Y)U,V) + S(U,P(X,Y)V)
S(PX,Y)U,V)+S(U,P(X,Y)V) =0

olur.

1
2n+s-1

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z — {S(Y,2)X — S(X, Z)Y} oldugundan;

;_1 (S, DX = SE YLV

R(X,Y)U —
S((' w 2n+s

;_1{5(1/, V)X =S V)Y}) =0

S(U,R X,Y)V —
+ ( ) 2n+s

1
SR, VIU,V) = ———{S(Y, U).5(X,V) = S(X,U).S(¥,V)}

+S(U,RX,Y)V) — 2n_l_%{S(Y, V).S(U,X)-SX,V).S5(U,Y)}=0

1 1
——]_S(Y' U).S(X,V) + mS(X, U).S(Y,V)

R(X,Y -
S(RIXNU,V) = 53—

1 1
+S(U,RK, V) = 5= SV, V).S (W, X) + 5———=SK,V).S(WU,¥) = 0

S(RIX,Y)U,V)+S(U,RX,Y)V) =0
bulunur.

Son esitlikte X = U = §; alinirsa
SR, Y)E,V) + 86, R(E,YIV) =0

olur. O halde Es. 3.3.9 ve Es. 3.3.10 kullanilirsa
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=SV, V) + ) (9, 0*VIS () = m(IS(Eu 9?1} = 0
h=1

olup

—S <_y + Z N (Y) &, V) +49 (Y, -V + Z (V) fk) (=2n)
k=1 k=1
- z n,(V)S (fi» -Y+ z Nk (Y) fk) =0
h=1 k=1

S

SO,V)+2ng(r, V) + ) (= (NS V) = 2 (VY. )
h,k=1

1 (V)SELY) = (Ve (V)S(61,6k)} =0

SCLV) +2ng (Y V) + ) (=1 (V) (=21, (V) = 207 (V)i (1)
hk=1

+n, (V) (=201, (V) = (VI (V) (-20)} = 0

SCLV) + 2ng (V) + ) {20 (V0 (V) = 200 (V) ()
hk=1

=2nn, (Vnp(Y) + 2nn, (VN (V)3 =0

SO,V) = =2ng (V) + ) (= 4 (DY) + 200 (V) (1)
h,k=1

+2nn, (VIn,(Y)}
elde edilir.
4.1.4 Sonug

(2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde P.S = 0 olmas1 igin gerek ve

yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.
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Ispat

Es 4.1.2 kullanilirsa

S, V) =-2ng(Y,V) + {=2nn, (V)N (V) + 2nn;, (V)1 (Y) + 2nn, (VI (Y)
—2nn, (V)n1(Y)}

oldugundan

SY,v) =-=-2ng(v,V)

elde edilir.

Teoremin ispatinin diger yonii, islemler ters diisiiniilerek kolayca goriiliir.

4.1.5. Teorem

(2n + s) boyutlu bir M Kenmotsu f.pk-manifoldu tizerinde R. P = 0 ise

SW,¥) = =2ng(V,V) +2n )" {= (V) + 1 (V1) (4.1.3)
h,k=1

dir.

Ispat

VX,Y,U,V € x(TM) i¢in R(X,Y).P = 0 olsun.
(R(X,Y).P)(U,V)Z = R(X,Y).P(U,V)Z — P(R(X,Y)U,V)Z
—P(U,R(X,V)V)Z — P(U,V).R(X,Y)Z

=0

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z —

1
S S DX — 5(x, 7)Y}

oldugundan,

R(X,Y).P(UV)Z - P(R(X,Y)U,V)Z — P(U,R(X,Y)V)Z — P(U,V).R(X,Y)Z
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=R(X,Y).R(U,V)Z — (S(V,2).R(X,Y)U — S(U, Z).R(X,Y)V}

2n+s-—1

—R(R(X,Y)U,V)Z +

g s =1 W 2D.RE VU - SRE, YU, Z)V}

—R(U,R(X,V)V)Z +

s = SREV,2)U = SU,2).R(X, )V}

—R(U,V).R(X,Y)Z +

s =7 SV R Z)U = S(U,RKX, Y)Z)V)

=R(X,Y).R(U,V)Z - R(R(X,Y)U,V)Z — S(R(X, VU, 2)V

2n+s-—-1

—R(U,RX,Y)V)Z +

2n+s— 1S(R(X' Y)V,Z)U - R(U, V)R(X, Y)Z

S(WV,RX,Y)Z)U —

SWU,RX,Y)Z)V =0

+2n+s—1 2n+s-—1

olup diizenlenirse

R(X,Y).R(U,V)Z — R(R(X,Y)U,V)Z — R(U,R(X,Y)V)Z — R(U,V).R(X,Y)Z

+

s =1 SRV, DU+ SWV,REK, VU = SRI, U, 2)V

—S(U,R(X,Y)Z)V} =0
elde edilir. X = U = &; alinirsa

R(§:,Y).R(§,V)Z = R(R(§;,Y)E:, V)Z — R(§1, R(§, YIVIZ — R(§;, V). R(§;,Y)Z

t o o 1{5(R(fi, V,Z2)¢ + SWV,R(,Y)Z)E — S(R(&, V)L, 2V

=S, R(EL,Y)Z)VI=0
bulunur. Buradan



+ Mt s — 1{5(R('fi; WV,Z2)¢ +SWV,R(,Y)Z)E — S(R(&, V)&, 2)V

_S(Eil R(Ei' Y)Z) V} ’ Eh) =0
g(R (Ei' Y) R(Eir V)Zr Eh) - g(R (R (gir Y)Ei) V)Z; S;h) - g(R (Ei) R(Ei: Y) V)Z, Eh)

_g(R (fil V) R(fir Y)Z, fh) + {S(R (S;i! Y) V; Z)g(fu fh)

2Zn+s—1
+S(V,R(&:,Y)Z)g (&, &) — S(R(E,Y)ELZ)g(V, &)
=S, R(ELY)Z)g(V, &)} =0

olup Z=¢; alinir, Es. 3.3.9 ve Es. 3.3.10 kullanilirsa,

g(RE,Y).R(E,VIE; &) = —g(R(ELY)ER R(E,VIE))

= —g(—9*Y,—¢*V)

= =gV = ) MWV = ) mE
k=1 k=1
= g+ ) NG E) + ) m(N) g V)
k=1 k=1
= Mg )
k=1

= g, V) + ) eI mi () + 1 (Ve (V)
k=1

MM (N g(&r, &)}
g(RRELYVELVIELEL) = g(R(—92Y,V)E} &)

=g (R (Y -> nkmfk) , V) £ 60)
k=1

= gRONELE) = ) mMg(REVIE )
k=1

60
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=g (Z{nh(V) Y —np (V)@V}, Eh) - z (V) g(=?V, &)
h=1 h=1

=0,

g(RE,RENVIELE) =g (R (fi'z{g(YKPZV)fh —nn(V) <P2Y}) &irén)
h=1

= > =mWg(RE 92V, 60)
h=1

= z{—nh(V)g (R (fi, -Y + Z Nk (Y)€k> $jo Eh)}
h=1 k=1

N

= D mWgREE &) + mMIRE 06 0))

h,k=1

= Z (V) g(—=9?Y, &)
h=1

=0
g(RELV).R(E,Y)EEn) = —g(R(ELVIER R(ELY)E))

= —g(—@?*V,—¢?%Y)

=gV = ) mEY = ) mN&)
k=1 k=1
= —gV, 1)+ ) m g6 + ) melV) gV
k=1 k=1
- Z MV (V) g (€, §ic)
k=1

= =gV, )+ ) D V) + e (V)
k=1

e (VN (V) g (&, &)}
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S(RE NIV, )90 n) = SO {90, @*V)en = (V) 7Y} )
h=1

= 91, @S &) = ) mWS(9?Y.8)
h=1

N

= g (¥, V) + ) (=2 (VI () = 200, (V)1 ()
hk=1

+2nn, (V) (Y)},

S(V,R(,Y)E;)9(&i,8n) = SV, —?Y)

=S¥ = ) m(NE
k=1

=S, = ) mNSV,60)
k=1

S

= SW+2n ) 0 m0)
kh=1

SR, Y)ELE) gV, &r) = S(—@%Y, & )N (V)

=5 - Z M (Y&, (V)
k=1

= SV, = ) me VIS, €M (V)
k=1

N

= D =2V + 20, (V) (V)
hk=1

S(fi: R(fl’l Y)E])g(V, fh) = S(Ei) —(PZY)Uh(V)

=S¥ = ) mEIMD)
k=1
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= SE M) = D IS G EIM (V)
k=1

- Z (=2nna (VMW (V) + 207, (V)7 (V)}
hk=1

elde edilir. Bulunan esitlikler denklemde yerine yazilirsa

—g( V) + ) V) 1) + eV e(V) = 1 O (Vg i 60)
k=1
+9(V) = ) 1) 1) + VI = 1 Ve (N )

2 (2ng (¥, V) = 200, (V1Y) = 2000, (V1 (V)
hk 1

2n +5s—
+2nn, (Ve (V) + SV, Y) + 2nn (V1 (V) + 200, (V)1 (V) = 2nn, (Y0, (V)

+2nn, (Y)n, (V) — 2nn, (V)1 (V)} = 0

olup

—Zn — 2 2ng(V,V) + SV, Y) + 20, (V)nn (V) = 201, (V)7 (V) = 0

SW,Y) = =2ng(V,V) +2n D" {= 1)) + (V)V}
hk=1

elde edilir.

4.1.6 Sonug

(2n + 1) boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde R.P = 0 olmasi i¢in gerek

ve yeter sart M nin Einstein manifold olmasidir.
ispat

Es 4.1.3 kullanilirsa



SW.Y) = =2ng(Y,V) = 2nn, (Y)n, (V) + 2nn, (V)11 (V)
olup

S(V,Y) = —2ng(Y,V)

bulunur.

Teoremin ispatinin diger yoni, islemler ters diisiiniilerek kolayca goriiliir.

64
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5. KENMOTSU F-PK MANIiFOLDLARIN iNVARYANT ALT
MANIFOLDLARI

M, (2n+s) boyutlu (M,®,&,7,g) hemen hemen metrik f.pk-manifoldunun

(m + s) boyutlu bir immersed alt manifoldu olsun.

itM—M

immersiyonunun diferensiyeli B ve M iizerine indirgenmis Riemann metrigi g olsun.

(Burada g =i = g dir.)

Gauss denkleminden y(M) = y(M)@yxt(M) dir. y(M), M ye teget olan vektor

alanlarinin uzay1 y* (M) de M ye normal olan vektdr alanlarmin uzayidir.

t = 2n —m olmak tizere {N,N,,...,N;} , kiimesi y*(M) in bir ortonormal bazi
olsun.
5.1.1 Tanim

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun alt manifoldu olsun. Vp € M igin
@(B(T,M)) c T,M ise M ye M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt
manifoldu denir. Burada B, M alt manifoldunu tanimlayan doniisiimiin tiirev

doniisimiidiir.

Bu durumda Es. 2.4.1, Es. 2.4.2 ve Es. 2.4.3’den

®BX = BoX (5.1.1)
t
ON, = Z AN, (5.1.2)
=1
t
& = BV, + Z a N, (5.1.3)
=1
olur.

5.1.2 Teorem
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M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. O zaman,

p:=—-1+7,QV, a7, =0 (5.1.4)
t

(pVi = 0, Z alllk =0 (515)
=1

Lk=12,..,ti=1,2,.., sdir.
5.1.3 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. Bu taktirde ¢;
lerin M ye teget olmasi i¢in gerek ve yeter sart M {izerine indirgenmis (¢, V;,1;, g)

yapisinin Kenmotsu f.pk- yap1 olmasidir.

Ispat

&; ler M ye teget vektor alani olsun. O halde Es. 5.1.3’den

¢ = BV, (5.1.6)
olupV; # 0 ve a; = 0 dur.

Diger taraftan Es. 2.4.1°den,

t
F@X,Y) = GBOX,Y) + ) vi(0FN,,¥) = g(gX, V) (5.1.7)

=1

elde edilir.
Simdi Es 3.3.1 de Es 5.1.6 ve Es. 3.1.7 kullanilirsa
(Vx @)Y = g(@X,V)§; — 7,(V)PX

= g(®X,Y)BV; — g(¥,§)PX

= g(®X,Y)BV; — g(Y,BV;)®dX

ve Es. 5.1.7°den



(V@)Y = g(eX, )V — g(¥,V))pX
= g(@X, V)V = n;(Y)pX
= (Vx@)Y

elde edilir.

Diger taraftan

vXfi = VXBVL'
S

X —an(X)fj = VxV;
j=1

—q)2X = VXvi

—QJZBX = VBXvi

bulunur. Burada Es. 2.4.1 ve Es. 2.4.2 kullanilirsa

VBXVi == —q)(q)BX)

t
= —O(BEX + ) B(ON)
=1

t
= —dBpX — ® Z v, (X)N,
=1

= —Bp?X —iszPX)Nz - z Ve (X) Uy — Z
=1

k=1

olur. &;, M ye teget vektor alan1 oldugundan

VBXvi = _B(pZX
VXVi = _(pZX

ViVi =X —n;(X)V;

t

t

k=1

t
ve(0) ) AN,
=1

67
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elde edilir.
O halde M (¢, V;,n;,g) Kenmotsu f.pk yapisi ile bir Kenmotsu f.pk manifolddur.

Tersine Es. 2.4.4°den Y!_, v,(X)U; = 0 oldugundan v;(X) = 0 olur. O halde Es.
2.4.5°den v, (pX) = a,n(X) olup a, = 0 bulunur. O zaman Es. 5.1.3°den &; = BV;

bulunur ki bu da &; nin teget oldugunu gosterir.
5.1.4 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun alt manifoldu olsun. M nin M Kenmotsu
f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olmasi igin gerek ve yeter sart M {izerine

indirgenmis (¢, V;,n;, g) indirgenmis yapisi bir Kenmotsu f.pk-yap1 olmasidir.
Ispat

M, M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. O zaman Es.
2.4.5 ve Es. 5.1.5°den

t

Zvl(X)Ul —0 > 1(X)=0

=1

olur. O halde Es. 2.4.6’dan

vp (X)) = apn(X)

ve

—g(eX,U,) = a,g(X,V;) (5.1.8)
elde edilir. Diger taraftan

~9(#X,Up) = 9(X, 9Up)

oldugundan Es. 5.1.8

9(X, U, —a,V;) =0

olup, g Riemann metrigi oldugundan
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U, —a,V; =0 = U, = a,V;
ve Es. 5.1.5’den &, = 0 bulunur.
O halde Es. 2.4.3’de &; = BV; olur ki &; € TM dir.

Tersine Es. 3.1.5 ve Es. 2.4.5’den

t
ZUI(X)UI =0 =>Ul = 0.

=1

dir. Es. 2.4.6’dan v, (¢X) = a,n;(X) olup a,, = 0 bulunur.

O zaman Es. 2.4.3’de &, = BV; olup &;, M ye teget vektor alan1 oldugundan 5.1.3

Teorem den istenen elde edilir.
Uyari: VX € x(M) i¢in BX = X oldugundan bundan sonra BX yerine X yazilacaktir.
5.1.5 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX € x(M)

i¢cin

h(X,§) =0 (5.1.9)
dir.

Ispat

Es. 3.3.4°de Gauss denklemini kullanilirsa,

Ve = X = ) ;08
j=1

Vo hOGE) =X = ) 0,00
j=1

olup
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Vxéi=X— ZU](X)'SJ'
=

ve

h(X,§) =0
bulunur.
5.1.6 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX,Y € x(M)

i¢in
h(®X,Y) = ®h(X,Y) = h(X, ®Y) (5.1.10)
dir.
Ispat
Gauss denklemi kullanilirsa, VX, Y € x(M) igin
(VDY = V, Y — OV, Y
= V4 Y + h(X, DY) — dVyY — Oh(X,Y)
= (Vx®)Y + h(X, ®Y) — dh(X,Y)

olur, Es. 3.3.1°den,

D G@XNE = n(NOX} = ) {g(@X, V) — (V)X

+h(X, dY) — ®h(X,Y)
olup,
h(X,®Y) — ®h(X,Y) =0

h(X,®Y) = ®h(X,Y) (5.1.11)
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bulunur.

Diger taraftan X ile Y yer degistirilip, yukaridaki islemler tekrarlanirsa

(Vy @)X = (Vy @)X + h(Y, ®X) — ®h(Y,X)

olup

h(Y, ®X) = ®h(Y,X)

bulunur. Ayrica h simetrik oldugundan

h(®X,Y) = ®h(X,Y) (5.1.12)
elde edilir.

Sonug olarak, Es. 5.1.11 ve Es. 5.1.12°den aranilan esitlik bulunmus olur.

5.1.7. Sonug

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX,Y € x(M)

i¢cin

h(®X, DY) = —h(X,Y) (5.1.13)
dir.

Ispat

Es. 3.1.5 ve Es. 5.1.10 kullanilirsa, VX,Y € TM i¢in

h(®X, ®Y) = dh(X, DY)

= ®2h(X,Y)
= —h(X,Y) + Zm(h(X, Y))é;
= —h(X,Y)

elde edilir.
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5.1.8 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX,Y € x(M)

icin

(Vxh)(Y, &) = —h(Y, Vx¢y) (5.1.14)
dir.

Ispat

vX,Y € x(M) i¢in, Es. 5.1.9 kullanilirsa

(Vxh)(Y, &) = Vxh(Y, &) — h(VxY, §) — h(Y, VxS))

olup

(Vxh)(Y, &) = —h(Y, Vx¢y)

elde edilir.

5.1.9 Sonug

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. VX, Y € x(M)

i¢in

(Vxh)(Y,$) = —h(X,Y) (5.1.15)
dir.

Ispat

VX,Y € TM igin, Es. 3.3.4, Es. 5.1.9 ve Es. 5.1.14 kullanilirsa

(Vxh)(Y, &) = —h(Y, V&)

—_nlvx- Zn,-(X)gj
=1
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= —h(Y,X) + Z n;(Xh(Y,¢;)
j=1

= —h(Y,X)
elde edilir.
5.1.10. Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. ikinci temel

formun paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik olmasidir.
Ispat

h paralel olsun. O halde

(Vxh) (Y, &) =0

dir.

Es. 5.1.14 kullanilirsa

h(Y,Vx$) =0

olur. Burada Es. 5.1.9 kullanilirsa

h(X,Y)=0

olup M total geodesik olur.

Tersine M total geodesik olsun. O zaman h = 0 dir. VX,Y,Z € TM igin
(Vxh)(Y,Z) = Vxh(Y,Z) — h(VxY,Z) — h(Y,VxZ)

oldugundan,

Vh=0

olup h paraleldir.
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5.1.11 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX € y(M),
N € yt(M) igin

Ayéi =0 (5.1.16)
dir.

Ispat

Gauss ve Weingarten esitligini ve Es. 5.1.9 kullanilarak istenilen elde edilir.

5.1.12 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX € y(M),
N € yt(M) igin

PANX = Aoy X = —ANDPX (5.1.17)
dir.
Ispat
Es. 3.1.8, Es. 5.1.10, Gauss ve Weingarden esitligi kullanilirsa
g(@PANX,Y) = —g(AxX, PY)
= —g(h(X,PY),N)

= —g(Ay®X,Y)
olup
PANX = —Ay DX (5.1.18)
bulunur.

Diger taraftan
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g(Aq)NX' Y) = g(h(X, Y)r CDN)

= —g(Ph(X,Y),N)

= —g(h(X, ®Y),N)

= —g(AyX, ®Y)

= g(PANX,Y)
olup
ApnX = PANX (5.1.19)
bulunur.

Sonug olarak Es. 5.1.18 ve Es 5.1.19 esitliklerinden istenilen elde edilir.

5.1.13 Teorem

M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. vX,Y € TM

icin R(X,Y)&;, M ye tegettir.
Ispat

N, € TM* igin (I = 1, ..., t) Es 3.3.6°dan

FRANEN) = g| Y (1,00¢2X = 1,00V} N,
=1

= Z{ niNg—X + Z n:(X)&),Ny)
= i=1
—n;(X)g(-Y + z ni(Y)$), N, }

= > (=GN + 7,00 M)

ji=1



+1;(X) gy, N) —m:(Y)g (&, N}
=0
bulunur. Buradan R(X,Y)&; M ye teget vektdr alanlanidir.
5.1.14 Teorem
M, bir M Kenmotsu f.pk-manifoldunun invaryant alt manifoldu olsun. O zaman

dir.

Ispat:
IR, pX) X, X) = g(R(X, pX)pX, X) — g(h(X, X), h(¢X, ¢X))
+g(h(X, X), h(X, pX))

dir. Es. 5.1.10’dan

gRX, X)X, X) = g(RX, X)X, X) + g(h(X, X), h(9X, pX))
—9(ph(X,X), ph(X, X))

olup, burada Es. 5.1.11 kullanilirsa

IRX, X)X, X) = gR(X, pX)9X, X) — 2g(h(X, X), h(X, X))

elde edilir.
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6. YARI SIMETRIK METRIiK OLMAYAN KONNEKSiYON iLE TANIMLI
BiR KENMOTSU F-PK MANIFOLDUN YARI iINVARYANT ALT
MANIFOLDU

6.1.1 Tanim

(2n + s) boyutlu M Kenmotsu f.pk-manifoldunun bir alt manifoldu M olsun. Eger ¢;

vektor alanlart M de teget ve M lizerinde bulunan {D, D1} ortogonal dagilimi
1) TM = D@D+ ®Sp{&y, .., &5}

2-) Vx € M igin D dagilimi @ altinda invaryanttir. Yani @D, = D,, .

3-) Vx € M igin D* dagilim1 ¢ altinda anti-invaryanttir. Yani oDy C T M
ise M ye M Kenmotsu f.pk-manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu denir.

M vyari-invaryant alt manifoldu; Vx € M icin Di = {0} ise M invaryant alt

manifold, Vx € M i¢in D,, = {0} ise M anti-invaryant alt manifolddur.

M de indirgenmis bir g metrigi ile V Levi-Civita konneksiyonunu alalim. O zaman

Gauss ve Weingarten formiilleri; VX,Y € y(M)ve N € y*M i¢in
VyY =ViY + h(X,Y) (6.1.1)
VyN = ViAN — Ay X (6.1.2)

dir. Burada V**normal kistmi, h ikinci temel form, Ay sekil opeatdriidiir. Ikinci

temel form ile sekil operatorii arasinda
g(h(X,Y),N) = g(AxX,Y) (6.1.3)
bagintis1 vardir.

Simdi bir yari-simetrik metrik olmayan konneksiyonu tanimlayip dogrulugunu

gosterelim. VX,Y € TM i¢in

S
ViV =V, Y + Z n;(Y)X (6.1.4)

=1
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dir. Burada V Riemann konneksiyonu oldugundan, Vg = 0 dir. O halde
(Vxg)(Y,2) = Xg(¥,Z) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ) = 0
olup

Xg(v,Z) = g(VxY,2) + g(Y,Vx2)

o (VXY -> m-(Y)X,z) + 9V, xZ = ) (DX

= 9T, 2) + (V. Wx2) = ) m(V) (X, 2) = ) nd2)g(¥,2)

dir. Buradan

Xg(Y,2) —g(VxY,Z) — g(Y,VxZ) = — Z n(Y)gX,z2) — z n:(Z)g(Y,Z)

T2 = = ) (N gX2) = ) 1(2)g(¥.2) (6.15)

elde edilir. O halde V metrik konneksiyon degildir.
Diger taraftan V simetrik oldugu i¢in T (X,Y) = 0 dir. O halde
T(X,Y) = VY — VyX — [X,Y] = 0 oldugundan

[X,Y] = VyxY — VyX olur. O halde,

N N
(Y] = TV = > (DX = TX + ) 5:0Y
i=1 =1

VeV = TyX = [X,Y] = ) (DX = ) (0¥
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TLY) = ) mNX = ) m(0Y (6.1.6)

oldugundan V yari-simetrik konneksiyondur.
6.1.2 Teorem

M bir yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli M Kenmotsu f.pk-

manifoldunun yari-invaryant altmanifoldu olsun. O zaman,

(Tx@)Y = D (99X, V) = 20 ()X} (6.17)
i=1

dir.

Ispat

Es. 3.1.5, Es. 3.3.1 ve Es. 6.1.4 kullanilirsa

(VXQD)Y = vX(PY - §0va

N

S
= VoY + Z ni(@V)X — VxY — ¢ Z n(Y)X

=1 =1

= @) + ) (9(0Y, 80X = ni(V)gX)

Z{ 9(@X, V)& —ni (V)X —n;(V) X}

= Z{g((pX, )¢ — 2n,(Y)pX)

elde edilir.



80

6.1.3 Sonug

M bir yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli M Kenmotsu f.pk-

manifoldunun bir yari-invaryant altmanifoldu olsun. O zaman,

S
Vi =2X — Zﬂj(x)fj (6.1.8)
j=1
dir.
Ispat

Es. 6.1.5deY = Z = ¢; alinirsa
Tx9)(5.67) = = > 190X, )m:(&) + 9(X.£)m (&)}

Vxg(§5,¢7) — 9(Vx),§5) = 9(85, V&) = —2n;(X)
~29(Yx¢;,¢;) = —2n;(X)

n;(Vx&;) = n;(X) (6.1.9)
olur.

Simdi Es. 6.1.7 geri déniiliip Es. 3.1.5, Es. 3.3.1 ve Es. 6.1.9 kullanilirsa

(Txp)éi = ) (900X, 68 = 20,ED9X)
j=1

Vepi — Vi = ) (- 90X, 08D — 20X)

PP V& = —2¢%X

Vxé; —Zflj(vxfi)fj ==-2|1-X+ ZUj(X)fj
j=1 j=1
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Vi —;nj(X)fj =2X - 2;77,-()05,-

Vyé = 2X —ZUj(X)fj
=

elde edilir.

M ve M iizerindeki metrik g olsun. M iizerinde yari-simetrik metrik olmayan
konneksiyon V ve M iizerine indirgenmis konneksiyon V olsun. O zaman M yari-

invaryant alt manifoldu {lizerinde (0,2) tipinden tensor alan1 m olmak tizere;
VXY = VXy + m(X, Y)
dir. Es. 6.1.1 ve Es. 6.1.4 kullanilirsa

S
ViV +m(X,Y) = VY + z n; (VX

=1

S
VoY + m(X,Y) = V¥ + h(X,Y) + Z (X

=1

olup teget ve normal kisimlari,

s

Vi¥Y =ViY 4+ ) ni(NDX (6.1.10)
i=1

ve

m(X,Y) = h(X,Y) (6.1.11)

olur.

Simdi Es. 6.1.2 ve Es. 6.1.10°dan

S
VyN = VyN + z ni(N)X

=1
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S
— _AX + z i (N)X
i=1

= <_AN +Zs:77i(N))X

- (_AN + a)X
olur. Burada a = Y;;_, n;(N) dir.

O halde yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile bir Kenmotsu f.pk-

manifoldunun yar1 invaryant alt manifoldu i¢in Gauss ve Weingarten formiilleri;
VyY = VyY + h(X,Y) (6.1.12)
VyN = (—Ay + @)X + VxN (6.1.13)

olur. Burada a =);_;n;(N), h;M nin ikinci temel formu, Ay; N nin sekil

operatoriidiir. Ikinci temel form ile sekil operatorii arasinda

g(h(X,Y),N) = g(AyX,Y) (6.1.14)
bagintis1 vardir.

VX,Y € TMve N € TM* i¢in

X =PX+ QX +n;(X)é; (6.1.15)
@oN = BN + CN (6.1.16)
BN ve CN sirastyla @N nin teget ve normal kismidir.

6.1.4 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun
yari-invaryant alt manifoldu iizerine indirgenmis konneksiyon da yari-simetrik

metrik olmayan konneksiyondur.
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6.1.5 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun

yari-invaryant alt manifoldu M olsun. vX,Y € y(M) ve N € y*(M) igin
(Vx@)Y = (VxP)Y + (—Agy + a)X — Bh(X,Y)
+(VxQ)Y + h(X,PY) — Ch(X,Y) (6.1.17)
(Vx@)N = (VxB)N + (—Acy + @)X — P(—Ay + @)X
+(V4xC)N + h(X,BN) + Q(—Ay + &)X (6.1.18)
dir. Burada a = Y};_; n;(CN) = 0 dir.
Ispat
Es. 6.1.12, Es. 6.1.13, Es. 6.1.15 ve Es. 6.1.16 kullanilirsa
(Vx@)Y = VxpY — @VyY
= VyoY + h(X, pY) — @VxY — ph(X,Y)
= VyxPY + V4QY + h(X, PY + QY)
—PV,Y — QVxY — Bh(X,Y) — Ch(X,Y)
= (VxP)Y + (V4 Q)Y + h(X,PY) + h(X,QY) — BR(X,Y) — Ch(X,Y)
= (VxP)Y + (—Agy + )X — Bh(X,Y)
+(VxQ)Y + h(X,PY) — Ch(X,Y)
elde edilir. Benzer sekilde Es. 6.1.18 gosterilir.
6.1.6 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun

yari-invaryant alt manifoldu M olsun. vX,Y € TM ve N € TM* igin



(VxP)Y + (—Agy + @)X — BR(X,Y) = =2 Z n;(VPX

(V4Q)Y + h(X,PY) — Ch(X,Y) = —2 Z n:(V)QX

(VXB)N + (_ACN + a)X - P(_AN + a)X =0

(VxCON + h(X,BN) + Q(-Ay +a)X =0

g(PX,Y) =0
g(Q@X,Y) =0
Ispat

Es. 6.1.7, Es. 6.1.17 ve Es. 6.1.18 kullanilirsa

(Vxp)Y = ) (9(9X, V)é = 2m(V)pX)

= Z{g(PX +QX, V)& — 2n;(Y) (PX + QX))

olup,

(Vx@)Y = D {g(PX, V) = 20:(VIPX + g(QX, V)§; — 2mi(1)QX}

i=1

bulunur. O halde Es. 6.1.17 ve Es. 6.1.25°den

(VxP)Y + (—Agy + @)X — BR(X,Y) + (VxQ)Y + h(X, PY) — Ch(X,Y)

= D (PR = 2 (NPX + g(OX, Vg = 2m(1)QX)

elde edilir. Buradan

84

(6.1.19)

(6.1.20)

(6.1.21)
(6.1.22)
(6.1.23)

(6.1.24)

(6.1.25)
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(VxP)Y + (—Agy + @)X — BR(X,Y) = =2 Z n;(VPX

=1

(V4Q)Y + h(X,PY) — Ch(X,Y) = —2 Z n:(V)QX

gPX,Y)¢,=0=g(PX,Y)=0
9(QX,Y)§ =0=g(QX,Y) =0
olur.

Es. 6.1.18 ve Es. 6.1.25 kullanilirsa

(VxB)N + (—Acy + a)X — P(—Ay + @)X + (VxC)N + h(X,BN) + Q(—Ay + @)X

= D (P = 20 (NPX + g(OX, V)E = 2m(1)QX)

olup Es. 6.1.25 sadece tegetsel kisimdan olustugu igin,
(VxB)N + (mAcy + @)X —P(—Ay +a)X =0
(VxC)N + h(X,BN) + Q(—Ay + @)X =0

olur.

6.1.7 Sonug

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun

yari-invaryant alt manifoldu M olsun. vX,Y € y(M) ve N € y*(M) i¢in
(VxP)§; = —2PX

(VxQ)¢; = —2QX

(Ve,B)N =10,V B =0

(Ve,C)N =0,V;,C =0



dir.
Ispat
Es. 3.1.5 ve Es. 5.1.9 kullanilir ve

Es. 6.1.19°de Y = ¢; alinirsa

(VP26 + (~Agg, + @) X = BR(X.£) = =2 ) mi(&))PX

i=1
(VxP)¢; = —2PX
bulunur.

Es. 6.1.20°de Y = ¢; alinirsa
(VxQ)%: + hX, PE) = Ch(X, £) = =2 ) (60X
i=1

(VxQ)é: = —20X

elde edilir.

Es. 6.1.21°de X = §; alinirsa

(Ve,B)N + (—Acy + @) — P(—Ay + a)é; = 0
(Ve,B)N — Acyé; + PAyE; =0

(Ve B)N =0

elde edilir. Buradan ,

(V¢,B)N = V¢ BN + BV; N = 0

Ve BN =0 = VB =0

bulunur.

86
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Es. 6.1.22°de X = &; alinirsa

(V¢,C)N + h(§;, BN) + Q(—Ay + @)§; =0
(V¢,C)N — QAyé; = 0

(Ve£,C)N =0

elde edilir. Buradan

(Ve,C)N = V¢, CN + CVe,N = 0
VeCN=0=V;C=0

bulunur.

6.2. integrallenebilir Dagilhim

6.2.1 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun

yari-invaryant alt manifoldu M olsun. O zaman D dagilimi integrallenebilirdir.
Ispat
VX,Y € D i¢cin Es. 3.1.5, Es. 6.1.4 ve Es. 6.1.8 kullanilirsa
g(X, Y], &) = g(VXY - ﬁYX: fk)
= g(vXY, fk) - g(vYX; Ek)

= —g(Y, vxfk) + g(X’ vak)

=—Jg (Y; Vi — Z Ui(fk)X> +g (X:vyfk - Zm(fk)Y)
=—g (Y' 2X — ZUi(X)fi —X> +g (X’ZY - Zfli(y)fi - Y)
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= —g(V,2X) + ) mi(0g(V, ) + g(¥,X) + g(X,2Y)

i=1

=) mNg.E) - g(x.¥)

= =29(V,3) + ) m(OmY) + g(¥,X) + 2g(X, V)

=1

=m0 - g(x,Y)

=0

elde edilir. O halde n;([X,Y]) =0,i=1,...,s dir. Buradan [X,Y] €D olup D

integrallenebilir dagilimdir.
6.2.2 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun
yari-invaryant alt manifoldu M olsun. D®Sp{é,, ..., &} integrallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart h(X, oY) = h(¢X,Y) olmasidir.
Ispat

Es. 3.1.8, Es. 6.1.1, Es. 6.1.4 ve Es. 6.1.12 kullanilirsa
(X, YD = o(VxY — Vi X)

=0 (VXY — h(X,Y) — VX + h(Y, X))

= (P(VXY —im(Y)X - VX +i’7i(x)y>

S S
= pVyY — me(Y)X — oVyX + me(X)Y

=1 =1
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S N
= Ty = (W)Y = ) (V)X = TygX + @)X + ) m(X)p¥

i=1 1=1

= V¥ + h(X, o) = ) (GUpX, V) = 20:(NeX) = ) (VX

~VypX — h(Y,0X) + ) (g(0¥, )& = 21,C0PY) + ) (XY

= VxpY —VypX + z{ 29X, V)¢ + (V)X — n;(X) oY}

=1
+h(X, pY) — h(Y, pX)
elde edilir.

[X,Y] € D@®Sp{&,, ..., &} ise @([X,Y]) nin normal pargasi sifir olmalidir. Buradan
h(X,pY) = h(Y, @X) olur.

Tersine h(X,@Y) = h(Y,X) olsun. Bu durumda @([X,Y]) € D@®Sp{é,,..., &}
olup D®Sp{é,, ..., &} integrallenebilirdir.

6.2.3 Teorem

Yari-simetrik metrik olmayan konneksiyon ile tanimli bir Kenmotsu f.pk-manifoldun
yari-invaryant alt manifoldu M olsun. D*@Sp{é,, ..., &} integrallenebilir olmast igin

gerek ve yeter sart AyxY = A,y X olmasidir.
ispat

VX,Y € D* icin Es. 3.1.5, Es. 3.1.7, Es. 6.1.1, Es. 6.1.4, Es. 6.1.8, Es. 6.1.12 ve Es.
6.1.13 kullanilirsa,

g([X: Y]' fk) = g(WXY - VYXJ fk)

= —g(V,Vx&) + 9(X,7,&,)
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=—4g (Y' Vi — Z Th’(’fk)X> +49 (eryfk - Zm(fk)Y)
i=1 i=1

=—9<Y»ZX— Ui(X)'fi—X>+9<X»ZY—ZT7i(Y)fi—Y>

i=1

= —29(V, )+ ) nCOmY) + g(¥,X) + 29 (X, V)

i=1

=) m Dm0 - g(x,Y)

=0
elde edilir.
e([X,Y]) = o(VxY — Vi X)

=0 (VXY — h(X,Y) — V, X + h(Y, X))

S S
=9 (VXY =D X -TX 4 ) m(X)Y>
i=1 i=1
S S
= @VyY — "’Z n: (V)X — oVyX + wz n;(X)Y
i=1 i=1

S S
= VyoY — (Vxp)Y — Z (V)X — VyoX + (Vyp)X + Z n:(X)eY

i=1 i=1

= (~Agy + Q)X + VoY = > (9(@X, V)5 = 20, (V)pX) = ) mi(V)gX

i=1 i=1

—(~Agx + Q)Y = VhoX + Y (g(9V, )& = 210PY) + ) m(X)p¥
i=1 =1



S
= —Agr X+ VEgV + D (= gOX, NE + m(NPX) + Age¥ — VX

i=1

+ 2 (g(eY, 08— n(DeY)

S
= (29(0Y, 0% + n(V)@X = 1OV} + VoY — VX

i=1
+A(pXY - A(pyx
== A(pXY - A(pyx
elde edilir.
[X,Y] € DX@Sp(Ey, ..., &} ise AypxY = Ay X dirg([X,Y]) = 0 dir.

Tersine AyxY = A,y X ise

N

P YD) = ) (29(0Y, X6 + 1(NNX = (XY} + Vi — VEpX

i=1

S

(X, Y]) = Z{ 29(0Y, )i + m (V)X = ni(X)9?Y} + (VoY)
—o(Vy 9X)
[X,Y] = ZS:{ - (VX +n,(X)Y} + i {m: (M COG — 1 GO (V) k3
= =
+o(VxpY) — o(VyoX)

oldugundan [X,Y] € D *@Sp{&,, ..., &} dir.
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