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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda aciklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama
M Diferensiyellenebilir manifold
g Riemann metrigi
C”(M,R) M manifoldundan R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlar
.M M nin p noktasindaki teget uzayi
y(M) Vektor alanlarinin uzayi
T, Tiirev doniistimii
\% Lineer konneksiyon
R Riemann egrilik tensorii
K Riemann- Chiristoffel egrilik tensorii
] Lie Braket (parantez operatdrii)
1% Dikey distriblisyon
H Yatay distribusyon
Il Norm
n 1-form
7 (1,1)- tipinde tensor alani

(03} 2-form



1. GIRIS

Manifoldlar genel geometrik yapilar olarak ifade edilen egrilikli uzaylardir. Bu uzaylarin
diferansiyel geometrisi Riemann geometrisi ve tensorel analiz araglart kullanilarak
incelenmektedir. Iki manifoldun birbirleri ile iliskileri bu manifoldlar arasindaki 6zel
dontistimler vasitasiyla yapilabilmektedir. Bu 6zel doniisiimler, bir manifoldun geometrisini
diger manifolda tasiyabilir veya aralarinda kullanish bir iliski kurabilir. Iki manifold
arasindaki doniistimlerin en dikkat ¢ekici 6rnegi submersiyonlardir. Submersiyon kavrama,
diferansiyel dontigiimlerin belirli bir diizenliligi korudugu durumu tanimlar. Matematiksel
olarak, bir diferansiyel doniisiimiin bir submersiyon olmasi, her noktada tiirev doniistimiiniin
maksimum ranka sahip olmasi anlamina gelir. Bu durum, dontisiimiin yerel olarak fibrasyon
yapisina sahip olmasini saglar ve manifoldlar arasindaki yapisal iligkileri anlamada 6nemli

bir ara¢ haline gelir.

Submersiyonlar ¢esitli siniflara ayrilmaktadir. Bunlar ¢ikis ve varig manifoldunun yapisina,
submersiyonun ifadesine gore farklilik gostermektedir. Submersiyon teoerisinde izometrik
immersiyonlarin karsilig1 olan Riemann submersiyonlar, O’Neill ve Gray tarafindan 1966
ve 1967 yillarinda, birbirinden bagimsiz olarak ¢alisilmistir (O’Neill, 1966, Gray, 1967).
Giliniimiizde ise, O’Neill in teorisi daha ¢ok kullanilmaktadir. Temel amaci negatif egrilikli
manifoldlar incelemek olan Riemann submersiyonlarin, diger manifoldlarin 6zelliklerini de
incelemede kullanigli oldugu goriilmiistiir. Manifoldlarin 6zelligine gore bircok farkli
Riemann submersiyon tanimi1 yapilmustir. invaryant, anti invaryant, yari invaryant, slant, yar
slant, quaternionik, hemi slant ve pointwise slant submersiyonlar da bulunmaktadir.
Riemann submersiyonlar fizikte Kaluza-Klein teoride, siiper kutle ¢ekim, sicim ve Yung
Mills teorilerde kullanilmaktadir. Sahin (Sahin, 2017), submersiyonlarin teorisi ve

uygulamalar {izerine kapsamli bir kaynak kitap yazmastir.

Son zamanlarda anti invaryant é — Riemann submersiyonlarin bir genellemesi olarak
Akyol ve arkadasglar1 hemen hemen kontak metrik manifoldlardan yari invaryant
&Lt —Riemann submersiyon kavramini tanimladilarve bu tiir doniisiimlerin geometrisini

arastirdilar (Akyol ve digerleri, 2017).



Negatif egrilikli manifoldlar1 inceleyen Bishop ve O'Neill olup, warped ¢arpim manifoldlart
olarak isimlendirdikleri yeni bir ¢alisma alanini ortaya ¢ikarttilar (Bishop and O’Neill,
1969). Buradan hareketle S. Tanno ise hemen hemen degme manifoldlar1 siiflamay1

basarmistir (Tanno, 1969).

Kenmotsu manifoldlar, 1972 yilinda Kenmotsu tarafindan kontakt manifoldlarin 6zel bir
smifi olarak tanimlanmistir (Kenmotsu, 1972). Kenmotsu manifoldlar, bir Sasakian
manifoldunun normallik kosulunu saglamakla birlikte bir ¢ok farkli 6zelligi itibar ile
onlardan ayrilmaktadir. Bu durum Kenmotsu manifoldlarini 6zel olarak calisilacak bir alan
olarak one ¢ikarmaktadir. Kenmotsu manifold, bir Kaehler manifold ile bir acik araligin

warped ¢arpimi olarak yazilabilmektedir.

Bu tez calismasinda degme manifoldlarin 6zel bir sinifi olan Kenmotsu manifoldlarindan
Riemann manifoldlarina tamimli yari-invaryant £*- Riemann submersiyonlarinin geometrisi
tizerine ¢alisilmistir. Bes boliimden olan tez ¢alismasinin, birinci boliimiinde literattr bilgisi,
konunun 6nemi ve tez ¢alismasindaki sonuglarin bir 6zeti sunulmus, ikinci boliimde tezde
kullanilan temel kavramlar ele alinmig ve son boliimde submersiyonun dagilimlarinin

geometrisi lizerine elde edilen sonuglar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde tezde kullanilan tanimlar, teoremler ve bunlarla ilgili agiklamalar verilmistir.

Daha fazla bilgi almak igin belirtilen kaynaklara muracaat edilebilir.

2.1. Riemann Manifoldlar1

2.1 Tanim M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M {izerinde taniml1 C* vektor alanlarinin
uzay1 y(M) ve C* fonksiyonlarinin uzayr C* (M, R) ile gosterilsin. g: y(M) X y(M) —
C” (M, R) doniistimii

1. 2-Lineerlik: g, her iki arglimaninda da dogrusal bir doniistimdiir.

2. Simetri: g(X,Y) = g(Y,X), her X,Y € y(M) igin.

3. Pozitif Tanimllik: g(X,X) > 0,X # 0 olan her X € y(M) igin.

ozellikleri sagliyorsa g doniisiimiine M iizerinde bir Riemann metrigi denir ve (M, g)

ikilisine Riemann manifoldu ad1 verilir (Turgut Vanli, 2022).

2.2 Tamim M ve B, iki Riemann manifoldu ve m: M — B bir C*-doniisiim olsun. 7 'nin u
noktasindaki tiirev dontisiimii, 7,: (M) — y(B) olarak tanimlanir. Bu doniisiim, M 'nin her
u € M noktasinda 7., T, M — Ty ) B seklinde bir lineer doniigiim saglar. Tirev doniigtimi,
. (U)(V)(f) = V(f om) olarak ifade edilir. Burada f, B Uzerinde bir fonksiyon ve V, B
tizerinde bir vektor alanidir (Turgut Vanli, 2022).

2.3 Tanim M, bir diferansiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde tanimli U ve V, iki vektor
alan1 ve f € C*(M;R) bir C*-fonksiyonu olsun. [,]: x(M) X y(M) = y(M) seklinde
tanimli olan ve [U,V](f) = U(V(f)) — V(U(f)) olarak verilen [,] fonksiyonuna, U ve V

vektor alanlarinin Lie parantez operatorii denir. Bu operator, asagidaki 6zellikleri saglar ;

1. Antisimetri: [U,V] = —[V, U],
2. Lineerlik: [aU + bV,Z] = a[U,Z] + b[V,Z], Va,b € R,



3. Jacobi Ozdesligi: [[U,V],Z] + [[V,Z],U] + [[Z,U],V] = 0,
4. Leibniz Kuralt: [fU, gV] = f[U,V]+ f(U(9))V — g(V())U.

Burada U(g), U 'nun g fonksiyonuna uyguladig tiirevdir (Turgut Vanli, 2022).

2.4 Tanim Diferansiyellenebilir bir manifold Uzerindeki vektor alanlarinin uzayr y(M)
olmak tzere, V: y(M) X (M) » y(M) , (U,V) » V(U,V) = V,V doniisiimii tanimlansin.
V donligiimtiniin, M Uzerindeki herhangi bir U,V,Z € y(M) vektor alanlart ve diizglin bir
f € C*(M; R) fonksiyonu i¢in asagidaki sartlar1 saglamasi durumunda, V doniisiimiine M
uzerinde bir Riemann konneksiyonu, V, operatorine ise U 'ya gore kovaryant tirev

operatori denir:

=

Lineerlik (ilk Argiman): Vy,vZ = VyZ +V,Z

2. Lineerlik (ikinci Argiman): Vy(V +2) =V V +VyZ

3. Skaler Carpan ile Cogaltma (ilk Argiiman): V¢,V = fV,V

4. Leibniz Kurali (ikinci Argiiman): Vi (fV) = U[f]V + fV,V

5. Lie Operatorii ile Iliski: [U,V] = VyV — V,U

6. Riemann Metrigi ile Uyum: U[g(V,Z)] = g(VyV,Z) + g(V,VyZ)

Bu 6zellikler, Riemann konneksiyonunun M iizerindeki geometrik yapiy1 belirlemede temel

bir arag oldugunu ifade eder (Turgut Vanli, 2022).

Ik dért dzellik saglanmasi durumunda V’ya afin konneksiyon veya lineer konneksiyon
denir. 5. 6zellik manifoldlar teorisi agisindan 6nemli bir yeri olan Lie parantez operatoriiniin
konneksiyon ile iligkisini vermektedir. 6.6zellik Riemann konneksiyonun metrik ile
uyumudur. Bu konneksiyona metrik konneksiyon da denir. Bu kosullar1 saglayan

konneksiyon biriciktir.

2.5 Tamim M, bir diferansiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde tanimli bir Riemann
metrigi olsun. VU, V,Z € y(M) icin y(M) X y(M) X y(M)’den y(M)’ye
RWU,V)Z =VyVyZ —VyVyZ —ViyZ seklinde tammlanan R tensor alamina, V

konneksiyonunun egrilik tensorii denir (Turgut Vanli, 2022).



Bu tensor, bir manifoldun geometrik yapisindaki egrilik 6zelliklerini belirler ve diferansiyel
geometrinin temel yapitaslarindan biridir. Bir manifoldun Riemann egriligi sifir ise bu
manifolda diiz (flat) manifold denir. Béyle bir manifold Oklidyen olarak gériiliir. Dolayisiyla
egriligin sifirdan farkli olmasi manifoldun Oklid dis1 yapis1 hakkinda bilgi verir.

2.6. Tanim M, bir diferansiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde tanimli bir Riemann
metrigi olsun. Manifold tizerindeki herhangi U, V, W, Z vektor alanlart i¢in y (M) X y(M) X
x(M) X y(M)’denC*(M; R)’ye K(U,V,W,Z) = g(R(U,V)W, Z) seklinde tanimlanana K

fonksiyonuna, M (zerindeki Riemann-Christoffel egrilik tensorii denir (Turgut Vanli, 2022).

Riemann-Christoffel egrilik tensorii, manifold tizerindeki egriligi metrik g kullanarak
tanimlar. Bu tensor, manifoldun lokal geometrik yapisini ve egrilik 6zelliklerini incelemek
icin temel bir aragtir. Bu ara¢ metrigin tipini kontrakte ederek hesaplamalar1 daha etkili hale

getirmektedir.

2.7. Tamm M, bir diferansiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde tanimli bir Riemann

metrigi olsun. p € M noktasinda, T,M tanjant uzayinin iki boyutlu bir alt uzay1 olan II

gRU VYV, U)
g(U'U)g(V'V)_g(U'V)Z

dizlemi icin, VU,V € Il olan tanjant vektorleri kullanilarak, K(IT) =

esitligi tanimlanir. Bu ifade, IT diizleminin kesitsel egriligi olarak adlandirilir (Turgut Vanli,

2022).

Kesitsel egrilik, manifoldun geometrik 6zelliklerini belirlemede 6nemli bir kavramdir ve

ozellikle manifoldun egrilik yapisini lokal diizlemler iizerinde analiz etmek i¢in kullanilir.

2.2. Manifoldlar Arasinda Ozel Déniisiimler

Farkli manifoldlar arasinda tanimlanan doniistimler, diferansiyel geometrinin temel yap1
taglarindan biridir. Bu doniistimler, manifoldlarin geometrik ve topolojik ozelliklerini
anlamak ve analiz etmek icin giiclii bir ara¢ saglar. Ozel doniisiimler arasinda, 6zellikle
immersiyon ve submersiyon gibi kavramlar, manifoldlarin diferansiyel yapisin1 anlamada

onemli bir rol oynar.



2.2.1. immersiyon Déniisiimii

Bir immersiyon, bir manifoldun diger bir manifold igine diizgiin (smooth) ve enjekte edici
bir sekilde "gomiilmesi" anlamina gelir. Bu doniisiim, diferansiyel haritanin tiirevinin her
noktada enjekte edici (injektif) olmasini gerektirir. Immersiyonlar, bir manifoldun daha

yiiksek boyutlu bir manifold i¢inde nasil temsil edilebilecegini anlamak i¢in kullanilir.

2.8. Tanim M ve M’ sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldu olmak Gzere f: M —
M’ bir C* doniisiimii igin, boy(f;(Tp(M)) = m ise f nin p € M noktasindaki ranki m olup
rank(f) = m ile gosterilir. Eger boy(M) = rank(f) ise f'ye immersiyon (daldirma) denir.
Burada M ye M’ nin bir immersed alt manifoldu denir (Sahin, 2017).

f immersiyonu birebir ise f * ye imbedding (gdmme) denir. Burada M ye M’ niin gémdlen

alt manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Sahin, 2017).

Immersiyon, bir manifoldun diger bir manifold igine diizgiin ve tiirevin injektif oldugu
sekilde gomiilmesidir. Ancak, goriintiisii her zaman bir alt manifold olmak zorunda degildir.
Imbedding ise bir immersiyonun 6zel bir durumu olup, doniisiim ayni zamanda bir
homeomorfizma saglar. Yani, manifoldun goriintiisii, hedef manifold iginde hem topolojik

hem de diferansiyel bir alt manifold olur.

2.9. Tanim (M, g) ve (M', g'), sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldve  f:M —
M'bir immersiyon (daldirma) olmak iizere eger her U,V € y(M) igin g(U,V) =
g' (f.U, £.V) esitligi saglaniyorsa, bu durumda f, 'ye bir izometrik immersiyon denir (Sahin,
2017).

Bu, f 'nin, M manifoldundaki i¢ ¢arpim yapisini, M' manifoldundaki i¢ ¢arpim yapisi ile
uyumlu bir sekilde tasidigi anlamina gelir. Bagka bir deyisle, f, geometriyi bozmadan M’ yi

M’ 'nin igine daldirir.

2.10. Tamim M, n-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Manifoldun her p € M noktasinda,

T, M teget uzaymin r-boyutlu bir alt uzayin D, ile iliskilendiren bir D dontstima



D:p D, € T,M, dim(Dp) =r ile tanimlansin. Bu doniisiime, M {izerinde ranki r olan
bir dagilim denir. Eger bir U € y(M) vektor alani, Vp € M icin U, € D, kosulunu
sagliyorsa, bu U vektor alanina, D dagilimina ait denir (Sahin, 2017). Diger bir deyisle, U,
her noktada D daglimina bagli olan alt uzaylar boyunca tanimlanmis bir vektor alanidir. D
daglimina ait olan tiim vektor alanlarinin uzayi, I'(D) = {U €Ex(M) U, €Dy, VpEM } ile

tanimlanir.

Dagilimlar, manifold {lizerindeki geometrik yapilar1 ve alt uzaylar1 anlamak icin temel
araclardan biridir. Bir dagilim, manifoldun belirli yonlerdeki lokal davranigini incelemek ve
farkli alt uzaylar sistematik bir sekilde organize etmek i¢in kullanilir. Ornegin: Frobenius
Teoremi, bir dagilimin integrallenebilir olup olmadigini inceler ve bu, dagilimin bir alt

manifold olusturup olusturmadigini belirler.

Dagilimlar, diferansiyel sistemlerin ¢dzUmlerinin uzaylarini veya fiziksel sistemlerde olasi

hareket yonlerini anlamak i¢in uygulanir

2.2.2. Submersiyon Doniisiimii

Bir submersiyon, bir manifolddan digerine yapilan diizgiin bir déniigiim olup, bu doniisiimde
tiirev her noktada siirjektif bir lineer haritadir. Submersiyonlar, daha yiiksek boyutlu bir
manifoldun belirli alt boyutlarina indirgenmesine olanak tanir ve farkli manifoldlar

arasindaki geometrik iliskileri anlamada 6nemli bir kavramdir.

2.11. Tanim (M, g,,) ve (B, gg) sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak (zere,
m:(M,gy) = (B,gy) Orten C*® —donisimi i¢in rankm,, = boyB ise m’'ye x €
Mnoktasinda bir submersiyon denir. Vx € M icin rr bir submersiyon ise ’ye M (izerinde bir

submersiyon denir (Sahin, 2017).

Ornek. m ve n pozitif dogal sayillar ve m >n olmak uzere, m:R™ — R"
(U, Uy, .. Upy) = (U1, Vy,...0,) projeksiyon doniistimii verilsin. Bir u € R™ igin
Moy (Ug, Uy, ... Uy) = (V1,V5,...1,) oldugundan m, diferansiyeli oOrtendir. Dolayisiyla

projeksiyon doniigiimii bir submersiyondur (Sahin, 2017).



2.12. Tanim (M, g,) ve (N, gy) Riemann manifoldlar1 ve boyutlari sirasiyla m ve n olsun.

m: M — N donisiimii asagidaki aksiyomlari saglarsa m ye Riemann submersiyon denir:

I.  m maksimal ranka sahiptir.

Il. m, horizontal vektdrlerin uzunluklarini korur yani lineer izometriktir.

Riemann submersiyon, iki Riemann manifoldu arasindaki doniisiimiin her noktada siirjektif
tiirev dontigiimiine sahip oldugu ve bu tiirev doniisiimiiniin, M 'deki dik bilesenler arasinda
metrik uyumu sagladigi bir submersiyon tlriddr. Bu dontistim, M 'nin geometrisini N 'ye
diizglin bir sekilde indirger ve oOzellikle fiberlerin metrik 6zelliklerini koruyarak alt

manifoldlar olusturur (Sahin, 2017).

Riemann submersiyonlar T ve A ile gosterilen O’Neill tensorleriyle karakterizedir. Bu

tensorler her E, E, € y(M) I¢in

T(Ey, E;) = HVpk VE, + VL HE, (2.1)
A((Ey, Ey) = HVyy VE, + V3 HE, (2.2)

bi¢iminde tanimlanir. O'Neill tensorleri, Riemann submersiyonlar baglaminda tanimlanan
ve bir manifoldun diferansiyel yapisinin analizinde kullanilan 6nemli araclardir. Bu
tensorler, bir Riemann manifoldunun alt manifoldlar ve fiber yapisi iizerindeki geometrik

etkilerini ifade eder (Sahin, 2017).

O’Neill tensorleri kullanilarak her X, Y € I'((¢cekm,)t) ve V,W € I'(¢ekm,) icin

VW = T, W + V,W (2.3)
VYX = T, X + H (VM X)
VIV = V(VHV) + AyV (2.4)

VMY = AgY + H (VYY)

esitlikleri elde edilir. Dahasi, eger X bir temel vektdr alani ise (VY X) = AyV dir. Bir

Riemann submersiyonu f: M — N, M 'deki geometriyi N’ 'ye indirgerken, bu dénuusiim



sirasinda yatay ve dikey bilesenler arasindaki iligkiyi tanimlamak i¢in O'Neill tensorleri

kullanilir (Sahin, 2017).

Ornek.. Y: R* = R?, (uq, Uy, Uz, Uy) = (ul\/_;z,%) doniisiimiinde {uy, u,, us, uy}, R*
1 10 0

un koordinat sistemini gostermektedir. Doniisiimiin Jakobyen matrisi Y,=|v2 vz 1 1
0 0vz2 V2

olarak elde edilir. Dolayisiyla rank y,=boyR? = 2 dir. Bu da 3 doniisiimiinin bir

submersiyon oldugunu gosterir.

2.13. Tanim M ve B sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldu ve m: M — B ye bir
submersiyon olsun. ¥ u € B icin 7~ 1(u), M nin (m — n) — boyutlu bir altmanifoldudur.

Bu altmanifolda submersiyon doniisiimiiniin lifleri denir (Sahin, 2017).

2.14. Tanom M ve B sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, m: M — B ye bir
submersiyon olsun. Herhangi bir u € Migin M deki V ve H dagilimlann V, =V, () =
cekm,, ={UEeT,M:m,,(U)=0}cT,M biciminde verilen V,, uzayma 7 nin u
noktasindaki dikey(vertical) uzayr denir. M deki g metrigine gére V,, dikey uzaymin dik
timleyeni olan H, = H,(m) = V,* c T,M bicimindeki H, uzayma ise 7 nin u
noktasindaki yatay (horizontal) uzayi denir. Bu durumda manifoldun u noktasindaki tanjant

uzayt T,M =V, ® H, =V, ® V," direkt toplami olarak yazilabilir (Sahin, 2012).

Yatay ve dikey dagilimlar sirasiyla, V, = cekm,,, H, = (V},)* seklinde biciminde ifade
edilir (Sahin, 2017).

V,,, M manifoldunun p € M noktasinda, w~1(mr(u)) lifine teget olan tiim vektdrlerden
olugur. Liflerin geometrik yapisini ve M 'nin lokal davranigini anlamak i¢in kullanilir. H, .,
doniisiimii ile T () B ye izomorfiktir. Submersiyonun global yapisint ve M 'nin B Uzerinde

nasil "izdiislirtildiigii" anlamada kullanilir.

2.1. Teorem M ve B, sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldu olmak Gzere m:M —
B bir submersiyon ve M 'nin dikey dagumi V olsun. Bu durumda, her p € M ve n(p) = x

icin, V, dikey dagilimu, 7~ (x) lifinin T, M iizerindeki teget uzayi ile ¢akisir (Sahin, 2017).
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Yani, V, = T,(n~'(x)) dir. Bu, 7 'nin liflerinin teget uzaylarimn, submersiyonun dikey

dagilimimi tanimladigin ifade eder.

2.15. Tanim (M, gy) Ve (B, gg) sirastyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak tzere,
m: (M, gy) = (B, gu) biciminde tanimlanan 6rten C® —donisiimi verilsin. Vp € M igin
T,p tiirev doniisiimii Orten ve yatay vektorlerinin uzunlugunu koruyorsa, 7 bir Riemann

submersiyondur (Sahin, 2017).

Buradan gy (v,u) = 9pm, (v, Tpu) , v, u € Hy, esitligi yazilir. V p € M igin m,, tirev
doniisiimii #, yatay uzayindan T,Tp(B) Uzerine bir izometridir. Bu sonug, Riemann

submersiyonlarinin geometrik yapisin1 ve yatay vektor alanlarinin nasil davrandigini
aciklamaktadir. Ozellikle, yatay vektdrlerin  uzunluklarinin  korunmasit  kosulu,
submersiyonun altinda manifoldun metrik yapisinin bir kisminin hedef manifold iizerinde
nasil tagindigini gosterir. Bu durum, submersiyonun sadece bir projeksiyon olmadigini, ayni
zamanda geometrik bilgiyi koruyan bir doniisiim oldugunu vurgular. Bu 6zellik, liflerin ve
taban manifoldun yapisin1 anlamak i¢in temel bir ara¢ saglar ve Riemann
submersiyonlarinin, hem diferansiyel geometri hem de fiziksel uygulamalarda (6rnegin

genel gorelilikte) kullanilabilirligini artirir.

2.1. Onerme (M, gy) ve (B,gg) sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve
m: (M, gy) = (B, gu) bir Riemann submersiyonu olmak tizere V ve V' sirasiyla M ve B nin
Riemann konneksiyonlar1 ise, M Uzerindeki U,V temel vektor alanlar1 U’, V' temel vektor

alanlarina r bagl olsun. Bu durumda, asagidakiler gecerlidir (Sahin, 2017):

. gU,V)=g'(U,V")omdir,
Il. h[U,V] temel vektor alan1 [U’, V'] vektor alanina 7 - baglidir.
[I. h(VyV) temel vektor alani ve ¥, V' 1 - baghdr.

IV. Herhangi bir V € V, icin [U, V] dikey vektor alanidir .
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2.3.Kenmotsu manifoldlar:

Kenmotsu manifoldlari, diferansiyel geometride, degme (contact) manifoldlarinin 6zel bir
tiirii olarak tanimlanir. Bu manifoldlar, hem degme yapis1 hem de Riemann geometrisi
arasinda bir koprii kurar. Kenmotsu manifoldlari, Sasakian manifoldlarinin dogal bir
genellemesi olarak gorilebilir. Sasakian manifoltlardan en Onemli farklarindan biri
normallik kosulunu saglamamasidir. Bu alt boliimde Kenmotsu manifoldlar hakkinda genel

bilgiler verilecektir.

2.16. Tanim M, (2n+ 1)-boyutlu diferansiyellenebilir manifold, M (zerinde
@ ; (1,1) tipinde tensor alan, &; bir vektor alan1 ve n; 1-form olsun. M (izerinde herhangi bir

vektor alan1 U olmak Uizere, ve

n€) =1,9?U = —U+ nU)¢ (2.5)

ozellikleri saglaniyorsa, (@, €&,n) ya M iizerinde hemen hemen degme yapi, bu yap ile

birlikte M manifolduna da hemen hemen degme manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2.2. Teorem (M, ¢, &,n) hemen hemen degme manifold olsun. Bu durumda,

. ¢ =0
Il. n(eU) =0
. ranke = 2n

esitlikleri gecerlidir (Yano ve Kon, 1984).

Hemen hemen degme yapilarin degme form ile iligkili metrigi vardir ve biriciktir. Bu metrik

asagidaki tanimda verilmistir.

2.16. Tanim (M, ¢, &,1 ) hemen hemen degme manifold olsun. M (zerinde bir g Riemann

metrigi

n(U) = gWU.,$),g(eU,9V) = g(U,V)- n(U)nV) (2.6)
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esitligi saglamyor ise (¢,&,7m,9) yapisina hemen hemen degme metrik yapi,

(p,&,1m, g) yapist ile M ye de hemen hemen metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

2.17. Tanim (M, @, &,n,9) hemen hemen degme metrik manifold olsun. Bu durumda

®(U,V) = g(U, V) olarak tanimlanan ¢ doniisiimiine hemen hemen degme manifoldun
2-formu denir (Yano ve Kon, 1984).

Normallik degme manifoldlar i¢in 6nemli bir kavramdir. Bir hemen hemen kompleks yap1
integrallenebilir ise “hemen hemen” tabiri kullanilmaz dogrudan kompleks yapi denir.
Ayrica integrallenebilirlik kosulu kompleks yapinin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasina

denktir. Benzer yaklasim degme manifoldlar i¢in asagidaki tanim ile verilir.

2.18. Tanim (M, @, &,n, g ) hemen hemen degme metrik manifold olsun. ¢ nin Nijenhuis
tensor alant [¢, @] olmak Uzere, [@, ] + 2dn @ & = 0 ise hemen hemen degme manifolda
normal denir. M, hemen hemen degme metrik manifold normal ise M ye degme normal

metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Bazi hemen hemen degme manifoldlar normallik kosulunu saglamaz. Normal degme
manifoldlarinin en giiglii sinifi Sasakian manifoldlardir. Bunlar Kahler manifoldlarinin tek
boyutlu eslenigi gibi degerlendirilebilir. Ancak normal oldugu halde Sasakian manifoldu
olmayan 6nemli bir sinif mevcuttur. Bu manifoltlara da Kenmotsu manifoldu denilmektedir.

Bir Kenmotsu manifoldunun tanimi asagida verilmistir.

2.19. Tanim (M, ¢,&,71,g) hemen hemen degme manifold olsun. Eger M hemen hemen
degme manifoldu normal 7, 1-form kapali (dn = 0) ve d® = 2n A @ ise hemen hemen

degme manifolda Kenmotsu manifoldu denir (Kenmotsu, 1972).

2.3 Teorem. (M, @, &,1n, g) hemen hemen degme manifold olsun. M hemen hemen degme

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Vyp)V = g(eU, V)¢ — n(V)epU (2.7)

olmasidir (Kenmotsu, 1972).



Sonug. (M, ¢, &,n, g) bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu takdirde ,

Vyé = —p?U

dir (Kenmotsu, 1972).

13

(2.8)
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3. KENMOTSU MANIFOLDLARDAN RIEMANN MANIFOLDLARA
YARI-INVARYANT §&t- RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Bu bolimde, Kenmotsu manifoldlarindan Riemann manifoldlarina tanimli yari-invaryant
&1- Riemann submersiyonlarin distribiisyonlarmin tzerine elde edilen geometrik sonuglar

verilmistir.

3.1. Yarr-invaryant &4- Riemann Submersiyonlar

3.1. Tanirm ( M, ¢, &,n, gy ), bir Kenmotsu manifold ve ( N, gy ), bir Riemann manifoldu

ve F: M — N bir Riemann submersiyonu olmak uzere, &, cek F,’a normal olsun.

I. c¢ek F,, iki alt dagilimin direkt toplam1 olarak ayrilabilir: ker F, = D; @ D,,burada D,,

D, 'e dik (ortogonal) bir tamamlayicidir.
Il. ¢(D;) =D, ve ¢(D,) € (ker F,)* dir.

Yukaridaki kosullar gecerli ise F'ye bir yari-invariant £1-Riemann submersiyonu denir
(Akyol ve digerleri, 2017).

Ornek. Bir Kenmotsu manifolddan Riemann manifolda tanimli her invariant Riemann
submersiyon, D, ={0} anti-invaryant dagilimi ile yar1 invaryant &1-Riemann

submersiyondur.

Ornek. Bir Kenmotsu manifolddan Riemann manifolda tanimli her slant Riemann

submersiyon , D; = {0} invariant dagilim ile yari-invaryant £-Riemann submersiyondur.

Ornek. R? izerinde Kenmotsu yap:

* P P 9 3.1)
¢ Z(XiW”iT)”&
d

I=1
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G (3.2)
n=dz ,§{= F
ST (33)
g= dz®dz+e‘222dx‘ R dx' + dy' ® dy’
i=1
ile tanimlansin. Bu yapz i¢in bir ¢ baz1
d d 0 d 0

{el = ezﬁ,gz = ezﬁ,ers = ezﬁ,&} = ezm,es = eza—yl,e6 (3.4)

— pnZ a Z a yA a a }

Ty T 5y 8T ™ T gy

seklinde verilebilir. R® (izerindeki Kartezyen koordinatlar(uy, u, vy, v, z) olmak iizere ggs

Riemann metrigi

S ay . (3.5)
grs = e‘ZZZ(dul ® dul + dv' ® dv') + dz ® dz

i=1

seklinde belirlensin ve,F(xq, X2, X3, X4, Y1, V2, V3, Va, Z) = (X1 + Vo, V1 + X3, X5 + X4, V3 +

V4,z) F:R® -  R® seklinde tanimli bir submersiyon olsun. O zaman

o 0 o o o 0 (3.6)
99kﬂ=5pan{z1=ﬁ—a—yzlzz=W—a—yl,z3=ﬁ—ml 3

0 8}
- 0y3 Oyt

ve

d d d d (3.7)
J'_ el J—
gekk. —Sp“”{”l—@ ay2 2 = g2 T gyt
) 0 0 ) }
T ox3  axt Tt T 9y3 oyt ? 0z~ ¢

seklindedir.
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@’nin  tannmindan  @©Z; = —H,, ©Z, =H,, ¢Z3; =—-Z,, ¢Z, =73  seklindedir.
Dolayisiyla D, = span{Z;,Z,} secilirse D, invaryant dagilim olur. Benzer sekilde D, =
span{Z;,Z,} segilirse, D, anti-invaryant dagilim olur. Dolayisiyla F, yari-invaryant

submersiyon olur. Yatay vektorlerin boyunun korunup korunmadig: incelenirse:

g]Rg5(F;<H1,F;H1) = g]R9(H1;H1); g]RgS(EkHle;Hz) = 9R9(H2;H2): (3-8)
g]RgS(EnglﬂHQ = gR9(H3;H3): IRr5 (F;HszkHz;) = gR9(H4, H4): (3-9)
grs (F.Hs, F.Hs) = ggo(Hs, Hs). (3.10)

olur. Buradan i = 1, ...,5 olmak lUzere ggs(F.H;, E.H;) = ggo(H;, H;) bulunur. Dolayisiyla

horizontal vektorlerin  boyu korunmus olur. F bir yar-invaryant &*-Riemann

submersiyondur.

F bir (M, @,&,1n, gy) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann manifolduna yari-
invaryant &1-Riemannian submersiyon olsun. @D, , (cekF)*’in u ile belirlenen
tamamlayicit dagilimi olsun. O zaman (ker F,)* = @D, @ polur, burada ¢(u) c u dir.
Boylece u, &’yiicerir. V € T'(cekE,) i¢in

oV = ¢V + wV (3.11)

yazilir, burada ¢V € T'(D,) ve wV € T'(JD,) dir. Ayrica X € T'((¢cek F,)?1), icin

©X = BX +CX (3.12)

dir. Burada BX € I'(D,) ve CX € T'(n). (2.3), (2.4) ve (3.1), (3.2) esitlikleri kullanilarak
V,W € I'(kerF,) i¢gin

(Vi)W = BT, W — T,0W (3.13)
(V)W = CTW — T;,¢pW

ifadeleri elde edilir. Boylece
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(VEQIW = VypW — ¢V, W (3.14)
(VM)W = HVY oW — 0V, W (3.15)

esitliklerine ulasilir (Akyol ve digerleri, 2017) .

3.2. Yani-invaryant &+ Riemann Submersiyonlarin Dagihmlarinin Geometrisi

Bu alt bolimde, yari-invaryant é&1-Riemann submersiyonlarin distribiisyonlarinin

integrallenebilirlik kosullar1 incelenecektir.

3.1. Teorem F bir (M,¢,¢,n,g9,) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant &t-Riemannian submersiyon olsun. D; distriblisyonunun

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul

9@, (W *V) — (V). (w2)) (3.16)
=g (V)" - 9©,¢2) + g -7, "V, ¢2)

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. U,V € T(D,) ve Z € T'(D,) olsun. Bu durumda g metrigi icin V4 su sekilde olur:
9(Vy,2) = g(@Vy, 9Z) — n(Vy)m(2). (3.17)
n(Z)=0 oldugundan,(Vﬁv) = Vﬁv — @V}, esitligi kullanilirsa
g(vi,2) = g(v?" — (VO)V,9Z) (3.18)
biciminde olur. (VH)V = g(oU, V) + n(V)¢U esitliginden

9V, 2) = g(v¥, 9Z) (3.19)

elde edilir. Diger yandan, g([U,V],2) = g(V},Z) —g(VY,Z)olup (3.16) esitligi

kullanilirsa



g(u.v1,2) = g(v§’, 9z) — g(vy’, 0Z)

olarak elde edilir. (3.11) esitliginden

g(U,v1,2) = g(v¢"* ", ¢z + wz) — g(VE"**Y, ¢Z + wZ)
=gV, ¢2) + g(V}' wZ) + g(vy", ¢2)
+g(V8", wZ) — g(V¥,¢2) — g(V?", wZ)
-9V, ¢2) + g(VpY, wZ)

olur. Bbylece

g(u,v1,2) = g7 + 987, 02) + g(7" + V¢, w2)
+ g([T2Y + H(VEY), wZ) + g([TLY + H(VEY), ¢p2Z)
- g7’ + VY, 02) — 9@ + H(VPY), ¢2)
— 9(T#Y + H VLY, wZ) — g(TPY + 987, wZ)

veya

g(U,v1,2) = g(Vy ", ¢z) + g(7", 0Z) + g(H V"), wZ)
+ g (@Y, ¢2) — g(Vy PV, 9Z) — (7Y, ¢2)
— g(HVLY), wZ) — g(Ty Y, wZ)

yazilabilir. O halde

g(u,v1,2) = (V5" = 90", ¢2) + g7 = 7 “Y, ¢2)
+ g(TU¢V + 7},¢U, wZ) + g (. (H(VEY), 7. (wZ))
— 92 (T[* (H(VI(})U))’ T[*((DZ))

olarak elde edilir. Buradan

92 (T[* (VV WU) — T, (V‘l/]VV)T[* (CUZ))
=g (V" -0, 02) + 9 -7V, $2)

esitligine ulasilir ve ispat tamamlanmis olur.
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

3.2 Teorem F bir (M,¢,&,n,gy) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann

manifolduna yari-invaryant &1-Riemannian submersiyon olsun. D, distriblisyonunun
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integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul Z, W € T(D,) igin T, #W — 77 ZeT(D,)

olmasidir.

Ispat. Z,W €T(D,) ve V eT(D;) olsun. Bu durumda, g([Z,W],V) = g(V¥,V) —
g(V&, V) olup (3.16) esitliginden g([Z, W], V) = g(Ve", @V) — g(VEZ, V) olur. Diger
yandan (2.5) esitligi kullanilirsa

9(z,wv) = g(77" +H(V7"),0V) - g(Ty” + 3 (V) ov)  (3:26)
ve buradan
gz, w1y = (77", 0V) = g(5)" V) = g(77" =707 V) (3:27)

olarak bulunur. Bu durumda D, nin integrallenebilir olmasi i¢in TZ(pW —Tw(fz e Ir(b,)

olmalidir. Tersine eger fTZ(pW - TM(,‘DZ € I'(D,) ise D, integrallenebilirdir.

3.3. Teorem F bir (M,@,&,1n,9y) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant £+-Riemann submersiyon olsun. D; in total geodezik olmasi
icin gerek ve yeter kosul U,V € T'(D,),Z € T'(D,) ve X € T'(¢cekmy) icgin

I (V) € r(r.(M))

. g(v,7¥) = —g(V, D) (X)

olmasidir.
Ispat. U,V € T(D,),Z € T'(D,) ve X € I'(cekm) olsun. O zaman,
g, 2) = g(v¥, 0z) = g(oV? + HVEY,0Z) = g(HVE ,0z) (3.28)

olur. m yar-invaryant &‘-Riemann submersiyon oldugundan  g(VY,Z) =

g2(m.(V8"), mtpZ) bulunur. Diger yandan X € T'(gek ) igin
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g8, 2) = g7, 0x) = —g(oV,Ve") = —g(eV (V)X + V)  (3.29)

olur. Buradan, g(V},2) = —g(eV, g(eU,X)¢ + n(X)eU + V) olup,

gy, 2) = —n(X)g(V,U) — gV, Tj") (3.30)

olarak elde edilir.

3.4. Teorem F bir (M,¢,¢,n,g9,) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant é+-Riemann submersiyon olsun. D, nin total geodezik olmas:
icin gerek ve yeter kosul Z, W € T'(D,),V € T'(D,), X € I'(cekmy) igin

. (Vm,)(Z, W) € I'(m.(M))

. g,((Vm)(Z, W), . (X)) = g(7,/", BX)

olmasidir.

Ispat. Z,W € T'(D,),V € T(D;),X € T'(cekmy) olsun. O zaman,

g, vy = —g(ew,v¢") (3.31)
= —g(eW, V" + HVe")
= —g(ow,1Vve")

olur. &, yari-invaryant £*-Riemann submersiyon oldugundan

gV, Uu) = —gy(m (V) n?") (3.32)
= —g,(-(Vm)(Z, V) + V", . 0W)
= 92((V.)(Z, 9V), . 0W)

bulunur. Diger yandan X € I'(cek i) igin
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gy, x)  =g(vs", ¢X) (3.33)
= g(77" + 1 (V?"), BX + CX)
= g(7?", BX) + go(7.(v¢"), m.CX)
= g(7", BX) + g2((Vr.) (Z, W), . (X))

elde edilir.

3.5 Teorem F bir (M,¢,&,n,g9y) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant £+-Riemann submersiyon olsun. (¢cekm,)* in integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X,Y € I'(cekm,)*,V € T'(D;),W € T'(D,) icin

I @(VEY) — p(VEX) + ASY — AGX ¢ T(D,)

. ga (. (V§") = m.(V9%), m. (o)) = —g(4F" — 4B, W)

olmasidir.
Ispat. X,Y € T(¢ekm,)t,V € T'(D,), W € T'(D,) olsun. O zaman

g([X,YLV) =gVgV)—g(V) (3.34)
= g(Ve", ov) — g(v¢*, oV)

yazilabilir. Buradan g([X,Y],V) = g(V§", V) + g(V5", V) — g(V3¥, @V) — g(V§¥, oV)

esitliginden

g(X,YLV) =—-gw(Vi¥) + AF, V) (3.35)

+(g (A" + H(V7), 9V)

olur. Boylece

g([X,Y],V) = gw(V§") — v(V5") + A7 — AF¥, V) (3.36)

bulunur. Diger yandan
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= g(v¢" W) — g(Vy", W)
= g(VEY + V§Y, W) — g(VEX + V{X, W)
= gw(VEY) + ABY + ASY + H(VED), W)

veya

gX YL, W) = gw(VEX) + ABX + AGX + 3£ (VEX), W) (3.38)
= g(ABY — ABX, oW)) + g, (. (V) — m.(V§¥), T W)

bulunur.

3.6. Teorem F bir (M,,&,1n,9y) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant é*-Riemann submersiyon olsun. (cekm,™) total geodezik

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X,Y € F(((;eknf) ),U € T(Dy),Z € T(D,) igin

. v(VEY) + A% eT(D,)

1. go(m.(V¥"), m.02) = g(A}", 0Z)

olmasidir.

Ispat.  X,Y € T((¢ekm,") ), U €T(D,),Z €T(D,) olsun. O zaman  g(V%,V) =
g(VEY V) + g(VE", V) olur. Buradan

g(Vx, V) = (V) + A%, V) + g (A%, H (V") V) (3.39)
= gW(V§") + AY, oV)
= —gleW(VE) + A, V)

olur. Diger taraftan

g(V¥,z) = g(V)(’;Y, 9z) = g(V¥Y,0Z) + g(V, ¢z) (3.40)
= g(w(VE) + AY", 0Z) + g(AF" + H(VE"), Z)
= g(A%", 9Z) + g,(n.(V5"), m,.0Z)

olarak elde edilir.
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3.7. Teorem F bir (M,,&,1n,9y) Kenmotsu manifoldundan bir (N, gy) Riemann
manifolduna yari-invaryant é+-Riemann submersiyon olsun. (cek 7,) total geodezik olmasi

icin gerek ve yeter kosul K, L € I'(¢eklIl,) ve X € T'(M) igin
I T2 + 1 (Y, L) € T(pD,)
. V2 + 701 e T(Dy)

olmasidir.

Ispat. K, L € T'(gekIl,) ve X € T(M) olsun. O zaman

g(V%, X) = g(VE", oX) (3.41)
= g (Vg + Veh, pX)
= g(TE + V0 + TEt + H(VEL), oX)
= g(Td" + H(VEL), pX)

elde edilir. Diger yandan Z € T'(D,) i¢in

g(Vk, 02) = g(VO", 92Z) = g(VE" + V&L, 927) (3.42)
= —g(Td" + VO + T + H (W), Z)

= —g(@f()l‘ + TwL,Z)

olarak bulunur.
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4. KENMOTSU UZAY FORM iLE YARI-INVARYANT &+-RIEMANN
SUBMERSIYONLAR

Bu bolimde yari-invaryant &1-Riemann submersiyonun tanimindan ortaya c¢ikan
dagilimlarin egrilik 6zelliklerini ve Einstein olma sartlarini incelenmistir.

Sabit ¢ kesitsel egrilikli Kenmotsu manifolda Kenmotsu uzay formu denir ve*c” Kenmotsu
uzay formun kesitsel egriligi olmak tzere M(c) ile gosterilir. Kenmotsu uzay formun

Riemann egrilik tensorii her X,Y,Z, W € I'(TM) igin

-3
RIY,ZW) = (o, Dgu K W) — gu X, D@ w)) &Y

c+1
+T {gu (Y, W)n(X)n(2)

— guXW)n(¥Y)n(Z) + guX Z)n(Y)n(W)

— gu (Y, Z2n@XnW) + gu (@Y, Z)gu(eX, W)
- gM((le Z)gM((pr W)

+ 29u(@X,Y)gu(@Z, W)} + gu(TxZ, Ty W)

— gu(TyZ, TyW)

seklindedir. {el, e €2, €2pt 1y s €2pt2q) e2p+2q+1} M (¢)’nin bir ortanormal ¢atis1 olsun. O

zaman D; = sp{el, ...,ezp} , Dy = sp{e2p+1, ...,e2p+2q} ve & = sp{e2p+2q+1} seklinde

yazilabilir. Burada boyD,; = 2p ve boyD, = 2q olur.

4.1. Teorem (M, o, & ,n, gy) bir Kenmotsu uzay form, (N, gy) bir Riemann manifold ve

Y:M — N bir yari-invaryant &+-Riemann submersiyon olsun. O halde, VY U,V,W,S €

I'(D;) icin
c—-3 (4.2)
R(V, W} U, S) = T{gM(Wl U)gM(VJ S) - gM(V, U)gM(WJ S)}
1
+ S Lo oW, D)9 (9, 5) — gV, U)
+gu(@W,S) — 2gu(@V, W) — 2gy(@V, W)
+gm(@U, 8} + gu(TyU, TywS) — gu(Tw U, TyS)
ve
(4.3)

c—3 ) c+1 5
KW, w) = T{gM v, w) -1} + T{—BgM W, @V)}
+ gu(TyV, TwW) — gu(TwV, Ty W)
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esitlikleri saglanir.
Ispat. U € T(D;) icinn(U) =0 “dir. (4.1.1) den

c—3 4.9
R(V, W} U, S) = T{gM(Wl U)gM(VJ S) - gM(V, U)gM(WJ S)}

c+1
+ T{gM(ch, Dgu(eV,Ss)

—gu(@V, U)gu(@W,S) — 29y (@V,W)gu(eU,S)}
+gu(TyU, TyS) — gu(Tw U, TyS)

elde edilir. Diger taraftan 4.1’de U =V ve S = W alinirsa (4.3) elde edilir

4.2 Teorem (M, @, & ,n,gy) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold
Y: M — N bir yari-invaryant £+ Riemann submersiyon olsun. Her U,V,W,S € I'(D,) igin

Ricci egriligi
c—3 3(c+1) (4.5)
SW,U) = ((—Cp - +—F—)gu(W,U)
2p
) (ou(TeU.Twe) = gu(Te U, Toger))
i=1
seklindedir.

Ispat Skaler egriligin izi Ricci egriligi oldugundan, yani

I (4.6)
S(W, U) = ZR(el-,W, U, el-)
i=1
Burada {el, ...,ezp} ['(D,) nin ortonormal bazi, U, W € T'(D;) olup
4.7)

= c—3
SW,U) = D = (gu(W, V)g(es,e) — gu(es, VgW, e}
e

+

1
gu(eW,U) gy (@e;, ;)

—gu(@e, U) gy (oW, e;)
—gu(pe, D) gu(@W,e;) — 29y (@e;, W)gu(eU,e;)}
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+gM(Tei U’ TWei) - gM(Tei U’ Teiei)

yazilir. gy (@e;, ;) = 0 dir. Buradan

2p (4.8)
c—3
SW,U) = Y S (gu W, Dgler €0)
- gM(eif U)g(W, el')}
c+1
+ T{HM (oW, U)gu(pe;, e;)

— gu(pe, U) gy (W, e;)
+ 2gm (e, @W)gu(@U, e} + g (T, U, Tiwe;)
- gMg(Tel U’ Tei ei)

olup 2gy (e;, W) gu(@U, €;) = 29y (U, oW )yazilirsa

SW,U) = = {2pgu (W, U) — gu (U, W)} + - {gu (oW, oU) + (4-9)
+2gm(@U, @W)} +gu(Te,U, Twei) — gu(Te,U, Te )

elde edilir. Buradan
c—3 4.10
SIW.U) = (@ - Dgu W, ) @10

c+1
+——BauleW, )} + 9u(Te,U, Tyre;)

- gM(Tei U’ Teiei)

yazilabilir. Diger taraftan g, (@W, @U) = gy (W,U) —n(W)n(U) ve n(W) =g(W,§) =

0 alinirsa

-3
SWU) = {20 - Dgu W, )} @iy
c+1
+—— BguleW, oU)}
2p
£ (ou(Te U, Twer) = gu(Te U, Teper))
i=1

bulunur. Buradan Ricci Egriligi
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3(c+1) (4.12)

SW,U) = ((#) (2p- 1)+

2p
+ (u(TU.Twe:)
l'_

=1
—9m (Tel- Ul Teiei))

olarak elde edilir.

Sonu¢ (M, @, & ,n, gy) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold olmak
Uzere m: M — N bir yari slant £+ Riemann submersiyon olsun. D, total geodezik ise D,

Einsteindir.

Sonu¢ (M, ¢,¢,n,9y) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold

Y: M - N bir yari-slant &+ Riemann submersiyon olsun. D; total geodezik ise D;’in

8p—1)+3
€@P=D3 1 arak bulunur.

skaler egriligi T =
4.5. Teorem (M, @, ¢ ,n,gym) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold
Y:M - N bir yari-invaryant &+ Riemann submersiyon olsun. V X,Y,M,N € I'(D,) igin

Riemann egriligi

c—3 4.13
ROW,X,Y,2) = (g (X, V) gu (W, 2) (4.13)
—guXW)gu (Y, 2)} + gu(TxW, Ty Z)
— gu(TyW, TxZ)
ve Kesitsel egrilik
(4.14)

c—3
K(X,Y) = T{QMZ(X’ Y) =1} + gu(Tx X, TyY)
— gu(TyX, TxY)

seklindedir. .

Ispat. (4.1) kullanilirsa
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c— 4.15
ROW.X,Y,2) = o gu K Ngu.2) - gyt wigyr,zyy 4
c+1
+ T{gM(Y, Z2nXnW) — guX, Zn(Y)n(W)
+ gu X, Mn(Y)n(Z) — gu (Y, W)In(X)n(2)
+ gu (@Y, W)gu (X, Z) — gu(@X,W)gu (@Y, Z)
— gu(TyW, TxZ)}
olup, ¢(D,) € (ker F,)* oldugundan (4.5) bulunur.
Diger taraftan (4.5) kullanilirsa
. (4.16)
C —
KX, Y) = T{QM(X; NguX,Y) —guX, X)) gu¥,Y)}
+9u (Tx X, TyY) — gu(Ty X, TxY)
veya
c-3_ (4.17)
KX, Y) = T{gM X, Y) = 1} + gu(TxX, TyY) — gu(Ty X, TxY)
elde edilir.

4.6. Teorem (M, @, ¢ ,n,gy) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold
Y:M — N bir yan-invaryant &+ Riemann submersiyon olsun. v U,V € I'(D,) ve D, total

geodezik ise Ricci egriligi

c—3 4.18
SW,V) === (20 - Dgu (U V) (418)
seklindedir.
Ispat ¥ U,V € T'(D,) igin
SW,V) = %0 R(e, UV, e) (4.20)

2q
-3
= ZCT{gM(U, V)g(el-, ei) - gM(eir V)gM(Uf ei)}

i=1
+gM(Tein Tye:) — gu (Tel-V; Teiei)
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yazilabilir.

~3
s, V) = (CT)(ZCI —Dgu(U,V) + gu(T.,V, Tye;) (4.21)

= gu(TeV. Teie:)
olur ki D, total geodezik ise T,V = 0 olacagindan istenen elde edilir.

Esitlik (4.12) dan asagidaki sonug elde edilir

Sonug. (M, @, ¢ ,1n, gy) bir Kenmotsu uzay form ve (N, gy) bir Riemann manifold olmak
Uzere y: M — N bir yari-invaryant £+ Riemann submersiyon olsun. D, distribiisyonu total

geodezik ise D, Einstein’dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Kenmotsu manifoldlarindan Riemann manifoldlarina tanimli yari-invaryant -
&1 —Riemann submersiyonlarmin geometrisi incelenmis ve bu yapilarin gesitli geometrik
ozellikleri ortaya konmustur. Ozellikle, bu tiir submersiyonlarin temel &zellikleri olan
dagilimlarin integrallenebilirligi ve total geodezik olma durumlar1 detayl bir sekilde analiz

edilmistir. Sonug olarak, elde edilen baslica bulgular sunlardir:

e Yari-invaryant -Riemann submersiyonlarinin distribiisyonlarinin integrallenebilir olmasi
icin gerekli ve yeterli sartlar belirlenmistir. Bu sartlar, hem Kenmotsu manifold yapisina

hem de hedef manifoldun geometrik karakteristiklerine dayanmaktadir.

e Submersiyonun total geodezik olmasi, belirli kosullara bagl olarak incelenmis ve bu
sartlar altinda cesitli Ornekler sunularak teorik bulgular desteklenmistir. Total
geodeziklik kosulu, projeksiyon doniigiimiiniin geodezikleri korudugu durumlari

anlamada 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tezin 4.boliimiinde Kenmotsu uzay formlar1 igin yari-invaryant &*-Riemann
submersiyonlar ¢alisilmis ve egriliklerle baglantili bazi sonuglar elde edilmistir. Alternatif
manifold yapilar1 (Sasakian, cosymplectic vb.) iizerinde yari-invaryant &1-Riemann
submersiyonlarin analizi genisletilebilir. Bu tiir geometrik yapilarin egrilikleri incelenebilir

ve bazi 6zel egrilik sartlar ele alinabilir.

Bu tez, Kenmotsu manifoldlar1 ve &‘-Riemann submersiyonlar1 arasimdaki iliskileri
derinlemesine aragtirarak diferansiyel geometrinin bu alanindaki bilgiyi zenginlestirmeyi

amaglamstir.
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