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ÖZET 

 
Bu tez çalışmasında değme manifoldların özel bir sınıfı olan Kenmotsu manifoldlarından Riemann 
manifoldlarına tanımlı yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyonlarının geometrisi üzerine 
çalışılmıştır. Beş bölümden olan tez çalışmasının, birinci bölümünde literatür bilgisi, konunun önemi 
ve tez çalışmasındaki sonuçların bir özeti sunulmuş, ikinci bölümde tezde kullanılan temel kavramlar 
ele alınmış ve üçüncü bölümde submersiyonun distribüsyonlarının geometrisi üzerine elde edilen 
sonuçlar verilmiştir. Dördüncü bölümde Kenmotsu uzay formlarından Riemann manifoldlarına yarı-
invaryant 𝜉𝜉⊥- Riemann submersiyonlar çalışılmış ve eğriliklerle ilgili sonuçlar elde edilmiştir. Son 
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ABSTRACT 

 

In this thesis, the geometry of semi-invariant 𝜉𝜉⊥-Riemannian submersions defined on Riemannian 
manifolds from Kenmotsu manifolds, a special class of contact manifolds, is studied. In the first 
section of the thesis, a summary of the literature, the importance of the subject and the results of the 
thesis are presented, in the second section the basic concepts used in the thesis are discussed and in 
the third section the results obtained on the geometry of the distributions of the submersion are given. 
In the fourth section, semi-invariant 𝜉𝜉⊥-Riemannian submersions from Kenmotsu space forms to 
Riemannian manifolds are studied and results on curvatures are obtained. Conclusions and 
recommendations are given in the last section. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler                                     Açıklama 

 
M                                                Diferensiyellenebilir manifold 
 
g                                                  Riemann metriği 
 
𝐶𝐶∞(𝑀𝑀, ℝ)                                    M manifoldundan ℝ ye diferensiyellenebilir fonksiyonlar 
 

pT M                                             M nin p noktasındaki teğet uzayı     
 

( )Mχ                                           Vektör alanlarının uzayı 
 
𝜋𝜋∗                                                 Türev dönüşümü 
 
∇                                                  Lineer konneksiyon 
 
R                                                  Riemann eğrilik tensörü           
 
K                                                  Riemann- Chiristoffel eğrilik tensörü 
 
[ ],                                                  Lie Braket (parantez operatörü) 
 
𝒱𝒱                                                  Dikey distribüsyon 
 
ℋ                                                 Yatay distribüsyon 
 

                                                Norm 
 
η                                                   1-form 
 
ϕ                                                  (1,1)- tipinde tensör alanı 
 
Φ                                                  2-form 
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1. GİRİŞ  
 

Manifoldlar genel geometrik yapılar olarak ifade edilen eğrilikli uzaylardır. Bu uzayların 

diferansiyel geometrisi Riemann geometrisi ve tensörel analiz araçları kullanılarak 

incelenmektedir. İki manifoldun birbirleri ile ilişkileri bu manifoldlar arasındaki özel 

dönüşümler vasıtasıyla yapılabilmektedir. Bu özel dönüşümler, bir manifoldun geometrisini 

diğer manifolda taşıyabilir veya aralarında kullanışlı bir ilişki kurabilir. İki manifold 

arasındaki dönüşümlerin en dikkat çekici örneği submersiyonlardır. Submersiyon kavramı, 

diferansiyel dönüşümlerin belirli bir düzenliliği koruduğu durumu tanımlar. Matematiksel 

olarak, bir diferansiyel dönüşümün bir submersiyon olması, her noktada türev dönüşümünün  

maksimum ranka sahip olması anlamına gelir. Bu durum, dönüşümün yerel olarak fibrasyon 

yapısına sahip olmasını sağlar ve manifoldlar arasındaki yapısal ilişkileri anlamada önemli 

bir araç haline gelir.  

 

Submersiyonlar çeşitli sınıflara ayrılmaktadır. Bunlar çıkış ve  varış manifoldunun yapısına, 

submersiyonun ifadesine  göre farklılık göstermektedir.  Submersiyon teoerisinde izometrik 

immersiyonların karşılığı olan Riemann submersiyonlar, O’Neill  ve Gray tarafından 1966 

ve 1967 yıllarında, birbirinden bağımsız olarak çalışılmıştır (O’Neill, 1966, Gray, 1967). 

Günümüzde ise, O’Neill in teorisi daha çok kullanılmaktadır. Temel amacı negatif eğrilikli 

manifoldları incelemek olan Riemann submersiyonların, diğer manifoldların özelliklerini de 

incelemede kullanışlı olduğu görülmüştür. Manifoldların özelliğine göre birçok farklı 

Riemann submersiyon tanımı yapılmıştır. İnvaryant, anti invaryant, yarı invaryant, slant, yarı 

slant, quaternionik, hemi slant ve pointwise slant submersiyonlar da bulunmaktadır. 

Riemann submersiyonlar fizikte Kaluza-Klein teoride, süper kütle çekim, sicim  ve Yung 

Mills teorilerde kullanılmaktadır. Şahin (Şahin, 2017), submersiyonların teorisi ve 

uygulamaları üzerine kapsamlı bir kaynak kitap yazmıştır. 

  

Son zamanlarda anti invaryant 𝜉𝜉⊥ − Riemann submersiyonların bir genellemesi olarak 

Akyol ve arkadaşları hemen hemen kontak metrik manifoldlardan yarı invaryant 

𝜉𝜉⊥ −Riemann submersiyon kavramını tanımladılarve bu tür dönüşümlerin geometrisini 

araştırdılar (Akyol ve diğerleri, 2017). 

 



2 

 

Negatif eğrilikli manifoldları inceleyen Bishop  ve O'Neill olup, warped çarpım manifoldları 

olarak isimlendirdikleri yeni bir çalışma alanını ortaya çıkarttılar (Bishop and O’Neill, 

1969). Buradan hareketle  S. Tanno ise hemen hemen değme manifoldları sınıflamayı 

başarmıştır (Tanno, 1969). 

 

Kenmotsu manifoldlar, 1972 yılında Kenmotsu tarafından kontakt manifoldların özel bir 

sınıfı olarak tanımlanmıştır (Kenmotsu, 1972). Kenmotsu manifoldlar, bir Sasakian 

manifoldunun normallik koşulunu sağlamakla birlikte bir çok farklı özelliği itibarı ile 

onlardan ayrılmaktadır. Bu durum Kenmotsu manifoldlarını özel olarak çalışılacak bir alan 

olarak öne çıkarmaktadır. Kenmotsu manifold,  bir Kaehler manifold ile bir açık aralığın 

warped çarpımı olarak yazılabilmektedir.  

 

Bu tez çalışmasında değme manifoldların özel bir sınıfı olan Kenmotsu manifoldlarından 

Riemann manifoldlarına tanımlı yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥- Riemann submersiyonlarının geometrisi 

üzerine çalışılmıştır. Beş bölümden olan tez çalışmasının, birinci bölümünde literatür bilgisi, 

konunun önemi ve tez çalışmasındaki sonuçların bir özeti sunulmuş, ikinci bölümde tezde 

kullanılan temel kavramlar ele alınmış ve son bölümde submersiyonun dağılımlarının 

geometrisi üzerine elde edilen sonuçlar verilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 

Bu bölümde tezde kullanılan tanımlar, teoremler ve bunlarla ilgili açıklamalar verilmiştir. 

Daha fazla bilgi almak için belirtilen kaynaklara müracaat edilebilir.   

 

2.1. Riemann Manifoldları 

 

2.1 Tanım 𝑀𝑀, diferansiyellenebilir bir manifold ve 𝑀𝑀 üzerinde tanımlı 𝐶𝐶∞ vektör alanlarının 

uzayı 𝜒𝜒(𝑀𝑀) ve 𝐶𝐶∞ fonksiyonlarının uzayı 𝐶𝐶∞(𝑀𝑀, ℝ) ile gösterilsin. 𝑔𝑔: 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀) →

𝐶𝐶∞(𝑀𝑀, ℝ) dönüşümü  

 

1. 2-Lineerlik: 𝑔𝑔, her iki argümanında da doğrusal bir dönüşümdür. 
 

2. Simetri: 𝑔𝑔(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) = 𝑔𝑔(𝑌𝑌, 𝑋𝑋), her 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) için. 
 

3. Pozitif Tanımllık: 𝑔𝑔(𝑋𝑋, 𝑋𝑋) > 0, 𝑋𝑋 ≠ 0 olan her 𝑋𝑋 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) için. 
 

özellikleri sağlıyorsa 𝑔𝑔 dönüşümüne 𝑀𝑀 üzerinde bir Riemann metriği denir ve (𝑀𝑀, 𝑔𝑔) 

ikilisine Riemann manifoldu adı verilir (Turgut Vanlı, 2022). 

 

2.2 Tanım 𝑀𝑀 ve 𝐵𝐵, iki Riemann manifoldu ve 𝜋𝜋: 𝑀𝑀 → 𝐵𝐵 bir 𝐶𝐶∞-dönüşüm olsun. 𝜋𝜋 'nin 𝑢𝑢 

noktasındaki türev dönüşümü, 𝜋𝜋∗: 𝜒𝜒(𝑀𝑀) → 𝜒𝜒(𝐵𝐵) olarak tanımlanır. Bu dönüşüm, 𝑀𝑀 'nin her 

𝑢𝑢 ∈ 𝑀𝑀 noktasında 𝜋𝜋∗𝑢𝑢: 𝑇𝑇𝑢𝑢𝑀𝑀 → 𝑇𝑇𝜋𝜋(𝑢𝑢)𝐵𝐵 şeklinde bir lineer dönüşüm sağlar. Türev dönüşümü, 

𝜋𝜋∗(𝑈𝑈)(𝑉𝑉)(𝑓𝑓) = 𝑉𝑉(𝑓𝑓 ∘ 𝜋𝜋) olarak ifade edilir. Burada 𝑓𝑓, 𝐵𝐵 üzerinde bir fonksiyon ve 𝑉𝑉, 𝐵𝐵 

üzerinde bir vektör alanıdır (Turgut Vanlı, 2022). 

 

2.3 Tanım 𝑀𝑀, bir diferansiyellenebilir manifold olsun. 𝑀𝑀 üzerinde tanımlı 𝑈𝑈 ve 𝑉𝑉, iki vektör 

alanı ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶∞(𝑀𝑀; ℝ) bir 𝐶𝐶∞-fonksiyonu olsun.  [,] : 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀) → 𝜒𝜒(𝑀𝑀) şeklinde 

tanımlı olan ve [𝑈𝑈, 𝑉𝑉](𝑓𝑓) = 𝑈𝑈(𝑉𝑉(𝑓𝑓)) − 𝑉𝑉(𝑈𝑈(𝑓𝑓)) olarak verilen [,] fonksiyonuna, 𝑈𝑈 ve 𝑉𝑉 

vektör alanlarının Lie parantez operatörü denir. Bu operatör, aşağıdaki özellikleri sağlar ; 

 

1. Antisimetri: [𝑈𝑈, 𝑉𝑉] = −[𝑉𝑉, 𝑈𝑈], 

2. Lineerlik: [𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑍𝑍] = 𝑎𝑎[𝑈𝑈, 𝑍𝑍] + 𝑏𝑏[𝑉𝑉, 𝑍𝑍],  ∀𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ, 
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3. Jacobi Özdeşliği: [[𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍] + [[𝑉𝑉, 𝑍𝑍], 𝑈𝑈] + [[𝑍𝑍, 𝑈𝑈], 𝑉𝑉] = 0, 

4. Leibniz Kuralı: [𝑓𝑓𝑓𝑓, 𝑔𝑔𝑔𝑔] = 𝑓𝑓[𝑈𝑈, 𝑉𝑉] + 𝑓𝑓�𝑈𝑈(𝑔𝑔)�𝑉𝑉 − 𝑔𝑔�𝑉𝑉(𝑓𝑓)�𝑈𝑈. 

 
Burada 𝑈𝑈(𝑔𝑔), 𝑈𝑈 'nun 𝑔𝑔 fonksiyonuna uyguladığı türevdir (Turgut Vanlı, 2022). 

 

2.4 Tanım Diferansiyellenebilir bir manifold üzerindeki vektör alanlarının uzayı 𝜒𝜒(𝑀𝑀) 

olmak üzere, ∇: 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀) → 𝜒𝜒(𝑀𝑀) , (𝑈𝑈, 𝑉𝑉) ↦ ∇(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) = ∇𝑈𝑈𝑉𝑉 dönüşümü tanımlansın. 

∇ dönüşümūnün, 𝑀𝑀 üzerindeki herhangi bir 𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑍𝑍 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) vektör alanları ve düzgün bir 

𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶∞(𝑀𝑀; ℝ) fonksiyonu için aşağıdaki şartları sağlaması durumunda, ∇ dönüşümüne 𝑀𝑀 

üzerinde bir Riemann konneksiyonu, ∇𝑈𝑈 operatörüne ise 𝑈𝑈 'ya göre kovaryant türev 

operatörü denir:  

 

1. Lineerlik (ilk Argüman): ∇𝑈𝑈+𝑉𝑉𝑍𝑍 = ∇𝑈𝑈𝑍𝑍 + ∇𝑉𝑉𝑍𝑍 
 
2. Lineerlik (ikinci Argüman): ∇𝑈𝑈(𝑉𝑉 + 𝑍𝑍) = ∇𝑈𝑈𝑉𝑉 + ∇𝑈𝑈𝑍𝑍 
 
3. Skaler Çarpan ile Çoğaltma (ilk Argüman): ∇𝑓𝑓𝑓𝑓𝑉𝑉 = 𝑓𝑓∇𝑈𝑈𝑉𝑉 
 
4. Leibniz Kuralı (ikinci Argüman): ∇𝑈𝑈(𝑓𝑓𝑓𝑓) = 𝑈𝑈[𝑓𝑓]𝑉𝑉 + 𝑓𝑓∇𝑈𝑈𝑉𝑉 
 
5. Lie Operatörü ile İlişki: [𝑈𝑈, 𝑉𝑉] = ∇𝑈𝑈𝑉𝑉 − ∇𝑉𝑉𝑈𝑈 
 
6. Riemann Metriği ile Uyum: 𝑈𝑈[𝑔𝑔(𝑉𝑉, 𝑍𝑍)] = 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈𝑉𝑉, 𝑍𝑍) + 𝑔𝑔(𝑉𝑉, ∇𝑈𝑈𝑍𝑍) 

 

Bu özellikler, Riemann konneksiyonunun 𝑀𝑀 üzerindeki geometrik yapıyı belirlemede temel 

bir araç olduğunu ifade eder (Turgut Vanlı, 2022). 

 

İlk dört özellik sağlanması durumunda ∇’ya afin konneksiyon veya lineer konneksiyon 

denir. 5. özellik manifoldlar teorisi açısından önemli bir yeri olan Lie parantez operatörünün 

konneksiyon ile ilişkisini vermektedir. 6.özellik Riemann konneksiyonun metrik ile 

uyumudur. Bu konneksiyona metrik konneksiyon da denir. Bu koşulları sağlayan 

konneksiyon biriciktir.  

 

2.5 Tanım 𝑀𝑀, bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔𝑔, 𝑀𝑀 üzerinde tanımlı bir Riemann 

metriği olsun. ∀𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑍𝑍 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) için 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀)’den 𝜒𝜒(𝑀𝑀)’ye 

 𝑅𝑅(𝑈𝑈, 𝑉𝑉)𝑍𝑍 = ∇𝑈𝑈∇𝑉𝑉𝑍𝑍 − ∇𝑉𝑉∇𝑈𝑈𝑍𝑍 − ∇[𝑈𝑈,𝑉𝑉]𝑍𝑍 şeklinde tanımlanan  𝑅𝑅 tensör alanına, ∇ 

konneksiyonunun eğrilik tensörü denir (Turgut Vanlı, 2022). 
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Bu tensör, bir manifoldun geometrik yapısındaki eğrilik özelliklerini belirler ve diferansiyel 

geometrinin temel yapıtaşlarından biridir. Bir manifoldun Riemann eğriliği sıfır ise bu 

manifolda düz (flat) manifold denir. Böyle bir manifold Öklidyen olarak görülür. Dolayısıyla 

eğriliğin sıfırdan farklı olması manifoldun Öklid dışı yapısı hakkında bilgi verir. 

  

2.6. Tanım 𝑀𝑀, bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔𝑔, 𝑀𝑀 üzerinde tanımlı bir Riemann 

metriği olsun. Manifold üzerindeki herhangi 𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑊𝑊, 𝑍𝑍 vektör alanları için 𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀) ×

𝜒𝜒(𝑀𝑀) × 𝜒𝜒(𝑀𝑀)’den 𝐶𝐶∞(𝑀𝑀; ℝ)’ye 𝐾𝐾(𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑊𝑊, 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔(𝑅𝑅(𝑈𝑈, 𝑉𝑉)𝑊𝑊, 𝑍𝑍) şeklinde tanımlanana 𝐾𝐾 

fonksiyonuna, 𝑀𝑀 üzerindeki Riemann-Christoffel eğrilik tensörü denir (Turgut Vanlı, 2022). 

 

Riemann-Christoffel eğrilik tensōrü, manifold üzerindeki eğriliği metrik 𝑔𝑔 kullanarak 

tanımlar. Bu tensör, manifoldun lokal geometrik yapısını ve eğrilik özelliklerini incelemek 

için temel bir araçtır. Bu araç metriğin tipini kontrakte ederek hesaplamaları daha etkili hale 

getirmektedir.  

 

2.7. Tanım 𝑀𝑀, bir diferansiyellenebilir manifold ve 𝑔𝑔, 𝑀𝑀 üzerinde tanımlı bir Riemann 

metriği olsun. 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 noktasında, 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑀𝑀 tanjant uzayının iki boyutlu bir alt uzayı olan Π 

düzlemi için, ∀𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Π olan tanjant vektörleri kullanılarak,  𝐾𝐾(Π) = 𝑔𝑔(𝑅𝑅(𝑈𝑈,𝑉𝑉)𝑉𝑉,𝑈𝑈)
𝑔𝑔(𝑈𝑈,𝑈𝑈)𝑔𝑔(𝑉𝑉,𝑉𝑉)−𝑔𝑔(𝑈𝑈,𝑉𝑉)2 

eşitliği tanımlanır. Bu ifade, Π düzleminin kesitsel eğriliği olarak adlandırılır (Turgut Vanlı, 

2022). 

 

Kesitsel eğrilik, manifoldun geometrik özelliklerini belirlemede önemli bir kavramdır ve 

özellikle manifoldun eğrilik yapısını lokal düzlemler üzerinde analiz etmek için kullanılır. 

 

2.2. Manifoldlar Arasında Özel Dönüşümler 

 

Farklı manifoldlar arasında tanımlanan dönüşümler, diferansiyel geometrinin temel yapı 

taşlarından biridir. Bu dönüşümler, manifoldların geometrik ve topolojik özelliklerini 

anlamak ve analiz etmek için güçlü bir araç sağlar. Özel dönüşümler arasında, özellikle 

immersiyon ve submersiyon gibi kavramlar, manifoldların diferansiyel yapısını anlamada 

önemli bir rol oynar. 
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2.2.1. İmmersiyon Dönüşümü 

 

Bir immersiyon, bir manifoldun diğer bir manifold içine düzgün (smooth) ve enjekte edici 

bir şekilde "gömülmesi" anlamına gelir. Bu dönüşüm, diferansiyel haritanın türevinin her 

noktada enjekte edici (injektif) olmasını gerektirir. Immersiyonlar, bir manifoldun daha 

yüksek boyutlu bir manifold içinde nasıl temsil edilebileceğini anlamak için kullanılır. 

 

2.8. Tanım 𝑀𝑀 ve 𝑀𝑀′ sırasıyla 𝑚𝑚 ve 𝑛𝑛 boyutlu iki Riemann manifoldu olmak üzere 𝑓𝑓: 𝑀𝑀 →

𝑀𝑀′ bir 𝐶𝐶∞ dönüşümü için, boy �𝑓𝑓∗�𝑇𝑇𝑝𝑝(𝑀𝑀)� = 𝑚𝑚 ise 𝑓𝑓 nin 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 noktasındaki rankı 𝑚𝑚 olup 

rank (𝑓𝑓) = 𝑚𝑚 ile gösterilir. Eğer boy (𝑀𝑀) = rank (𝑓𝑓) ise f 'ye immersiyon (daldırma) denir. 

Burada 𝑀𝑀 ye  𝑀𝑀′ nin bir immersed alt manifoldu denir (Şahin, 2017). 

 

f immersiyonu birebir ise f ‘ ye imbedding (gömme) denir. Burada  𝑀𝑀 ye 𝑀𝑀’ nün gömülen 

alt manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Şahin, 2017).  

 

İmmersiyon, bir manifoldun diğer bir manifold içine düzgün ve türevin injektif olduğu 

şekilde gömülmesidir. Ancak, görüntüsü her zaman bir alt manifold olmak zorunda değildir. 

Imbedding ise bir immersiyonun özel bir durumu olup, dönüşüm aynı zamanda bir 

homeomorfizma sağlar. Yani, manifoldun görüntüsü, hedef manifold içinde hem topolojik 

hem de diferansiyel bir alt manifold olur.  

 

2.9. Tanım (𝑀𝑀, 𝑔𝑔) ve (𝑀𝑀′, 𝑔𝑔′), sırasıyla 𝑚𝑚 ve 𝑛𝑛 boyutlu iki Riemann manifold ve       𝑓𝑓: 𝑀𝑀 →

𝑀𝑀′bir immersiyon (daldırma) olmak üzere eğer her 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) için 𝑔𝑔(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) =

𝑔𝑔′(𝑓𝑓∗𝑈𝑈, 𝑓𝑓∗𝑉𝑉)  eşitliği sağlanıyorsa, bu durumda 𝑓𝑓∗ 'ye bir izometrik immersiyon denir (Şahin, 

2017).  

 

Bu, 𝑓𝑓 'nin, 𝑀𝑀 manifoldundaki iç çarpım yapısını, 𝑀𝑀′ manifoldundaki iç çarpım yapısı ile 

uyumlu bir şekilde taşıdığı anlamına gelir. Başka bir deyişle, 𝑓𝑓, geometriyi bozmadan 𝑀𝑀′ yi 

𝑀𝑀′ 'nin içine daldırır. 

 

2.10. Tanım 𝑀𝑀, 𝑛𝑛-boyutlu bir Riemann manifold olsun. Manifoldun her 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 noktasında, 

𝑇𝑇𝑝𝑝𝑀𝑀 teğet uzayının 𝑟𝑟-boyutlu bir alt uzayını 𝐷𝐷𝑝𝑝 ile ilişkilendiren bir 𝐷𝐷 dönūşūmū  
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𝐷𝐷: 𝑝𝑝 ↦ 𝐷𝐷𝑝𝑝 ⊆ 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑀𝑀,  dim �𝐷𝐷𝑝𝑝� = 𝑟𝑟  ile tanımlansın. Bu dönüşüme, 𝑀𝑀 üzerinde rankı 𝑟𝑟 olan 

bir dağılım denir. Eğer bir 𝑈𝑈 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) vektör alanı, ∀𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 için 𝑈𝑈𝑝𝑝 ∈ 𝐷𝐷𝑝𝑝 koşulunu 

sağlıyorsa, bu 𝑈𝑈 vektōr alanına, 𝐷𝐷 dağılımına ait denir (Şahin, 2017).  Diğer bir deyişle, 𝑈𝑈, 

her noktada 𝐷𝐷 dağlımına bağlı olan alt uzaylar boyunca tanımlanmış bir vektör alanıdır. 𝐷𝐷 

dağlımına ait olan tüm vektōr alanlarının uzayı,  Γ(𝐷𝐷) = �𝑈𝑈 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) ∣ 𝑈𝑈𝑝𝑝 ∈ 𝐷𝐷𝑝𝑝, ∀𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀� ile 

tanımlanır. 

 

Dağılımlar, manifold üzerindeki geometrik yapıları ve alt uzayları anlamak için temel 

araçlardan biridir. Bir dağılım, manifoldun belirli yönlerdeki lokal davranışını incelemek ve 

farklı alt uzayları sistematik bir şekilde organize etmek için kullanılır. Örneğin: Frobenius 

Teoremi, bir dağılımın integrallenebilir olup olmadığını inceler ve bu, dağılımın bir alt 

manifold oluşturup oluşturmadığını belirler.  

 

Dağılımlar, diferansiyel sistemlerin çözümlerinin uzaylarını veya fiziksel sistemlerde olası 

hareket yönlerini anlamak için uygulanır 

  

2.2.2. Submersiyon Dönüşümü 

 

Bir submersiyon, bir manifolddan diğerine yapılan düzgün bir dönüşüm olup, bu dönüşümde 

türev her noktada sürjektif bir lineer haritadır. Submersiyonlar, daha yüksek boyutlu bir 

manifoldun belirli alt boyutlarına indirgenmesine olanak tanır ve farklı manifoldlar 

arasındaki geometrik ilişkileri anlamada önemli bir kavramdır. 

 

2.11. Tanım (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) ve (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝐵𝐵) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak üzere, 

𝜋𝜋: (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) → (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝑀𝑀) örten 𝐶𝐶∞ −dönüşümü için 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝜋𝜋∗𝑥𝑥 = 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 ise 𝜋𝜋’ye 𝑥𝑥 ∈

𝑀𝑀noktasında bir submersiyon denir. ∀𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀 için 𝜋𝜋 bir submersiyon ise 𝜋𝜋’ye 𝑀𝑀 üzerinde bir 

submersiyon denir (Şahin, 2017).  

 

Örnek. 𝑚𝑚 ve 𝑛𝑛 pozitif doğal sayılar ve 𝑚𝑚 > 𝑛𝑛 olmak üzere, 𝜋𝜋: ℝ𝑚𝑚 → ℝ𝑛𝑛 

𝜋𝜋: (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, . . . 𝑢𝑢𝑚𝑚) → (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, . . . 𝑣𝑣𝑛𝑛) projeksiyon dönüşümü verilsin. Bir 𝑢𝑢 ∈ ℝ𝑚𝑚 için 

𝜋𝜋∗𝑢𝑢(𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, . . . 𝑢𝑢𝑚𝑚) = (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, . . . 𝑣𝑣𝑛𝑛) olduğundan 𝜋𝜋∗ diferansiyeli örtendir. Dolayısıyla 

projeksiyon dönüşümü bir submersiyondur (Şahin, 2017).   
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2.12. Tanım (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann manifoldları ve boyutları sırasıyla m ve n olsun.    

𝜋𝜋: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 dönüşümü aşağıdaki aksiyomları sağlarsa π ye Riemann submersiyon denir: 

 

I. 𝜋𝜋 maksimal ranka sahiptir. 
 
II. 𝜋𝜋∗ horizontal vektörlerin uzunluklarını korur yani lineer izometriktir.  
 

Riemann submersiyon, iki Riemann manifoldu arasındaki dönüşümün her noktada sürjektif 

türev dönüşümüne sahip olduğu ve bu türev dönüşümünün, M 'deki dik bileşenler arasında 

metrik uyumu sağladığı bir submersiyon türüdür. Bu dönüşüm, M 'nin geometrisini N 'ye 

düzgün bir şekilde indirger ve özellikle fiberlerin metrik özelliklerini koruyarak alt 

manifoldlar oluşturur (Şahin, 2017). 

 

Riemann submersiyonlar 𝒯𝒯 ve 𝒜𝒜 ile gösterilen O’Neill tensörleriyle karakterizedir. Bu 

tensörler her  𝐸𝐸1, 𝐸𝐸2 ∈ 𝜒𝜒(𝑀𝑀) İçin  

 

 𝒯𝒯(𝐸𝐸1, 𝐸𝐸2) = ℋ∇𝒱𝒱𝒱𝒱1
𝑀𝑀1 𝒱𝒱𝐸𝐸2 + 𝒱𝒱∇𝒱𝒱𝒱𝒱1

𝑀𝑀1 ℋ𝐸𝐸2 (2.1) 

 𝒜𝒜((𝐸𝐸1, 𝐸𝐸2) = ℋ∇ℋ𝐸𝐸1
𝑀𝑀1 𝒱𝒱𝐸𝐸2 + 𝒱𝒱∇ℋ𝐸𝐸1

𝑀𝑀1 ℋ𝐸𝐸2 (2.2) 
 

biçiminde tanımlanır. O'Neill tensörleri, Riemann submersiyonlar bağlamında tanımlanan 

ve bir manifoldun diferansiyel yapısının analizinde kullanılan önemli araçlardır. Bu 

tensörler, bir Riemann manifoldunun alt manifoldlar ve fiber yapısı üzerindeki geometrik 

etkilerini ifade eder (Şahin, 2017). 

 

O’Neill tensörleri kullanılarak her 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ Γ((çek 𝜋𝜋∗)⊥) ve 𝑉𝑉, 𝑊𝑊 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗) için 

 

 ∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝑊𝑊 = 𝒯𝒯𝑉𝑉𝑊𝑊 + ∇̂𝑉𝑉𝑊𝑊 (2.3) 

 ∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝑋𝑋 = 𝒯𝒯𝑉𝑉𝑋𝑋 + ℋ(∇𝑉𝑉

𝑀𝑀𝑋𝑋)  

 ∇𝑋𝑋
𝑀𝑀𝑉𝑉 = 𝒱𝒱(∇𝑋𝑋

𝑀𝑀𝑉𝑉) + 𝐴𝐴𝑋𝑋𝑉𝑉 (2.4) 

 ∇𝑋𝑋
𝑀𝑀𝑌𝑌 = 𝐴𝐴𝑋𝑋𝑌𝑌 + ℋ(∇𝑋𝑋

𝑀𝑀𝑌𝑌)  

 

eşitlikleri elde edilir. Dahası, eğer 𝑋𝑋 bir temel vektör alanı ise  ℋ(∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝑋𝑋) = 𝐴𝐴𝑋𝑋𝑉𝑉 dir. Bir 

Riemann submersiyonu 𝑓𝑓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁, 𝑀𝑀 'deki geometriyi 𝑁𝑁′ 'ye indirgerken, bu dönuuşüm 
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sırasında yatay ve dikey bileşenler arasındaki ilişkiyi tanımlamak için O'Neill tensörleri 

kullanılır (Şahin, 2017). 

 

Örnek.. 𝜓𝜓: ℝ4 → ℝ2, (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4) → (𝑢𝑢1−𝑢𝑢2

√2
, 𝑢𝑢3−𝑢𝑢4

√2
) dönüşümünde {𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4}, ℝ4 

ün koordinat sistemini göstermektedir. Dönüşümün Jakobyen matrisi 𝜓𝜓∗= �
1

√2
1

√2
0 0

 
0 0
1

√2
1

√2
� 

olarak elde edilir. Dolayısıyla  rank 𝜓𝜓∗=boyℝ2 = 2 dir. Bu da 𝜓𝜓 dönüşümünün bir 

submersiyon olduğunu gösterir. 

 

2.13. Tanım 𝑀𝑀 ve 𝐵𝐵 sırasıyla m ve n boyutlu Riemann manifoldu ve 𝜋𝜋: 𝑀𝑀 → 𝐵𝐵 ye bir 

submersiyon olsun. ∀ 𝑢𝑢 ∈ 𝐵𝐵 için 𝜋𝜋−1(𝑢𝑢), M nin (𝑚𝑚 − 𝑛𝑛) − boyutlu  bir altmanifoldudur. 

Bu altmanifolda submersiyon dönüşümünün lifleri denir (Şahin, 2017). 

 

2.14. Tanım 𝑴𝑴 ve 𝑩𝑩 sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold, 𝝅𝝅: 𝑴𝑴 → 𝑩𝑩 ye bir 

submersiyon olsun. Herhangi bir 𝒖𝒖 ∈ 𝑴𝑴için 𝑴𝑴 deki 𝑽𝑽 ve 𝑯𝑯 dağılımları  𝑽𝑽𝒖𝒖 = 𝑽𝑽𝒖𝒖(𝝅𝝅) =

ç𝒆𝒆𝒆𝒆𝝅𝝅∗𝒖𝒖 = {𝑼𝑼 ∈ 𝑻𝑻𝒖𝒖𝑴𝑴: 𝝅𝝅∗𝒖𝒖(𝑼𝑼) = 𝟎𝟎} ⊂ 𝑻𝑻𝒖𝒖𝑴𝑴   biçiminde verilen 𝑽𝑽𝒖𝒖  uzayına 𝝅𝝅 nin u 

noktasındaki dikey(vertical) uzayı denir. 𝑴𝑴 deki 𝒈𝒈 metriğine göre 𝑽𝑽𝒖𝒖 dikey uzayının dik 

tümleyeni olan  𝑯𝑯𝒖𝒖 = 𝑯𝑯𝒖𝒖(𝝅𝝅) = 𝑽𝑽𝒖𝒖
⊥ ⊂ 𝑻𝑻𝒖𝒖𝑴𝑴 biçimindeki 𝑯𝑯𝒖𝒖 uzayına ise 𝝅𝝅 nin u 

noktasındaki yatay (horizontal)  uzayı denir. Bu durumda manifoldun u noktasındaki tanjant 

uzayı  𝑻𝑻𝒖𝒖𝑴𝑴 = 𝑽𝑽𝒖𝒖 ⊕ 𝑯𝑯𝒖𝒖 = 𝑽𝑽𝒖𝒖 ⊕ 𝑽𝑽𝒖𝒖
⊥ direkt toplamı olarak yazılabilir (Şahin, 2012). 

 

Yatay ve dikey dağılımlar sırasıyla, 𝑉𝑉𝑢𝑢 = ç𝑒𝑒𝑒𝑒𝜋𝜋∗𝑢𝑢, 𝐻𝐻𝑢𝑢 = (𝑉𝑉𝑢𝑢)⊥ şeklinde biçiminde ifade 

edilir (Şahin, 2017).   

  
𝒱𝒱𝑢𝑢, 𝑀𝑀 manifoldunun 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 noktasında, 𝜋𝜋−1(𝜋𝜋(𝑢𝑢)) lifine teğet olan tüm vektörlerden 
oluşur. Liflerin geometrik yapısını ve 𝑀𝑀 'nin lokal davranışını anlamak için kullanılır. ℋ𝑝𝑝, 𝜋𝜋∗ 
dönüşümü ile 𝑇𝑇𝜋𝜋(𝑝𝑝)𝐵𝐵 ye izomorfiktir. Submersiyonun global yapısını ve 𝑀𝑀 'nin 𝐵𝐵 üzerinde 
nasıl "izdüşürüldüğü" anlamada kullanılır. 
 
2.1. Teorem  𝑀𝑀 ve 𝐵𝐵, sırasıyla 𝑚𝑚 ve 𝑛𝑛 boyutlu iki Riemann manifoldu olmak üzere     𝜋𝜋: 𝑀𝑀 →

𝐵𝐵 bir submersiyon ve 𝑀𝑀 'nin dikey dağıımı 𝑉𝑉 olsun. Bu durumda, her 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 ve 𝜋𝜋(𝑝𝑝) = 𝑥𝑥 

için, 𝑉𝑉𝑝𝑝 dikey dağılımı, 𝜋𝜋−1(𝑥𝑥) lifinin 𝑇𝑇𝑝𝑝𝑀𝑀 üzerindeki teğet uzayı ile çakışır (Şahin, 2017).   
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Yani, 𝑉𝑉𝑝𝑝 = 𝑇𝑇𝑝𝑝(𝜋𝜋−1(𝑥𝑥)) dir. Bu, 𝜋𝜋 'nin liflerinin teğet uzaylarının, submersiyonun dikey 

dağılımını tanımladığını ifade eder.  

 

2.15. Tanım (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) ve (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝐵𝐵) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak üzere, 

𝜋𝜋: (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) → (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝑀𝑀) biçiminde tanımlanan örten 𝐶𝐶∞ −dönüşümü verilsin. ∀𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 için 

𝜋𝜋∗𝑝𝑝 türev dönüşümü örten ve yatay vektörlerinin uzunluğunu koruyorsa, 𝜋𝜋 bir Riemann 

submersiyondur  (Şahin, 2017).  

 

Buradan  𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑣𝑣, 𝑢𝑢) = 𝑔𝑔𝐵𝐵𝜋𝜋𝑝𝑝(𝜋𝜋∗𝑝𝑝𝑣𝑣, 𝜋𝜋∗𝑝𝑝𝑢𝑢) ,   𝑣𝑣, 𝑢𝑢 ∈ ℋ𝑝𝑝, eşitliği yazılır.  ∀ 𝑝𝑝 ∈ 𝑀𝑀 için 𝜋𝜋∗𝑝𝑝 türev 

dönüşümü ℋ𝑝𝑝 yatay uzayından 𝑇𝑇𝜋𝜋𝑝𝑝(𝐵𝐵) üzerine bir izometridir. Bu sonuç, Riemann 

submersiyonlarının geometrik yapısını ve yatay vektör alanlarının nasıl davrandığını 

açıklamaktadır. Özellikle, yatay vektörlerin uzunluklarının korunması koşulu, 

submersiyonun altında manifoldun metrik yapısının bir kısmının hedef manifold üzerinde 

nasıl taşındığını gösterir. Bu durum, submersiyonun sadece bir projeksiyon olmadığını, aynı 

zamanda geometrik bilgiyi koruyan bir dönüşüm olduğunu vurgular. Bu özellik, liflerin ve 

taban manifoldun yapısını anlamak için temel bir araç sağlar ve Riemann 

submersiyonlarının, hem diferansiyel geometri hem de fiziksel uygulamalarda (örneğin 

genel görelilikte) kullanılabilirliğini artırır. 

 

2.1. Önerme (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) ve (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝐵𝐵) sırasıyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve 

𝜋𝜋: (𝑀𝑀, 𝑔𝑔𝑀𝑀) → (𝐵𝐵, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Riemann submersiyonu olmak üzere 𝛻𝛻 ve ∇′ sırasıyla 𝑀𝑀 ve 𝐵𝐵 nin 

Riemann konneksiyonları ise,  𝑀𝑀 üzerindeki 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 temel vektör alanları 𝑈𝑈′, 𝑉𝑉′temel vektör 

alanlarına 𝜋𝜋 bağlı olsun. Bu durumda, aşağıdakiler geçerlidir (Şahin, 2017):  

 

I. 𝑔𝑔(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) = 𝑔𝑔′(𝑈𝑈′, 𝑉𝑉′) ∘ 𝜋𝜋 dir. 
 
II. ℎ[𝑈𝑈, 𝑉𝑉] temel vektör alanı [𝑈𝑈′, 𝑉𝑉′]vektör alanına 𝜋𝜋 - bağlıdır. 
 
III. ℎ(𝛻𝛻𝑈𝑈𝑉𝑉) temel vektör alanı ve 𝛻𝛻𝑈𝑈′

′ 𝑉𝑉′ 𝜋𝜋 - bağlıdır. 
 
IV. Herhangi bir 𝒱𝒱 ∈ 𝒱𝒱𝑝𝑝 için [𝑈𝑈, 𝒱𝒱] dikey vektör alanıdır . 
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2.3.Kenmotsu manifoldları 

 

Kenmotsu manifoldları, diferansiyel geometride, değme (contact) manifoldlarının özel bir 

türü olarak tanımlanır. Bu manifoldlar, hem değme yapısı hem de Riemann geometrisi 

arasında bir köprü kurar. Kenmotsu manifoldları, Sasakian manifoldlarının doğal bir 

genellemesi olarak görülebilir. Sasakian manifoltlardan en önemli farklarından biri 

normallik koşulunu sağlamamasıdır. Bu alt bölümde Kenmotsu manifoldlar hakkında genel 

bilgiler verilecektir.  

 

2.16. Tanım 𝑀𝑀, (2𝑛𝑛 + 1)-boyutlu diferansiyellenebilir manifold, 𝑀𝑀 üzerinde 

𝜑𝜑 ;  (1,1) tipinde tensör alan, 𝜉𝜉; bir vektör alanı ve 𝜂𝜂; 1-form olsun. 𝑀𝑀 üzerinde herhangi bir 

vektör alanı 𝑈𝑈 olmak üzere,  ve 

 

 𝜂𝜂(𝜉𝜉) = 1 , 𝜑𝜑2𝑈𝑈 =  −𝑈𝑈 +  𝜂𝜂(𝑈𝑈)𝜉𝜉 (2.5) 

 

özellikleri sağlanıyorsa, (𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂) ya 𝑀𝑀  üzerinde hemen hemen değme yapı, bu yapı ile 

birlikte 𝑀𝑀 manifolduna da hemen hemen değme manifold denir (Yano ve Kon, 1984). 

 

2.2. Teorem  (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ) hemen hemen değme manifold olsun. Bu durumda, 

 

I. 𝜑𝜑𝜑𝜑 =  0  
 
II. 𝜂𝜂(𝜑𝜑𝜑𝜑)  =  0 
 
III. 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 = 2𝑛𝑛 

 

eşitlikleri geçerlidir (Yano ve Kon, 1984). 

 

Hemen hemen değme yapıların değme form ile ilişkili metriği vardır ve biriciktir. Bu metrik 

aşağıdaki tanımda verilmiştir. 

  

2.16. Tanım (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂 ) hemen hemen değme manifold olsun. 𝑀𝑀 üzerinde bir 𝑔𝑔 Riemann 

metriği  

 

 𝜂𝜂(𝑈𝑈) =  𝑔𝑔(𝑈𝑈, 𝜉𝜉), 𝑔𝑔(𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑) =  𝑔𝑔(𝑈𝑈, 𝑉𝑉)–  𝜂𝜂(𝑈𝑈)𝜂𝜂(𝑉𝑉)  (2.6) 
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eşitliği sağlanıyor ise (𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔) yapısına hemen hemen değme metrik yapı, 

(𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔) yapısı ile 𝑀𝑀 ye de hemen hemen metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984). 

 

2.17. Tanım (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔 ) hemen hemen değme metrik manifold olsun. Bu durumda 

𝛷𝛷(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) =  𝑔𝑔(𝑈𝑈, 𝜑𝜑𝜑𝜑) olarak tanımlanan 𝜑𝜑 dönüşümüne hemen hemen değme manifoldun 

2-formu denir  (Yano ve Kon, 1984). 

 

Normallik değme manifoldlar için önemli bir kavramdır. Bir hemen hemen kompleks yapı 

integrallenebilir ise “hemen hemen” tabiri kullanılmaz doğrudan kompleks yapı denir. 

Ayrıca integrallenebilirlik koşulu kompleks yapının Nijenhuis tensörünün sıfır olmasına 

denktir. Benzer yaklaşım değme manifoldlar için aşağıdaki tanım ile verilir.  

 

2.18. Tanım (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔 ) hemen hemen değme metrik manifold olsun. 𝜑𝜑 nin Nijenhuis 

tensör alanı [𝜑𝜑, 𝜑𝜑] olmak üzere, [𝜑𝜑, 𝜑𝜑] + 2𝑑𝑑𝑑𝑑 ⨂ 𝜉𝜉 = 0 ise hemen hemen değme manifolda 

normal denir. 𝑀𝑀, hemen hemen değme metrik manifold normal ise 𝑀𝑀 ye değme normal 

metrik manifold denir  (Yano ve Kon, 1984). 

 

Bazı hemen hemen değme manifoldlar normallik koşulunu sağlamaz. Normal değme 

manifoldlarının en güçlü sınıfı Sasakian manifoldlardır. Bunlar Kahler manifoldlarının tek 

boyutlu eşleniği gibi değerlendirilebilir. Ancak normal olduğu halde Sasakian manifoldu 

olmayan önemli bir sınıf mevcuttur. Bu manifoltlara da Kenmotsu manifoldu denilmektedir. 

Bir Kenmotsu manifoldunun tanımı aşağıda verilmiştir.  

 

2.19. Tanım (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔 )  hemen hemen değme manifold olsun. Eğer 𝑀𝑀 hemen hemen 

değme manifoldu normal η, 1-form kapalı (𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0)  ve  𝑑𝑑𝑑𝑑 =  2𝜂𝜂  ∧  𝛷𝛷 ise hemen hemen 

değme manifolda Kenmotsu manifoldu denir  (Kenmotsu, 1972). 

 

2.3 Teorem. (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔) hemen hemen değme manifold olsun. 𝑀𝑀 hemen hemen değme 

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu olması için gerek ve yeter şart, 

 

 ∇𝑈𝑈𝜑𝜑)𝑉𝑉 = 𝑔𝑔(𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝑉𝑉)𝜉𝜉 −  𝜂𝜂(𝑉𝑉)𝜑𝜑𝜑𝜑 (2.7) 
 

olmasıdır  (Kenmotsu, 1972). 
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Sonuç. (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔) bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu takdirde , 

 

 ∇𝑈𝑈𝜉𝜉 =  −𝜑𝜑2𝑈𝑈 (2.8) 
 

dır (Kenmotsu, 1972). 
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3. KENMOTSU MANİFOLDLARDAN RIEMANN MANİFOLDLARA 

YARI-İNVARYANT 𝝃𝝃⊥- RİEMANN SUBMERSİYONLAR 
 

Bu bölümde, Kenmotsu manifoldlarından Riemann manifoldlarına tanımlı yarı-invaryant 

𝜉𝜉⊥- Riemann submersiyonların distribüsyonlarının üzerine elde edilen geometrik sonuçlar 

verilmiştir.  

 

3.1. Yarı-invaryant 𝝃𝝃⊥- Riemann Submersiyonlar 

 

3.1. Tanım  ( 𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀 ), bir Kenmotsu manifold ve ( 𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁 ), bir Riemann manifoldu 

ve 𝐹𝐹: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 bir Riemann submersiyonu olmak üzere,  𝜉𝜉, ç𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐹𝐹∗’a normal olsun. 

 

I. ç𝑒𝑒𝑒𝑒 𝐹𝐹∗, iki alt dağılımın direkt toplamı olarak ayrılabilir: ker 𝐹𝐹∗ = 𝐷𝐷1 ⊕ 𝐷𝐷2,burada 𝐷𝐷2, 

𝐷𝐷1 'e dik (ortogonal) bir tamamlayıcıdır. 

 
II. 𝜑𝜑(𝐷𝐷1) = 𝐷𝐷1  ve 𝜑𝜑(𝐷𝐷2) ⊆ (ker 𝐹𝐹∗)⊥ dir.  
 

Yukarıdaki koşullar geçerli ise 𝐹𝐹'ye bir yarı-invariant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyonu denir 

(Akyol ve diğerleri, 2017). 

Örnek. Bir Kenmotsu manifolddan Riemann manifolda  tanımlı her  invariant Riemann 

submersiyon, 𝐷𝐷2 = {0} anti-invaryant dağılımı ile yarı invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann 

submersiyondur. 

  

Örnek. Bir Kenmotsu manifolddan Riemann manifolda tanımlı her slant Riemann 

submersiyon , 𝐷𝐷1 = {0}  invariant dağılımı ile yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyondur.  

 

Örnek. ℝ9 üzerinde Kenmotsu yapı 

 

 
φ �� �𝑋𝑋𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑌𝑌𝑖𝑖

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦𝑖𝑖�

4

İ=1

+ 𝑍𝑍
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
�

= � �𝑌𝑌𝑖𝑖
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑋𝑋𝑖𝑖
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑖𝑖�
4

𝑖𝑖=1

+ � �𝑌𝑌𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
4

𝑖𝑖=1

 

(3.1) 
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ƞ = dz   , ξ =

∂
∂z

 
(3.2) 

 
g = dz ⊗ dz + 𝑒𝑒−2𝑧𝑧 � 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖

4

𝑖𝑖=1

⊗ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 ⊗ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 
(3.3) 

 

ile tanımlansın.  Bu yapı için bir φ bazı 

 

 �𝜀𝜀1 = ez 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1 , 𝜀𝜀2 = ez 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥2 , 𝜀𝜀3 = ez 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3 , 𝜀𝜀4 = ez 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥4 , 𝜀𝜀5 = ez 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦1 , 𝜀𝜀6

= ez 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2 , 𝜀𝜀7 = ez 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦3 , 𝜀𝜀8 = ez 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦4 , 𝜀𝜀9 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

� 

 

(3.4) 

 

şeklinde verilebilir. ℝ5 üzerindeki Kartezyen koordinatlar�𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2,𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2,𝑧𝑧� olmak üzere 𝑔𝑔ℝ5 

Riemann metriği 

 

 
𝑔𝑔ℝ5 = e−2z �(𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖

2

𝑖𝑖=1

⊗ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 ⊗ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖) +  dz ⊗ dz 
(3.5) 

 

şeklinde belirlensin ve,𝐹𝐹(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑥𝑥4, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, 𝑦𝑦4, 𝑧𝑧) = (𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦1 + 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥4, 𝑦𝑦3 +

𝑦𝑦4, 𝑧𝑧) 𝐹𝐹: ℝ9   →     ℝ5 şeklinde tanımlı bir submersiyon olsun. O zaman 

 

 
ç𝑒𝑒𝑒𝑒𝐹𝐹∗ = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝑍𝑍1 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥1 −

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦2 , 𝑍𝑍2 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥2 −

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦1 , 𝑍𝑍3 =

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥3 −

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥4 , 𝑍𝑍3

=
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦3 −
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦4� 

(3.6) 

 

ve 

 

 
ç𝑒𝑒𝑒𝑒𝐹𝐹∗

⊥ = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝐻𝐻1 =
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥1 +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦2 , 𝐻𝐻2 =
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥2 +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦1 , 𝐻𝐻3

=
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥3 +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑥𝑥4 , 𝐻𝐻4 =
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦3 +
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑦𝑦4 , 𝐻𝐻5 =
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 𝜉𝜉� 

(3.7) 

 

şeklindedir. 
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φ’nin tanımından φ𝑍𝑍1 = −𝐻𝐻2,   φ𝑍𝑍2 = 𝐻𝐻1, φ𝑍𝑍3 = −𝑍𝑍4, φ𝑍𝑍4 = 𝑍𝑍3 şeklindedir. 

Dolayısıyla  𝐷𝐷1 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑍𝑍3, 𝑍𝑍4}  seçilirse 𝐷𝐷1 invaryant dağılım olur. Benzer şekilde 𝐷𝐷2 =

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠{𝑍𝑍1, 𝑍𝑍2}  seçilirse, 𝐷𝐷2 anti-invaryant dağılım olur. Dolayısıyla F, yarı-invaryant 

submersiyon olur. Yatay vektörlerin boyunun korunup korunmadığı incelenirse∶  

 

 𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻1, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻1) = 𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻1, 𝐻𝐻1), 𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻2, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻2) =  𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻2, 𝐻𝐻2), (3.8) 

 𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻3, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻3) = 𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻3, 𝐻𝐻3), 𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻4, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻4) =  𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻4, 𝐻𝐻4), (3.9) 

 𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻5, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻5) = 𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻5, 𝐻𝐻5). (3.10) 

 

olur. Buradan  𝑖𝑖 = 1, … ,5 olmak üzere  𝑔𝑔ℝ5(𝐹𝐹∗𝐻𝐻𝑖𝑖, 𝐹𝐹∗𝐻𝐻𝑖𝑖) = 𝑔𝑔ℝ9(𝐻𝐻𝑖𝑖, 𝐻𝐻𝑖𝑖) bulunur. Dolayısıyla 

horizontal vektörlerin boyu korunmuş olur. F bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann 

submersiyondur. 

 
𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann manifolduna yarı-

invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemannian submersiyon olsun. 𝜑𝜑𝐷𝐷2 , (çek 𝐹𝐹∗)⊥’ın 𝜇𝜇  ile belirlenen 

tamamlayıcı dağılımı olsun. O zaman (ker 𝐹𝐹∗)⊥ = 𝜑𝜑𝐷𝐷2 ⊕ 𝜇𝜇 olur, burada 𝜑𝜑(𝜇𝜇) ⊂ 𝜇𝜇 dir. 

Böylece 𝜇𝜇, 𝜉𝜉’yi içerir.  𝑉𝑉 ∈ Γ(çek 𝐹𝐹∗) için  

 

 𝜑𝜑𝜑𝜑 = 𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝜔𝜔𝜔𝜔 (3.11) 

 

yazılır, burada 𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ Γ(𝐷𝐷1) ve 𝜔𝜔𝜔𝜔 ∈ Γ(𝐽𝐽𝐷𝐷2) dir. Ayrıca  𝑋𝑋 ∈ Γ((çek 𝐹𝐹∗)⊥), için 

  

 𝜑𝜑𝜑𝜑 = ℬ𝑋𝑋 + 𝒞𝒞𝒞𝒞 (3.12) 

 

dir. Burada ℬ𝑋𝑋 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝒞𝒞𝒞𝒞 ∈ Γ(𝜇𝜇). (2.3), (2.4) ve (3.1), (3.2) eşitlikleri kullanılarak 

𝑉𝑉, 𝑊𝑊 ∈ Γ(ker 𝐹𝐹∗) için 

 

 (∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝜙𝜙)𝑊𝑊 = ℬ𝒯𝒯𝑉𝑉𝑊𝑊 − 𝒯𝒯𝑉𝑉𝜔𝜔𝜔𝜔 (3.13) 

 (∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝜔𝜔)𝑊𝑊 = 𝒞𝒞𝒞𝒞𝒞𝒞 − 𝒯𝒯𝑉𝑉𝜙𝜙𝜙𝜙  

 

ifadeleri elde edilir.  Böylece  
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 (∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝜙𝜙)𝑊𝑊 = ∇̂𝑉𝑉𝜙𝜙𝜙𝜙 − 𝜙𝜙∇̂𝑉𝑉𝑊𝑊 

(∇𝑉𝑉
𝑀𝑀𝜔𝜔)𝑊𝑊 = ℋ∇𝑉𝑉

𝑀𝑀𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝜔𝜔∇̂𝑉𝑉𝑊𝑊 

(3.14) 

(3.15) 

 

eşitliklerine ulaşılır (Akyol ve diğerleri, 2017) . 

 

3.2. Yarı-invaryant 𝝃𝝃⊥ Riemann Submersiyonların Dağılımlarının Geometrisi  

 

Bu alt bölümde, yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyonların distribüsyonlarının 

integrallenebilirlik koşulları incelenecektir.  

 

3.1. Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemannian submersiyon olsun. 𝐷𝐷1 distribüsyonunun 

integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul  

 

 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(∇𝑉𝑉 𝑤𝑤𝑤𝑤) − 𝜋𝜋∗(∇𝑈𝑈
𝑤𝑤𝑤𝑤)𝜋𝜋∗(𝜔𝜔𝜔𝜔))

= 𝑔𝑔 �∇̂𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 − ∇̂𝑉𝑉

𝜙𝜙(𝑈𝑈), 𝜙𝜙𝜙𝜙�  + 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈
𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝒯𝒯𝑉𝑉  𝑤𝑤U, 𝜙𝜙𝜙𝜙) 

(3.16) 

 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

 

İspat. 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1) ve 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) olsun. Bu durumda g metrigi için ∇𝑈𝑈
𝑍𝑍  şu şekilde olur:  

 

 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 , 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔(𝜑𝜑∇𝑈𝑈

𝑉𝑉 , 𝜑𝜑𝜑𝜑) − π(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 )𝜋𝜋(𝑍𝑍).  (3.17) 

 

𝜋𝜋(𝑍𝑍) = 0 olduğundan,�∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑� = ∇𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑 − 𝜑𝜑∇𝑈𝑈
𝑉𝑉  eşitliği kullanılırsa 

 

 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 , 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑 − �∇𝑈𝑈
𝜑𝜑�𝑉𝑉, 𝜑𝜑𝜑𝜑�  (3.18) 

 

biçiminde olur. �∇𝑈𝑈
𝜑𝜑�𝑉𝑉 = 𝑔𝑔(𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝑉𝑉) + 𝜋𝜋(𝑉𝑉)𝜑𝜑𝜑𝜑 eşitliğinden  

 

 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 , 𝑧𝑧) = 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� (3.19) 
 

elde edilir. Diğer yandan, 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 , 𝑍𝑍) − 𝑔𝑔(∇𝑉𝑉

𝑈𝑈, 𝑍𝑍)olup (3.16) eşitliği 

kullanılırsa  
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 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − 𝑔𝑔�∇𝑉𝑉

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� (3.20) 
 

olarak elde edilir. (3.11) eşitliğinden  

 

 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙+𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝜔𝜔𝜔𝜔� − 𝑔𝑔�∇𝑉𝑉

𝜙𝜙𝜙𝜙+𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝜔𝜔𝜔𝜔�
= 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� + 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔� + 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙)
+ 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜔𝜔𝜔𝜔) − 𝑔𝑔�∇𝑉𝑉
𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� − 𝑔𝑔�∇𝑉𝑉

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔�
− 𝑔𝑔(∇𝑉𝑉

𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙) + 𝑔𝑔(∇𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜔𝜔𝜔𝜔) 

 
 

(3.21) 

 

olur. Böylece  

 

 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇̂𝑈𝑈

𝜙𝜙𝜙𝜙 , 𝜙𝜙𝜙𝜙� + 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇̂𝑈𝑈

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔�
+ 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝑈𝑈
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜔𝜔𝜔𝜔) + 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝑈𝑈
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜙𝜙𝜙𝜙)

− 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇̂𝑉𝑉 

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� − 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝑉𝑉

𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜙𝜙𝜙𝜙)
− 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑉𝑉

𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜔𝜔𝜔𝜔) − 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑉𝑉

𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇̂𝑉𝑉
𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔� 

 
 

(3.22) 

 

veya 

 

 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍)  = 𝑔𝑔�∇̂𝑈𝑈 𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� + 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔� + 𝑔𝑔(ℋ(∇𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜔𝜔𝜔𝜔)
+ 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈

𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙) − 𝑔𝑔�∇̂𝑉𝑉 𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� − 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙)

− 𝑔𝑔(ℋ(∇𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜔𝜔𝜔𝜔) − 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑉𝑉 𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜔𝜔𝜔𝜔) 

 
(3.23) 

 

yazılabilir. O halde 

 

 𝑔𝑔([𝑈𝑈, 𝑉𝑉], 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�∇̂𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 − ∇̂𝑉𝑉

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜙𝜙𝜙𝜙� + 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝒯𝒯𝑉𝑉  𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝜙𝜙𝜙𝜙)

+ 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝒯𝒯𝑉𝑉

𝜙𝜙𝜙𝜙, 𝜔𝜔𝜔𝜔� + 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(ℋ(∇𝑈𝑈
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜋𝜋∗(𝜔𝜔𝜔𝜔))  

− 𝑔𝑔2�𝜋𝜋∗�ℋ(∇𝑉𝑉
𝜔𝜔𝜔𝜔)�, 𝜋𝜋∗(𝜔𝜔𝜔𝜔)� 

(3.24) 

 

olarak elde edilir. Buradan 

 

 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(∇𝑉𝑉 𝑤𝑤𝑤𝑤) − 𝜋𝜋∗(∇𝑈𝑈
𝑤𝑤𝑤𝑤)𝜋𝜋∗(𝜔𝜔𝜔𝜔))

= 𝑔𝑔 �∇̂𝑈𝑈
𝜙𝜙𝜙𝜙 − ∇̂𝑉𝑉

𝜙𝜙(𝑈𝑈), 𝜙𝜙𝜙𝜙�  + 𝑔𝑔(𝒯𝒯𝑈𝑈
𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝒯𝒯𝑉𝑉  𝑤𝑤U, 𝜙𝜙𝜙𝜙) 

(3.25) 

 

eşitliğine ulaşılır ve ispat tamamlanmış olur.  

 

3.2 Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemannian submersiyon olsun.  𝐷𝐷2 distribüsyonunun 
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integrallenebilir olması için gerek ve yeter koşul 𝑍𝑍, 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için  𝒯𝒯𝑍𝑍 𝜙𝜙𝜙𝜙 − 𝒯𝒯𝑊𝑊
𝜑𝜑𝜑𝜑 ∈ Γ(𝐷𝐷2) 

olmasıdır.  

 

İspat.  𝑍𝑍, 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1) olsun. Bu durumda, 𝑔𝑔([𝑍𝑍, 𝑊𝑊], 𝑉𝑉) = 𝑔𝑔(∇𝑍𝑍
𝑊𝑊, 𝑉𝑉) −

𝑔𝑔(∇𝑊𝑊
𝑍𝑍 , 𝑉𝑉) olup (3.16) eşitliğinden 𝑔𝑔([𝑍𝑍, 𝑊𝑊], 𝑉𝑉) = 𝑔𝑔�∇𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − 𝑔𝑔�∇𝑊𝑊
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� olur. Diğer 

yandan (2.5) eşitliği kullanılırsa  

 

 𝑔𝑔([𝑍𝑍, 𝑊𝑊], 𝑉𝑉) =  𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑 + ℋ�∇𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑊𝑊
𝜑𝜑𝜑𝜑 + ℋ�∇𝑊𝑊

𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝜑𝜑𝜑𝜑� (3.26) 

 

ve buradan  

 

 𝑔𝑔([𝑍𝑍, 𝑊𝑊], 𝑉𝑉) =  𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑊𝑊

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑 − 𝒯𝒯𝑊𝑊

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� (3.27) 
 

olarak bulunur. Bu durumda 𝐷𝐷2 nin integrallenebilir olması için 𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑 − 𝒯𝒯𝑊𝑊

𝜑𝜑𝜑𝜑 ∈ Γ(𝐷𝐷2) 

olmalıdır. Tersine eğer 𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑 − 𝒯𝒯𝑊𝑊

𝜑𝜑𝜑𝜑 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ise 𝐷𝐷2 integrallenebilirdir.  

 

3.3. Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun.   𝐷𝐷1 in total geodezik olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝑋𝑋 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗
⊥)  için 

 

I. 𝜋𝜋∗�∇𝑈𝑈
𝑄𝑄𝑄𝑄� ∈ Γ(𝜋𝜋∗(𝑀𝑀)) 

 

II. 𝑔𝑔(𝑉𝑉, 𝒯𝒯𝑈𝑈
𝑋𝑋) = −𝑔𝑔(𝑉𝑉, U)𝜋𝜋(𝑋𝑋)  

 
olmasıdır.  
 

İspat. 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) ve 𝑋𝑋 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗
⊥) olsun. O zaman,  

 
 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈

𝑉𝑉 , 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� = 𝑔𝑔�𝜑𝜑∇𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑 + ℋ∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� = 𝑔𝑔�ℋ∇𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� (3.28) 

 

olur. 𝜋𝜋 yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olduğundan 𝑔𝑔(∇𝑈𝑈
𝑉𝑉 , 𝑍𝑍) =

𝑔𝑔2�𝜋𝜋∗�∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝜋𝜋∗

⊥𝜑𝜑𝜑𝜑� bulunur. Diğer yandan 𝑋𝑋 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗
⊥) için  
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 𝑔𝑔(𝛻𝛻𝑈𝑈
𝑉𝑉, 𝑍𝑍) = 𝑔𝑔�𝛻𝛻𝑈𝑈

𝜑𝜑𝜑𝜑 , 𝜑𝜑𝜑𝜑�  = −𝑔𝑔�𝜑𝜑𝜑𝜑, ∇𝑈𝑈
𝜑𝜑𝜑𝜑� = −𝑔𝑔�𝜑𝜑𝑉𝑉, �∇𝑈𝑈

𝜑𝜑�𝑋𝑋 + 𝜑𝜑∇𝑈𝑈
𝑋𝑋� (3.29) 

 

olur. Buradan, 𝑔𝑔(𝛻𝛻𝑈𝑈
𝑉𝑉, 𝑍𝑍) = −𝑔𝑔(𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝑔𝑔(𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝑋𝑋)𝜉𝜉 + 𝜋𝜋(𝑋𝑋)𝜑𝜑𝜑𝜑 + 𝜑𝜑𝑉𝑉𝑈𝑈

𝑋𝑋)  olup,  

 

 𝑔𝑔(𝛻𝛻𝑈𝑈
𝑉𝑉, 𝑍𝑍) = −𝜋𝜋(𝑋𝑋)𝑔𝑔(𝑉𝑉, 𝑈𝑈) − 𝑔𝑔(𝑉𝑉, 𝒯𝒯𝑈𝑈

𝑋𝑋) (3.30) 

 

olarak elde edilir.  

 

3.4. Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun.    𝐷𝐷2 nin total geodezik olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑍𝑍, 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2), 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑋𝑋 ∈ Γ(cek 𝜋𝜋∗
⊥)  için  

 

I. (∇𝜋𝜋∗)(𝑍𝑍, 𝜑𝜑𝜑𝜑) ∈ Γ(𝜋𝜋∗(𝑀𝑀)) 
 
II. 𝑔𝑔2�(∇𝜋𝜋∗)(Z, 𝜑𝜑𝜑𝜑), 𝜋𝜋∗(𝑋𝑋)� = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝐵𝐵𝐵𝐵) 
 

olmasıdır.  

 

İspat. 𝑍𝑍, 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2), 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑋𝑋 ∈ Γ(cek 𝜋𝜋∗
⊥)  olsun. O zaman , 

 

 𝑔𝑔(∇𝑧𝑧
𝑊𝑊, 𝑉𝑉)  = −𝑔𝑔�𝜑𝜑𝜑𝜑, ∇𝑧𝑧

𝜑𝜑𝜑𝜑�
 = −𝑔𝑔�𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑∇𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑 + ℋ∇𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑�

 = −𝑔𝑔�𝜑𝜑𝜑𝜑, ℋ∇𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑�

 

(3.31) 

 

olur. 𝜋𝜋∗ yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olduğundan 

 

 𝑔𝑔(∇𝑧𝑧
𝑊𝑊, 𝑈𝑈)  = −𝑔𝑔2�𝜋𝜋∗�ℋ∇𝑧𝑧

𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝜋𝜋∗
𝜑𝜑𝜑𝜑�

 = −𝑔𝑔2�−(∇𝜋𝜋∗)(𝑍𝑍, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + ∇𝑧𝑧
𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑,, 𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑�

 = 𝑔𝑔2�(∇𝜋𝜋∗)(𝑍𝑍, 𝜑𝜑𝜑𝜑), 𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑�
 

(3.32) 

 

bulunur. Diğer yandan 𝑋𝑋 ∈ Γ(cek 𝜋𝜋∗
⊥) için  
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 𝑔𝑔(∇𝑍𝑍
𝑊𝑊, 𝑋𝑋)  = 𝑔𝑔�∇𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑�
 = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑧𝑧

𝜑𝜑𝜑𝜑 + ℋ�∇𝑧𝑧
𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶�

 = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝐵𝐵𝐵𝐵� + 𝑔𝑔2�𝒯𝒯∗�∇𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑�, 𝜋𝜋∗𝐶𝐶𝐶𝐶�
 = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝑍𝑍

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝐵𝐵𝐵𝐵� + 𝑔𝑔2�(∇𝜋𝜋∗)(𝑍𝑍, 𝜑𝜑𝜑𝜑), 𝜋𝜋∗(𝑋𝑋)�

 

(3.33) 

 

elde edilir.  

 

3.5 Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun. (çek 𝜋𝜋∗)⊥ in integrallenebilir 

olması için gerek ve yeter koşul  𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗)⊥, 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için  

 

I. 𝜑𝜑(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵) − 𝜑𝜑(∇𝑌𝑌

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
CY − 𝐴𝐴𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶 ∉ Γ(𝐷𝐷1) 
 
II. 𝑔𝑔2�𝜋𝜋∗(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶) − 𝜋𝜋∗�∇𝑌𝑌
CX�, 𝜋𝜋∗(𝜑𝜑𝜑𝜑)� = −g(𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐴𝐴𝑌𝑌
BX, 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

 

olmasıdır.  

 

İspat. 𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ Γ(çek 𝜋𝜋∗)⊥, 𝑉𝑉 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑊𝑊 ∈ Γ(𝐷𝐷2) olsun. O zaman  

 

 𝑔𝑔([𝑋𝑋, 𝑌𝑌], 𝑉𝑉)  = 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝑌𝑌 , 𝑉𝑉) − 𝑔𝑔(∇𝑌𝑌

𝑋𝑋, 𝑉𝑉)
 = 𝑔𝑔�∇𝑋𝑋

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − 𝑔𝑔�∇𝑌𝑌
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑�

 
(3.34) 

 

yazılabilir. Buradan  𝑔𝑔([𝑋𝑋, 𝑌𝑌], 𝑉𝑉) = g(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + g(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑) − g(∇𝑌𝑌
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) − g(∇𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

eşitliğinden  

 

                       𝑔𝑔([𝑋𝑋, 𝑌𝑌], 𝑉𝑉)    = −𝑔𝑔(𝑣𝑣(∇𝑌𝑌
𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑌𝑌

𝑋𝑋 , 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

                                                               +(𝑔𝑔(𝐴𝐴𝑌𝑌
𝐶𝐶𝐶𝐶 + ℋ(∇𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

(3.35) 

 

olur. Böylece  

 

 𝑔𝑔([X, 𝑌𝑌], 𝑉𝑉) = 𝑔𝑔(𝑣𝑣(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵) − 𝑣𝑣(∇𝑌𝑌

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐶𝐶𝐶𝐶 − 𝐴𝐴𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑) (3.36) 

 

bulunur. Diğer yandan  
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 𝑔𝑔([X, 𝑌𝑌], 𝑊𝑊) = 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝑌𝑌 , 𝑊𝑊) − 𝑔𝑔(∇𝑌𝑌

𝑋𝑋, 𝑊𝑊)
                       = g�∇𝑋𝑋

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� − g�∇𝑌𝑌
𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑�

                       = 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵 + ∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑) − 𝑔𝑔(∇𝑌𝑌
𝐵𝐵𝐵𝐵 + ∇𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑)
                        = 𝑔𝑔(𝑣𝑣(∇𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶 + ℋ(∇𝑋𝑋
𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜑𝜑𝜑𝜑)

 

(3.37) 

 

veya 

 

   𝑔𝑔([X, 𝑌𝑌], 𝑊𝑊) = 𝑔𝑔(𝑣𝑣(∇𝑌𝑌
𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑌𝑌

𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐴𝐴𝑌𝑌
𝐶𝐶𝐶𝐶 + ℋ(∇𝑌𝑌

𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜑𝜑𝜑𝜑)
= 𝑔𝑔(𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵 − 𝐴𝐴𝑌𝑌
𝐵𝐵𝐵𝐵 , 𝜑𝜑𝜑𝜑)� + 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶) − 𝜋𝜋∗(∇𝑌𝑌
𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑) 

(3.38) 

 

bulunur.  

 

3.6. Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun.  (çek 𝜋𝜋∗
⊥) total geodezik 

olması için gerek ve yeter koşul  𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ Γ�(çek 𝜋𝜋∗
⊥) �, 𝑈𝑈 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için  

 

I. 𝑣𝑣(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶 ∈ Γ(𝐷𝐷2) 
 
II. 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑) = g(𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

olmasıdır.  

İspat.  𝑋𝑋, 𝑌𝑌 ∈ Γ�(çek 𝜋𝜋∗
⊥) �, 𝑈𝑈 ∈ Γ(𝐷𝐷1), 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) olsun. O zaman  𝑔𝑔(∇𝑋𝑋

𝑌𝑌 , 𝑉𝑉) =

 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑)  olur.  Buradan 

 

 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝑌𝑌 , 𝑉𝑉) = (𝑣𝑣(∇𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑔𝑔(𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶, ℋ(∇𝑋𝑋
𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜑𝜑𝜑𝜑) 

                = 𝑔𝑔(𝑣𝑣(∇𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶 , 𝜑𝜑𝜑𝜑) 
                 = −𝑔𝑔(𝜑𝜑(𝑣𝑣(∇𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝑉𝑉) 

 

(3.39) 

 

olur. Diğer taraftan  

 

 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
𝑌𝑌 , 𝑧𝑧) = g�∇𝑋𝑋

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑� = 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋
BY, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑔𝑔(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝜑𝜑𝜑𝜑)  
= g(𝑣𝑣(∇𝑋𝑋

𝐵𝐵𝐵𝐵) + 𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑔𝑔(𝐴𝐴𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶 + ℋ(∇𝑋𝑋
𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜑𝜑𝜑𝜑)

= 𝑔𝑔(𝐴𝐴𝑋𝑋
𝐵𝐵𝐵𝐵, 𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑔𝑔2(𝜋𝜋∗(∇𝑋𝑋

𝐶𝐶𝐶𝐶), 𝜋𝜋∗𝜑𝜑𝜑𝜑) 

(3.40) 

 

 

olarak elde edilir.  
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3.7. Teorem 𝐹𝐹 bir (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉, 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) Kenmotsu manifoldundan bir (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) Riemann 

manifolduna yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun. (çek 𝜋𝜋∗) total geodezik olması 

için gerek ve yeter koşul 𝐾𝐾, 𝐿𝐿 ∈ Γ(ç𝑒𝑒𝑒𝑒Π∗)  ve 𝑋𝑋 ∈ Γ(𝑀𝑀) için  

 

I. 𝒯𝒯𝐾𝐾
𝜙𝜙𝜙𝜙 + ℋ(∇𝐾𝐾 𝜔𝜔𝜔𝜔) ∈ Γ(𝜑𝜑𝐷𝐷2) 

 
II. ∇̂𝐾𝐾

𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝒯𝒯𝐾𝐾
𝜔𝜔𝜔𝜔 ∈ Γ(𝐷𝐷1) 

 

olmasıdır.  

 

İspat. 𝐾𝐾, 𝐿𝐿 ∈ Γ(ç𝑒𝑒𝑒𝑒Π∗)  ve 𝑋𝑋 ∈ Γ(𝑀𝑀) olsun. O zaman  

 

 𝑔𝑔(∇𝐾𝐾
𝐿𝐿 , 𝑋𝑋) = 𝑔𝑔�∇𝐾𝐾

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑𝜑𝜑�
 = 𝑔𝑔�∇𝐾𝐾

𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇𝐾𝐾
𝜔𝜔𝜔𝜔 , 𝜑𝜑𝜑𝜑�

 = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝐾𝐾
𝐿𝐿 + ∇̂𝐾𝐾

𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝒯𝒯𝐾𝐾
𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝐾𝐾

𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜑𝜑𝜑𝜑�
 = 𝑔𝑔�𝒯𝒯𝐾𝐾

𝜙𝜙𝜙𝜙 + ℋ(∇𝐾𝐾
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝜑𝜑𝜑𝜑�

 

(3.41) 

 

 

elde edilir. Diğer yandan 𝑍𝑍 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için  

 

 𝑔𝑔(∇𝐾𝐾
𝐿𝐿 , 𝜑𝜑𝜑𝜑) = 𝑔𝑔�∇𝐾𝐾

𝜑𝜑𝜑𝜑, 𝜑𝜑2𝑍𝑍� = 𝑔𝑔�∇𝐾𝐾
𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇𝐾𝐾

𝜔𝜔𝜔𝜔 , 𝜑𝜑2𝑍𝑍�  
= −𝑔𝑔�𝒯𝒯𝐾𝐾

𝜙𝜙𝜙𝜙 + ∇̂𝐾𝐾
𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝒯𝒯𝐾𝐾

𝜔𝜔𝜔𝜔 + ℋ(∇𝐾𝐾
𝜔𝜔𝜔𝜔), 𝑍𝑍� 

                           = −𝑔𝑔�∇̂𝐾𝐾
𝜙𝜙𝜙𝜙 + 𝒯𝒯𝐾𝐾

𝜔𝜔𝜔𝜔, 𝑍𝑍� 
 

(3.42) 

 

olarak bulunur. 
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4. KENMOTSU UZAY FORM İLE YARI-İNVARYANT 𝝃𝝃⊥-RIEMANN 

SUBMERSİYONLAR 
 

Bu bölümde yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyonun tanımından ortaya çıkan 

dağılımların eğrilik özelliklerini ve Einstein olma şartlarını incelenmiştir. 
Sabit  𝜑𝜑 kesitsel eğrilikli Kenmotsu manifolda Kenmotsu uzay formu denir ve“𝑐𝑐” Kenmotsu 

uzay formun kesitsel eğriliği olmak üzere 𝑀𝑀(𝑐𝑐) ile gösterilir. Kenmotsu uzay formun 

Riemann eğrilik tensörü  her 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍, 𝑊𝑊 ∈ 𝛤𝛤(𝑇𝑇𝑇𝑇) için  

 

 
𝑅𝑅(𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍, 𝑊𝑊) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑍𝑍)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑊𝑊) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑍𝑍)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑊𝑊)}

+
𝑐𝑐 + 1

4
 {𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑊𝑊)𝜂𝜂(𝑋𝑋)𝜂𝜂(𝑍𝑍)

− 𝑔𝑔𝑀𝑀(X, 𝑊𝑊)𝜂𝜂(𝑌𝑌)𝜂𝜂(𝑍𝑍) + 𝑔𝑔𝑀𝑀(X, 𝑍𝑍)𝜂𝜂(𝑌𝑌)𝜂𝜂(𝑊𝑊)  
−  𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑍𝑍)𝜂𝜂(𝑋𝑋)𝜂𝜂(𝑊𝑊) + 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑌𝑌, 𝑍𝑍)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑋𝑋, 𝑊𝑊)
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑋𝑋, 𝑍𝑍)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑌𝑌, 𝑊𝑊)
+ 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑋𝑋, 𝑌𝑌)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑍𝑍, 𝑊𝑊)} + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑍𝑍, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑊𝑊)
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑍𝑍, 𝑇𝑇𝑉𝑉𝑊𝑊) 

 

(4.1) 

 

şeklindedir. �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒2𝑝𝑝, 𝑒𝑒2𝑝𝑝+1, … , 𝑒𝑒2𝑝𝑝+2𝑞𝑞 , 𝑒𝑒2𝑝𝑝+2𝑞𝑞+1� 𝑀𝑀(𝑐𝑐)’nin bir ortanormal çatısı olsun. O 

zaman  𝐷𝐷1 = 𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒2𝑝𝑝� , 𝐷𝐷2 = 𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑒𝑒2𝑝𝑝+1, … , 𝑒𝑒2𝑝𝑝+2𝑞𝑞� ve 𝜉𝜉 = 𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑒𝑒2𝑝𝑝+2𝑞𝑞+1� şeklinde 

yazılabilir. Burada 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝐷𝐷1 = 2𝑝𝑝 ve 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝐷𝐷2 = 2𝑞𝑞 olur. 

 

4.1. Teorem (M, φ, 𝜉𝜉 ,𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form, (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold ve  

𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyon olsun.  O halde,  ∀ 𝑈𝑈, 𝑉𝑉, 𝑊𝑊, 𝑆𝑆 ∈

𝛤𝛤(𝐷𝐷1) için 

 
𝑅𝑅(𝑉𝑉, 𝑊𝑊, 𝑈𝑈, 𝑆𝑆) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑉𝑉, 𝑆𝑆) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑉𝑉, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑆𝑆)} 

                      +
𝑐𝑐 + 1

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑈𝑈)+𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑆𝑆) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑈𝑈) 

                 +𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑆𝑆) − 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑊𝑊) − 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑊𝑊) 

                       +𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑈𝑈, 𝑆𝑆)} + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑉𝑉𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑆𝑆) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑊𝑊𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑉𝑉𝑆𝑆) 

(4.2) 

 

ve  

 

 
𝐾𝐾(𝑉𝑉, 𝑊𝑊) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀
2(𝑉𝑉, 𝑊𝑊) − 1} +

𝑐𝑐 + 1
4

{−3𝑔𝑔𝑀𝑀
2(𝑊𝑊, φ𝑉𝑉)}

+ 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑉𝑉𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑊𝑊) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑊𝑊𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑉𝑉𝑊𝑊) 

(4.3) 
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eşitlikleri sağlanır.                   

 

İspat.     𝑈𝑈 ∈ Γ(𝐷𝐷1) için 𝜂𝜂(𝑈𝑈) = 0 ‘dır.  ( 4.1.1) den                 

 

 
𝑅𝑅(𝑉𝑉, 𝑊𝑊, 𝑈𝑈, 𝑆𝑆) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑉𝑉, 𝑆𝑆) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑉𝑉, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑆𝑆)}

+
𝑐𝑐 + 1

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑆𝑆) 

                      −𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑆𝑆) − 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑉𝑉, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑈𝑈, 𝑆𝑆)} 

                            +𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑉𝑉𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑆𝑆) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑊𝑊𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑉𝑉𝑆𝑆) 

(4.4) 

 

elde edilir.  Diğer taraftan 4.1’de 𝑈𝑈 = 𝑉𝑉  ve 𝑆𝑆 = 𝑊𝑊  alınırsa (4.3)  elde edilir 

  

4.2 Teorem (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (N, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold 

𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥ Riemann submersiyon olsun. Her  U, V, W, S ∈ Γ(𝐷𝐷1) için 

Ricci eğriliği 

 

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) = ((

𝑐𝑐 − 3
4

)(2p − 1) +
3(𝑐𝑐 + 1)

4
)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) 

                    + �(
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1

𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖� − 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖�) 

(4.5) 

 

şeklindedir. 

 

İspat Skaler eğriliğin izi Ricci eğriliği olduğundan, yani 

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) = � 𝑅𝑅(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑊𝑊, 𝑈𝑈,

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑒𝑒𝑖𝑖) 
(4.6) 

 

Burada �𝑒𝑒1, … , 𝑒𝑒2𝑝𝑝�    Γ(𝐷𝐷1) nin ortonormal bazı, U, W ∈ Γ(𝐷𝐷1) olup 

 

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) = �

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)g(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈)g(𝑊𝑊, 𝑒𝑒𝑖𝑖)}
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1

 

                     +
𝑐𝑐 + 1

4
𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖) 

                     −𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑒𝑒𝑖𝑖) 
                     −𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑒𝑒𝑖𝑖)  − 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φU, 𝑒𝑒𝑖𝑖)} 

(4.7) 
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                       +𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖� − 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� 
 

 

yazılır. 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖) = 0 dır. Buradan 

 

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)    =    �

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)g(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖)
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈)g(𝑊𝑊, 𝑒𝑒𝑖𝑖)}   

+
𝑐𝑐 + 1

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖)

− 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑒𝑒𝑖𝑖)
+ 2𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑒𝑒𝑖𝑖, φ𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φU, 𝑒𝑒𝑖𝑖)} + 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖�
− 𝑔𝑔𝑀𝑀g�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� 

(4.8) 

 

 

olup 2𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑒𝑒𝑖𝑖, φ𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φU, 𝑒𝑒𝑖𝑖) = 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φU, φ𝑊𝑊)yazılırsa  

 

 𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) = 𝑐𝑐−3
4

{2p𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑈𝑈, 𝑊𝑊)} + 𝑐𝑐+1
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, φ𝑈𝑈) +
                     +2𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑈𝑈, φW)} +𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖� − 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� 
 

(4.9) 

 

elde edilir. Buradan  

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)   =   

𝑐𝑐 − 3
4

{(2p − 1)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)}

+
𝑐𝑐 + 1

4
{3𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, φ𝑈𝑈)} + 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖�

− 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖� 

 (4.10) 

 

yazılabilir. Diğer taraftan 𝑔𝑔𝑀𝑀(φW, φU) = 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, U) − 𝜂𝜂(𝑊𝑊)𝜂𝜂(𝑈𝑈)  ve  𝜂𝜂(𝑊𝑊) = g(W, 𝜉𝜉) =

0 alınırsa  

 

 
𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)    =   

𝑐𝑐 − 3
4

{(2p − 1)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)}

+
𝑐𝑐 + 1

4
{3𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, φ𝑈𝑈)} 

             + �(
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1

𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖� − 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖�) 

 

(4.11) 

 

bulunur. Buradan Ricci Eğriliği 
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𝑆𝑆(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)  =   ��

𝑐𝑐 − 3
4

� (2p − 1) +
3(𝑐𝑐 + 1)

4
� 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑈𝑈)

+ �(
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1

𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑊𝑊𝑒𝑒𝑖𝑖�                       

                                    −𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑈𝑈, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖�) 
 

(4.12) 

 

olarak elde edilir. 

 

Sonuç (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold olmak 

üzere 𝜋𝜋: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁  bir yarı slant 𝜉𝜉⊥  Riemann   submersiyon olsun.  𝐷𝐷1 total geodezik ise 𝐷𝐷1 

Einsteindir. 

 

Sonuç (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold        

𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 bir yarı-slant 𝜉𝜉⊥ Riemann submersiyon olsun. 𝐷𝐷1 total geodezik    ise   𝐷𝐷1’in  

skaler eğriliği 𝜏𝜏 = 𝑐𝑐(8𝑝𝑝−1)+3
4

 olarak bulunur. 

 

4.5. Teorem  (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold 

𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁    bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥ Riemann submersiyon olsun.   ∀  𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 ∈ Γ(𝐷𝐷2) için 

Riemann eğriliği 

 
𝑅𝑅(𝑊𝑊, 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑍𝑍)
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑍𝑍)} + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑊𝑊, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑍𝑍)
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑊𝑊, 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑍𝑍) 

(4.13) 

 

ve kesitsel  eğrilik 

 

 
𝐾𝐾(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) =

𝑐𝑐 − 3
4

{𝑔𝑔𝑀𝑀
2(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) − 1} + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑌𝑌)

− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑌𝑌) 

(4.14) 

 

 

şeklindedir. .  

 

İspat. (4.1) kullanılırsa  
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𝑅𝑅(𝑊𝑊, 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍) =  
𝑐𝑐 − 3

4
�𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑊𝑊, 𝑍𝑍)   − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑍𝑍)}

+
𝑐𝑐 + 1

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑍𝑍)𝜂𝜂(𝑋𝑋)𝜂𝜂(𝑊𝑊) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(X, 𝑍𝑍)𝜂𝜂(𝑌𝑌)𝜂𝜂(𝑊𝑊)

+ 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑀𝑀)𝜂𝜂(𝑌𝑌)𝜂𝜂(𝑍𝑍) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑊𝑊)𝜂𝜂(𝑋𝑋)𝜂𝜂(𝑍𝑍)
+ 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑌𝑌, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φX, 𝑍𝑍) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑋𝑋, 𝑊𝑊)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑌𝑌, 𝑍𝑍)
− 2𝑔𝑔𝑀𝑀(φX, 𝑌𝑌)𝑔𝑔𝑀𝑀(φ𝑊𝑊, 𝑍𝑍) + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑊𝑊, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑍𝑍)
− 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑊𝑊, 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑍𝑍)} 

(4.15) 

olup, 𝜑𝜑(𝐷𝐷2) ⊆ (ker 𝐹𝐹∗)⊥ olduğundan (4.5) bulunur. 

Diğer taraftan (4.5) kullanılırsa 

𝐾𝐾(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) =
𝑐𝑐 − 3

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑌𝑌)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑋𝑋, 𝑋𝑋)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑌𝑌, 𝑌𝑌)}

+𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑌𝑌) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑌𝑌)

(4.16) 

veya 

𝐾𝐾(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) =
𝑐𝑐 − 3

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀

2(𝑋𝑋, 𝑌𝑌) − 1} + 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑌𝑌𝑌𝑌) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑇𝑇𝑌𝑌𝑋𝑋, 𝑇𝑇𝑋𝑋𝑌𝑌) 
(4.17) 

elde edilir. 

4.6. Teorem (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold 

𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁   bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥ Riemann submersiyon olsun.    ∀ 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Γ(D2) ve D2  total 

geodezik ise Ricci eğriliği 

𝑆𝑆(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) =
𝑐𝑐 − 3

4
(2q − 1)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) 

(4.18) 

şeklindedir. 

İspat   ∀ 𝑈𝑈, 𝑉𝑉 ∈ Γ(D2) için 

𝑆𝑆(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) = ∑ 𝑅𝑅(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑈𝑈, 𝑉𝑉,2𝑞𝑞
𝑖𝑖=1 𝑒𝑒𝑖𝑖) 

 = �
𝑐𝑐 − 3

4
{𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑈𝑈, 𝑉𝑉)g(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑒𝑒𝑖𝑖) − 𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑒𝑒𝑖𝑖, 𝑉𝑉)𝑔𝑔𝑀𝑀(𝑈𝑈, 𝑒𝑒𝑖𝑖)}

2𝑞𝑞

𝑖𝑖=1

 

+𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑈𝑈𝑒𝑒𝑖𝑖� − 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖�

(4.20) 
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yazılabilir. 

𝑆𝑆(𝑈𝑈, 𝑉𝑉) = (
𝑐𝑐 − 3

4
)(2q − 1)𝑔𝑔𝑀𝑀(U, V) + 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑈𝑈𝑒𝑒𝑖𝑖�

− 𝑔𝑔𝑀𝑀�𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑉𝑉, 𝑇𝑇𝑒𝑒𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖�

(4.21) 

olur ki D2 total geodezik ise 𝑇𝑇𝑈𝑈𝑉𝑉 = 0 olacağından istenen elde edilir. 

Eşitlik (4.12) dan aşağıdaki sonuç elde edilir 

Sonuç. (𝑀𝑀, 𝜑𝜑, 𝜉𝜉 , 𝜂𝜂, 𝑔𝑔𝑀𝑀) bir Kenmotsu uzay form ve (𝑁𝑁, 𝑔𝑔𝑁𝑁) bir Riemann manifold olmak 

üzere 𝜓𝜓: 𝑀𝑀 → 𝑁𝑁 bir yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥ Riemann submersiyon olsun. D2 distribüsyonu total 

geodezik ise D2 Einstein’dir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tezde, Kenmotsu manifoldlarından Riemann manifoldlarına tanımlı yarı-invaryant -

𝜉𝜉⊥ −Riemann submersiyonlarının geometrisi incelenmiş ve bu yapıların çeşitli geometrik 

özellikleri ortaya konmuştur. Özellikle, bu tür submersiyonların temel özellikleri olan 

dağılımların integrallenebilirliği ve total geodezik olma durumları detaylı bir şekilde analiz 

edilmiştir. Sonuç olarak, elde edilen başlıca bulgular şunlardır: 

• Yarı-invaryant -Riemann submersiyonlarının distribüsyonlarının integrallenebilir olması

için gerekli ve yeterli şartlar belirlenmiştir. Bu şartlar, hem Kenmotsu manifold yapısına

hem de hedef manifoldun geometrik karakteristiklerine dayanmaktadır.

• Submersiyonun total geodezik olması, belirli koşullara bağlı olarak incelenmiş ve bu

şartlar altında çeşitli örnekler sunularak teorik bulgular desteklenmiştir. Total

geodeziklik koşulu, projeksiyon dönüşümünün geodezikleri koruduğu durumları

anlamada önemli bir rol oynamaktadır.

Tezin 4.bölümünde Kenmotsu uzay formları için yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann 

submersiyonlar çalışılmış ve eğriliklerle bağlantılı bazı sonuçlar elde edilmiştir. Alternatif 

manifold yapıları (Sasakian, cosymplectic vb.) üzerinde yarı-invaryant 𝜉𝜉⊥-Riemann 

submersiyonların analizi genişletilebilir. Bu tür geometrik yapıların eğrilikleri incelenebilir 

ve bazı özel eğrilik şartları ele alınabilir.  

Bu tez, Kenmotsu manifoldları ve 𝜉𝜉⊥-Riemann submersiyonları arasındaki ilişkileri 

derinlemesine araştırarak diferansiyel geometrinin bu alanındaki bilgiyi zenginleştirmeyi 

amaçlamıştır. 
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