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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

M Diferensiyellenebilir manifold

g Riemann metrigi

C”(M,R) M de R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlar
T,M M nin p noktasindaki teget uzay1
(M) Vektor alanlariin uzayi

v, Tiirev dontigtimii

\% Lineer konneksiyon

R Riemann egrilik tensorii

K Riemann- Chiristoffel egrilik tensorii
[] Lie Braket (parantez operatorii)

1% Dikey dagilim

H Yatay dagilim

Il Norm

7 1-form

1) (1,1)- tipinde tensor alani

()] Temel 2-form



Kisaltmalar

L]
™

Aciklamalar

Fonksiyon

Riemann metrigi
Diferensiyellenebilir manifold
Lie braket

Teget uzayi

Karakteristik vektor alani
1-form

(1,1)- tipinde tensor alan
Ikinci temel form

Riemann egrilik tensorii



1. GIRIS

Bilim ve teknolojinin siirekli gelismesiyle, zaman i¢inde ihtiyaglar dogrultusunda geometri
cesitli dallara ayrilmistir. Bu alanlardan birisi de diferansiyel geometridir. Diferansiyel
geometri, matematigin tiirev islemini kullanarak geometrik problemleri ¢ézen, geometrinin
bir koludur. Diferansiyel geometrinin inceledigi temel konularin basinda; egriler, yiizeyler
ve manifoldlar gelmektedir. Manifoldlar teorisi incelenirken kullanilan yontem bir
manifolddan diger manifolda uygun bir doniisiim tanimlayabilmektir. Tanimlanan bu
doniisiimler yardimiyla manifoldlarin geometrisi ve temel o6zellikleri daha anlasilir hale

gelmistir.

Manifoldlar arasindaki donistimiinii ifade etmek igin temel olarak iki doniisiimden
bahsedebiliriz. Bu doniisiimler sirasiyla immersiyon ve submersiyon doniistimleridir. Basit
bir ifadeyle iki manifold arasindaki immersiyon doniisiimii kiiclik boyuttan daha yiiksek
boyuta tanimlanirken, tersine submersiyon doniisiimii ise yiiksek boyutlu manifolddan

diisiik boyutlu manifolda tanimlanir.

Izometrik immersiyonlarm submersiyon teoerisindeki karsiligi Riemann submersiyonlar
olarak ifade edilir. O’Neill ve Gray birbirinden bagimsiz olarak 1966 ve 1967 yillarinda
Riemann submersiyonlar1 tanimladi ve galistilar. Ancak giintimiizde O’Neill’in teoresi
daha ¢ok kullanilmaktadir. Riemann submersiyonlarin temel amaci negatif egrilikli
manifoladlar1 incelemektir. Ancak bu doniislim diger manifoldlarin 6zelliklerini de
incelemede ¢ok kullanish oldugu goriildi. Manifoldlarin 6zelligine gore birgok farkli

Riemann submersiyon tanimi yapildi.

Bishop ve O'Neill, negatif egrilikli manifoldlari inceleyerek warped ¢arpim manifoldlar:
olarak isimlendirdikleri yeni bir ¢alisma alani ortaya ¢ikarttilar. Bu ¢calismadan hareketle
S. Tanno hemen hemen degme manifoldlart siniflamistir. Bir hemen hemen degme
manifold N de ¢ karakteristik vektor alanini i¢eren diizlem kesitinin kesitsel egriligi sabit
ve ¢ olmak {izere,

1) ¢ > 0ise N sabit kesitsel egrilikli Sasakian manifolddur,

2) ¢ = 0 ise N sabit kesitsel egrilikli bir Kaehler manifolddur,



3) ¢ < 0Oise N reel ile kompleks diizlemin warped ¢arpimi olarak yazilir (Tanno, S.
1969).

1972°de Kenmotsu buradaki {igiincli durumu incelemis ve Sasakian olmayan yeni bir yap1
tanimlamistir. Bu yapiy1 tiglincii durumdaki gibi bir Kaehler manifold ile bir agik araligin
warped ¢arpimi olarak yazilabildigini gostermistir. 1981°de Janssens ve Vanhecke,

Kenmotsu’nun tanimladigi bu yeni yapiyr Kenmotsu manifoldu olarak isimlendirmislerdir.

Altmanifold teorisi diferansiyel geometride ©onemli bir yer tutmaktadir. Bejancu
holomorfik ve total reel altmanifoldlarin bir genellemesi olarak CR-altmanifoldlari
tanimlad1. Buna gére M hemen hemen Hermityen manifoldunun bir altmanifoldu M igin
D ve D*, M iizerinde iki diferansiyellenebilir dagilim olmak iizere,

1) D holomorfik, yani /(D) = D,

2) D? anti-invaryant, yani /(DY) € T1N
ise M’ye bir CR-altmanifold denir (Bejansu, A.,1978).

Kobayashi, Riemann submersiyonlar ile CR-altmanifoldlar arasindaki iligkiyi inceledi. Bir
CR-altmanifoldunun submersiyonunu tanimladi. M, bir hemen hemen Hermityen manifold
M nin bir CR- alt manifoldu ve B de bir hemen hemen Hermityen manifold olsun.
Kobayashi asagidaki sartlar1 saglayan m: M — B ye submersiyonu belirledi,

1) D, m, 1n gekirdegidir, burada 7, tiirev doniisiimiidiir,

2) m,:D — T(B) ye kompleks izometridir (Kobayashi, 1987).

Buradan hareketle Kobayashi bu sartlar altinda M bir Keahler manifold ise B nin de bir
Keahler manifold oldugunu gosterdi. Ardindan bir¢ok arastirmaci farkli altmanifoldlardan

tanimli submersiyonlar ¢aligtilar (Kobayashi, 1987).

Bu tez ¢alismasinda ilk defa bir Kenmotsu manifoldun bir yari-invaryant altmanifoldu ve
generik altmanifoldundan hemen hemen degme manifoldlar1 tanimli submersiyon
doniisiimii incelendi. Kenmotsu manifoldun bu her iki altmanifolddan hemen hemen
degme altmanifoldlara tanimli submersiyon doniisiimii altinda hemen hemen degme
manifoldun da Kenmotsu manifold oldugu gosterildi. Bununla birlikte bir¢cok temel

ozellikler de incelendi.



Tezin ikinci béliimiinde temel kavramlara yer verildi. Ugiincii béliimiinde bir Kenmotsu
manifoldun yari-invaryant altmanifoldundan bir hemen hemen degme manifolda taniml
submersiyon incelendi. Bazi temel oOzellik ve teoremlere yer verildi. Submersiyon
doniistimii yardimiyla iki manifoldun egrilik iliskileri elde edildi. Ayrica bir Kenmotsu
manifoldun yari-invaryant altmanifoldunun submersiyonunun kohomolojisi incelendi.
Dérdiincii bolimde ise bir Kenmotsu manifoldun generik altmanifoldundan hemen hemen
degme manifolda tanimli submersiyon calisildi. iki manifold arasindaki egrilik iliskileri
submersiyon doniisiimii yardimiyla elde edildi. Son olarak liflerin total geodezikligi

calisildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim bes alt boliimden olusmaktadir. Ik kisimda Riemann manifoldu icin gerekli
temel bilgiler ve Riemann manifoldu 6zellikleri verilmistir. ikinci boliimde Riemann
manifoldlarin  altmanifoldlar1 tanimlanarak immersiyon ve izometrik immersiyon
kavramlar1 kisaca agiklanmistir. Ugiincii béliimde submersiyon ifadesi tanimlanmustir.
Dordiincii boliimde hemen hemen degme metrik manifoldlara yer verilmistir. Son boliimde
ise Kenmotsu manifoldu ve Kenmotsu manifoldlarinin altmanifoldlari incelenmistir.

2.1. Riemann Manifold

Tanim 2.1.1. M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M de tanimli C* vektor alanlarinin

uzay1 y(M), C* fonksiyonlarinin uzayi ise C* (M, R) olmak iizere,

g: x(M) x (M) - C*(M,R)

doniisiimii 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimh ise g ye M {lizerinde bir Riemann metrigi

ve (M, g) ikilisini de Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.2. M ve B iki Riemann manifoldu arasinda

m:M - B

bir € - donilisiimiiniin tiirev doniistimii

m.: x(M) — x(B)

seklinde gosterilir. Bu doniisiimiin her u € M noktasinda

i TyM > Ty, B

lineer doniisiimiinii vardir.

(W) =V(feom)



dontistimiinde, f bir fonksiyon ve V bir vektor alan1 olmak {izere, bu doniisiime 7 nin u

noktasindaki tiirev doniisiimii denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.3. M bir diferansiyellenebilir manifold {izerinde iki vektor alan1 U ve V olsun.
f € C*(M; R) olmak iizere,

LI x(M) x x(M) - x(M)
[U,VIf =UWVf)-VUS)

seklinde tanimli [, ] fonksiyonuna U ve V nin Lie (parantez) operatorii denir. Lie operatorii

asagida verilen Ozellikleri saglar (Yano ve Kon, 1984).
VUV, Ze x(M)veV f,g € C*°(M; R) olmak tizere,

1) [U,V]=-[V,U]
2) [aU +bV,Z] =alU,Z] +b[V,Z],a,b €R
3) [[U,V],z] +[v,Z],U] + [[Z U], V] = 0, (Jacobi dzdesligi)

4) [fU,gV]=flUV]+fUg)V —gVU.

Tanim 2.1.4. M, bir diferansiyellenebilir manifold ve M iizerinde vektor alanlarinin uzay1

x (M) olmak tizere,

V:x(M) x x(M) - x(M)
(U, V) > V(U,V) =W,V

olsun.vU,V,Z € y(M)veV f € C*(M; R) igin,

1) VU+VZ = |7UZ + VVZ

4) VyufV =U[f]V + fV,V



5) [U, V] = VUV - VVU

6) 6.Ug(V,2) = g(V,V,Z) + g(V,VyZ)

sartlar1 saglanirsa V ya M tizerinde bir Riemann konneksiyonu ;; e de U ya gore kovaryant

tiirev operatarii denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.1.5. M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M iizerinde tanimli Riemann

metrigi olmak tizere, V U,V,Z € y(M) i¢in

R:x(M) X x(M) X x(M) = x(M)
(U,V,Z) > R(U,V,Z) = RWU,V)Z = VyV,Z — V,VyZ — ViyZ

seklinde ifade edilen R tensor alanina V' konneksiyonunun egrilik tensorii denir (Yano ve
Kon, 1984).

Tanim 2.1.6. M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M iizerinde tanimli bir Riemann

metrigi olmak iizere, V U,V,W,Z € y(M) i¢in

K: x(M) X x(M) x x(M) x x(M) = C*(M; R)
(U,V,W,Z) - KU,V,W,Z) = g(R(U, V)W, Z)

seklinde verilen esitlige M iizerinde Riemann Chiristoffel egrilik tensérii denir (Yano ve
Kon, 1984).

Tanim 2.1.7. M bir diferansiyellenebilir manifold ve g de M {izerinde tanimli Riemann

metrigi olsun. Bir p € M icinT,M tanjant uzaymn iki boyutlu alt uzayr IT ise

VvV U,V € I'(Il) tanjant vektorleri igin,

~ gR(U, V)V, 1)
g, gV, V) —g(U,V)?

K ()

esitligine I1 diizleminin kesitsel egriligi denir (Yano ve Kon, 1984).



Tanim 2.1.8. R cismi iizerinde bir n-boyutlu V vektdr uzayi iizerinde herhangi bir

kovaryant r-tensor ¢ olsun. V1 < i <j < r igin,

<p(v1, e Uiy vy Uj ...,vr) = —p(vy, e Ujywuey Uy e, Ur)
ise @ kovaryant r tensoriine anti-simetrik denir (Boothby,1986).

Tanim 2.1.9. M bir diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir anti-simetrik r-kovaryant
tensor alanina bir diferansiyel r-form veya bir r-form denir (Boothby,1986).

M diferansiyellenebilir manifold tizerindeki tiim r-formlarin kiimesi A" (M) ile gosterilir.
Teorem 2.1.1. M bir diferansiyellenebilir manifold olmak {izere V w,w;,w, € A" (M) igin,

a) dw; +wy) =dw, +dw,, d(Aw) = Ad(w),

b) Eger w, bir r-form ise d(w; Awy) = dwy; Aw, + (—1)"wy A dw,, esitligi saglanir,
c) d*w =0,

d) Eger f € A°(M) = C®(M, R) ise o zaman df, f fonksiyonunun diferansiyelidir,

kosullarmi saglayan V r > 0 igin sadece bir d: A"(M) —» A"™*1(M) doéniisiimii vardir. Bu
dontigiime de dis tiirev denir (Boothby, 1986).

Tanim 2.1.10. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde bir w

diferansiyel r-formu i¢in dw = 0 ise w-formuna kapal: denir (Martin, 2002).

Tanim 2.1.11. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde bir w
diferansiyel r-formu i¢cin w = d¢ olacak sekilde bir ¢ € A"~ (M) mevcut ise w-formuna
tam denir (Martin, 2002).

Onerme 2.1.1. Herhangi bir n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldu iizerinde tiim
kapali r-formlarm kiimesini Z"(M) ise Z"(M) ye d: A"(M) - A"*1(M) dis tiirevinin
cekirdegidir denir (Lee, 2009).



Z' (M)
BT(M)

Tanim 2.1.12. M, bir diferansiyellenebilir manifold olmak tizere Hjr(M) = ile
taniml1 boliim uzayina M manifoldunun r-yinci de Rham kohomoloji grubu denir. Yani, M

manifoldunun r-yinci de Rham kohomoloji grubu,

ker (d: A"(M) - A"*1(M))

Hyr(M) = Im(d: AT~1(M) - AT (M)

seklinde yazilir (Martin, 2002).

Tanim 2.1.13. Herhangi bir M diferansiyellenebilir manifoldu {izerinde bir w diferansiyel
kapali r-formunun H}z (M) de Rham kohomoloji grubunda denklik sinifina w diferansiyel

r-formunun kohomoloji sinifi denir ve [w] ile gosterilir (Lee, 2009).

O zaman H}z(M) de Rham kohomoloji grubu, tiim kohomoloji siniflarinin kiimesidir
(Renteln, 2014).

2.2. Riemann Manifoldlarinin Alt Manifoldlar:

Tanim 2.2.1. M ve M’ sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifoldu olmak tizere

fiM->M

bir C*° doniisimii igin,

boy(f.(T,(M)) = m

ise f nin p € M noktasindaki ranki1 m olup rank (f) = m ile gosterilir.
Eger boy(M) = rank(f) ise f ‘ye immersiyon (daldirma) denir. Burada M de M’ nin

immersed alt manifoldur denir.

f immersiyonu birebir ise f * ye imbedding (gomme) denir. Burada M ye M’ niin gdmiilen

alt manifoldu ya da sadece altmanifoldu denir (Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.2.2. (M,g) ve (M',g") sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold ve

f:M — M' immersiyon olsun. V U,V € y(M) igin,

gu,v) =g (f.U,£V)
esitliginde f, ye izometrik immersiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.3. M’, bir Riemann manifold, M de bir altmanifoldu olsun, V ve V' da sirasiyla

M ve M’ manifoldlari iizerinde Riemann konneksiyonlari olmak tizere. V U,V € y(M) igin,

V',V =W,V +h(U,V) (2.2.1)

seklinde tanimlanan esitlige Gauss formiilii denir. Burada V,;V ve h(U,V) sirasiyla V',V

nin teget ve normal bilesenleridir. Ayrica h ya M nin ikinci temel formu denir ve

h: x (M) X x (M) > x*(M)
seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.4. M’, bir Riemann manifold, M de bir altmanifold olsun. M’ ne normal birim

vektor alant N olmak tizere,

VluN = _ANU + VluN (222)

seklinde tanimlanan esitlige Weingarten formuilii denir. Burada Ay ye N ye bagh sekil
operatorii, V1 konneksiyonuna da M’ nin y*(M) normal demetindeki normal
konneksiyonu adi verilir. Ayrica —AyU veVy*N sirasiyla V)N nin teget ve normal

bilesenleridir ve

A: yt (M) X x(M) — x(M)

seklinde tanimlanir (Yano ve Kon, 1984).
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M nin sekil operatérii ile ikinci temel form arasinda, V X,Y € y(M),V N € y (M) i¢in
g(AxX,Y) = g(h(X,Y),N) (2.2.3)
bagntis1 vardir (Chen, 1973).

Tanim 2.2.5. M’ bir Riemann manifold ve M, M’ nin bir alt manifoldu olsun. R ve R’
sirastyla M ve M’ manifoldlar1 tizerindeki Riemann egrilik tensorleri olmak tizere

VYUV, Z,W € y(M) igin,

gR'W,VIZ,W) = gRW,V)Z,W) — g(h(U,W),h(V,2)) + g(h(V,W),h(U, 2))
seklinde verilen esitlige Gauss egrilik denklemi denir (Yano ve Kon, 1984).
Tanim 2.2.6. M, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. M nin her p noktasina Tp M teget
uzayinda r-boyutlu bir Dp alt uzay1 baglayan D doniisiimiine M {izerinde ranki r olan bir
dagilim denir. U € y(M) olsun, V p € M igin Up € Dp ise U vektor alanina D dagilimina

aittir denir. D dagilimina ait olan vektor alanlarinin uzay1 I'(D) ile gosterilir (Duggal ve
Bejancu,1996).

Tanmm 2.2.7. M, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. Vp € M i¢in TpM* normal
uzaymda (n — r)-boyutlu D# alt uzay1 baglayan D+ déniisiimiine D dagilimmin tiimleyen
dagilimi denir (Duggal ve Bejancu,1996).

2.3. Submersiyon

Tanim 2.3.1. (M, gy) Ve (B, gg) sirasiyla m ve n boyutlu iki Riemann manifold olmak

uzere,

m: (M, gu) = (B, gs)

orten C* —dontistimi i¢in
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rankm,, = boyB

ise m’ye x € M noktasinda bir submersiyon denir. Vx € M igin 7t bir submersiyon ise 7’ye
M {izerinde bir submersiyon denir (Sahin, 2017).

m ve n pozitif dogal sayilar ve m > n olmak iizere,

m: R™ - R"

doniistimii igin

: (Uq, Uy, - Upy) = (Ug, Uy, .- Uy)

ile verilsin. Biru € R™

My (V1, Vgy oo V) = (V1,Vg,...Vp)

oldugundan m, diferansiyeli Ortendir. Dolayistyla projeksiyon donlisimii  bir

submersiyondur.

Ornek 2.3.1. P: R* > R?

— Uy Uz — Uy

V2. W2

Uq
(Uq, Uz, Uz, Uy) = (

)

doniisiimiinde {u;, Uy, us, us}, R* iin koordinat sistemini gostermektedir. Doniisiimiin

Jakobyen matrisi 1, olmak {izere

Sh il
oSl

Nl e
S
]

0|

elde edilir. Dolayisiyla rank i,=boyR? = 2 dir. Bu da 1 déniisiimiiniin bir submersiyon

oldugunu gosterir (Giindiizalp, 2007).
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Tanim 2.3.2. M ve B sirasiyla iki Riemann manifold, : M — B ye bir submersiyon olsun.
Yu€B i¢in mw~1(u), (m-n)- boyutlu M nin bit altmanifoldudur. (m-n)-boyutlu

altmanifolda submersiyon doniisiimiiniin lifleri denir (Sahin, 2017).

Tanim 2.3.3. M ve B sirasiyla iki Riemann manifold, =: M — B ye bir submersiyon olsun.

Herhangi bir u € M igin M deki V ve H dagilimi igin
v, =V, (n) = ¢cekdm,, = {U € Ty M:m,,,(U) =0} c T,M
Ve
H,=H,(m) =V, c T,M
verilsin. ¥, uzayina m nin u noktasindaki dikey uzay: denir. M deki g metrigine gore V,

dikey uzayinin dik tiimleyeni olan H,, uzayina ise 7 nin u noktasindaki yatay uzay: denir.

Boylece M Riemann manifoldu V u € M i¢in

ortogonal ayrisimina sahiptir. Burada

Vu = gek.y,

seklinde tanimlanir ve V;,’e submersiyonun dikey dagilimi denir. Ayrica

H, = (Vu)l

seklinde tanimlanan dagilima ise submersiyonun yatay dagilimi denir (Falcitelli ve
digerleri, 2004).

Teorem 2.3.1. M ve B sirasiyla m ve b boyutlu iki Riemann manifold, =: M — B ye bir

submersiyon ve M’nin dikey dagilim1 V olsun. Bu durumda 7(p) = x ve p € Migin her V,

dikey dagilim1 w~1(x) in tanjant uzayi ile cakisir (Falcitelli ve digerleri, 2003).
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Tanim 2.3.4. (M, gy) Ve (B, gg) sirastyla iki Riemann manifold olmak {izere,

m: (M, gu) — (B, gs)
orten C* —doniisiimii igin;
a) Vp € M igin, m,,, tiirev doniisiimii orten,
b) Her p € M noktasinda ,,, doniisiimii yatay vektdrlerinin uzunlugunu korur

kosullar1 saglanir ise 7t ye bir Riemann submersiyon denir.

Buradan;
gu(v,u) = 9B, (v, ), v,u€H,

esitligi yazilir. V p € M igin m,,, tiirev doniisiimiiniin };, yatay uzayindan T (B) tzerine

bir izometridir (O’Neill, 1966).
Onerme 2.3.1. (M, gy,) Ve (B, gg) sirastyla iki Riemann manifold,

T (MlgM) - (B'gB)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere, V ve V' sirasiyla M ve B nin Riemann
konneksiyonlar1 ise, M tizerindeki U,V temel vektor alanlar1 U’, V'temel vektor alanlarina

7 bagli olsun. Bu takdirde,

I) gM(U' V) = gB(U,' V,) °T
ii) h[U,V] temel vektor alani [U’, V']vektor alanina 7 - baghdir.
iii) h(VyV) temel vektor alani ve V,,, V' 1 - baghdr.

iv) Herhangi bir V € V, i¢in [U, V] dikey vektor alanidir (Falcitelli ve digerleri, 2003).
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2.4. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Tanim 2.4.1. M, (2n+ 1)-boyutlu diferansiyellenebilir manifold, M iizerinde
@ ; (1,1) tipinde tensor alan, &; bir vektor alan1 ve n; 1-form olsun, V U € y(M) igin

n¢ =1

Ve

p*U = —U + n(U)é (2.4.1)

ozellikleri saglantyorsa, (@,&,n) ya M iizerinde hemen hemen degme yapi, bu yap ile

birlikte M manifolduna da hemen hemen degme manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.4.2. (M, ¢, £, ) hemen hemen degme manifold olsun. Bu durumda,

1) ¢ =0
2) n(eU) =0

3) rankp = 2n

esitlikleri yazilabilir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.4.3. (M, ¢, &, 1 ) hemen hemen degme manifold olsun. M iizerinde bir g Riemann

metrigi

nW) = gW,s)

ve

g(pU,eV) = gU,V)-nU)n¥)
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esitlikleri saglaniyor ise (¢,&,m,g) ye hemen hemen degme metrik yapi,
(p, &,m, g) yapisini lizerinde bulunduran M manifolduna da hemen hemen degme metrik
manifoldu denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.4.4. (M, ¢, &,1n, g ) hemen hemen degme metrik manifold olsun. Bu durumda;

oW, V) = gU,¢pV)

olarak tanimlanan & doniistimiine hemen hemen degme manifoldun temel 2-formu denir
(Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.4.5. (M, ¢, &,1,g ) hemen hemen degme metrik manifold olsun. ¢ nin Nijenhuis

tensor alani [¢, @] olmak tlizere,

[, 0] +2dn ®E =0

ise hemen hemen degme manifolda normal denir. M, hemen hemen degme metrik

manifold normal ise M ye degme metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.4.6. (M, ¢,&,n,g) hemen hemen degme manifold olsun. Eger M hemen hemen

degme manifoldu normal #; 1-form kapali (dn = 0) ve

dd = 2n A @

ise hemen hemen degme manifolda Kenmotsu manifoldu denir (Kenmotsu, 1972).

Ornek 2.4.1. (2n + 1)-boyutlu

M = {(Xq, e, Xy V1, o) Y Z) € RFVL 2 7 2 0}

diferansiyellenebilir manifoldu goz 6niine alinsin 1 < i < n i¢in
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olmak iizere {Xi,..,X,, Y, ...,Y,, &} vektor alanlar1 M nin her noktasinda lineer

bagimsizdir. g Riemann metrigi,

n
g =e* Z(dxi Rdx; + dy;®dy;) + n®n

=1

seklinde tanimlanirsa {X3, ..., X,,, Y, ..., Yy, £} bir ortonormal baz olur.
nX) =gX,$)

dir. 1 < i < n olmak tizere (1,1)- tipinde ¢ tensor alani
eX) =Y, oY) = —X;, 9(§) =0
seklinde tanimlanirsa, bu durumda

n&) =1, @*X=-X+nX)¢
g(@X, oY) = g(X,Y) —n(X)n(Y)

oldugu goriiliir. Buradan (M, @, §,71, g) hemen hemen degme metrik manifolddur. Boylece

@ temel 2- formu

CD((’) 6)_ .
axi'ayi - ne

veya

n
® = —ne?? Z dx; A dy;
i=1
olur. Her iki tarafin diferansiyeli alinirsa

n
dd = —2ne?? Z/\Z dx; A dy;

=1
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veya

d® = 2z A (—ne??)

L

=—-2ZAD

dxl- N dyl

n
=1

bulunur. Buradan (M, ¢, &,n, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifolddur.

Teorem 2.4.1. (M, ¢, &,1, g) hemen hemen degme manifold olsun. M hemen hemen degme

manifoldunun bir Kenmotsu manifoldu olmasi icin gerek ve yeter sart,

(Vu@)V = g(@U,V)$ — n(V)pU (2.4.2)
olmasidir (Kenmotsu, 1972).
Sonu¢ 2.4.1. (M, @, &, 1, g) bir Kenmotsu manifoldu olsun. Bu takdirde,

Vyé = —@?U

dir.
2.5. Kenmotsu Manifoldlarin Altmanifoldlar
(M',9,é,1m,9), (2n+ 1) -boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m + 1) -boyutlu
altmanifoldu olsun. M’, Kenmotsu manifoldu {iizerindeki g’ Riemann metriginin M
altmanifoldu tizerine kisitlamis1 g ile gosterilsin. M’ tizerindeki lineer konneksiyon V'

olmak iizere, V' den M altmanifolduna indirgenen lineer konneksiyon V, R' ve R de yine

M' ve M manifoldlari tizerindeki Riemann egrilik tensorlerini gostersin.

P: x(M) - x(M)
U-> PU

ve
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F:x(M) = x*H(M)
U - FU

projeksiyon doniisiimleri goz oniine alinirsa, V U € y(M) igin,

oU = PU + FU (2.5.1)

olarak yazilir. Burada PU , @U nun teget bileseni ve FU da U nun normal bilesenidir.

Diger taraftan,

t:xt(M) - x(M)
Y - tY

ve

fixtM) - xH(M)
Y - fY

projeksiyon déniisiimleri géz 6niine alinirsa VY € y* (M) icin,

Y = tY + fY (2.5.2)
esitligi yazilir.

Teorem 25.1. (M',¢,&,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de
(2m + 1)-boyutlu altmanifoldu olsun. vV U,V € y(M)ve V V', U" € xy*(M) igin,

gPUV) = —g(U,PV) (2.5.3)

ve

gifvi,u) = =gV’ fu)

dir.
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Ispat. M bir Kenmotsu manifold olsun. vV U,V € y(M) igin

g(eU,V) = —g(U, V)
esitligi biliniyor. Burada (2.5.1) esitligi kullanilirsa

g((PU + FU),V) = —g(U,(PV + FV))
veya
g(PUV) + g(FUV) = —g(U,FV) — g(U,fV)
yazilabilir. V € y(M) ve FU € y*(M) oldugundan,
g(Fu,v)y =0

dir. Buradan

gPuV) = —g(U,PV)
esitligi elde edilir. Diger taraftan benzer sekilde V U', V' € y1(M) igin,

g(fv,uy = —gv',fu)
oldugu gortiliir.
(2n+s)-boyutlu Kenmotsu manifoldlarin invaryant altmanifoldlar1 Ramazan Sari’nin
Kenmotsu f.pk-manifoldlar isimli yiiksek lisans tezinde incelendi. Burada (2n+1)-boyutlu

Kenmotsu manifoldlar i¢in esitlikler tekrardan elde edildi.

Tanim 2.5.1. (M', ¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de
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(2m + 1)-boyutlu altmanifoldu olsun. &, karakteristik vektor alan1 M ye teget ve Vu € M

i¢in,

o(TuM) < T,M

ise M ye M' Kenmotsu manifoldunun invaryant altmanifoldu denir.

Teorem 252.(M',¢,é,1m,9), (2n+ 1)-boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de
(2m + 1)-boyutlu invaryant altmanifoldu olsun. v U,V € x(M) igin,

V& = —U (2.5.4)

ve
h(U,€E) = 0 (25.5)

dir. Burada h altmanifoldun ikinci temel formudur.

Ispat. vV U,V € y(M) igin Gauss formiilii kullanilirsa,

Viy§ =Vyé + h(U,§)

yazilabilir. Denklemin sol tarafi icin V', = —@?U esitligi kullanilirsa,

U—=n(U)¢ =Vy& +h(U,$)

esitligi yazilir. Son esitlikten teget ve normal kisimlar esitlenirse;

Vy$ = U—nU)¢
ve
h(U,$) =0

elde edilir.
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Teorem 2.53. (M',¢,¢,1m,9), (2n+ 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de
(2m + 1) boyutlu invaryant altmanifoldu olsun. v U,V € y(M) igin,

h(oU,V) = oh(U,V) = h(U, pV) (2.5.6)
dir.
Ispat. ¥ U,V € y(M) igin, (2.2.1) esitligi kullanilirsa,
Vy@)V =Vyp V — @VyV
=VyoV +h(U, V) — @VyV — @h(U,V)

= (Vy@)V + h(U, V) — 9h(U,V)
yazilabilir. (2.4.2) den,

9(pU, V)¢ —n(V)eU = g(eU,V)¢ —n(V)eU + h(U, V) — ph(U,V)

bulunur. Burada,

h(U, V) — @h(U,V) =0

oldugundan

h(U, V) = @h(U,V) (2.5.7)

elde edilir.

Diger taraftan U ve V yer degistirilip islemler tekrarlanirsa,

(Vy@)U = (Vy)U + h(V, oU) — ph(V,U)

yazilabilir. Buradan

h(V,pU) = @h(V,U)
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bulunur. Ayrica h simetrik oldugu i¢in,

h(oU,V) = @h(U,V) (2.5.8)

elde edilir.

Sonu¢ 2.5.1. (M',9,&,1,9), (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m + 1)
boyutlu invaryant altmanifoldu olsun. vV U,V € y(M) igin,

h(pU, V) = —h(U,V) (2.5.9)

dir.

Ispat. ¥ U,V € (M) , Tanim (2.4.2) ve (2.5.6) dan ,

h(eU, V) = ph(U, ¢V)
= (pzh(U, V)
= —h(U,V) + n(h(U,V)&)
= —h(U,V)

elde edilir.
Tanim 2.5.2. (M', ¢, &,1,g), (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m + 1)
boyutlu altmanifoldu olsun. & karakteristik vektor alan1 M ye normal olmak iizere Vp € M
i¢in,

o(TpM) € TpM*

ise M ye M' Kenmotsu manifoldunun anti-invaryant altmanifoldu denir.

Tanmim 2.5.3. (M', 9, &,1,9), (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m + 1)

boyutlu altmanifoldu olsun. Eger M {izerinde,
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1) x(M) = D®D*®s,{¢}
2) @D = D, yani D dagilimi invaryant

3) @D* c yt(M), yani D+ dagilim anti-invaryant

sartlarin1 saglayan iki ortogonal dagilim varsa M ye M' Kenmotsu manifoldunun yari-

invaryant manifoldu denir (Sinha ve Srivastava, 1992).
Teorem 2.5.3. (M',,¢,1,9), (2n+ 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m +
1) boyutlu generik altmanifoldu olsun. D nin integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter
sart,

9(h(U, V), FZ) = g(h(V,U),FZ) (2.5.10)
olmasidir (Sinha ve Srivastava, 1992).
Teorem.2.5.4. (M', ¢, &,1,9), (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m +
1) boyutlu altmanifoldu olsun. D in integrallenebilir olmasi igin yeter ve gerek sart
herhangi vektor alam Z, W € I'(D%) igin,

V,PW —Vy,PZ + ApzW — ApyZ € D* (2.5.11)

olmasidir (Sinha ve Srivastava, 1992).
Tanmim 2.5.4. (M', ¢,&,1,9), (2n + 1) boyutlu bir Kenmotsu manifold ve M de (2m + 1)
boyutlu altmanifoldu olsun. p € M igin Dp = TpM N @TpM , TpoM' iginde bulunan teget
uzayin maksimal kompleks alt uzayi olsun. Eger Dp nin boyutu her p € M noktasinda sabit
ise M izerinde tiirevlenebilir bir dagilim tamimlar. Bu sekilde tanimlanan M ye M’
Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu denir.

Burada

D 1 D* ve D' n gD+ = {0}



dir.

Diger taraftan

TM = FD@®yu,

seklindedir. Burada gu < u dir.

t(T*M) = D+

24
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3. BIR KENMOTSU MANIFOLDUN YARI-INVARYANT
ALTMANIFOLDUNUN SUBMERSiIYONU

Bu béliim {i¢ alt boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde bir Kenmotsu manifoldunun yari-
invaryant altmanifoldunun hemen hemen degme manifoldlarinda tanimli submersiyonlar1
icin gerekli temel bilgiler ve ozellikleri verilmistir. Ikinci boliimde egrilik ozellikleri
tanmimlanarak agiklanmustir. Ugiincii boliimde ise yari-invaryant altmanifolddan tanimli

submersiyonun kohomolojisi ¢alisilmistir.

3.1. Bir Kenmotsu Manifoldun Yari-invaryant Altmanifoldundan Hemen Hemen

Degme Manifoldlara Tanimh Submersiyonlar
Tamm 3.1.1. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-invaryant alt manifoldu, M’ de
(', ¢&',m", g') degme yapisi ile hemen hemen degme manifold olsun. Bu takdirde

m:M — M’ asagidaki sartlar1 saglayan bir submersiyondur,

1) Dt =gekm,

2) Herp € Migin m,:D, @ & — TrpypyM' birizometridir.

Diger taraftan T ve N sirasiyla D ve D% iizerindeki projeksiyonlar olmak iizere

X € y(M) igin,

X=TX + NX +n(X)¢ (3.1.1)

seklinde ifade edilebilir.

M nin normal demeti y* (M) = @(D1) ® p, seklinde yazlabilir.
vU € yt(M) igin,

U=pU + qU (3.1.2)

seklinde ifade edilebilir. Burada pU € ¢@(D1), qU € p, dir. Bu esitlige ¢ uygulanirsa,
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oU = opU + @ qU (3.1.3)
elde edilir. Yine burada @ (U) € @(D1), ¢(qU) € p, dir.

Tamm 3.1.2. p € M olmak iizere X € D, @ ¢ icin T.xp) = X.zppy olacak sekilde

X, € x(M") vektor alani varsa X e M iizerinde temel vektor alani denir.
Lemma3.1.1. X veY, M iizerinde temel vektor alanlar1 olsun. Bu takdirde,

1) gXY)= g (X, Y)em

2) [X,Y] nin h([X,Y])+ n([X,Y])¢ bileseni [X,Y] bir temel vektor alanidir ve
[X,,Y.] a karsilik gelir. Yani, m,(h([X,Y]) + n([X,Y])E) = [X,,Y.]

3) U € I'(DY)icin [U,X] € T(DY) dir.

4) h(VxY) +n(VxY)¢ |, Vi Y. akarsilik gelen temel vektor alanidir.

Burada V* , M’ {izerinde bir Riemann konneksiyonudur (Papaghiuc, 1989).

Diger taraftan X,Y € I'(D @ &) temel vektor alanlar igin
Vy¥ = h(VxY) +n(Vx¥)§
konneksiyonu tanimlayalim. Burada V* , V* konneksiyonuna karsilik gelmektedir.
Lemma (3.1.1), (4) den V;Y temel vektor alanidir ve
m. (Vxy) = vy v. (3.1.4)
esitligi vardir.

Kabul edelim ki V, V ve V* sirasiyla M, M ve B iizerinde Rieman konneksiyonu olsun. M

deki temel vektor alanlari igin V* konneksiyonuna karsilik V* konneksiyonunu,



VY = H(VyY)
seklinde tanimlayalim.
Buradan VY bir temel vektor alanidir ve

. (VyY) = Vi V..
dir.

M {izerinde bir tensor alani C olsun, V X, Y € I'(D) igin,
VY =ViY + C(X,Y)

yazilabilir.
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(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

Burada C(X,Y), VxY nin dikey (vertikal) parcasidir. Agiktir ki C anti-simetriktir. Buradan

vX,Y € I'(D) i¢in,

C(X,Y) = %V[X, Y]

esitligini yazilabilir. Ayni zamanda X € ['(D) ve V € I'(D') igin M iizerinde bir A

operatorii tanimlayacak olursak,

VXV == V(VXV) + cquv

(3.1.8)

seklinde tanimlanir. Burada AxV , VxV nin yatay (horizonal) pargasidir. Herhangi bir X

temel vektor alan1 X igin [V, X] € T'(D1) dir. N € T(D%) igin

H(VyV) = H(VyX) = AyV .

dir. C ve A operatorler olmak iizere, V X,Y € I'(D) ve V € I'(D%) igin,

(3.1.9)
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g(AV,Y) = —g(V,C(X,Y)) (3.1.10)
seklindedir.

M ve M’ manifoldlari iizerinde sirastyla V ve V* konneksiyonlar, R ve R* egrilik tensorleri

olsun. Bu takdirde V X,Y,Z, W € I'(D & §) igin,

R(X,Y,Z,W) =R (X, Y., Z,W,) — g(C(Y,2),C(X,W))
+9(C(X,2),C(Y,W)) +2g(C(X,Y),C(Z,W)) (3.1.11)

dir. Burada n, X = X, n.,Y =Y., n.Z =Z,, t. W = W..
Onerme 3.1.1. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-invaryant alt manifoldu, M’ hemen

hemen degme manifold, m:M — M’ bir submersiyon olsun. Bu takdirde

VX, Y €D é) igin,

) (Vx@)Y = g(eX,V)§ = n(V)eX,

i) CX, oY) = oph(X,Y),

i)  @C(X,Y) = ph(X, oY),

V) @qh(X,Y) = qh(X,¢Y)
dir.
Ispat. ¥ X,Y € I'(D @ &) igin (2.2.1) , (3.1.7) ve (3.1.2) esitliklerinden,

VyY = VY + C(X,Y) + ph(X,Y) + qh(X,Y) (3.1.12)

yazilabilir. Buradan (3.1.12) esitligine ¢ uygulanirsa

OVyY = @ViY + oC(X,Y) + ph(X,Y) + pqh(X,Y) (3.1.13)

bulunur. Diger taraftan (3.1.12) esitliginde Y = @Y yazilirsa,
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V@Y = VioY + C(X, pY) + ph(X, ¢Y) + qh(X, Y) (3.1.14)
elde edilir.

oldugundan. (3.1.13) ve (3.1.14) ve (2.4.2) esitlikleri (3.1.15) de yerine yazilirsa,

VyoY + C(X, @Y) + ph(X, Y) + qh(X, pY) — VY — @C(X,Y) — oph(X,Y)
— oqh(X,Y) = g(@X,Y)¢ —n(YV)epX

elde edilir.

Yukaridaki denklemde sirasiyla D @ {¢}, D1, 9D+ ve p; bilesenlerini karsilastirilarak

istenilen elde edilir.
Teorem 3.1.1. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-invaryant alt manifoldu, M’ hemen
hemen degme manifold, =: M — M’ bir submersiyon olsun. Bu takdirde M’ bir Kenmotsu

manifoldudur.

Ispat. Onerme (3.1.1) den,
Vx@)Y = g(@X,Y)E — n(V)pX

esitligini yazabiliriz. Bu esitlige 7, uygulanacak olur ve m, (VyY) = Vi Y. esitligi ve

submersiyon tanimi kullanilirsa ,
(Vio)Y. = g'(pX., YD — ' (V)e'X,

esitligi elde edilir ki bu da (2.4.2) esitliginden M’ nin bir Kenmotsu manifoldu oldugunu

gosterir.

Onerme 3.1.2. m:M — M’ bir submersiyon olsun. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-
invaryant alt manifoldu, M’ hemen hemen degme manifold olmak tizere,
VX, Y €' (D é) igin,



i) ph(eX,¢Y) +ph(eX,Y) =0,
i) ph(@X,¢Y) =ph(X,Y),
i) gh(9X, @Y) = —qh(X,Y),

iv) C(@X, oY) =C(X,Y)

esitlikleri yazilir.

fspat.

(i) Onerme (3.1.1), (iii). den,
@C(X,Y) = ph(X, Y) = ph(eY,X)

ve

oC(Y,X) = ph(Y,pX) = ph(eX,Y)

yazilabilir. Buradan

ph(X,@Y) + ph(pX,Y) = C(X,Y) + @C(Y,X)

yazilabilir. C anti-simetrik oldugundan

= CX,Y) —pCX,Y)
=0

bulunur.

(ii) Onerme (3.1.1), (iii). den ,

ph(pX, @Y) = pC(pX,Y) = —pC(Y, pX)

yazilabilir.

30
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Onerme (3.1.1), (ii). den,
ph(X, oY) = —pC(Y,9X) = —p(eph(Y,X) = —@*ph(Y,X)
bulunur. Buradan (2.4.1) kullanilirsa,
ph(eX,9Y) = ph(Y,X) — n(h(X,Y))¢ = ph(¥,X)
elde edilir.
(i)  Onerme (3.1.1), (iv). den,
qh(@X,9Y) = pqh(¢X,Y) = qh(Y,pX) = p?qh(Y, X)
yazilabilir. (2.4.1) den
qh(eX, oY) = —qh(X,Y)
bulunur.
(iv)  Onerme (3.1.1), (ii). ve (iii). esitliklerinden
C(pX, oY) = pph(pX,Y) = pph(Y, pX) = ¢*C(X,Y)
bulunur. Buradan (2.4.1) kullanilirsa,
ClpX, oY) =—CY,X) +n(C(Y,X))é =C(X,Y)

sonucunu elde edilir.
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3.2. Egrilik iliskileri

Bu bolimde bikesitsel egrilik ve holomorfik egrilik ile ilgili esitlikler verilecektir.
V X,Y € y(M) icin bikesitsel egrilik

B(X,Y) = R(X, pX,pY,Y)
olarak tanimlanir. Holomorfik kesitsel egrilik ise
H(X) = B(X,X)
seklindedir.

Teorem 3.2.1. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-invaryant alt manifoldu, M’ hemen
hemen degme manifold, 7: M — M’ bir submersiyon olsun. Bu takdirde B ve B’ sirasiyla

M ve M’ niin bikesitsel egrilikleri olmak iizere, V X,Y € I'(D @ &) igin,

B(X,Y) = B'(X.,Y.) — 2 lph (X, VII? — 2llph(X, @Y 11> — 2g(ph(X, X), ph(Y,Y))
+ 2llgh(X, Y)|I?

dir.

Ispat. Bikesitsel egrilik tanomindan B(X,Y) = R(X,¢X,¢Y,Y) oldugu biliniyor. O
halde (2.2.1) esitliginde Y = @X,Z = @Y, W =Y yazlirsa,

R(X, ¢X,9Y,Y) = R(X, pX, ¢Y,Y) — g(h(X,Y), h(pX, V) + g(h(X, V), h(¢X,Y))

elde edilir.

Yukaridaki denklemde h = ph + gh yazilirsa,
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R(X,pX,@Y,Y)
= R(X, X, oY, Y) — g(ph(X,Y), ph(@X, pY))
— g(ph(X,Y), qh(@X, 9Y)) — g(qh(X,Y), ph(¢X, ¢Y))
— g(qh(X,Y), qh(@X, 9Y)) + g(ph(X, pY), ph(pX,Y))
+ g(ph(X, 9Y), qh(9X, V) + g(qh(X, @), qh(9X,Y))
+ g(qh(X, oY), qh(pX,Y))

veya

R(X,pX,@Y,Y)
= R(X, pX,9Y,Y) — g(ph(X,Y),ph(X,Y) + g(qh(X,Y),qh(X,Y))
— g(ph(X, oY), ph(X, 9Y)) + g(@qh(X,Y), pqh(X,Y))

yazilabilir. Buradan,

R(X, pX,@Y,Y) = R(X, pX,9Y,Y) — llph(X, V)II? + 2|llgh(X, II* — lIph(X, pY)||?
(3.2.1)

elde edilir.
Diger taraftan (3.1.11)deY = @X ,Z = @Y, W =Y yerine yazilirsa,

R(X, pX,pY,Y) = R*(X,, pX,, @Y, Y,) — g(C((pX,(pY), C(X, Y))

+9(CX, oY), C(pX, 7)) + 29(C(X, pX), C(pY,Y))
veya

R(X,pX,@Y,Y)
= R*(X., pX., 9., Y.) — g(C(pX, oY), C(X,Y))
—g(CX, oY), C(Y,0X)) —2g9(C(X, 9X),C(Y, oY)

bulunur.
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Ayrica @C(X,Y) = ph(X, ¢Y) esitligi (3.2.1) de yerine yazilirsa ve ¢ uygulanirsa,
@2C(X,Y) = pph(X, pY) elde edilir. Buradan,

—C(X,Y) +n(C(X,Y)¢ = gph(X, oY)
veya
C(X,Y) = —pph(X, pY).
yazilabilir. O halde

R(X, pX,@Y,Y)
— 2g9(ph(X,X),ph(Y,Y))

denklemini yazilir. Bir 6nceki denklem esitliginde yerine yazilirsa

R(X, X, 9Y,Y) = R(X, pX,9Y,Y) — Iph(X, V)I* + 2llqgh(X, VII? — lIph(X, oV)II?

esitliginde yerine yazilirsa,

R(X, X, @Y,Y) = R*(X,, oX., Y., Y.) — [[ph(X, V|I? — lIph(X, eV)||? —
Zg(ph(X,X),ph(Y, Y)) — Iph(X, V)I? + 2|lgh(X, VII* —
Iph(X, e¥)II?

bulunur. Buradan

B(X,Y) = B'(X.,Y.) = 2 llph (X, )II> = 2llph(X, ®Y ||* - 2g(ph(X, X), ph(Y,Y))
+ 2llqh(X, V)I?

elde edilir.
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Teorem 3.2.2. m: M — M’ bir submersiyon olsun. M, M Kenmotsu manifoldunun yari-
invaryant alt manifoldu, M’ hemen hemen degme manifold olmak iizere, H ve H' sirasiyla

M ve M’ niin holomorfik kesitsel egrilikleri olmak tizere, V X € I'(D @ &) igin,
H(X) = H'(X.) = 4llph XN + 2llgh(X, 012

esitligi yazilir.

Ispat. Teorem (3.2.1) de X yerine Y yazilisa,

B(X,Y) = HX) = H'(X.) = 2 llph (X, )II* = 2lIph(X, X|I> — 2g(ph(X, X), ph(X, X))
+ 2[lqh(X, X1
= H'(X.) — 4llph (X, )1I? = 2llph(X, 9X1I* + 2llqh(X,X)II?
elde edilir.
Diger taraftan 6nerme (3.1.1), (iii). esitliginde Y = X yazilirsa,
ph(X,X) = pC(X,X) =0
bulunur. Buradan,
HX) = H'(X.) = 4lph XN + 2llgh(X, )|
esitligine ulasilir .

3.3. Yari-invaryant Altmanifoldlarin Submersiyonunun Kohomolojisi

Bu bélimde minimum yatay dagilimhi (D @ {&}) yari-invaryant bir altmanifold M nin

m: M — M submersiyonunun M nin topolojisini nasil etkiledigini inceleyecegiz.

M, hemen hemen degme metrik yapist (@, &,n,g) olan bir Kenmotsu manifoldu M nin

yari-invaryant bir alt manifoldu olsun.
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Kabul edelim ki, boy(D @ {{}) = 2p +1 ve boy(M) = m dir. M fizerinde yerel bir

ortonormal cati {ey, e;,..., ey, Py, Yey,....,Pep, epr1 = &, €3p42,...,€m} secelim.

Burada {er,e2,...,ep, 01, 085,....,0ep,e3p1 = &}, (D & {&H nin,
{ezp+2,€2p+43,---, €} de D+’in yerel bir ortonormal bazidir. '’ ler 1-form olmak iizere
yukaridaki ortonormal catinin duali {w?, w?,...., 0?P*1, w?P*2, ... ,w™} olsun. Genel

olarak M iizerinde 2p+1-form Q,
Q=o' ANw?A...w%P*1 (3.3.1)
seklindedir.

Tanim 3.3.1. Bir Riemann manifoldu M {izerinde g-boyutlu bir dagilimi S olsun. Eger
?:1 V. e; € S ise, S minimaldir denir, burada VV, M {izerinde bir Riemann konneksiyon

ve {eg, ey,..., €4} S nin yerel bir ortonormal ¢atidir.

Teorem 3.3.1. M bir Kenmotsu manifold olsun ve M, M nin minimal bir yari-invaryant alt
manifoldu olsun. M, hemen hemen degme metrik manifold ve m:M — M bir
submersiyon olmak iizere, 2p+1-form [Q] € H?**1(M,R) seklinde, bir kanonikal de
Rham kohomoloji sinifin1 tanimlar. Burada Q da kapalhdir ve 2p +1 = boy(D @ {£{})

dir. Ayrica, eger D+ minimal ise H2P*1(M, R) kohomoloji grubu non-trivialdir.

Ispat. (3.3.1) esitliginden,

2p+1
dn = Z (-1t wl A Adot A APt

i=1

dir.
Kabul edelim ki d = 0 olsun. O halde Z, W € D* ve Ey, ..., E5py1 € (D®{E}) icin,

dQ(Z,W,Ey, ....,Ez,) = 0ve dQ(Z,Ey, ..., Ezpi) =0 (33.2)

bulunur (Chen, 1981).
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D @ {¢} nin yerel ortogonal gatisi olan {ey,e,,...,ep,, @ey, @ey,....,Q€p, 2541 = &} icin
Ei, .o sEzpyq € (DO{E}) vektorlerini segelim. Burada {w', w?,....,w?P*!, w?P*1}
1-formun dual ¢atisidir. (3.3.2) nin ilk esitligi D+ in integrallenebilir olmas1 durumunda
bulunur. Diger taraftan (3.3.2) nin ikinci esitligi ise sadece (D@{¢}) in minimal olmasi ile
elde edilebilir. Bununla birlikte submersiyon tanimindan D+ in integrallenebilir oldugu
sonucuna ulasilabilir. O halde teoremin hipotezi (D@{¢}) in minimal oldugunu verir.
Dolayisiyla Q form kapalidir ve bir de Rham kohomoloji grubu [2] € H?P*1(M,R)

tanimlar.

Simdi kabul edelim ki D* minimal olsun ve asagidaki esitsizligi gosterelim,

H?*1(M,R) # 0.

Yukaridaki esitsizligi ifade edebilmek i¢in () formun harmonik oldugunu géstermeliyiz. Bu
durumda [Q] kohomoloji grubunun non-trivial olacaktir. M {izerinde bir (m — 2p — 1)-

form Q* tanimlarsak,
Qt = w2 AL ™

yazilir. Burada D! in yerel ortogonal catisi {e2p+2).--, €} nin dual gatisi
{w?P*2, ... ,w™} dir. Daha sonra Q igin sonra benzer islemle eger (D®{¢})
integrallenebilir ve D+ minimal ise d2+ = 0 dir. Buradan (D@®{¢}) nin minimal olmasi
integrallenebilir oldugunun da gdstermis olur. Her iki esitlikten de d2+ = 0 yazilabilir.
Bu da 2p+1-form € nin kapali oldugunu yani 60 = 0 oldugunu gosterir. Buradan da dQ) =
60 =0 dir ve M bir kapali alt manifolddur. 0 nin harmonik 2p+1-form oldugunu

yazabiliriz. Bu da ispati tamamlar.
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4. GENERIK ALTMANIFOLDLARIN SUBMERSIYONLARI

Bu bélim {ii¢ alt bolimden olusmaktadir. Ilk béliimde generik altmanifoldlarin
submersiyonlar1 icin gerekli tanimlar ve ozellikler verilmistir. Ikinci boliimde egrilik
ozellikleri tanimlanmistir. Son bolimde ise total geodezik lifler ile submersiyonlar

incelenmistir.

4.1. Bir Kenmotsu Manifoldun Generik Altmanifoldundan Hemen Hemen Degme

Manifoldlara Tammmh Submersiyonlar
Tamm 4.1.1. M, M Kenmotsu manifoldunun generik alt manifoldu, M’ de (¢’,¢',1',g’)

degme yapisi ile hemen hemen degme manifold olsun. Bu takdir de m: M — M’ asagidaki

sartlar1 saglayan bir submersiyondur,

1) m(DY) =0

2) Herp € Mi¢in m.(D, @ &) = TyyB bir izometridir.

Simdi U,V € I'(D?) igin,
VyV =VyV + LU, V) (4.1.1)

olacak sekildle L operatoriini tammlayalm. Burada V,V =V(V,V) ve
L(U,V) = H(V,X) dir. Yatay vektor alan1 X ve dikey vektor alan1 V igin,

dir. Ayrica X temel ise [V, X] € ['(D1) icin V € T'(D?) elde edilir. Buradan

yazilir.

Temel vektor alan1 X,V € T'(D?) igin,
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VX = AxV + T X (4.1.3)
yazilabilir. O halde T" ve L operatorleri igin,
9Ty X, W) = —g(L(V,W),X) (4.1.4)

elde edilir .

B nin V* konneksiyonuna karsilik gelen egrilik tensorii R* olsun. Buradan

R(X,Y,Z,H) =R*(X,,Y., Z.,H.) + g(C(X,Z),C(Y,H)) —
g(C(Y,2),C(X,H) +2g(C(X,Y),C(Z, H)) (4.1.5)

yazilabilir.
Teorem 4.1.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B hemen hemen
degme manifold ve m: M — B ye bir submersiyon olsun. Burada her X,Y yatay vektor
alanlar i¢in,

C(X,pY) = PC(X,Y) + th(X,Y),
ve

h(X,Y) = FC(X,Y) + fh(X,Y)
dir.
Ispat. M bir Kenmotsu manifoldu olsun. VX, Y € T(D®¢) igin (2.2.4) esitliginden

VxpY = pVxY + g(@X,Y)§ —n(¥) X

yazilabilir. Buradan (2.2.1) esitligi kullanilirsa

Vx@Y + h(X, 9Y) = pVxY + @h(X,Y) + g(¢X,Y)§ —n(Y)pX
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elde edilir. Bu esitlikte (3.1.7) kullanilirsa,

VioY + C(X, oY) + h(X, Y) = oVyY + 9C(X,Y) + oh(X,Y) + g(pX,Y)E —n(YV)pX
= @VyY + PC(X,Y) + FC(X,Y) + g(PX,Y)& +
g(FX,Y)é —n(Y)PX —n(Y)FX (4.1.6)

elde edilir.

Burada yatay, dikey ve normal pargalar birbirine esitlenirse istenilen esitlikler elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1. M ,bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B hemen hemen

degme manifold ve m: M — B ye bir submersiyon olsun. Buradan, VX,Y € I'(D&¢) i¢in,

CX,pY)+ h(X,9Y) = oC(X,Y) + @h(X,Y)

dir.

Sonu¢ 4.1.2. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu B de hemen hemen

degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon olsun. VX,Y € I'(D&¢) i¢in

C(pX, @Y) = C(X,Y)
ve
C(X, oY) = —=C(¢X,Y)

dir.

Teorem 4.1.2. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen
hemen degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon olsun. Her V, W dikey vektor alani

i¢in,

L(V,PW) — H(ApywV) = @L(V, W), (4.1.7)
VyPW — V(A V) = PYyW + h(V,W) + g(PV,W)E —n(W)PV, (4.1.8)
h(V,PW) + ViFW = FV,W + fh(V,W) — n(W)FW (4.1.9)
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dir.
Ispat. ¥ V,W € T(D') i¢in , (2.2.4) esitliginden
VyoW = @V, W
dir. Buradan, X = PX + FX igin
VyPW + V,FW = @V, W + g(eV,W)E —n(W)eV
yazilabilir. O halde (2.2.1) ve (2.2.2) esitlikleri kullanilirsa,

VyPW + h(V,PW) + (=Apy V) + Vi FW = @(Vy, W + h(V,W)) + g(PV, W) +
g(FV, W) —n(W)PV —n(W)FV (4.1.10)

bulunur.
Diger taraftan (4.1.1) esitliginden,

VyPW + L(V,PW) + h(V,PW) — H (A V) + VEFW — V(Apy V)
=o(VyW + L(V,W) + h(V,W) + g(PV,W)&é —n(W)PV

yazilabilir.

Burada (2.5.1) ve (2.5.2) esitlikleri kullanilirsa

VyPW + L(V,PW) + h(V,PW) — H (A V) + VEFW — V(Apy V)
=PV, W + h(V,W) + @V, W + @L(V,W) + oh(V,W) + @g(PV,W)E
— on(W)PV + FVY,W + fh(V,W) —n(W)FW

bulunur.

O halde yatay, dikey ve normal pargalar birbirine esitlenirse istenilen esitlikler elde edilir.
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Teorem 4.1.3. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen
hemen degme manifold, 7: M — B ye bir submersiyon olsun. Buradan, V¥ X € I'(D®¢) ve
V € T'(D?) igin,

c/l(va = (pc/qu
dir.

Ispat. X temel vektor alan1 ve Y € T'(D®E) ve V € I'(D1) olmak iizere,

9(ApxV,Y) = g(HVpxV,Y)
= g(VoxV = VV,xV,Y)

= g(VoxV,Y) — g(VV 5V, Y)
dir.
Burada g(VV(pXV, Y) = 0 ve V lineer konneksiyon olup [X,Y] = VY — VX oldugundan

9(ApxV,Y) = g([eX,V],Y) + g(Vy0X,Y)
=g(VypX,Y)

bulunur. O halde (2.2.1) esitligi kullanilirsa,
9(ApxV,Y) = g(VypX — h(V, 9X),Y)

yazilabilir. Burada h(V, ¢X) = 0 oldugundan,
9(AgxV,Y) = g(Vy9X,Y)
= g(pVyX,Y)

bulunur.

Diger taraftan (2.2.2) esitliginden,
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9(AuxV,Y) = g(VyoX, V) — g(Vy @)X, Y)

yazilabilir. g((Vy¢)X,Y) = 0 oldugundan,

9(ApxV,Y) =g(VyeX,Y)
= g(VyX,Y)

bulunur.

Son olarak g anti-simetrik oldugundan,
9(AgxV.,Y) = =g(WyX, oY)
= —g(AxV, ¢Y)
= g(pAxV,Y)

elde edilir.

Tamm 4.1.2. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu olsun. V X €
F(D®é) ve V € I'(DY) igin

h(X,V) =0
ise M ye mixed total geodeziktir denir.
Teorem 4.1.4. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen
hemen degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon olsun. M nin mixed total geodezik
olmas! igin gerek ve yeter sart, V V € T(DY) ve N € y*(M) igin

AyV € T(DY)

olmasidir.
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Ispat. M bir mixed total geodezik olsun. VX,Y € x(M)ve N € y*(M) ig¢in
g(AxX,Y) = g(h(X,Y),N) esitliginde (2.2.1) ve (2.2.2) kullanilirsa,

esitligi yazilabilir. M mixed total geodezik oldugundan, h(X,V) = 0 dir. Buradan

esitliginde g(AyV,X) = 0 elde edilir. Buradan X € I'(D @ &) oldugundan
ANV € T'(D1) olarak bulunur.

Diger taraftan,

esitliginde h(X,V) = 0 oldugundan g(AyV,X) = 0 bulunur. Buradan da V € I'(D%) ise
AyV € T'(D @ ¢) elde edilir.

Tersine AyV € T(DY) ,X € I'(D @ €) igin g(AyV,X) = 0 dir.
g(AyV,X) = g(h(V,X),N) oldugundan g(h(V,X),N) = 0 bulunur.

N normal vektor alan oldugu i¢cin N # 0 olup h(V,X) = 0 bulunur ki bu da ispati

tamamlar.

Teorem 4.1.5. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen
hemen degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon olsun. Bu takdirde B de bir

Kenmotsu manifoldudur.

Ispat. X ve Y temel vektor alanlar igin (4.1.5) esitliginden ve Onerme (3.1.1) den,
(V;(p)Y =g(@X,Y)é — n(Y)pX esitligini yazabiliriz. Bu esitlige m, uygulanip ve

T, (V;Y) = Vi Y, esitligi ve submersiyon tanimi kullanilirsa ,
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(Vr@ Y. = g' (X, Y)E —n'(Y)e'X,
esitligi elde edilir ki bu da B nin bir Kenmotsu manifoldu oldugunu gosterir.
4.2 Egrilik Tliskileri

Kabul edelim ki H ve H* swrasiyla M ve B nin holomorfik kesitsel egriliklerini
gostersinler. Holomorfik kesitsel egriligi karsilastirabilmek ic¢in M ile B nin bikesitsel

egriliklerini hesaplayalim.
vX,Y,Z,W € x(M) igin, (3.2.1) ve (3.1.11) den,

H(X,Y) = R(X,pX,Y, pY) oldugundan (3.2.1) de Y = @X ve W = ¢Z yazilirsa,
RX,pX,Z,9Z) = R(X,9X,Z,¢Z) — g(h(X, 92), h(9X, 2)) + g(h(X, 2), h(pX, ¢Z))

bulunur.
Diger taraftan (3.1.11) de Y = X ve W = @Z yazilirsa,

R(X,0X,Z,¢Z)
= R*(X., pX., Z.,9Z.) + g(C(X,2), C(pX, pZ))
- g(ClX,2),C(X,92)) + 29(C(X,9X),C(Z,92))

elde edilir.
Bu esitlik yukardaki denklemde yerine yazilirsa,

R(X, ¢X,Z,¢Z) = R*(X., 9X., Z.,9Z.) + g(C(X, Z), C(9X, 9Z)) —
9(C(X,2),C(X,02)) + 29(C(X, 9X),C(Z,9Z)) —

9(h(X,92),h(9X,2)) + g(h(X, Z), h(pX, 9Z)
(4.2.1)

esitligi yazilir.

Bu esitligin ardindan asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.2.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, D integrallenebilir,
B hemen hemen degme manifold, 7: M — B de bir submersiyon olsun. K ve K* sirasiyla
M ve B nin bikesitsel egirilikleri olmak {izere V X, W € T'(D @ &) igin,
KW, X) = K*(W,, X.) + [[h(X, oW)I* + lh(X, W) II?
dir.
Ispat. D integrallenebilir oldugundan, X, W € I'(D @ &) igin,
h(X, W) = h(pX,W) = h(X,W) (4.2.2)
esitligi yazilir.
Sonug (4.2.1) den
CW,pX) + h(W,pX) = C(W,X) + ph(W, X)
Ve
—C(W,pX) + h(pW,X) = oC(X,W) + oh(X, W)
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,
2h(X, W) = 2pC(X,W) + 2¢h(X,W)
bulunur. Buradan 2¢C (X, W) = 0 elde edilir. Dolayisiyla X, W € I'(D @ &) igin
CX,W)=0 (4.2.3)

bulunur.
(4.2.11) egrilik denkleminde C (X, W) = 0 yerine yazilirsa,



47

RX, X, W, W) = R*(X,, pX., W,, oW.) — g(h(X, pW), h(pX, W)) +
g(h(X, W), h(pX, pW)

elde edilir. D integrallenebilir oldugundan h(pX, W) = h(X, W) yazabiliriz. Buradan da

RX, X, W, W) = R*(X., pX., W,, oW.) — g(h(X, pW), h(X, pW)) +

yazilir.
g(h(X, W), h(X,W)) = ||h(X,W)]| esitligi bilindiginden,
KX, W) = K*(X, W.) + [[h(X, @W)I* + ||h(X, W)]|?

bikesitsel egriligi elde edilir.
Teorem 4.2.2. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, D integrallenebilir,
B hemen hemen degme manifold, m: M — B de bir submersiyon olsun. M ve B nin
holomorfik kesitsel egirilikleri H ve H * olmak iizere V X € I'(D @ &) i¢in,

HX) = H"(X.) + Ih(X, )1 + [|RX, X)II? (4.2.4)
dir.
Ispat. X € T'(D) igin holomorfik kesitsel egrilik

H(X) = K(X,X) = R((X, pX), (X, ¢X)) oldugundan bir 6nceki teoremden

KX, X) = K"(X.,X.) — [Ih(X, X)11* = [IR(X, X)I?

elde edilir.
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Sonug¢ 4.2.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen hemen
degme manifold, 7: M — B ye bir submersiyon ve D integrallenebilir olsun bu takdirde M
ve B nin holomorfik kesitsel egrilikleri esit olmasi igin gerek ve yeter sart M nin D-total

geodezik olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki M ve B nin holokesitsel egrilikleri esit olsun. Teorem 4.2.2. den
total geodeziktir. O halde

IR(X, pX)|I? = 0 ise h(X,pX) =0
ve
lh(X,X)||? =0ise h(X,X) =0
dir. vX € T'(D) i¢in D total geodeziktir.
Tersine D- total geodezik ise h = 0 olur.
Teorem (4.2.2) den
HX) =H*(X.)
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
4.3. Total Geodezik Liflere Sahip Submersiyonlar
Onerme 4.3.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen hemen
degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon ve u =0 olsun. M'nin lifleri total
geodezik altmanifold ise M mixed total geodeziktir.

Ispat. (4.1.4) esitligi kullanilirsa,

g(TVX' W) = _g(L(V' W)'X)

yazilabilir.
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Lifler total geodezik ise 7,X = 0 dir. Dolayisiyla (4.1.4) den L(V, W) = 0 olur.
O halde (4.1.7) den L = 0 oldugundan H (Ary V) = 0 yazihr. Bu da ApyV € T'(DY)

oldugunu gosterir.

X €T(D)i¢in g(AnX,Y) = g(h(X,Y),N) esitliginden,
9( AV, X) = g(h(V,X), Fy

yazilir. Burada Agy,V € T(DY) ve X € T'(D) oldugundan g(Agy V,X) = 0 olur.

Diger taraftan F, # 0 oldugundan h(V,X) =0 olmaldir. X € ['(D),V € I'(D1)
oldugundan M mixed total geodeziktir.

Diger taraftan P: y(M) — y(M) endomorfizm i¢in,

(VgP)F = VzPF — P(V;F) (4.3.1)

esitligi yazabiliriz. E ve F vektor alanlart M ye tegettir. P endomorfizmin paralel olmasi

icin VP = 0 veya (V;P)F = 0 olmalidur.
V,W € TI'(DV)igin (4.1.1) esitligini uygulanirsa,
(VyP)W =V, PW + L(V,PW) — P(V,W) — PL(V, W) (4.3.2)
elde edilir.
Kabul edelim ki lifler total geodezik olsun, o halde (4.3.2) den;
(VyP)W =V, PW — P(V,W). (4.3.3)
yazilabilir. Ayrica, eger P paralel ise (4.1.6) esitligini su sekilde ifade edebiliriz,

V,PW = P(V,W). (4.3.9)
dir. O halde Teorem (4.2.2) den (4.1.7) ve (4.1.8) den,
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ApwV = —th(V, W)
yazilir. u = 0 oldugundan fh(V,W) = 0 dir. Buradan da,
ApwV = —ph(V, W)
elde edilir.
Onerme 4.3.2. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen
hemen degme manifold, m: M — B ye total geodezik lifler ile bir submersiyon olsun.
Buradan X,Y € I'(D) ve V,W € I'(D%) igin,
RX,V,Y,W) = —g((VyO)(X, 1), W) + g(AxV, A, W) — g(h(X,Y), h(V,W))
dir.

Ispat. V X,Y € T(D) ve V,W € I'(D*) igin

RX,Y,V,W) = g(VyAX, V), W) — g(Vy DX, Y),V) + g(AxV, A, W) —
g(AxW, AyV) — gy X, TyY) + g(Tw X, TyY)

esitligi kullanilarak,

RW,X,Y, W) = g((VxL)(V,W),Y) + g((V, O)(X,Y), W) + g(AxV, A, W) —
9Ty X, TywY) (4.3.5)

bulunur. O halde (4.3.5) ve (3.2.1) esitliklerinden,

RX,V,Y,W) = —g((VxL)(V,W),Y) + g((V, O)(X,Y), W) — g(AxV, Ay W)
— g X, TwY) — g(h(X, W), h(V,Y)) + g(h(X,Y), h(V,W))

elde edilir. Lifler total geodezik oldugundan,
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9T X, TyY) = —g(X,L(V,VV,¥)) =0
dir.

Ayrica Onerme (4.3.1) den M total geodezik oldugundan, yani X € I'(D) ve V € I'(D*)
icin h(X,V) = 0 dir. Buradan da esitligi elde etmis oluruz.

Sonug 4.3.1. M, bir M Kenmotsu manifoldunun generik altmanifoldu, B de hemen hemen
degme manifold, m: M — B ye bir submersiyon olsun. Eger lifler M nin total geodezik
altmanifoldlar1 ise X € I'(D) ve V € I'(D') birim vektorleri icin,

KX AV) = g(h(X,X),h(V,V)) = lAxVII?
dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda Kenmotsu manifoldun bir alt manifoldu olan hemen hemen degme
manifolda taniml1 submersiyon incelenmistir. Ozel olarak yari-invaryant alt manifold ve
generik altmanifolddan tanimli submersiyon doniisiimii altinda hemen hemen degme
manifoldun da bir Kenmotsu manifoldu oldugu gosterilmistir. Ayrica altmanifoldlar
arasinda tanimlanan bu submersiyon doniisiimii yardimi ile manifoldlarin egrilik iliskileri

de incelenmistir.

Literatiire ilk defa Tiirk¢ce kaynak olarak kazandirilan bu tez caligmasindan hareketle
degme manifold tabanli diger manifoldlarin yari-invaryant, yari-slant, pseudo (hemi)-slant,
bi-slant, generik altmanifoldlarindan hemen hemen degme manifoldlara tanimh

submersiyon dontisiimii ¢alisilabilir.
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