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KESIR DERECELI DEVRELERIN FPGA ILE GERCEKLESTIRILMESI
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In6nii Universitesi
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Elektrik-Elektronik Miihendisligi Anabilim Dal1

116+X sayfa
2026
Danisman: Dog. Dr. Murat KOSEOGLU

Kesir dereceli hesaplama (fractional calculus), geleneksel tam sayili hesaplamaya
kiyasla fiziksel ve biyolojik sistemlerin dinamiklerini daha ytliksek dogrulukla ve daha genis
bir hafiza etkisiyle modelleme yetenegi sayesinde, son yillarda miihendislik ve bilim
diinyasinda giderek artan bir 6nem kazanmaktadir. Bu sistemlerin temel yap1 taslari olan
kesir dereceli elemanlar (fraktanslar), teorik olarak {istliin performans ve tasarim esnekligi
sunsa da pratik donanim gerceklemeleri ciddi zorluklar barindirmaktadir. Bu tez
calismasinin temel amaci, kesir dereceli devrelerin ve sistemlerin, transfer fonksiyonlarini
optimize ettikten sonra modern Sayisal Sinyal Isleme (DSP) teknikleri kullanilarak Alanda
Programlanabilir Kap1 Dizisi (FPGA) tizerinde yiiksek performansli, kararli ve esnek bir
sekilde gergeklestirilmesini arastirmaktir. Calisma kapsaminda ilk olarak, kesir dereceli
integral ve tiirev operatoriinii (s*) modellemek i¢in kullanilan modifiye edilmis kararlilik
sinir egrisi (MSBL), Oustaloup ve Matsuda gibi siirekli kesir agilimi (CFE) tabanli sayisal
yaklagim yontemleri incelenmistir. Literatiirdeki standart yaklagimlarin sinirliliklarint asmak
ve modelleme hatasini minimize etmek adina, bu yontemlerle elde edilen transfer
fonksiyonlarmin katsayilari, optimizasyon algoritmalar1 (Pargacik Siirli Optimizasyonu,
fmincon, fgoalattain vb.) kullanilarak optimize edilmistir. Yapilan optimizasyon
caligmalariyla, sistemin hem zaman bolgesi hem de frekans bolgesi performanslari, ideal
teorik cevaba en yakin olacak sekilde iyilestirilmistir. Optimize edilen ayrik zamanl
modellerin dogrulugu MATLAB/Simulink ortaminda kapsamli simiilasyonlarla test
edildikten sonra, en uygun model Donanim Tanimlama Dili (Verilog) kullanilarak RTL
seviyesinde tasarlanmis ve FPGA platformuna aktarilmistir. Ornek bir kesir dereceli filtre
devresi iizerinde yapilan donanim testlerinde, FPGA tabanli gerceklemeden elde edilen
sonuclarin teorik hesaplamalar ve simiilasyon verileriyle yiliksek oranda Ortiistiigi
gorlilmiistiir. Bu ¢alisma, kesir dereceli sistemlerin esnek, yeniden programlanabilir ve
paralel islem yetenegi yiiksek olan FPGA platformlart iizerindeki uygulanabilirligini
kanitlamakta; kontrol teorisi, sinyal isleme, biyomedikal miihendisligi ve kaotik sistemler
gibi alanlardaki pratik uygulamalar i¢in etkin bir yol haritas1 sunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kesir Dereceli Hesap, Kesir Dereceli Devreler, FPGA, Dijital
Gergekleme, Kesir Dereceli Yaklasim Metotlar1, Verilog
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Fractional calculus has gained increasing prominence in engineering and science in recent
years due to its ability to model the dynamics of physical and biological systems with higher
accuracy and a broader memory effect compared to traditional integer-order calculus.
Although fractional-order elements, which are the fundamental building blocks of these
systems, offer theoretically superior performance and design flexibility, their practical
hardware implementations pose significant challenges. The main objective of this thesis is
to investigate the high-performance, stable, and flexible implementation of fractional-order
circuits and systems on Field Programmable Gate Arrays (FPGA) using modern Digital
Signal Processing (DSP) techniques following the optimization of their transfer functions.
Within the scope of this study, numerical approximation methods based on Continued
Fraction Expansion (CFE), such as Modified Stability Boundary Locus (MSBL), Oustaloup,
and Matsuda, which are used to model the fractional integral and derivative operator (s%),
were first investigated. To overcome the limitations of standard approaches found in the
literature and to minimize modeling errors, the coefficients of the transfer functions obtained
via these methods were optimized using optimization algorithms (e.g., Particle Swarm
Optimization, fmincon, fgoalattain). Through these optimization studies, both the time-
domain and frequency-domain performances of the system were improved to approximate
the ideal theoretical response as closely as possible. After the accuracy of the optimized
discrete-time models was validated through comprehensive simulations in the
MATLAB/Simulink environment, the most suitable model was designed at the Register
Transfer Level (RTL) using Hardware Description Language (Verilog) and implemented on
an FPGA platform. Hardware tests conducted on an exemplary fractional-order filter circuit
demonstrated that the results obtained from the FPGA-based implementation were highly
consistent with theoretical calculations and simulation data. This study demonstrates the
feasibility of fractional-order systems on FPGA platforms, which offer high flexibility,
reconfigurability, and parallel processing capabilities, and presents an effective roadmap for
practical applications in fields such as control theory, signal processing, biomedical
engineering, and chaotic systems.

Keywords: Fractional Calculus, Fractional-Order Circuits, FPGA, Digital Implementation,
Fractional Order Approximation Methods, Verilog

X



1. GIRiS

Kesir Dereceli Sistemler (FOS), klasik tam say1 dereceli hesaplama ve kontrol
teorisinin bir genellemesini temsil eder [ 1-3]. Geleneksel hesaplama, tam say1 dereceli tiirev
ve integrale (0rnegin, birinci dereceden hiz veya ikinci dereceden ivme) dayanirken, kesir
dereceli bu islemlerin herhangi bir gercek veya hatta karmasik say1 derecesinde olmasina
izin verir. Dinamik bir sistemde bu durum, sistem davranisini tanimlayan diferansiyel
denklemlerin kesirli tiirevler i¢erdigi anlamina gelir (genellikle s* olarak gosterilir, burada
a tam say1 olmayan bir sayidir). Matematiksel olarak, kesir dereceli sistem sadece teorik bir
soyutlama degil, tam say1 dereceli sistemleri daha genis kesirli alanin belirli bir alt kiimesi

olarak ele alan daha kapsamli bir gergevedir.

Kesir dereceli sistemlere duyulan ihtiyag, klasik tam sayi dereceden modellerin
karmasik fiziksel olaylar1 tanimlamada yetersiz kalmasindan kaynaklanmaktadir.
Viskoelastik malzemeler, dielektrik polarizasyon, heterojen ortamlarda 1s1 transferi ve
elektrokimyasal siirecler gibi bircok gercek diinya malzemesi ve siireci, miikkemmel tam
dereceden diferansiyel denklemlere gore davranmaz. Arastirmacilar bu anormal davranislari
standart tam dereceden modeller kullanarak modellemeye calistiklarinda, sonug genellikle
asir1 basitlestirilmis bir yaklasim veya dogruluga ulasmak i¢in asir1 yiiksek bir derece
gerektiren bir model olur. Kesir dereceli hesaplama, bu standart dis1 dinamikleri dogal ve
hassas bir sekilde tanimlamak i¢in matematiksel araclar saglar ve teorik modelleme ile

deneysel gerceklik arasindaki boslugu doldurur [4,5].

Kesir dereceli tiirevlerin temel 6nemi, hafiza ve kalitsal 6zellikleri modelleme
yeteneklerinde yatmaktadir [6]. Yerel operatorler olan (yani bir sistemin durumu yalnizca
mevcut zamana ve anlik degisim hizina baghdir) tam say1 dereceli tiirevlerin aksine, kesir
dereceli tiirevler yerel olmayan veya global operatorlerdir. Bu, kesir dereceli bir sistemin
gelecekteki durumunun yalnizca mevcut durumuna degil, gegmis durumlarinin agirlikli
gecmisine de bagli oldugu anlamina gelir. Bu durum, biyolojik dokular, siiper kapasitorler
ve fraktal aglar gibi deformasyon veya enerji depolama ge¢misinin gelecekteki davranis
onemli Olcilide etkiledigi sistemlerin analizinde kesir dereceli sistemleri son derece 6nemli

kilar [7].

Ozellikle kontrol miihendisligi ve modellemesinde kesirli dereceli sistem

yaklasiminin benimsenmesinin avantajlar1 ¢ok yonliidiir:



Modelleme Dogrulugu: Kesir dereceli sistemler, tam say1 dereceli modellere gore
daha az parametreyle karmagik dinamikleri tanimlayabilir. Basit bir kesirli denklem, yiliksek
dereceli bir tam say1 transfer fonksiyonunun yerini alabilir ve matematiksel gosterimi

dogruluktan 6diin vermeden basitlestirebilir [8].

Tasarim Esnekligi: Kontrol teorisinde, kesir dereceli kontrolorler (6rnegin PI*D*
kontrolorii) ek ayar diigmeleri (integrasyon ve diferansiyasyonun kesir dereceleri) sunar. Bu,
daha fazla serbestlik derecesi saglayarak miihendislerin geleneksel PID kontroldrlerinin

karsilayamayacagi daha kati performans 6zelliklerini karsilamalarina olanak tanir [9].

Dayanikhilik: Kesirli dereceli kontrol sistemleri, kazang degisimlerine ve parametre
belirsizliklerine kars1 genellikle iistiin dayaniklilik sergiler. Ozellikle, sistem kazanci degisse
bile sistemin agir1 saliniminin sabit kalmasini saglayan izo-soniimleme 6zelligiyle bilinirler

ve belirsiz ortamlarda kararl tahmin edilebilir bir yanit saglarlar [3].

Kesir dereceli sistemlerin modelleme dogrulugu ve kontrol performansi agisindan
sagladig teorik stilinliiklere karsin, bu sistemlerin ger¢ek zamanli donanim platformlarinda
giivenilir bir bigcimde uygulanmasi hala énemli bir miihendislik problemidir. Literatiirde
yaygin olarak kullanilan tam sayili derece yaklasik yontemler, 6zellikle frekans ve zaman
bolgelerinde analitik modele kiyasla kayda deger sapmalar iiretebilmekte ve bu sapmalar
Alanda Programlanabilir Mantik Dizisi (Field Programmable Gate Array — FPGA) gibi
hassas platformlarda daha da belirgin hale gelmektedir. Ik uygulama denemelerinde
gozlemlenen bu performans kayiplari, tek basina kullanilan yaklagim yontemlerinin pratik
uygulama i¢in yeterli olmadigini agik¢a ortaya koymustur. Bu nedenle, ¢alismanin temel
motivasyonu, kesir dereceli yaklasim sonrasinda olusan bu hatalar1 minimize edebilecek
giivenilir bir iyilestirme asamas1 tasarlamak, kesir dereceli operatorlerin 6zellikle frekans
cevabi dogrulugunu artirmak ve teorik modellerle donanim gerceklemeleri arasindaki farki
azaltmaktir. Bu ama¢ dogrultusunda, kesir dereceli transfer fonksiyonu, bir yaklagim
yontemi kullanilarak tam say1 dereceli fonksiyon seklinde ifade edildikten sonra, tam say1
dereceli fonksiyona optimizasyon uygulanmistir. Daha sonra, transfer fonksiyonu kismi
kesirlere ayrilarak, her bir birinci dereceli bilesenin ayr1 ayr1 ayrik zamana dontstiiriildiigi,
daha kararli bir gergcekleme yapisi tercih edilmistir. Boylece hem niimerik kararlilik
artirilmis hem de FPGA tabanli uygulamalarda teorik modele yiiksek uyum saglayan daha

giivenilir bir kesir dereceli sistem gerceklestirme yontemi sunulmustur.



1.1 Kesir dereceli sistemler ve uygulama alanlar

1.1.1 Miihendislik uygulamalari ve Kkesir dereceli devreler

Kesir dereceli hesaplama kullanilarak tanimlanan sistemler, tam sayili sistemlere
kiyasla daha esnek ve daha yiiksek dogrulukta modelleme imkan1 sunar. Bu matematiksel

altyapiy1 kullanan devrelere kesir dereceli devreler ad1 verilir.

Son yillarda kesir dereceli hesap, sistemlerin dinamik davranislarini daha hassas bir
sekilde modellemek ve ¢oziimlemek amaciyla giderek daha fazla kullanilmaya baslanmistir
[10]. Bu nedenle kesirli hesap; gii¢c ve enerji sistemleri, malzeme bilimi, elektronik, sinyal
isleme ve kontrol sistemleri gibi bir¢ok alanda gercek diinya problemlerinin ¢éziimiinde
genis bir uygulama alan1 bulmustur. Bu genis kapsamli kullanim, giincel ¢alismalarda agikga
ortaya konmustur. Ornegin, kesirli hesap; fizikte adsorpsiyon olgularmin ve karmasik
akiskanlarin incelenmesinden [11], sistem dinamigi ortamlarinda verimlilik davraniglarinin

analizine kadar [12] bir¢ok farkli alanda uygulanmistir.

Gli¢ ve enerji sistemleri baglaminda, kesirli hesap; riizgar enerjisi uygulamalari i¢in
gelistirilen akilli kontrolér tasarimlarinda [13,14] ve elektrohidrolik sistemlerin
genellestirilmis modellenmesinde [15] etkin bir sekilde kullanilmistir. Sinyal isleme
alaninda ise temel goriintii isleme gorevlerinde [16] ve duragan olmayan sinyallerin
analizinde [17] uygulanmistir. Malzeme biliminde viskoelastik malzemelere ait reolojik
modellerin tanimlanmasinda [18], elektronikte ise IGBT aygitlarinin termal empedans
modellenmesi [19] ve elektriksel yay kontrolii [20] gibi uygulamalarda ¢6ziim odakli bir

yaklasim sunmaktadir.

Kesirli hesap, ozellikle hassasiyet ve dogrulugun kritik oldugu gercek diinya
uygulamalarinda yaygin bir sekilde tercih edilmektedir. Ornegin, 1. Pataro ve calisma
arkadaslari, bir glines kolektorii alan sisteminin kontrolii i¢in kesirli hesap tabanli bir kesir
dereceli PID denetleyici gelistirmistir [21]. Saglik alanina yonelik bir baska 6rnekte, Rui Hu
ve arkadaslari, Malezya’da COVID-19’un yayilim dinamiklerini incelemek i¢in kesir
dereceli SEIHR-M modelini 6nermistir [22]. Kesirli hesap; fizik, kimya ve biyoloji gibi
disiplinlerde karmasik matematiksel modellerin ¢6ziimiinde, derin 6grenme modellerinin
dogrulugunun artirllmasinda ve elektrik miihendisliginde sistem davraniglarinin

benzetiminde etkin bigimde kullanilmaktadir.

Kesir dereceli hesabin yapay sinir aglar tizerindeki etkinligini géstermek amaciyla

C. Coelho ve ¢alisma arkadaslari, giiriiltii giderme, iyilestirme, nesne tespiti, segmentasyon



ve restorasyon gibi gorevleri igeren sinir ag1 tabanli bilgisayarla gérme tekniklerini kapsamli
bicimde inceleyen bir ¢alismaya imza atmistir [23]. Ayrica X. Zhang ve ekibi, elektriksel
yay (ES) modellerindeki tutarsizliklar1 gidermek i¢in, endiiktor ve kapasitorlerin kesir
dereceli ozelliklerine dayali bir kesir dereceli ES modeli 6nermis, calisma prensiplerini
analiz etmis ve sistemin kontrol performansini gelistirmek i¢in bulanik uyarlamali kesir
dereceli PI"D* kontrol stratejisi sunmustur [24]. M. Higazy ve calisma arkadaslar ise yeni
bir alt1 boyutlu kesir dereceli kaotik model gelistirmis, modelin karmasik dinamiklerini
analiz etmis ve veri sifreleme gibi uygulamalara yonelik aktif bir kesir dereceli kaos
denetleyicisi Onermistir [25]. Buna ek olarak, AF. Mohammed ve calisma arkadaslari,
otomatik gerilim regiilasyonu (AVR) sistemleri i¢in yeni bir Hibrit Akilli Kesir Dereceli
Oransal Tiirev>+Integral (kesir dereceli PDD+I) denetleyici dnermis; bu yapida ANFIS
kullanilarak performans optimize edilmis ve klasik yontemlere kiyasla {istiin gegici rejim

yanit1 elde edilmistir [26].

Kesirli hesabin gercek diinya uygulamalarindaki basarisi, bu uygulamalarin hata
minimizasyonunu ne Ol¢iide saglayabildigine ve olusturulan modellerin gergek fiziksel
sistemleri ne kadar gerceke¢i sekilde temsil ettigine baglidir. Sonug olarak, kesir dereceli
hesaplama, matematiksel bir merak konusu olmaktan ¢ikmis; modern elektronigin, enerji
sistemlerinin ve biyomedikal teknolojilerin daha hassas, verimli ve kararl1 tasarlanabilmesi

icin zorunlu bir miihendislik araci haline gelmistir.

Kesir dereceli sistemler, dinamik davraniglar1 tam sayili diferansiyel denklemler
yerine kesir dereceli diferansiyel denklemlerle ifade edilen ve "sistem derecesinin bir tam
sayl olma zorunlulugunu ortadan kaldiran genellestirilmis yapilardir. Geleneksel sistem
teorisinde, bir sistemin kararlilifi veya gecici hal tepkisi karakteristik denklemin kutup
yerlesimlerine bagliyken ve bu kutuplar s-diizleminde kesin noktalarla ifade edilirken; kesir
dereceli sistemlerde tiirev derecesi (o), sistemin davranisini sekillendiren ekstra bir
serbestlik derecesi olarak devreye girer. Bu ekstra parametre, sistem tasarimcilarina, tam
sayil1 sistemlerle ulasilmast miimkiin olmayan hassas frekans cevaplar ve giirbiizliik
(robustness) Ozellikleri kazandirir. Giinlimiizde bu sistemler, teorik bir matematiksel model
olmaktan ¢ikip, kontrol miihendisliginden biyomedikal sinyal islemeye kadar genis bir

spektrumda pratik uygulama alani bulmustur.



1.1.1.1 Sinyal isleme ve Kesir dereceli filtreler

Sinyal isleme alaninda, kesir dereceli sistemler 6zellikle filtre tasariminda devrim
niteliginde esneklikler sunmaktadir. Tam sayili (integer-order) filtrelerde, durdurma
bandindaki zayiflama egimi (roll-off rate) her zaman —20 dB/dekad ve katlar1 (6rnegin 1.
derece icin —20 dB, 2. derece i¢in -40 dB) olmak zorundadir. Ancak kesir dereceli filtrelerde
bu egim, —20a dB/dekad formiiliiyle istenilen herhangi bir ara degere ayarlanabilir. Bu
Ozellik, tasarimciya kesim frekansi ve bant genisligi tizerinde, devre derecesini artirmadan
¢ok daha hassas bir kontrol imkani verir. Ornegin, biyomedikal sinyallerin islenmesinde
veya giiriiltii bastirma uygulamalarinda, standart Butterworth veya Chebyshev filtrelerinin
saglayamadig ara gegis bantlari, kesir dereceli filtrelerle tam olarak hedeflenen profilde
tasarlanabilir. Bu filtrelerin FPGA gibi dijital donanimlarda ger¢eklenmesi, analog
diinyadaki esnekligin sayisal ortama tasinmasini ve gergek zamanli sinyal isleme

gorevlerinde yiiksek basarimla kullanilmasini saglar [16,17,23,27,28].

1.1.1.2 Sistem tanimlama ve modelleme

Gergek diinyadaki bir¢ok fiziksel siireg, dogasi geregi tam sayilt modellerden ziyade
kesir dereceli modellere daha yakindir. Ozellikle viskoelastik malzemeler, termal siiregler
ve elektrokimyasal reaksiyonlar "hafiza" etkisine sahiptir ve bu etki ancak kesir dereceli
diferansiyel denklemlerle tam olarak ifade edilebilir. Bu baglamda, "Kesir Dereceli Sistem
Tanimlama" (Fractional Order System Identification), bir sistemin giris-¢ikis verilerini
kullanarak o sistemin en dogru matematiksel modelini olusturmay1 amaglar. Ornegin, bir DC
motorun dinamik davranisi incelendiginde, kesir dereceli modellerin, motorun siirtiinme ve
atalet momentinden kaynaklanan lineer olmayan dinamiklerini, tam sayili modellere gore
cok daha yiiksek bir uyum orantyla (%93 iizeri) temsil ettigi goriilmiistiir. Bu hassas
modelleme yetenegi, Model Ongoériilii Kontrol (MPC) gibi model tabanli gelismis kontrol

stratejilerinin basarisint dogrudan artirmaktadir [12,29-31].

1.1.1.3 Kontrol sistemleri ve FOPID denetleyiciler

Endiistriyel otomasyonun temel tasi olan PID kontrolciiler, kesir dereceli hesaplama
ile evrimleserek kesir dereceli PID (FOPID veya PI*D") formuna déniismiistiir. Klasik PID
kontrolciilerde sadece ii¢ ayar parametresi (K K, Kd) bulunurken, FOPID kontrolciilerde

integrasyon derecesi (A) ve tiirev derecesi () olmak tizere iki ek parametre daha bulunur.

Bu genisletilmis yapi, kontrol sistemlerine "izo-soniimleme" (iso-damping) ad1 verilen kritik



bir o6zellik kazandirir. izo-séniimleme, sistemin kazancinda meydana gelebilecek
belirsizliklere veya degisimlere ragmen, kapali ¢evrim sistemin faz paymin ve dolayisiyla
soniimleme oraninin sabit kalmasini saglar. Ozellikle giines enerjisi kollektdr alanlar1 gibi
parametreleri degiskenlik gdsteren karmasik siireglerde, FOPID kontrolciilerin klasik
yontemlere gore daha kararli ve hizli tepki verdigi literatlirde gosterilmistir. Ayrica, otomatik
voltaj regiilatorleri (AVR) gibi hassas gii¢ sistemlerinde, yapay zeka destekli hibrit FOPID
yapilari, gecici hal tepkilerini iyilestirerek sistemin toparlanma siiresini kisaltmaktadir

[14,21,32-35].

1.1.1.4 Biyomedikal ve enerji sistemleri

Kesir dereceli sistemlerin uygulama alan1t miithendisligin 6tesine gegerek biyoloji ve
enerji alanlarma da yayilmistir. Biyomedikal miihendisliginde, akciger dokusunun
empedans1 veya damar aglarinin yapist gibi fraktal 6zellik gdsteren biyolojik dokularin
modellenmesinde kesir dereceli modeller standart hale gelmektedir. Ayrica, epidemiyolojik
caligmalarda, COVID-19 gibi salgin hastaliklarin yayilim dinamikleri, hafiza etkisini
dikkate alan kesir dereceli SEIHR-M modelleri ile klasik modellere gore daha gercekei bir
sekilde analiz edilebilmektedir. Enerji sistemlerinde ise, Lityum-iyon bataryalarin ve siiper
kapasitorlerin sarj/desarj dinamikleri, i¢ direncleri ve yaslanma etkileri, kesir dereceli
modeller kullanilarak yiiksek dogrulukla kestirilebilmektedir. Elektrikli yaylar (electric
springs) gibi akilli sebeke bilesenlerinin modellenmesinde de indiiktér ve kapasitorlerin
kesir dereceli karakteristigi dikkate alinarak daha kararli giic yonetim sistemleri

gelistirilmektedir [11,19,20,22,36].

1.2 Kesir Dereceli Hesaplama

1.2.1 Tarihsel gelisim ve teorik ¢erceve

Kesir dereceli hesaplamanin (Fractional Calculus) kokenleri, klasik kalkiiliisiin
temellerinin atildig1 17. yilizyila kadar uzanmaktadir. Disiplinin dogusu, 1695 yilinda
L’Hopital’in, Leibniz ile olan yazismalarinda sordugu, yar1 dereceden (n = 1/2) tiirevin
anlami tlizerine olan o {inlii soruya dayanir. Leibniz, bu soruya verdigi yanitinda, bu
paradoksal diisiincenin gelecekte miihendislikte Onemli ¢ozlimler saglayacagin
ongormistiir. 1730'larda Euler’in Gamma fonksiyonunu kullanarak faktoriyel kavramini
tam say1 olmayan degerlere genisletmesiyle tlirev kavrami genellestirilmeye baglanmigtir.

19. yiizyilda ise Laplace, Fourier, Abel, Liouville ve Riemann gibi matematik devlerinin



katkilari, konunun ilk saglam matematiksel temellerini olusturmus ve Riemann-Liouville

kesir dereceli tiirev tanimiyla teori doruga ulagmistir [37].

Ancak bu derin matematiksel gelismelere ragmen, kavramsal zorluklar ve o donemin
hesaplama kapasitesinin yetersizligi nedeniyle kesir dereceli hesaplama yaklasik ti¢ yiizyil
boyunca biiyiik 6l¢iide "teorik bir matematiksel soyutlama" olarak kalmistir. 20. ytlizyilin
sonlar1 ve 21. yiizyilin baglarinda modern bilgisayar teknolojisinin ve islemci giiciiniin
(CPU, FPGA, GPU) yiikselisiyle birlikte bu durum radikal bir sekilde degismistir.
Gilinlimiizde kesir dereceli hesaplama; bellek (memory) ve yerel olmayan (non-local)
davranislarla karakterize edilen gergek diinya sistemlerini modellemek i¢in gii¢lii bir ¢cergeve
haline gelmistir. Dolayisiyla kesir dereceli hesaplamanin evrimi, matematiksel soyutlama ile
teknolojik ilerleme arasindaki derin etkilesimi yansitmakta ve entelektiiel bir meraki modern

bilim ve miihendisligin hayati bir aracina doniistiirmektedir [37,38].

1.2.2 Temel matematiksel tanimlar

Teorik altyapinin  miihendislik problemlerine uygulanabilmesi igin gesitli
matematiksel tanimlar gelistirilmistir. Bu tamimlar, "hafiza" etkisini matematiksel bir

cekirdek (kernel) fonksiyonu tlizerinden modeller.

a) Riemann-Liouville (RL) Tanimi: Analitik calismalarda sik¢a kullanilan bu

tanim, integral ve tiirev islemlerini birlestirir [37]:

DEF(E) = j (t - D" f (D) de (1.1)

( a)dt™
Burada a, tiirev derecesini ve n ise a'dan biiylik en kii¢iik tam say1y1 ifade eder.

b) Caputo Tanmimi: Miihendislik uygulamalarinda, 6zellikle baslangi¢ kosullarinin
fiziksel anlamin1 korumak (6rnegin ¢ = 0 anindaki hiz veya konum gibi) kritik
Oneme sahiptir. Caputo tanimi, sabit bir sayinin tiirevinin sifir olmasi ve baglangi¢
kosullarinin tam sayili tiirevler cinsinden ifade edilebilmesi nedeniyle kontrol

sistemlerinde standart haline gelmistir [37,39].

1 t
DO = rr—s | =D W@ (12)

¢) Griinwald-Letnikov (GL) Tanimi: Griinwald—Letnikov (GL) yaklagimi, kesir
dereceli tlirev ve integrallerin zaman alaninda tanimlanmasina dayanan en temel

yontemlerden biridir ve klasik sonlu fark tiirev taniminin genellestirilmis bir



bicimi olarak kabul edilmektedir. Bu yaklagimda, bir fonksiyonun kesir dereceli
tirevi, fonksiyonun mevcut degeri ile ge¢misteki tiim orneklerinin agirlikli
toplam1 seklinde ifade edilmektedir. Genellestirilmis binom katsayilari
kullanilarak tanimlanan bu agirliklar, kesir dereceli sistemlerin karakteristik
0zelligi olan uzun hafiza (long-memory) davranisini dogrudan yansitmaktadir.
Ayrik zaman formu sayesinde GL yontemi, sayisal sinyal isleme ve dijital kontrol
uygulamalarinda kavramsal olarak oldukga sade bir yap1 sunmakta; bu yoniiyle
MATLAB, DSP ve FPGA tabanli ger¢eklemeler i¢cin dogal bir baslangic noktasi
olusturmaktadir. Bununla birlikte, zaman ilerledik¢ce hesaplamaya dahil edilen
ornek sayisinin artmasi, yontemin hesaplama karmagikligini ve bellek
gereksinimini Onemli Olgiide artirmaktadir. Bu nedenle, donanim tabanli
gerceklemelerde genellikle kisa hafiza prensibi (short memory principle) veya
pencereleme tabanli yaklagimlar tercih edilerek yontemin pratik uygulanabilirligi
artirllmaktadir. Bir f(t) fonksiyonunun « € R*mertebesindeki Griinwald—
Letnikov kesirli tiirevi su sekilde tanimlanir [37]:
t-a

aD{f (t) = lim h—tzkfol(—l)k(,‘i‘)ﬂt — kh) (1.3)

Burada «a kesirli tiirev derecesi, h zaman adimi (6rnekleme periyodu), a baslangi¢

zamani ve (Z) ise genellestirilmis binom katsayisini ifade etmektedir.

GL yontemi, kesir dereceli operatdrlerin teorik ve sayisal olarak anlagilmasinda
giiclii bir ara¢ sunmasina ragmen, FPGA tabanli ger¢cek zamanli uygulamalarda
hesaplama karmasiklig1 ve bellek gereksinimi nedeniyle sinirlamalara sahiptir.
Bu nedenle, donanim verimliliginin kritik oldugu uygulamalarda GL y&ntemi
cogunlukla referans bir yontem olarak degerlendirilmekte; pratik
gerceklemelerde ise frekans alani tabanli yaklasimlar veya optimize edilmis ayrik

zaman modelleri tercih edilmektedir [40,41].

1.2.3 Fiziksel anlam: “Hafiza” ve “Kalitimsal” ozellikler

Elektronik biliminin ve klasik devre teorisinin temeli; direng (R), bobin (L) ve
kapasitor (C) gibi idealize edilmis temel devre elemanlarmma dayanir. Bu elemanlarin

davraniglari, klasik analizde sifirinci (direng i¢in V' = IR) veya birinci (kondansator i¢in [ =

C %) dereceden tam sayili diferansiyel denklemlerle ifade edilir. Geleneksel analog ve



sayisal sistem tasarimlarinin tamami, on yillardir bu tam say1li matematiksel altyap1 tizerine

insa edilmistir.

Bu yaklasim, sayisiz teknolojik gelismenin Oniinii agmis olsa da dogadaki pek ¢ok
karmasik sistemin dinamiklerini tam olarak modellemede yetersiz kalmaktadir. Gergek
diinyadaki elektrokimyasal, biyolojik ve viskoelastik sistemlerin davraniglari genellikle
"hafiza" ve "kalitimsal" 6zellikler sergiler; bu da onlarin ge¢gmis durumlarinin gelecekteki
davranislari etkiledigi anlamia gelir. Ornegin, bir bataryanin sarj durumu veya biyolojik
bir dokunun strese tepkisi, sadece o anki girdiye degil, sistemin tiim ge¢mis tarihgesine
baglidir. Tam sayili modeller, bu tiir uzun siireli bagimliliklar1 (long-range dependencies)
yakalamakta zorlanir ve genellikle sistemi oldugundan daha basit gdstererek modelleme

hatalarina yol acar [11].

Bu noktada, tam sayili integral ve tiirev kavramlarini reel veya kompleks sayilara
genisleten kesir dereceli hesaplama, mithendislik ve bilim alanlarinda yeni bir ufuk agmaistir.
Kesir dereceli tirev operatorleri, (t — ) seklindeki ¢ekirdek fonksiyonlar1 sayesinde,
gecmisin etkisinin zamanla azaldig1 ancak asla tamamen kaybolmadig1 bir "agirlikli gegmis"

(weighted history) mekanizmasi sunar.

1.2.4 Kesir Dereceli Sistemler I¢in Tamsay1 Yaklasim Yontemleri

Kesir dereceli sistemlerin teorik denklemlerinin simiilasyonu ile pratik uygulamalari
arasindaki en biylik farkliliklardan biri, s gibi kesir dereceli operatorlerin fiziksel
donanimlarda 1ideal olarak gerceklestirilememesinden kaynaklanan sapmalardir. Bu
operatorler dogalar1 geregi sonsuz hafiza ve sonsuz boyutlu bir durum uzay1 gerektirirler.
Bu yapisal engeli agsmak amaciyla, kesir dereceli transfer fonksiyonlari, tamsay1 dereceli
farkli yaklagim yontemleri kullanilarak, belirlenmis bir frekans araliginda ideal operatdriin
genlik ve faz davranisimi taklit eden sonlu boyutlu, tamsay1 dereceli rasyonel transfer
fonksiyonlar1 seklinde yaklasik olarak ifade edilebilir. Bu doniisiim islemi, kesir dereceli
sistemlerin standart analog devreler veya FPGA gibi sayisal donanimlar iizerinde
gerceklestirilmesine olanak tanir. Literatiirde bu amagla gelistirilmis, frekans veya zaman
tabanli ¢esitli yaklasim yontemleri bulunmaktadir. Bu bdliimde, en yaygin kullanilan

yontemler ve karakteristik 6zellikleri incelenmektedir [42—44].
1.2.4.1 Oustaloup yaklasim yontemi

Kesir dereceli sistemlerin tam sayili modellerle ifadesi i¢in en yaygin kullanilan ve

kabul gormiis yontemlerden biri Alain Oustaloup tarafindan gelistirilen Oustaloup



yaklagimidir [45]. Bu yontem, 6zellikle genis bir frekans araliginda (Jw;, wy]) yliksek
dogrulukta bir yaklasim elde etmeyi hedefler. Yontemin temel amaci, kesir dereceli
operatorii (s*), sifirlar1 ve kutuplar1 logaritmik olarak simetrik bir sekilde dagitilmis bir tam

sayili filtre ile modellemektir [46].

Oustaloup yaklasimi ile s* operatorii, (N=2n+1) dereceli bir tam sayili transfer

fonksiyonu G¢(s) ile asagidaki gibi ifade edilir [42]:

5%~ Gr(s) = K [THo_y ok (1.3)

Ns+wk

Burada N, filtrenin derecesini belirler ve yaklasimin dogrulugunu artirir. Kutup (wy,)

ve sifirlarin (w},) konumlari ise su formiillerle geometrik olarak hesaplanir:

(k+N+0.5-0.5a)/(2N+1)
’ w
wj = o (22) (1.4)
(k+N+0.5+0.5a)/(2N+1)
w

Kazang (K) ise genellikle yaklagim araliginin merkez tarafindan frekansinda
(1rad/s) genligin birim olmasi1 (0 dB) prensibine gore K = wj, olarak ayarlanir.
Oustaloup yontemi, filtre derecesi N artirilarak yaklasim dogrulugunun sistematik olarak
tyilestirilebildigi giiclii bir yap1 sunar. Bu ozelligi sayesinde, kontrol ve sinyal isleme
uygulamalarinda, 6zellikle FOPID denetleyicilerin analog veya dijital gerceklenmesinde
sikca tercih edilmektedir. Ancak yiiksek dereceli yaklasimlarin hesaplama yiikiinii ve
donanim karmagsikligini artirmasi, ayrica yaklasim araligi disinda performansin hizla

diismesi yontemin dikkate alinmasi gereken kisitlaridir [1,34].
1.2.4.2 SBL ve Modifiye SBL (MSBL) yaklasim yontemi

Kararlilik Stir1 Egrisi (Stability Boundary Locus - SBL) yontemi, kesir dereceli
sistemlerin kararlilik analizinden tiiretilmis bir yaklagimdir. Bu yontemin temel fikri, s =
jw iken s% = (jw)* = w*(cos(am/2) + jsin(am/2)) ifadesinin frekans alanindaki
davranigini, rasyonel bir tam sayil transfer fonksiyonu ile taklit etmektir [43]. SBL yontemi
diisiik frekanslarda makul bir performans sergilese de sadece belirli bir frekans noktasi
etrafinda noktalarin esit araliklarla secildigi i¢in genis bantli uygulamalarda yetersiz
kalabilmektedir. Bu sorunu ¢6zmek i¢in Degistirilmis Kararlilik Sinir1 Y 6rtingesi (Modified-
SBL veya M-SBL) yontemi gelistirilmistir. M-SBL, SBL'nin temel mantigini korurken, sifir

ve kutuplarin yerlesimini daha genis bir frekans aralifina yayarak yaklasim dogrulugunu
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artirir. Bu yontemde, s operatorii genellikle asagidaki gibi bir transfer fonksiyonu ile

modellenir [42]:

Sa ~C H§V=1(1+S/Zi)
OH{V

‘=1(1+S/pi) (1'6)

Burada z; ve p; sifir ve kutup degerleri, belirli bir frekans araliginda faz ve genlik

yanitini en iyi sekilde taklit edecek bicimde optimize edilir [44].

MSBL, orijinal SBL yontemine gore c¢ok daha genis bir frekans araliginda
calisabilmesi ve orta dereceli yaklasimlarda dahi yiiksek dogruluk sunmasiyla 6ne ¢ikar.
Ancak noktalarin belirli bir logaritmik 6lgekte se¢im siirecinin diger analitik yontemlere

kiyasla daha karmasik olmasi, tasarim agamasinda dikkat gerektirir.
1.2.4.3 Matsuda yaklasim yontemi

Matsuda yaklasimi, frekans alaninda logaritmik 6lgekte dogrusal bir interpolasyon
(curve fiting) teknigine dayanir. Yontem, s¢ operatoriiniin genlik ve faz yanitlarini,
logaritmik frekans ekseninde secilen ayrik noktalarda eslestirmeyi hedefler. Bu noktalardaki

degerler kullanilarak bir dizi kutup ve sifir hesaplanir.

Matsuda yaklasiminda, [Wmin, Wmax] frekans araliginda, s® ifadesinin logaritmik
frekans yanitt log ((jw)®) = alog (jw) olarak ele alimir. Bu ifadenin reel ve sanal
kisimlari, yani genlik ve faz, secilen frekans noktalarinda 6rneklenir ve bu drneklere uyan

rasyonel bir transfer fonksiyonu olusturulur [47].

Matsuda yontemi, sifir ve kutuplarin hesaplanmasi i¢in dogrudan analitik formiiller
sundugu ve optimizasyon gerektirmedigi i¢in kavramsal olarak basit ve uygulamasi
kolaydir. Ancak Oustaloup yontemi kadar genis bir bant genisliginde diizgiin (smooth) bir
faz cevabi saglamayabilir; secilen frekans noktalar1 arasinda genlik ve faz cevaplarinda

dalgalanmalar (ripple) goriilebilir [42,48].
1.2.4.4 Siirekli Kesir A¢ilimi (CFE) yaklasim yontemi

Stirekli Kesir Ac¢ilimi (Continued Fraction Expansion - CFE), kesir dereceli
integratdr s~% veya s% tiirev operatoriinii rasyonel bir tam sayili fonksiyona doniistiirmek
icin kullanilan giiclii bir matematiksel tekniktir [47]. Bu yontem, oOzellikle sayisal
gerceklestirme icin popliler olan Tustin veya Euler gibi ayriklastirma ydntemlerinin

genellestirilmesi olarak goriilebilir.
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Ornegin, operatdrii i¢in bir CFE yaklasimi, s = (1 —z"1)/(1+z™1) (Tustin
doniigiimii) gibi bir degisken degisimi ile baslayabilir. Elde edilen fonksiyon daha sonra
siirekli kesirler seklinde agilir. Ornegin, s~ i¢in genel bir CFE agilim1 su sekilde olabilir

[42]:

sTE=—~x (1.4)

Bu agilim belirli bir derecede kesildiginde Padé yaklasimina benzer rasyonel bir
transfer fonksiyonu elde edilir. CFE yontemi, 6zellikle diisiik dereceli yaklasimlarda bile
kararli sonuglar iiretmesi ve sayisal implementasyonlar (dijital filtreler) i¢in yliksek
verimlilik saglamasi nedeniyle tercih edilir. Buna karsin, analitik tiiretimi (hesab1) diger
yontemlere gore daha karmasik olabilir ve frekans alant dogrulugu genis bantlarda

Oustaloup yontemi kadar yiiksek olmayabilir [42].
1.2.4.5 Carlson yaklasim yontemi

Carlson yaklasimi, kesir dereceli integratoriin (1/s%) yaklasik ifadesini elde etmek
icin kullanilan klasik yontemlerden biridir. Yontem, operatoriin diirtii yanitin1 (impulse
response) analiz ederek zaman alanindan bir yaklasim gelistirir ve bunu Laplace doniisiimii
ile frekans alanina tasir [49]. Carlson yontemi, t~% fonksiyonuna en uygun rasyonel
fonksiyonu bularak bir yaklasim elde eder. Bu yaklasim daha sonra Laplace doniisiimii ile
frekans diizlemine taginir. Diisiik dereceli sistemler i¢in hizli ve basit bir ¢dziim sunmasi ve
tarihsel 6nemi nedeniyle literatiirde yer bulsa da, yaklasim dogrulugu modern yontemlere
(6rn. Oustaloup, MSBL) kiyasla daha diisiiktiir ve genellikle dar bir frekans araliginda
etkilidir [50].

1.2.5 Kesir dereceli sistemlerin gerceklestirilmesindeki problemler

Kesir dereceli modelleme, klasik tam sayilt modellere kiyasla sistemlerin dinamik
davranmislarini, Ozellikle hafiza ve kalitimsal 6zelliklerini temsil etmede ¢ok daha hassas
sonuglar saglamaktadir. Ancak bu teorik istiinliik, pratik uygulama asamasinda ciddi
miihendislik problemlerini de beraberinde getirmektedir. Karsilasilan en temel problem,
kesir dereceli tiirev ve integral operatorlerinin (s*) dogalar1 geregi "sonsuz boyutlu"
(infinite-dimensional) olmalaridir. Fiziksel diinyada kullanilan islemciler, bellek birimleri
ve analog devre elemanlar1 sonlu kapasiteye sahip oldugundan, bu operatdrlerin dogrudan
ve kayipsiz bir sekilde gergceklenmesi imkansizdir [28,48]. Bu yapisal kisiti asmak ve bir

kesir dereceli operatorii gergekleyebilmek i¢in, operatoriin sonsuz hafizaya sahip
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davraniginin, belirlenmis bir frekans araliginda ([w;,, wp]) sonlu sayida kutup ve sifir ile
sinirlandirilmasi gerekmektedir. Bu amagla literatiirde Oustaloup, Matsuda, MSBL ve

Carlson gibi gesitli yaklasim yontemleri kullanilmaktadir [51,51-54].

Ancak bu yontemlerin her biri, ideal operatorii sadece belirli bir bant genisligi icinde
taklit edebilmektedir. Yaklagim aralifinin disinda sistem, kesir dereceli oOzelliklerini
kaybederek tam sayili bir sistem gibi davranmaya baslamakta, bu da genis bantli sinyal
isleme uygulamalarinda veri kayiplarina yol acabilmektedir. Ayrica, yaklagim bandi
icerisinde dahi, sonlu sayidaki kutup-sifir dagilimi nedeniyle ideal diiz faz egrisinden
sapmalar ve dalgalanmalar (ripple) meydana gelmektedir. Bu sapmalar, hassas kontrol
sistemlerinde kararlilik marjlarinin (faz cevabi) degismesine ve sistemin giirbiizliigiiniin
azalmasina neden olmaktadir. Yaklasim hatasini azaltmanin en dogrudan yolu, kullanilan
transfer fonksiyonunun derecesini (N) artirmaktir. Ancak model derecesinin artirilmas,
ozellikle gercek zamanli gomiilii sistemlerde ve FPGA uygulamalarinda islem yiiki ve
sayisal kararlilik sorunlarimi ortaya cikarmaktadir. Yiiksek dereceli filtreler, daha fazla
carpma ve toplama islemi gerektirdiginden, bu durum érnekleme hizini diisiirebilmekte veya
daha maliyetli donanim gereksinimleri dogurabilmektedir. Bununla birlikte, yiiksek dereceli
polinomlarin katsayilar1 arasindaki dinamik aralik farklari, dijital platformlarda yuvarlama

hatalarina kars1 sistemi daha hassas hale getirerek kararsizlik riskini artirmaktadar.

Gergekleme stirecindeki bir diger kritik problem grubu ise dijitallesme ve donanim
kisitlarindan kaynaklanmaktadir. Siirekli zamanli yaklasimlarin dijital islemcilerde (FPGA,
DSP) calisabilmesi i¢in ayrik zamana doniistiiriilmesi gerekmekte; ancak Tustin veya Al-
Alaoui gibi doniisiim yontemleri, 6zellikle Nyquist frekansina yaklasildiginda "frekans
biikiilmesi" (frequency warping) hatasina neden olmaktadir. Buna ek olarak, FPGA gibi
donanimlarda sayilarin temsili i¢in kullanilan bit genisliginin siirli olmasi, "katsay1
kuantalama hatas1" (coefficient quantization error) adi verilen bir sorunu ortaya
cikarmaktadir. Teorik simiilasyonlarda kararli calisan bir filtre, donanim {izerindeki bit
sinirlamalar1 nedeniyle ideal davranigindan sapabilmekte ve hatta sistemin kutuplarinin
birim ¢ember disina kaymasina yol acabilmektedir. Sonug olarak, kullanilan yontemlerin
dogasi geregi birer yaklasim olmasi ve donanimlarin fiziksel sinirlar1 sebebiyle, gercekleme
sirasinda elde edilen zaman ve frekans yanitlan ile sistemin teorik yanitlari arasinda bir
farkin olusmasi kaginilmazdir. Bu nedenle, daha hassas bir ger¢cekleme performansi elde
edebilmek icin sadece analitik yontemlere giivenmek yerine, bu hatalar1 minimize edecek

optimizasyon algoritmalarinin devreye alinmasi kritik bir 6neme sahiptir [50,55].
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1.3 Kesir Dereceli Fonksiyonlarin Ger¢eklenmesi

Kesir dereceli fonksiyonlarin teorik analizden pratik uygulamalara aktarilmasi, kesir
dereceli sistemler ve denetleyici tasarimi alaninda karsilagilan en temel miihendislik
problemlerinden biridir. Klasik tam say1 dereceli sistemlerin aksine, kesir dereceli tiirev ve
integral operatorleri (s*), dogalart geregi "yerel olmayan" (non-local) bir yapiya sahiptir.
Bu durum, operatdriin o anki davraniginin sistemin tiim ge¢misine bagl oldugu anlamina
gelir (hafiza etkisi) ve bu davranisin matematiksel olarak tam temsili, sonsuz boyutlu bir
sistem veya sonsuz hafiza gerektirir. Fiziksel diinyada sonsuz boyutlu bir donanim miimkiin
olmadigindan, arastirmalar bu operatorlerin davranisini belirli bir frekans bandinda ve kabul
edilebilir bir hata pay1 ile taklit edebilen "sonlu boyutlu" yaklasimlar (finite-dimensional

approximations) gelistirmeye odaklanmistir.

Bu gerceklestirme stratejileri literatiirde temel olarak iki ana kategoriye
ayrilmaktadir: siirekli zamanli elektronik devre elemanlarinin kullanildigi analog
gerceklestirim ve sayisal islemciler lizerinde ayriklastirilmis matematiksel modellerin
kosuldugu dijital gergeklestirim [56]. Hangi yontemin tercih edilecegi; hedeflenen
uygulamanin frekans bandi, ihtiya¢ duyulan hassasiyet, enerji verimliligi ve sistemin ¢alisma
esnasinda parametre degisimine ihtiya¢ duyup duymadigi (yeniden yapilandirilabilirlik) gibi
kriterlere baghdir [52].

1.3.1 Analog gercekleme

Analog gergeklestirim, kesir dereceli operatorlerin (s%) frekans diizlemindeki genlik
ve faz davraniglarini, siirekli zamanl elektronik devre topolojileri ile taklit etmeyi hedefler.
Bu alandaki ilk ¢aligsmalar, direng (R) ve kapasitor (C) elemanlarinin belirli bir geometrik
dizi veya Ozyineli yapi ile (6rnegin Foster veya Cauer formlari) birbirine baglandigi RC
merdiven aglarina dayanmaktadir. "Fraktans" veya "Fraktor" olarak adlandirilan bu pasif
devreler, belirli bir bant genisligi i¢inde sabit bir faz acis1 saglayarak kesir dereceli empedans

davranig1 sergilerler.

Ancak pasif devrelerin boyutlarinin biiyiik olmasi ve parametrelerinin tiretim sonrasi
degistirilememesi, aragtirmacilari aktif devre elemanlarina yoneltmistir. Giincel literatiirde,
islemsel yiikseltegler (Op-Amp), operasyonel trans iletkenlik yiikseltecleri (OTA) ve akim
tastyicilar (CCII) kullanilarak sentezlenen aktif filtre yapilari, daha hassas ve ayarlanabilir
kesir dereceli transfer fonksiyonlarmin elde edilmesini saglamaktadir. Bu alandaki en

yenilik¢i yaklasim ise Alan Programlanabilir Analog Dizilerin (FPAA) kullanimidir.
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FPAA’lar, analog bloklarin i¢ baglantilarinin dijital olarak programlanabilmesine olanak
tantyarak, donanim degisikligi yapmadan filtre derecesinin veya kesir derecesinin

degistirilmesini miimkiin kilar [57,58].

Yakin zamanda yapilan g¢alismalar, FPAA tabanli tasarimlarin, Butterworth ve
Chebyshev gibi yiiksek dereceli kesir dereceli filtrelerin prototiplenmesinde biiytik kolaylik
sagladigin1 gostermistir [59]. Analog gerceklestirimin dijital yontemlere gore en biiyiik
avantaji, sinyallerin ayriklastirilmadan islenmesi sayesinde kuantalama giiriiltiisiiniin
olmamasi ve teorik olarak sonsuz ¢oziiniirliige sahip olmasidir. Ayrica, yiiksek frekansh
uygulamalarda dijital islemcilerin saat frekansi sinirlarina takilmadan ¢alisabilmesi ve diisiik
giic tiikketimi, analog yaklasimi 6zellikle gomiilii sensor arayiizleri ve biyomedikal sinyal

isleme gibi alanlarda cazip kilmaktadir [60,61].

1.3.2 Dijital gercekleme

Dijital gergeklestirim, siirekli zamanli kesir dereceli operatorlerin (s%), dijital bir
platformda (Mikrodenetleyici, DSP veya FPGA) islenebilecek ayrik zamanli fark
denklemlerine doniistiiriilmesi esasina dayanir. Bu siire¢ genellikle iki asamali bir yaklasim
gerektirir: Ilk olarak, Oustaloup, Matsuda veya MSBL gibi ydntemlerle operatdriin s-
diizleminde yiiksek dereceli bir rasyonel yaklagimi (H (s)) elde edilir. ikinci adimda ise bu
rasyonel fonksiyon, Tustin (bilinear), Al-Alaoui veya Simpson gibi doniisiim yontemleri ile
z-dlizlemine (H (Z)) taginarak dijital filtre katsayilari hesaplanir. Alternatif olarak,
Griinwald-Letnikov (GL) tanimi kullanilarak dogrudan tiirev operatdriiniin ayrik zamanh

karsilig1 da elde edilebilir.

Dijital platformlar arasinda FPGA, sundugu paralel iglem yetenegi ile kesir dereceli
sistemler i¢in en uygun donanim ¢ozlimlerinden biri olarak 6ne ¢ikmaktadir. Kesir dereceli
yaklasimlar genellikle yiiksek dereceli (6rnegin 5. veya 7. derece) Sonsuz Diirtii Cevapli
(Infinite Impulse Response - [IR) veya Sonlu Diirtii Cevapli (Finite Impulse Response — FIR)
filtreler gerektirdiginden, standart mikroislemcilerde seri olarak yapilan ¢arpma-toplama
islemleri ciddi gecikmelere yol agabilir. FPGA’lar ise bu islemleri donanimsal paralellik
sayesinde tek bir saat darbesinde gergeklestirebilir. Literatiirde, GL yaklasimi ve rasyonel
yaklagimlar kullanilarak FPGA iizerinde gerceklestirilen kesir dereceli tlirev alicilar,
integraller ve PID denetleyiciler, yiiksek bant genisliginde gercek zamanli ¢calisma basarisi

gostermistir [62].
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Ayrica FPGA’lar, kesir dereceli kaotik sistemler, yapay sinir aglar1 ve memristor
tabanli bellek elemanlarmin modellenmesi gibi karmagik lineer olmayan dinamiklerin
simiilasyonu i¢in de kritik bir rol oynamaktadir. Bu tasarimlarda, MATLAB/Simulink ile
entegre calisan Xilinx System Generator veya Vitis Model Composer gibi "Model Tabanl
Tasarim" (Model-Based Design) araglari, teorik modellerin dogrudan donanim bit akisina
doniistiiriilmesini  saglayarak tasarim siirecini  hizlandirmaktadir [60,63]. Dijital
gergeklestirimin analog yonteme gore temel istlinliikleri; giiriiltii bagisikligl, sicaklik
degisimlerinden etkilenmeme, tasarimin kopyalanabilirligi ve en Onemlisi filtre
katsayilarinin yazilim yoluyla anlik olarak degistirilebilmesidir. Bu esneklik, adaptif kontrol

sistemleri icin dijital yaklagimi vazge¢ilmez kilmaktadir.

1.4 Tezin Amaci

Kesir dereceli hesaplama, sistemin mevcut davranisinin gegmis durumlarin birikimli
etkisini icermesine olanak taniyan hafiza ve yerellik-dis1 6zellikleri sayesinde, klasik tam
saylli modellere kiyasla dinamik sistemlerin daha yiiksek dogrulukla modellenmesini
miimkiin kilmaktadir. Ancak yapilan kapsamli literatiir taramasi, bu teorik {istlinliiglin pratik
uygulamalara aktarilmasinda, 6zellikle dijital donanim gerceklemelerinde ciddi problemler
yasandigin1 gostermektedir. Mevcut ¢aligmalarin biiylik ¢cogunlugu teorik simiilasyonlarla
sinirl1 kalmakta, donanim {izerinde ger¢ek zamanli calisan uygulamalar ise genellikle

standart yontemlerin getirdigi performans sinirlarina takilmaktadir.

Bu dogrultuda, tezin temel motivasyonu; kesir dereceli sistemlerin (operatorler,
filtreler ve kontrolciiler) dijital ortamda yiiksek dogrulukla ve donanim verimliligi
gozetilerek gergeklenmesini saglayan biitlinlesik bir tasarim metodolojisi gelistirmektir. Tez

kapsaminda odaklanilan temel problemler ve ¢oziim hedefleri su sekilde detaylandirilabilir:

Standart Yaklagim Yontemlerinin Sinirlarinin Asilmasi: Kesir dereceli operatorlerin
(s%) sonlu boyutlu rasyonel fonksiyonlarla (transfer fonksiyonlari) ifade edilmesinde
kullanilan Oustaloup, Matsuda ve MSBL gibi analitik yontemler, endiistri standardi haline
gelmistir. Ancak bu yOntemler, matematiksel yapilar1 geregi sadece belirli bir merkez
frekans etrafinda yliksek dogruluk saglarken, calisma bandinin u¢ noktalaria (diisiik ve
yiiksek frekans bolgeleri) gidildikge hem genlik hem de faz cevabinda kabul edilemez
sapmalar (ripple) gostermektedir. Tezin ilk amaci, bu analitik yontemlerin neden oldugu

spektral hatalar1 analiz etmek ve optimizasyon yontemleriyle minimize etmektir.
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Optimizasyon Tabanli Tasarim Yaklagimi: Standart yontemlerin {irettigi katsayilar,
genellikle sabit analitik formiillere dayanir ve sistemin 6zel gereksinimlerine gore esneklik
gostermez. Bu tezde, transfer fonksiyonu katsayilarinin (kutuplar, sifirlar ve kazang),
metasezgisel optimizasyon algoritmalar1 (Parcacik Sirii Optimizasyonu, Genetik
Algoritmalar vb.) veya gradyan tabanli yontemler (fmincon vb.) kullanilarak yeniden
diizenlenmesi hedeflenmistir. Amagc, hedef frekans cevabina veya zaman diizlemi tepkisine
(basamak cevab1 vb.) maksimum oranda yaklasan, "optimize edilmis" yeni nesil yaklasim

fonksiyonlar1 elde etmektir.

FPGA Tabanh Yiiksek Performansli Gergekleme: Teorik olarak optimize edilen bu
karmagik matematiksel modellerin, klasik mikrodenetleyicilerin igslem giicii sinirlarina
takilmadan calisabilmesi gerekmektedir. Bu baglamda tezin bir diger amaci; optimize
edilmis kesir dereceli sistemleri, paralel islem yetenegi, yiiksek hiz ve deterministik

zamanlama sunan FPGA {izerinde ger¢eklemektir.
Bu temel hedefler dogrultusunda, tez ¢aligmasi su tic somut ¢iktry1 hedeflemektedir:

Birinci olarak, literatiirdeki yaklagim yontemlerinin (6zellikle Oustaloup ve MSBL)
frekans ve zaman diizlemindeki hata karakteristiklerinin iyilestirilmesi; boylece genis banth
uygulamalarda dahi kararli faz ve genlik cevabi sunan modellerin gelistirilmesi

amaclanmustir.

Ikinci olarak, gelistirilen optimizasyon algoritmalari sayesinde, sistem tasarimcisina
esneklik kazandirilmasi hedeflenmistir. Tasarimci, uygulamasina gore "frekans hassasiyeti"
veya "zaman tepkisi hiz1" (overshoot, settling time vb.) parametrelerini dnceleyen bir

optimizasyon siirecini isletebilecektir.

Son olarak, teorik tasarim ile pratik uygulama arasindaki boslugun doldurulmasi
hedeflenmistir. Bu kapsamda, optimize edilmis modellerin FPGA iizerinde, kaynak
kullanim1 (LUT, Flip-Flop) ve gii¢ tiiketimi agisindan verimli bir sekilde, modern model
tabanli tasarim araglar (Xilinx Vitis Model Composer vb.) kullanilarak ger¢eklenmesi ve

sonuglarin dogrulanmasi amaglanmastir.

Ozetle bu tez; kesir dereceli sistemlerin sadece matematiksel birer model olmaktan
c¢ikarip, endiistriyel kontrol, sinyal isleme ve robotik gibi alanlarda giivenle kullanilabilecek,
optimize edilmis ve donanim iizerinde dogrulanmis birer miihendislik araci haline getirmeyi

amagclamaktadir.
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1.5 Tezin Organizasyonu

Bu tez kapsaminda, kesir dereceli transfer fonksiyonlarinin dijital ortamda yiiksek
dogrulukla gerceklenmesi amaciyla, optimizasyon tabanli yaklagim yontemleri ve FPGA
tabanli simiilasyon uygulamalar1 gerceklestirilmistir. Gergeklestirilen simiilasyon
uygulamalarindan bir tanesi FPGA donanimi iizerinde realize edilerek tutarlilik analizi
yapilmistir. Calismanin ilk asamasinda, literatiirde yaygin olarak kullanilan ancak belirli

kisitlar1 bulunan analitik yaklagim yontemleri temel alinmistir.

Ik olarak, ideal kesir dereceli operatdrlerin (s%) frekans davranislarmi yansitan
teorik veriler ve standart yaklagim yontemlerinin iirettigi sonuglar karsilagtirmali olarak
analiz edilmistir. Bu analizler, standart yontemlerin 6zellikle calisma bandinin ug
noktalarinda gosterdigi genlik ve faz sapmalarini net bir sekilde ortaya koymustur. Elde
edilen bu 6n bilgiler, iyilestirme siirecinin hangi frekans araliklarina ve parametrelere
odaklanmas1 gerektigini belirlemek i¢in kullanilmistir. Bu hazirlik siireci, Onerilen
optimizasyon tabanli yaklasimlarin gerekliligini ve hedeflerini tanimlamak agisindan 6nemli

bir 6n adimdir.

Sistem modeli, daha sonra uygulanacak optimizasyon algoritmalarinin temelini
olusturacagindan, bu siiregte modelin parametrik yapisinin optimizasyona uygun hale
getirilmesine 6zellikle dikkat edilmistir. Ardindan, belirlenen kesir dereceli model yapilari,
secilen optimizasyon algoritmalari ile entegre edilerek katsay1 iyilestirme siirecine

baglanmistir.

Optimizasyon siireci, hedef frekans cevabina en yakin sonucu verecek sekilde
ylriitiilmiis ve elde edilen her bir gelistirilmis yaklasim transfer fonksiyonu once
MATLAB/Simulink ortaminda simiilasyon yoluyla, daha sonra ise FPGA donanimi

tizerinde test edilmistir.

Sonraki asamada, optimize edilmis transfer fonksiyonlari, dijital filtre formuna
(6rnegin IIR filtre) doniistiiriilerek FPGA {izerinde gercek zamanli calisacak sekilde
programlanmis ve MATLAB ortami ile entegre seklinde ¢alisan Vitis Model Composer

programinda simiilasyon yoluyla dogrulama testleri gergceklestirilmistir.

Bu tez c¢alismasi, kesir dereceli sistemlerin teorik temellerinden baslayarak,
optimizasyon destekli modelleme tekniklerine ve nihayetinde FPGA tabanh
simiilasyon/donanim gergeklemelerine uzanan kapsamli bir akis igerisinde yedi ana

boliimden olusmaktadir. Tezin giris niteligindeki birinci boliimiinde, kesir dereceli
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hesaplamanin tarihsel gelisimi, temel matematiksel tanimlar1 ve miihendislikteki giincel
uygulama alanlar1 literatiir taramasi esliginde sunulmustur. Bu boéliimde ayrica, kesir
dereceli sistemlerin donanim tlizerinde ger¢eklenmesi sirasinda karsilasilan temel problemler
tanimlanmis, tezin amaci ve bu problemlere getirdigi ¢6zim Onerileri detaylandirilarak

calismanin kapsami ve literatiire katkilar1 ortaya konmustur.

Takip eden ikinci boliimde, kesir dereceli analizin matematiksel altyapis1 ve yaklagim
yontemleri teorik bir ¢er¢evede ele alinmistir. Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-
Letnikov gibi temel operator tanimlar1 verilmis; Oustaloup, Matsuda, MSBL ve Carlson gibi
literatiirde yaygin olarak kullanilan siirekli zamanli yaklagim yontemlerinin calisma
prensipleri, avantajlart ve kisitlar1 formiilasyonlarla a¢iklanmistir. Ayrica, bu siirekli zaman
modellerinin dijital platformlara aktarilmasinda kullanilan ayriklastirma teknikleri ve

kararlilik analizleri bu boliimiin teorik zeminini olusturmaktadir.

Uciincii boliimde, teorik operatdrlerin pratik uygulamaya ilk adimi olarak, kesir
dereceli bir operatoriin standart yaklasim yontemleri kullanilarak FPGA iizerinde
gerceklenmesi siireci anlatilmistir. Bu kapsamda, Matsuda yontemiyle modellenen bir kesir
dereceli entegratoriin, Vitis Model Composer Hub kullanilarak model tabanli tasarimi

yapilmis ve FPGA iizerindeki frekans/zaman cevaplar1 incelenmistir.

Ddérdiincii boliimde ise ¢alisma bir adim ileri tasinarak gercek bir fiziksel sistem
tizerinde uygulanmistir. Bir DC motor deney diizeneginden alinan verilerle sistem
tanimlama islemi gergeklestirilmis, elde edilen yiiksek dereceli model H, —Norm tabanl
optimizasyon ile indirgenmis ve bu indirgenmis modelin FPGA {izerindeki basarimi

simiilasyon ile dogrulanmustir.

Tezin en Onemli katkilarin1 barindiran besinci boliimde, standart yaklasim
yontemlerinin  frekans diizlemindeki hatalarimi  minimize etmek i¢in gelistirilen
optimizasyon tabanli metodoloji sunulmustur. MSBL ve Oustaloup yontemleri temel
alinarak, fmincon ve fgoalattain algoritmalartyla optimize edilen operator, filtre ve FOPID
kontrolcii modellerinin, standart yontemlere kiyasla frekans ve faz cevabinda sagladigi
tyilestirmeler detayli analizlerle gosterilmistir. Ayrica Onerilen yontem ile elde edilmis
transfer fonksiyonu, kesir dereceli operator i¢in FPGA donanimi iizerinde basart ile deneysel

olarak gerceklestirilmigtir.
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Altinc1 boliimde, optimizasyon stratejisi zaman domeynine odaklanacak sekilde
genisletilmis ve Parcacik Siirli Optimizasyonu (PSO) ve fmincon algoritmalar1 kullanilarak

sistemin basamak tepkisindeki gecici hal hatalarinin nasil minimize edildigi incelenmistir.

Son olarak yedinci boliimde, tez kapsaminda elde edilen tiim teorik ve pratik test
sonuclar1 sentezlenmis, ¢aligmanin literatiire sagladigi katkilar 6zetlenmis ve gelecekteki

arastirmalar icin Onerilerde bulunulmustur.
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2. METODOLOJi

2.1 Gergekleme Siirecindeki Karsilasilan Hatalar

Kesir dereceli operatorlerin fiziksel sistemler lizerinde gergeklenmesi, teorik
modelleme ile pratik uygulama arasindaki kaginilmaz farklardan kaynaklanan bir dizi hatay1
ve kisitlamay1 beraberinde getirir. Kesir dereceli tiirev ve integral operatorleri (s%), dogalari
geregi "sonsuz boyutlu" (infinite-dimensional) bir yapiya sahip olduklarindan, bu
operatorlerin sonlu kaynaklara sahip dijital veya analog donanimlar {izerinde tam ve kayipsiz
bir sekilde gerceklenmesi imkéansizdir. Bu temel kisit, literatiirde genellikle "gercekleme
problemi" olarak adlandirilir ve arastirmacilar, bu operatorleri belirli bir hata toleransi
dahilinde taklit edebilecek sonlu boyutlu yaklasim (approximation) yontemlerine bagvurmak
zorundadirlar [64]. Ancak, kullanilan her yaklasim yontemi ve her donanim platformu,
sisteme kendine 0zgii yeni hata katmanlar1 ekler. Bu hatalar, matematiksel modellemeden
dijitallesmeye ve nihayetinde donanimsal sinirlara kadar uzanan bir zincirleme reaksiyon

seklinde ortaya cikar.

Gergekleme siirecinin ilk asamasinda karsilasilan hatalar, analitik yaklagim hatalari
olarak smiflandirilir. Oustaloup, Matsuda veya MSBL gibi standart yontemler, ideal
operatdriin sonsuz bant genigligindeki sabit faz ve genlik egimi davranisini, ancak smirl bir
frekans band1 ([w, wy]) icerisinde ve sonlu sayida kutup-sifir ile taklit edebilir. Bu durum
iki temel soruna yol agar: Birincisi, belirlenen bant genisligi disinda sistem, kesir dereceli
karakteristigini kaybederek tam sayili bir sistem gibi davranmaya baslar ve bu da genis
spektrumlu sinyallerin islenmesinde ciddi veri kayiplarma neden olur. ikincisi ve daha
kritigi, ¢alisma bandi igerisinde dahi, sonlu sayidaki kutup ve sifirlarin dagilimidan
kaynaklanan genlik ve faz dalgalanmalaridir (ripple). Ozellikle hassas kontrol
uygulamalarinda, bu faz dalgalanmalar1 sistemin kararlihik marjlarin1 (faz cevabi)
degistirerek glirblizlligii azaltir ve dngoriilemeyen gecici hal tepkilerine neden olabilir [65].
Yaklasim hatasini azaltmanin teorik yolu, kullanilan transfer fonksiyonunun derecesini (N)
artirmaktir; ancak bu ¢6ziim, islem ylikiinii ve donanim karmagikligini1 artirarak gercek

zamanli ¢caligmay1 zorlastiran bir "derece-performans" ¢eligkisi yaratir.

Matematiksel modelleme asamasindan sonra gelen ikinci hata katmani, siirekli
zamanli sistemlerin dijital platformlara aktarilmasi sirasinda olusan ayriklastirma hatalaridir.
FPGA veya DSP gibi djjital islemciler ayrik zamanlh g¢alistigindan, stirekli zamanl (s-

diizlemi) yaklagimlarin z-diizlemine doniistiiriilmesi gerekir. Bu doniisiimde en sik
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kullanilan Tustin (bilinear) gibi yontemler, 6zellikle Nyquist frekansina yaklagildik¢a
frekans ekseninde dogrusal olmayan bir sikismaya, yani "frekans biikiilmesine" (frequency
warping) neden olur. Bu biikiilme, yiiksek frekansli bilesenlerin faz ve genlik cevaplarinda
ciddi sapmalar yaratarak tasarlanan filtrenin performansini bozar. Ayrica, drnekleme
frekansinin Shannon-Nyquist teoremine uygun se¢ilmemesi durumunda, analog sinyalin
yiiksek frekansl bilesenlerinin dijital diinyada diisiik frekansl giiriiltii olarak algilanmasina
yol agan oOrtiisme (aliasing) problemi de sistemin dogrulugunu tehdit eden bir diger faktordiir

[66,67].

Son ve belki de en belirleyici hata katmani ise dijital ger¢ekleme ve donanim
kisitlarindan kaynaklanir. Teorik simiilasyonlarda kullanilan 64-bit kayan noktali (floating-
point) aritmetik, FPGA gibi donanimlarda hiz ve kaynak tasarrufu amaciyla genellikle yerini
sinirl1 bit uzunluguna sahip sabit noktali (fixed-point) aritmetige birakir. Bu gegis, "katsay1
kuantalama hatas1" (coefficient quantization error) adi verilen kritik bir sorunu dogurur.
Ideal transfer fonksiyonundaki hassas katsayilarin donanim kaydedicilerine sigdiriimast igin
yuvarlanmasi, sistemin kutup ve sifirlarinin yerini degistirerek filtre karakteristigini bozar;
hatta yliksek dereceli filtrelerde kararli bir sistemi kararsiz hale bile getirebilir. Buna ek
olarak, her aritmetik islem sonrasi olusan yuvarlama hatalar1 birikerek sistem c¢ikisinda
"yuvarlama giiriiltiisii" (round-off noise) olarak belirir. Sinyal seviyesinin atanan bit
genigligini asmast durumunda olusan "tagma" (overflow) ve dongiisel islemlerdeki
yuvarlama hatalarindan kaynaklanan "limit dongiileri" (limit cycles), sistemin tamamen

hatali ¢calismasina veya istenmeyen salinimlar tiretmesine neden olabilir [68].

Ozetle, bir kesir dereceli operatdrii, FPGA {izerinde gerceklemek; sonsuz bir
matematiksel kavrami 6nce sinirlt bir analitik modele, ardindan ayrik bir zaman diizlemine
ve en sonunda kisith bir sayisal ¢oziiniirliige sigdirma ¢abasidir. Bu siiregteki her bir adim,
sistemin ideal davranigindan sapmasina neden olan kiimiilatif bir hata zinciri olusturur. Bu
nedenle, basarili bir gercekleme i¢in sadece analitik yontemlere glivenmek yeterli degildir;
bu cok katmanli hata yapisini analiz eden ve minimize eden optimizasyon tabanli tasarim

stratejilerinin gelistirilmesi zorunludur.

2.2 Hatalarin Minimize Edilmesi I¢cin Oneriler

Boliim 2.1°de kapsamli bir sekilde tartisildigi iizere, sonsuz hafiza ve yerellik-dis1
(non-local) 6zellikler sergileyen kesir dereceli operatorlerin (s%*), sonlu boyutlu rasyonel

transfer fonksiyonlar1 (6rnegin Oustaloup, Matsuda veya MSBL metodlar1) ile
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modellenmesi, kaginilmaz olarak analitik yaklasim hatalarini beraberinde getirmektedir. Bu
standart analitik yontemler, genellikle belirli bir merkez frekans etrafinda veya sinirlt bir
bant genisligi icerisinde tatmin edici sonuglar tliretse de elde edilen katsayilar tiim calisma
bolgesi i¢in nadiren "optimal" niteliktedir. Ozellikle ¢calisma bandinin ug noktalarina dogru
gidildik¢e genlik ve faz cevaplarinda gozlemlenen sapmalar ve dalgalanmalar (ripple),
tasarlanan sistemin genel bagarimini, kararlilik marjlarin1 ve parametre degisimlerine karsi
glirbiizliiglinii (robustness) dogrudan ve olumsuz yonde etkilemektedir [69]. Bu baglamda,
analitik yontemlerin dogasindan kaynaklanan bu sistematik hatalar1 minimize etmek ve
sistem performansini ideal teorik modele yaklastirmak i¢in onerilen en gii¢lii ve modern
yaklagim, hesaplamali optimizasyon (computational optimization) tekniklerinin tasarim

slirecine entegre edilmesidir.

2.2.1 Optimizasyon nedir ve bu problemde neden kullanilir?

Optimizasyon, en genel tanimiyla, belirli kisitlar altinda tanimlanmis bir amag
fonksiyonunu (cost function) minimize veya maksimize edecek en uygun parametre setinin
sistematik olarak aranmasi ve bulunmasi siirecidir. Kesir dereceli sistemlerin ger¢eklenmesi
problemi 6zelinde bu siireg; yaklasim fonksiyonunun pay ve paydasindaki katsayilardan
olusan parametre setinin, ideal kesir dereceli operatoriin frekans veya zaman cevabi ile
onerilen modelin cevabi arasindaki farki minimize edecek sekilde ayarlanmasini igerir. Bu
fark, genellikle tasarim hedeflerine bagli olarak Kok Ortalama Karesel Hata (RMSE),
Ortalama Mutlak Yiizde Hata (MAPE), Ortalama Karesel Hata (MSE), integral Mutlak Hata
(IAE) veya maksimum faz sapmasi gibi performans metrikleri iizerinden 6l¢iiliir. Ayrica,
optimizasyon siireci boyunca elde edilen transfer fonksiyonunun kararli (stable) olmasi gibi
kritik kisitlarin da saglanmasi zorunludur; 6rnegin, s domeyninde kutuplarin sol yari
diizlemde veya z domeyninde birim ¢ember igerisinde kalmasi garanti altina alinmalidir

[70,71].

Optimizasyonun bu problemdeki temel amaci, Oustaloup veya benzeri analitik
yontemlerin iirettigi katsayilar1 nihai bir sonug olarak degil, bir "baslangi¢c noktasi" olarak
degerlendirmektir. Analitik yontemler, problemin ¢dziim uzayinda makul bir bolgeye isaret
ederken, optimizasyon algoritmalar1 bu bdlgeyi ve Otesini tarayarak hatayr (amag
fonksiyonunu) standart yontemlerin ulasabileceginden ¢ok daha diisiik seviyelere indirmeyi
hedefler. Boylece, sadece belirli bir frekansa odaklanmak yerine, tiim ¢alisma bandi1 boyunca

daha diizgiin ve ideal karaktere daha yakin bir sistem cevab1 elde edilebilir.
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2.2.1.1 Optimizasyon yontemleri ve siniflandirilmasi

Kesir dereceli sistemlerin optimizasyonunda kullanilan yontemler, ele alinan hata
ylizeyinin karmasikligina ve tiirevlenebilirlik 6zelliklerine gore temel olarak iki ana sinifa
ayrilmaktadir. Bu alandaki problemler genellikle ¢ok sayida yerel minimuma (local minima)
sahip, cok modlu (multi-modal) ve karmasik (non-convex) bir hata ylizeyi yapisi

sergilediginden, yontemin se¢imi kritik oneme sahiptir.

[k kategori olan Gradyan Tabanli (Tiirevsel) Yéntemler, amag fonksiyonunun tiirev
bilgisini (gradyanini) kullanarak hatanin en hizli azaldig1 yone dogru iteratif bir sekilde
ilerler. Newton-Raphson veya fmincon (Sequential Quadratic Programming - SQP) gibi
algoritmalar bu simifin en bilinen 6rnekleridir. Bu yontemlerin en biiyiik avantaji, yerel
arama yeteneklerinin ¢ok giiclii olmas1 ve uygun bir baslangi¢ noktasi verildiginde ¢6ziime
hizl bir sekilde yakinsayabilmeleridir. Ancak, hata ylizeyinin karmasik oldugu durumlarda,
algoritmanin global minimum yerine en yakin yerel minimuma takilip kalma riski oldukc¢a
yiiksektir. Bu durum, global en iyi ¢oziimiin bulunmasmi garanti edememelerine ve

baslangi¢ kosullarina agir1 duyarli olmalarina neden olur.

Ikinci ve bu tiir problemler icin daha sik tercih edilen kategori ise Metasezgisel
(Metaheuristic) Yontemlerdir. Dogadan, biyolojik siireclerden, fizik yasalarindan veya
sosyal davraniglardan ilham alan bu algoritmalar, tiirev bilgisine ihtiya¢ duymadan arama
uzayini stokastik (rassal) operatorlerle tararlar. Bu 6zellikleri sayesinde, yerel minimumlara
takilma olasiliklar diisiiktiir ve global arama yetenekleri yiiksektir. Kesir dereceli sistem
katsayilarinin optimize edilmesi gibi yiiksek boyutlu ve karmasik problemler icin
metasezgisel yontemler, esneklikleri ve basarimlari nedeniyle literatiirde baskin bir tercih

haline gelmistir [65,72].

Literatiirde FOPID tasarimi ve filtre katsayilarinin optimizasyonu igin siklikla

bagvurulan popiiler bazi optimizasyon yontemleri sunlardir:

Parcacik Siirii Optimizasyonu (Particle Swarm Optimization - PSO): Pargacik
Siirti Optimizasyonu (PSO), kus siiriilerinin veya balik topluluklarinin yiyecek arama
stirecindeki kolektif hareket davraniglarindan esinlenen popiilasyon temelli bir optimizasyon
yontemidir. Her bir aday ¢6ziimiin bir “parcacik™ olarak temsil edildigi bu yaklagim, bireysel
deneyim (pbest) ile siiriiniin kolektif en iyi bilgisini (gbes?) birlestirerek arama uzayinda
dinamik ve etkilesimli bir yonlendirme gergeklestirir. Bu iki 6grenme bileseninin dengeli

etkilesimi, PSO’nun arama uzayinda hem kesif (exploration) hem de somiirii (exploitation)
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yeteneklerini etkin sekilde kullanmasina olanak tanir. PSO'nun algoritmik yapisi, az sayida
parametreye bagli olmasi, gradyan bilgisine ihtiyag duymamasi ve dogrusal olmayan, ¢ok
modlu problemlerde bile yiiksek yakinsama hizi saglamasi nedeniyle literatiirde genis

uygulama alan1 bulmustur.

Son yillarda PSO’nun performansini artirmak amaciyla ¢ok sayida varyant
gelistirilmistir. Dinamik komsuluk yapilari, adaptif atalet agirligi, ¢ok siiriilii yapilar, hibrit
PSO-DE veya PSO-GA yaklasimlar1 ve surrogate-assisted PSO modelleri, 6zellikle
karmagik ve yliksek boyutlu optimizasyon problemlerinde iyilestirilmis performans
sunmaktadir. Giincel ¢aligmalar, PSO’nun miihendislik tasarimi, makine 6grenmesi, enerji
yonetimi, su kaynaklari optimizasyonu, igaret isleme ve sistem kontrolii gibi genis bir

yelpazede basarili sonuclar verdigini gostermektedir.

Kesir dereceli sistemlerde optimizasyon problemleri genellikle yiiksek duyarliliga
sahip parametreler, genis ¢oziim yiizeyleri, ¢cok modlu fonksiyon yapilart ve klasik
yontemlerle ¢6ziilmesi zor olan dogrusal olmayan yapilarin bir araya gelmesiyle
karakterizedir. Bu nedenle PSO, kesir dereceli sistem tasarimi ve parametre ayarlama

stireclerinde giiclii bir arag olarak 6ne ¢ikmaktadir.

Kesir dereceli filtreler, klasik tam sayili filtrelere gore daha genis esneklik
sunmalarina karsin, hedeflenen biiyiikliik ve faz tepkilerinin elde edilmesi i¢in uygun kutup-

sifir dagilimlarinin belirlenmesi zor bir optimizasyon problemidir.
PSO bu baglamda su amaglarla kullanilmaktadir:

o kesir dereceli kesir derecesine ait hedef frekans cevabinin (6r. |H(jw)| ve 2H(jw))

minimum hata ile yakalanmasi,

e Oustaloup, Matsuda veya MSBL tabanli yaklagimlarin filtre parametrelerinin

optimize edilmesi,
o kesir dereceli filtreden tiiretilmis yiiksek dereceli tam say1 filtrelerin sadelestirilmesi,

e FPGA veya DSP ortammna uygun minimum hata ile ayrik zamanli modele

yakinsama.

Ornegin, PSO kullanilarak Oustaloup yaklasimindaki kutup—sifir ¢iftlerinin frekans
Ol¢ek faktorleri optimize edilmekte ve bu sayede klasik Oustaloup filtrelerinin bant kenar1

hatalar1 belirgin sekilde azaltilabilmektedir. Elde edilen filtre fonksiyonlar1 hem kesir
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dereceli modelleme hem de ger¢ek zamanli FPGA uygulamalari i¢in daha diisik RMSE ve
daha iyi faz uyumu gostermektedir [73—77].

Genetik Algoritmalar (Genetic Algorithms - GA): Genetik Algoritmalar (GA),
Darwin’in evrim teorisi ve dogal seleksiyon prensiplerinden esinlenen gii¢lii bir sezgisel
optimizasyon yontemidir. GA’da ¢6ziim uzayi, her biri bir aday ¢oziimii temsil eden
bireylerden olusan bir popiilasyon seklinde modellenir. Algoritma, her bir bireyin uygunluk
degerini (fitness) hata fonksiyonuna gore degerlendirir ve yiiksek uygunluga sahip olan
bireylerin sonraki nesillerde daha baskin hale gelmesini saglar. Bu siireg; se¢ilim (selection),
caprazlama (crossover) ve mutasyon (mutation) gibi genetik operatorlerin sistematik
uygulanmasiyla gerceklestirilir. Boylece popiilasyon nesilden nesile evrimleserek optimum

veya optimuma yakin ¢éziimlere dogru ilerler.

GA’nin en 6nemli avantajlarindan biri, hem ayrik hem siirekli parametrelerin bir
arada optimize edilmesine imkan tanimasidir. Ayrica, gradyan bilgisine ihtiya¢ duymamasi
sayesinde dogrusal olmayan, ¢ok modlu (multimodal), diferansiyellenemeyen ve giiriiltiili
optimizasyon problemlerinde yiiksek performans gosterir. Popiilasyon tabanli yapisi, ¢6ziim

ylizeyini global olarak taramasina izin vererek lokal minimumlara sikigsma olasiligini azaltir.

Bu nedenle GA, sinyal isleme, kontrol miihendisligi, yapay zeka, yapisal tasarim,
enerji yonetimi ve biyomedikal sistemler gibi bircok alanda oldugu gibi, kesir dereceli
(fractional-order) sistemlerin optimizasyonunda da etkili bir ara¢ olarak genis capta

kullanilmaktadir.

GA’nin kesir dereceli sistemlerde kullanimi hem teorik hem pratik agidan 6nemli

kazanimlar saglamaktadir:

o Kesir dereceli modellerin parametrelerinin dogrudan analitik yoOntemlerle

belirlenmesinin miimkiin olmadig1 durumlarda GA global arama kabiliyeti sunar.

e Cok modlu ve yiiksek boyutlu kesir dereceli tasarim problemlerinde GA’nin

popiilasyon tabanli yaklasimi, lokal minimumlara takilma olasiligini azaltir.

o Kesir dereceli filtre ve FOPID denetleyici tasarimi gibi parametre sayisinin fazla

oldugu yapilarda GA, hizl1 ve giivenilir bir optimizasyon saglar.

o FPGA gibi ger¢ek zamanli platformlara uygulanacak kesir dereceli sistemlerin

sadelestirilmis ve optimize edilmis modellerle gerceklestirilmesini miimkiin kilar.
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Bu o6zellikleri nedeniyle GA, o0zellikle kesir dereceli sistemlerin modelleme,
tanimlama, denetim ve donanimsal gercekleme siireclerinde etkin ve modern bir

optimizasyon araci olarak degerlendirilmektedir [78—81], [82].

Gri Kurt Optimizasyonu (Grey Wolf Optimizer - GWO): Gri Kurt
Optimizasyonu (GWO), dogal gri kurt siiriilerinin sosyal hiyerarsisini ve avlanma
dinamiklerini taklit eden modern ve etkili bir meta-sezgisel optimizasyon yontemidir.
Algoritma, kurt siirlistindeki karar mekanizmasinin {i¢ baskin lider — Alfa (a)), Beta (B) ve
Delta (3) — tarafindan yonetildigi biyolojik modele dayanir. Popiilasyondaki en iyi li¢ aday
¢ozlim bu liderleri temsil eder ve geri kalan omega (o) bireyleri bu liderlerin rehberliginde

arama uzayinda konumlarini gilincelleyerek optimize ederler.
GWO’nun avlanma mekanizmast ii¢ temel davranisa dayanir:
1. Avin yerini tespit etme (encircling)
2. Avi kusatma (surrounding)
3. Awvi1yakalama ve saldir1 (attacking)

Matematiksel olarak bu siireg, lider kurtlarin konumlarinin diger bireyler tarafindan
takip edilmesi prensibiyle gerceklestirilir. Arama katsayilarinin iterasyon boyunca dogrusal
olarak azalmasi sayesinde GWO’nun arama davranisi, erken iterasyonlarda kesif
(exploration), son iterasyonlarda ise sOmiirli (exploitation) agirlikli bir yap1 sergiler. Bu
ozellik, GWO’yu ozellikle karmasik, ¢cok modlu ve dogrusal olmayan optimizasyon

problemlerinde gii¢lii bir ara¢ haline getirmektedir.

Son yillarda GWO, parametre ayarinin kolay olmasi, popiilasyon tabanli yapisinin
dengeli bir kesif—somiirii mekanizmas1 sunmasi ve erken yakinsamaya kars1 dayanikliligi
sayesinde PSO ve GA’ya giiclii bir alternatif olarak literatiirde genis ilgi gormiistiir. Hibrit
GWO-PSO, adaptif GWO, ¢ok amagli GWO (MOGWO) ve kaotik GWO gibi gelismis
varyantlar; miihendislik tasarimi, yapay zeka, enerji optimizasyonu, biyomedikal
modelleme, kontrol sistemleri ve Ozellikle kesir dereceli sistemlerin parametrik

optimizasyonunda basarili sonuglar vermektedir.

GWO’nun kesir dereceli sistemlerde tercih edilmesinin temel nedenleri asagida

Ozetlenmistir:

e Arama-somiirii dengesinin dogal olarak iyi kurulmasi sayesinde kesir dereceli

sistemlerde daha kararli ve stabil yakinsama,
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e Parametre duyarlilig diisiik oldugu i¢in optimizasyon stirecinin GA ve PSO’ya gore

daha istikrarl1 olmasi,
e (Cok modlu fonksiyonlarda lokal minimumlara takilma riskinin azalmasi,

e kesir dereceli filtre ve FOPID denetleyiciler gibi yiiksek boyutlu optimizasyon

problemlerinde hizli ve global ¢oziimler iiretebilmesi,

e FPGA fiizerine uygulanacak kesir dereceli modeller i¢in daha sadelestirilmis ve

donanima uygun optimize transfer fonksiyonlarinin elde edilebilmesi.

Bu ozellikler GWO’yu kesir dereceli modelleme, denetim tasarimi, kesir dereceli
operator indirgeme ve donanimsal ger¢ekleme calismalarinda modern ve etkili bir yontem

haline getirmektedir [83—85].

fmincon Tabanh Deterministik Optimizasyon Yontemi: fmincon, MATLAB’in
dogrusal olmayan kisith optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan deterministik
bir ¢oziimleyicisidir. YoOntem, ama¢ fonksiyonunu minimize ederken esitlik/esitsizlik
kisitlarini, sinirlart ve baslangic kosullarmi dikkate alir. fmincon, farkli algoritmalar
(interior-point, SQP, trust-region-reflective, active-set) arasinda problem yapisina gore

secim yapilmasina izin verir ve tiirev tabanli (gradient-based) bir yaklagim kullanir.

Bu nedenle fmincon, yeterli diizgiinlik (smoothness) iceren optimizasyon
problemlerinde hizli ve kararli bir yakinsama saglayabilir. Ancak yontemin onemli bir
ozelligi, yerel optimumlara duyarli olmasidir; baslangi¢c noktasinin se¢imi elde edilen
sonucun kalitesini dogrudan etkiler. Buna karsin, fmincon’un hesaplama maliyeti diisiik
oldugu ve kisit tanimlama yetenegi giiclii oldugu i¢in miihendislik uygulamalarinda yaygin

olarak kullanilmaktadir.
fmincon, kesir dereceli sistemlerde:
o Yiiksek dogruluk gerektiren model uyarlama problemlerinde,
o Tiirevlenebilir hatalarla tanimlanmig optimizasyonlarda,
e Kisitlarin kritik oldugu tasarim senaryolarinda (6rnegin kararlilik, frekans sinirlari),

basaril1 bir deterministik ¢oziimdiir. Ancak global optimum giivence altinda degildir;
bu nedenle ¢cogu arastirmada PSO/GA/GWO gibi meta-sezgisel yontemlerle birlikte hibrit
kullanim da oldukg¢a yaygindir [86-90].
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fgoalattain Tabanh Cok Amagh Optimizasyon Yontemi: fgoalattain,
MATLAB’in ¢ok amacli optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan bir yontemidir.
Bu yaklasimda her bir amag fonksiyonu i¢in kullanici tarafindan bir hedef (goal) ve bir 6nem
agirhigi (weight) tanimlanir. Optimizasyon siireci, tiim amag¢ fonksiyonlarinin tanimlanan

hedef degerlerine en yakin sekilde ger¢eklesmesini saglar.

Yontem, ozellikle iki veya daha fazla performans olgiitiiniin ayn1 anda optimize
edilmesi gereken miihendislik uygulamalarinda giiclii bir aragtir. Amag¢ fonksiyonlari

genellikle yumusak ve siirekli oldugu siirece hizli ve kararli bir yakinsama saglar.

Kesir dereceli sistemlerde optimizasyon genellikle ¢ok amacli bir problemdir.
Ornegin hem biiyiikliikk hem faz uyumunun elde edilmesi gerekir; ayrica sistem kararlilig,
bant genisligi, faz marj1 gibi ek hedefler de tanimlanabilir. Bu nedenle fgoalattain yontemi

kesir dereceli uygulamalarinda olduk¢a uygundur.
fgoalattain, kesir dereceli sistemlerde:
e Cok amagli optimizasyon gerektiren filtre ve kontrol tasarimlarinda,
e Genlik—faz hatasinin eszamanli iyilestirilmesinde,
o FOPID performans kriterlerinin birlikte optimize edilmesinde,
e FPGA uygulamalarina uygun sadelestirilmis modellerin tiretilmesinde,

PSO/GA/GWO gibi meta-sezgisellerle birlikte kullanilabilen giiclii bir deterministik
yontemdir [91].

Kesir dereceli sistemlerin optimizasyonu dogas1 geregi ¢cok amagcli, cok modlu ve
yuksek dogruluk gerektiren bir yapiya sahiptir. Meta-sezgisel yontemler, genis ¢oziim
ylzeyinde global optimuma yakin ¢oziimler iiretme kapasitesi nedeniyle kesir dereceli
sistemlerin modelleme ve filtre tasarimi siireglerinde kritik rol oynarken; deterministik
yontemler, bu ¢oziimlerin lokal bolgelerde hassas bicimde iyilestirilmesine olanak
tanimaktadir. Bu iki yaklasimin tamamlayic1 ozellikleri, hem transfer fonksiyonunun
genlik—faz uyumunun gelistirilmesine hem de FPGA {iizerinde uygulanabilir diisiik dereceli
modellerin elde edilmesine katk1 saglamaktadir. Cizelge (2.1) tablosunda da karsilagtirilan
bu yontemler, takip eden alt boéliimlerde, yontemler arasindan kullanilan optimizasyon
yonteminin siirece dahil edilme gerekgesi, kullanilan hata fonksiyonlari, frekans aralig

tanimlar1 ve optimizasyon adimlar1 ayrintili olarak sunulmustur.
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2.3 Optimizasyon Uygulama Mantig1 ve Adimlari

Bu calismada benimsenen temel yaklasim, bir kesir dereceli operatoriin
(s%) gergeklestirilmesi problemini, klasik analitik yontemlerin 6tesine tasiyarak kisitl bir
dogrusal olmayan parametre optimizasyon problemine doniistiirmektir. Oustaloup veya
Matsuda gibi geleneksel yontemler, transfer fonksiyonu katsayilarin1 sabit ve kapali
formdaki yinelemeli formiillerle tiiretirken; Onerilen optimizasyon tabanli yaklasim, bu
katsayilari cok boyutlu bir arama uzay1 igerisinde serbestce ayarlanabilen degiskenler olarak
ele almaktadir. Buradaki temel amag, sadece belirli bir frekans noktasinda degil, tiim ¢alisma
band1 boyunca gergeklestirilen sistem ile ideal teorik model arasindaki sapmay1 en aza
indiren global en iyi parametre takimini belirlemektir. Bu siireg, teorik modelin matematiksel
esnekligini artirarak, donanim kisitlar1 altinda dahi en yiiksek performansi elde etmeyi

hedefler.

Optimizasyon c¢ergevesi, literatlirdeki en i1yi uygulamalar dikkate alinarak dort
asamalr sistematik bir siire¢ lizerine kurgulanmistir; yapinin baslatilmasi, amag
fonksiyonunun olusturulmasi, yinelemeli arama siireci ve kararlilik dogrulamasi. Ik agsama
olan baslatma ve parametre belirleme adiminda, aday transfer fonksiyonunun yapisi ve
baslangi¢ kosullar1 tanimlanir. Optimizasyon algoritmalarinin rastgele baslangic
degerleriyle ¢alistirilmasi genellikle uzun yakinsama siirelerine veya yerel minimumlara
takilmaya neden olabilir. Bu riski minimize etmek ve adil bir karsilastirma zemini
olusturmak amaciyla, optimizasyon siireci genellikle Oustaloup yaklasimi gibi standart bir
yontemle elde edilen filtre derecesi (N) ve baslangi¢ katsayilar ile tetiklenir. Bu "sicak
baslangi¢" (warm start) stratejisi, algoritmanin ¢dziim uzaymnda mantiklt bir noktadan

baslamasini saglayarak, optimum sonuca ulasma hizini ve basarisin1 6nemli dl¢iide artirir.

Stirecin en kritik asamasi, gergeklestirim kalitesini matematiksel olarak tanimlayan
Amag (Maliyet) Fonksiyonunun (J) olusturulmasidir. Bu fonksiyon, ideal kesir dereceli
operatoriin tepkisi ile aday transfer fonksiyonunun (H (s)) uirettigi tepki arasindaki hatayi
nicel bir skora doniistiirlir. Son donem ¢alismalar, sadece genlik hatasina odaklanan tekil
yaklasimlarin yetersiz kaldigini, bunun yerine biiyiikliik ve faz hatalarin1 eszamanli olarak
dikkate alan ¢ok amagl maliyet fonksiyonlarinin gerekliligini vurgulamaktadir. Ozellikle
kontrol sistemlerinde "izo-sOniimleme" 6zelligini korumak i¢in faz egrisinin diizligi

(flatness) kritik bir 6neme sahiptir. Bu nedenle, tasarimda faz hatasina daha yiiksek bir
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oncelik atayan agirliklandirilmis bir maliyet fonksiyonu tercih edilmektedir [92,93].

Genellestirilmis maliyet fonksiyonu su sekilde ifade edilir:
J(0) = wy * E4(6) + w, * Ef(0) (2.1)

Burada E;(6) ve Ef(6) swrasiyla genlik ve faz tepkilerine ait integral mutlak hata

(IAE) veya ortalama kare hata (MSE) degerlerini temsil etmektedir. w; ve w, ise
tasarimcinin Onceliklerine gore (6rnegin faz kararliligi vs. genlik dogrulugu) belirlenen

agirlik katsayilaridir.

Uciincii asama olan Yinelemeli Optimizasyon Siireci, secilen metasezgisel
algoritmanin (PSO, GWO, GA vb.) aktif olarak ¢oziim aradigi dongiidiir. Algoritmanin
calisma mantigl, secilen teknigin biyolojik veya fiziksel esin kaynagina dayanir.
Popiilasyondaki her bir aday ¢6ziim (ajan veya pargacik), tanimlanan maliyet fonksiyonu (J)
kullanilarak degerlendirilir ve elde edilen skorlara gére arama uzayindaki konumlarini
giinceller. Ornegin, Parcacik Siirii Optimizasyonu'nda (PSO) her bir pargacik, hiz vektoriinii
hem kendi ge¢cmisindeki en iyi konuma hem de siirliniin o ana kadar buldugu global en iyi
konuma gore ayarlayarak optimuma dogru ilerler. Bu iteratif dongii, maksimum iterasyon
sayisina ulagilmasi veya hata degerinin belirlenen bir tolerans esiginin altina diismesi gibi

bir durdurma kriteri saglanana kadar devam eder [94].

Son agama ise elde edilen ¢oziimiin fiziksel olarak gergeklenebilirligini garanti altina
alan kisitlarin ele alinmasi ve kararlilik kontrolii adimidir. Matematiksel olarak en diisiik
hatay1 veren bir transfer fonksiyonu, eger kararsiz kutuplara sahipse miihendislik a¢isindan
kullan1lamazdir. Bu nedenle, optimizasyon siireci boyunca, s-diizleminin sag yar1 bolgesinde
veya z-dlizleminde birim ¢emberin disinda kutup olusumuna yol agan aday ¢oziimler, bir
ceza mekanizmas1 (penalty function) ile elimine edilir. Kararsizliga yol agan parametre
setlerine maliyet fonksiyonu igerisinde orantisiz derecede yliksek bir ceza puani atanarak,
algoritmanin arama yOniinii otomatik olarak parametre uzaymin kararli bdolgelerine
cevirmesi saglanir. Bu yaklasim, optimizasyon sonucunda elde edilen modelin sadece teorik
olarak dogru degil, ayn1 zamanda pratik olarak giivenilir ve kararli olmasini garanti eder

[95-97].

2.3.1 Frekans domeynine gore optimizasyon

Frekans domeyni tabanli optimizasyon yaklasimi, esas olarak gergeklestirilen kesir

dereceli operatoriin spektral dogrulugu ile ilgilenmektedir. Bu yontemin temel amaci,
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yaklastirilmig rasyonel transfer fonksiyonu H(s) ideal kesir dereceli operator G(s) = s%
arasindaki genlik ve faz tepkisi sapmalarini, belirlenen frekans bandi [, Wmax] bOyunca

en aza indirmektir.

Oustaloup yaklagimi gibi standart analitik yontemlerde, faz tepkisi ¢ogunlukla hedef
degerin ¢evresinde salinimli bir davranis sergilemektedir. Kontrol uygulamalarinda bu tiir
salimimlar, soniimleme karakteristiklerinin tutarsiz olmasina neden olabilmektedir. Bu
nedenle, frekans alaninda gergeklestirilen optimizasyon siireci, s6z konusu dalgalanmalarin

giderilmesi ve ¢alisma frekans araliginin genisletilmesi amaciyla formiile edilmektedir.

Buradaki optimizasyon mantigi, ilk olarak frekans noktalarinin ayriklastirilmasi ile
baslamaktadir. incelenen frekans bandi hem diisiik hem de yiiksek frekans davranislarini
etkili bir sekilde kapsayacak bi¢imde logaritmik olarak dagitilmis N adet ayrik frekans
noktasina bolinmektedir. Daha sonra her bir frekans noktast wy i¢in genlik hatasi E; ve faz
hatas1 Ef hesaplanmaktadir. Son olarak, optimizasyon algoritmasini yonlendirmek amaciyla
bilesik bir amag fonksiyonu /., tanimlanmaktadir. Giincel literatiirde sik¢a kullanilan
asagidaki formiilasyon s6z konusu hatalar1 faz diizliigiinii Onceleyecek sekilde

agirliklandiran yapiy1 esas almaktadir. Bu durum, saglam kontrol performans: i¢in kritik bir

husustur [98,99].

LH(jwy) — a§|2) 2.2)

. 2
preq (®) = s (w1 + [IHG @)l = "+ wy »

Burada w; ve w, kullanici tarafindan belirlenen agirlik katsayilarini, 6 ise optimize
edilen filtre katsayilari vektoriinii temsil etmektedir. J¢.., fonksiyonunun minimize
edilmesiyle algoritma, transfer fonksiyonunun kutup ve sifirlarin1 yinelemeli bir bigimde

ayarlayarak, ideal frekans tepki egrilerine en uygun yapiy1 elde etmektedir.

Frekans diizleminde gerceklestirilen optimizasyon iglemi sonucunda tiiretilen
transfer fonksiyonlari, standart yaklasimlara kiyasla, ozellikle calisma bandinin ug
noktalarinda ve gecis bolgelerinde iistiin bir spektral dogruluk sergilemektedir. Standart
yontemler kutup ve sifirlart belirli bir geometrik dizi kuralina gore dizerken, optimizasyon
stireci bu kutup ve sifirlar1 karmagik diizlem (s-diizlemi) iizerinde serbestce hareket ettirerek
genlik ve faz hatasin1 minimize eden en uygun konfigiirasyonu bulur. Bu yeniden dagilimin
sisteme kazandirdigi en belirgin avantajlardan biri bant genisliginin genisletilmesidir. Sistem
davraniginin kesir dereceli karakter (s%) gosterdigi ¢alisma frekans araligi ([wy, wp]),

optimizasyon sayesinde standart yontemlerin ulasamadigi yiliksek frekanslara kadar
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taginabilmekte, bdylece genis bantli sinyal isleme uygulamalarinda dahi sistemin

karakteristik 6zelliklerini korumasi saglanmaktadir.

Frekans tabanli optimizasyonun sagladigi ikinci ve belki de en kritik iyilestirme, faz
tepkisindeki diizlesme (phase flattening) etkisidir. Sonlu boyutlu rasyonel yaklasimlarin
dogasi geregi, idealde sabit olmasi1 gereken faz egrisinde (o - 90°) kaginilmaz salinimlar
(ripple) meydana gelmektedir. Optimizasyon algoritmalari, bu salinimlari bastiracak sekilde
katsayilar1 ayarlayarak, ¢alisma bandi boyunca "izo-soniimleme" (iso-damping) 6zelligini
garanti eden, yaklasik olarak diiz bir faz tepkisi tiretmektedir. Bu 06zellik, kontrol
sistemlerinde sistem kazancinin degistigi durumlarda dahi asim miktarinin (overshoot) sabit
kalmasini1 sagladigi i¢in sistemin giirbiizliigli (robustness) acisindan hayati bir 6neme

sahiptir [98].

2.3.2 Zaman domeynine gore optimizasyon

Frekans domeyni optimizasyonu spektral dogrulugu saglasa da sistemin istenen
gecici rejim performansint dogrudan garanti etmemektedir. Zaman domeyni optimizasyonu
ise sistemin dinamik davranisina, 6zellikle birim step veya darbe girisleri gibi standart test
sinyallerine verdigi tepkiye odaklanmaktadir. Bu yaklasim, kesir dereceli operatorlerin
kapali ¢evrim bir kontrol yapisina gomiilii oldugu durumlarda, agma miktari, ylikselme
siresi ve yerlesme siiresi gibi performans parametrelerinin kritik 6neme sahip olmasi

nedeniyle 6zellikle degerlidir.

Zaman domeyni optimizasyonunda temel mantik, optimizasyon algoritmasinin her
iterasyonunda sistem tepkisinin simiile edilmesine dayanmaktadir. Bu siirecte, dncelikle
referans yoriingesi olusturulmaktadir. Ideal bir referans tepki y,, £ (t) tanimlanir. Bu tepki,
kesir dereceli operatoriin analitik zaman domeyni ¢6ziimii olabilecegi gibi kapali ¢evrim bir
sistem i¢in istenen referans isareti (6rnegin, birim step) de olabilir. Daha sonra simiilasyon
ile aday transfer fonksiyonu, belirlenen siire boyunca T, simiile edilerek gercek cikti
Yact (t) elde edilir. Zaman domeyni hatasini nicel olarak ifade etmek icin integral tabanli
performans indeksleri kullanilir. Giincel ¢alismalar, RMSE, MAPE, integral zaman agirlikli
mutlak hata (ITAE) veya integral zaman karesel hata (ITSE) olgiitlerinin kullanimini
onermektedir; zira bu metrikler uzun siireli hatalar1 ciddi sekilde cezalandirarak algoritmanin
daha kisa yerlesme siiresine sahip ¢oziimler bulmasini tesvik etmektedir [100,101]. Zaman

domeyni maliyet fonksiyonu genellikle asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

Tsim
]time(e) = fO t* |yref(t) _yact(t’ 9)|dt+[)) * Osh (2-3)
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Bu denklemde ilk terim ITAE metrigini temsil etmekte, ikinci terim ise maksimum
asma miktart Oy, icin bir ceza katsayist () eklemektedir. Bu ¢ok amagh maliyet
fonksiyonu, yalnizca kii¢ilk zaman domeyni hatalarina sahip sonuglari tesvik etmekle
kalmayip, ayn1 zamanda agsma davranisini da kontrol altina alarak, kararli ve fazla salinim

igcermeyen bir sistem tepkisi elde edilmesini saglamaktadir.

Zaman alaninda optimize edilen transfer fonksiyonlari, 6zellikle kapali ¢evrim
kontrol sistemleri gibi kati1 dinamik performans kriterlerinin bulundugu uygulamalar i¢in
ozellestirilmistir. Bu tasarim yaklasiminda, katsayilar sadece frekans spektrumunu
diizeltmek ic¢in degil, sistemin step gibi test sinyallerine verdigi gecici rejim (transient)
cevabini dogrudan sekillendirmek i¢in ayarlanir. Standart analitik yontemlerle elde edilen
modeller, frekans diizleminde iyi sonuglar verse bile, zaman diizleminde Gibbs fenomeni
benzeri etkiler nedeniyle baslangi¢c aninda yiiksek asimlara veya uzun yerlesme siirelerine
neden olabilmektedir. Zaman tabanli optimizasyon, RMSE, MAPE ve Hata integral
Kriterlerini (ITAE, ISE vb.) minimize ederek bu problemleri dogrudan hedefler [48].

Elde edilen optimize fonksiyonlar, standart yaklasimlara kiyasla aktiiatorlerde
doyuma ve fiziksel hasara yol acabilecek asir1 tepe degerlerini (overshoot) minimize
ederken, ayni zamanda sistemin kararli duruma ulagma siiresini (settling time)
kisaltmaktadir. Ayrica, izleme kontrolii uygulamalarinda kritik olan kalict durum hatasi
(steady-state error), optimizasyon siirecinde yiiksek kazan¢ bolgelerinin dogru
ayarlanmasiyla en aza indirilmektedir. Giincel literatiir, bu tiir zaman odakli optimizasyon
stratejilerinin, 6zellikle FOPID denetleyicilerin ayarlanmasinda standart yontemlere gore
belirgin iistiinliikler sagladigini ortaya koymaktadir. Zira standart ayarlamalar genellikle hiz
ve kararlilik arasinda bir denge (trade-off) gerektirirken, optimizasyon tabanl yaklasimlar

bu iki parametreyi es zamanli olarak iyilestirebilme yetenegine sahiptir [101].

2.3.3 Transfer Fonksiyonun Dijital Olarak Gerg¢eklenmesi

Kuramsal ve optimize edilmis matematiksel bir modelden fiziksel bir dijital sisteme
gecis, teorik tasarimin pratik hayata aktarilmasindaki en kritik asamay1 olusturmakta ve
sistematik bir gerceklestirim is akis1 gerektirmektedir. Bu siireg, esasen sonsuz duyarlikli ve
stirekli zamanl1 (s-diizlemi) matematiksel evren ile sonlu duyarlikli, ayrik zamanli ve kaynak
kisitlh donanim ortami arasinda bir koprii kurma islemidir. Tasarim gilivenilirliginin
saglanmasi, insan kaynakli kodlama hatalarinin minimize edilmesi ve gelistirme

dongiisiiniin hizlandirilmas1 amaciyla bu tez g¢alismasinda, geleneksel manuel kodlama
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yerine gelismis sentez araglarindan yararlanan Model Tabanli Tasarim (Model-Based
Design- MBD) metodolojisi benimsenmistir. Bu metodoloji, tasarimin her asamasinda

dogrulama ve test imkani sunarak, hatasiz bir donanim sentezini garanti altina almaktadir.

Stirekli zamanl bir transfer fonksiyonunun (H (s)), FPGA gibi bir dijital islemci
tizerinde gerceklestirilebilmesi igin Oncelikle ayrik zamanli bir esdegerine (H (z))
dontistiiriilmesi zorunludur. Bu doniisiim i¢in literatiirde Sifirinc1 Dereceden Tutma (ZOH),
Birinci Dereceden Tutma (kesir dereceliH), Tustin yaklagimi (bilinear doniisiim), sifir-kutup
eslestirme ve en kiiciik kareler gibi ¢esitli yontemler mevcuttur. Her bir yontem, frekans ve
zaman diizleminde farkli karakteristikler sergilemekte olup; se¢im, sistemin bant genisligi
gereksinimlerine ve korunmasi gereken dinamik 6zelliklere (6rnegin faz cevabi veya diirtii
tepkisi) gore yapilmaktadir. Ozellikle kontrol ve filtreleme uygulamalarinda, frekans
eksenindeki biikiilmeyi (warping) yonetilebilir kildigi ve s-diizleminin sol yarisint z-
diizleminin birim ¢emberi i¢ine map ederek kararliligi korudugu icin Tustin doniisiimii

siklikla tercih edilmektedir [103—105].

Yiiksek dereceli tamsay1 dereceli yaklasik modeller, dogrudan Tustin dontisiimiiyle
tek bir IIR filtre yapisina doniistiiriildiigiinde, katsay1 kuantizasyonu ve niimerik hassasiyet
sinirlamalar1 nedeniyle kutup yerleri kayabilmekte ve bu da kesir dereceli sistemin teorik
frekans cevabindan ek sapmalara yol agmaktadir. Bu tez ¢aligmasinda, transfer fonksiyonlari
once kismi kesirlere ayrilmis, ardindan her bir birinci dereceli bilesene Tustin doniisiimi
uygulanmistir. Boylece, kutup-sifir yerlesimleri tizerinde daha hassas kontrol saglanmis, her
alt blok i¢in uygun dlgekleme yapilabilmis ve FPGA {izerinde sayisal kararlilik ile frekans

cevabi dogrulugu artirilmastir.

2.3.4 Simiilasyon ortaminda gercekleme

Fiziksel donanim uygulamasina gecilmeden Once, optimize edilmis ve
ayriklagtirilmis transfer fonksiyonlarinin, MATLAB/Simulink gibi yiiksek dogruluklu bir
benzetim ortaminda titizlikle dogrulanmasi gerekmektedir. Bu asama, tiim tasarim akisi i¢in
bir "Altin Referans" (Golden Reference) niteligi tasimakta olup, donanim iizerinde elde
edilecek sonuglarin dogrulugunun kiyaslanacagir temel dayanak noktasini olusturur.
Simiilasyon siireci, sadece matematiksel dogrulamayi degil, ayni zamanda donanim
mimarisinin kisitlarinin (bit genisligi, gecikme vb.) modele yansitilmasini da kapsayan ¢ok

katmanli bir yapida ilerlemektedir.
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Simiilasyonun ilk ve en temel adimi, siirekli zamanli modelin ayriklagtirilmasidir.
MATLAB ortaminda gergeklestirilen bu islemde, optimize edilmis H(s) fonksiyonu,
belirlenen 6rnekleme zamani (Ts) ve secgilen doniisiim yontemi (genellikle Tustin) ile z-
diizlemine taginir [106]. Bu asamada, drnekleme frekansinin Nyquist kriterini saglamasi ve
olas1 Ortiisme (aliasing) etkilerinin analiz edilmesi kritiktir. Elde edilen ayrik zamanli model,
kayan noktali (floating-point) aritmetik kullanilarak simiile edilir ve teorik beklentilerle
(6rnegin Bode diyagrami veya basamak tepkisi) tam uyum i¢inde olup olmadig1 kontrol

edilir.

Ikinci ve donanim bagarimi igin en kritik adim, Sabit Noktali (Fixed-Point) Analiz
stirecidir. Standart bilgisayar simiilasyonlar1 genellikle 64-bit ¢ift duyarlikli kayan noktali
aritmetik kullanirken, FPGA kaynaklar1 (LUT, DSP bloklar1) sabit noktali aritmetik veya
Ozellestirilmis diisiik bit genislikleri i¢in optimize edilmistir. Bu nedenle, tasarimin FPGA'ya
aktarilmadan once, sinyallerin dinamik araliginin analiz edilmesi ve her bir degisken igin
(giris, katsayilar, ara islem sonuclar1 ve ¢ikis) optimum kelime uzunluklarinin (word length)
ve kesir bitlerinin (fraction length) belirlenmesi gerekmektedir. MATLAB Fixed-Point
Designer gibi araglar kullanilarak yapilan bu analizde, bit genisliginin gereginden az
secilmesi durumunda olusacak kuantalama giiriiltiisii ve tasma (overflow) hatalar ile
gereginden fazla segilmesi durumunda olusacak kaynak israfi arasinda bir optimizasyon
yapilir. Bu adim, sistemin kararlili§ini1 ve sinyal giiriiltii oranin1 (SNR) dogrudan etkileyen

en onemli faktordiir [107,108].

Simiilasyon siirecinin son asamasi, Donanim Es Zamanli Simiilasyonu (Hardware
Co-Simulation) hazirlig1 ve dogrulamasidir. Bu tez kapsaminda, AMD Xilinx tarafindan
gelistirilen Vitis Model Composer (eski adiyla System Generator) araci kullanilarak, FPGA
tizerindeki donanim bloklarinin birebir davranisini sergileyen "bit-gercek" (bit-true) ve
"cevrim-dogru" (cycle-accurate) simiilasyonlar gergeklestirilmistir. Vitis Model Composer,
Simulink ortamina entegre ettigi 6zel blok kiitiiphanesi (Xilinx Blockset) sayesinde,
tasarlanan filtrenin ¢arpici, toplayict ve hafiza birimi gibi FPGA primitifleri cinsinden
modellenmesine olanak tanir. Boylece, heniiz kod sentezlenmeden ve karta yiiklenmeden
once, tasarlanan dijital devrenin tam olarak nasil davranacagi gozlemlenebilir. Simiilasyon
ortaminda, ideal kayan noktali model ile Vitis Model Composer kullanilarak olusturulan
sabit noktali donanim modeli paralel olarak kosturulur ve ¢ikislart karsilastirilir. Bu
karsilastirma, kuantalama hatalarimin kabul edilebilir sinirlar icinde kaldigin1 ve tasarimin

donanim iizerinde giivenle calisabilecegini dogrular [109—-111].
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2.3.5 Pratik olarak FPGA iizerinde gercekleme ve deneysel diizenek

Kesir dereceli sistemlerin fiziksel donanim {izerindeki gerceklemesi, simiilasyon
asamasinin Otesine gecerek dogrulanmis ayrik zamanli modellerin somut bir islemci
mimarisine aktarilmasini gerektiren gerceklestirim is akisinin en kritik ve nihai asamasini
olusturur. Bu siire¢te donanim platformu olarak, sagladig: yiiksek performans, esneklik ve
paralel islem yetenegi nedeniyle FPGA tercih edilmisti. FPGA teknolojisi,
mikroislemcilerin sagladig1 yazilimsal esneklik ile ASIC (Uygulamaya Ozel Entegre Devre)
tasarimlarinin sundugu yiiksek donanim performansini bir araya getiren hibrit bir ¢6ziim
sunmaktadir. Ozellikle kesir dereceli operatdrlerin dijital yaklasimlari, cok sayida yiiksek
dereceli filtrenin paralel veya seri baglanmasini gerektirdiginden, sirali islem yapan standart
mikrodenetleyicilerde olusan gecikme sorunlari, FPGA’nin binlerce islemi ayni anda
yiiriitebilen paralel mimarisi sayesinde asilabilmektedir [63,67,112—114]. Ayrica, tasarimin
en 6nemli parametreleri olan kesir derecesi (a) ve filtre derecesi (N), donanim degisikligine
gerek kalmadan sadece FPGA'nin yeniden programlanmastyla kolayca glincellenebilir, bu

da tasarimciya biiyiik bir esneklik ve yeniden yapilandirilabilirlik avantaji saglar [115].

Tasarim siirecinin yazilim ayaginda, kuramsal modellerden donanima kesintisiz bir
gecis saglamak amaciyla AMD Xilinx ekosistemi kullanilmistir. Tasarimin baslangi¢
asamalarinda, Vitis Model Composer (eski adiyla System Generator for DSP) arac1 devreye
alinmistir. Bu arag, MATLAB/Simulink ortaminda kesir dereceli filtrelerin dogrudan
olusturulmasina olanak tanimakta ve matematiksel olarak tanimlanmis islevlerin DSP48
dilimleri ve Block RAM’ler gibi FPGA donanim ilkel birimlerine eslendigi 6zel bir blok seti
sunmaktadir. Bu yaklasim, 6zellikle Hardware-in-the-Loop (HIL) dogrulama ¢ergevesinin
kurulmasinda biiylik avantaj saglamaktadir. Daha karmasik algoritmik islemlerin veya veri
akis1 kontroliiniin gerekli oldugu bilesenlerde ise giiclii bir soyutlama araci olarak Vitis HLS
(High-Level Synthesis) kullanilmistir. Bu yontem, kesir dereceli fark denklemlerinin C veya
C++ gibi iist diizey dillerde ifade edilmesine olanak taniyarak, bu kodlar1 optimize edilmis
Register-Transfer Level (RTL) IP ¢ekirdeklerine doniistiirmektedir. Tasarimin son sistem
entegrasyonu, sentezlenmesi, yerlestirilmesi (placement) ve yonlendirilmesi (routing)
islemleri ise Vivado Design Suite lizerinde gergeklestirilerek nihai bit akisi (bitstream)

dosyasi tiretilmektedir.

Deneysel calismalarda ve donanim dogrulama siireglerinde, Xilinx Artix-7™ FPGA
ailesine mensup XC7A100T-1CSG324C ¢ipini barindiran Nexys 4 DDR gelistirme karti
kullanilmistir (Sekil 2.1). Bu kart, 101.440 mantik hiicresi, 240 DSP dilimi ve 4.860 Kbits
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Blok RAM kapasitesi ile kesir dereceli sistemlerin gerektirdigi yogun aritmetik iglemleri ve
yiiksek dereceli filtre yapilarini barindirmak icin fazlasiyla yeterli bir kaynak havuzuna
sahiptir. Kart lizerinde bulunan USB, Ethernet gibi iletisim portlarinin yani sira ivmedlger,
sicaklik sensorii ve mikrofon gibi dahili c¢evresel birimler, ek bir donanima ihtiyag
duyulmadan kapsamli gomiilii sistem projelerinin gelistirilmesine imkan tanimaktadir. Bu
platform, teorik olarak optimize edilen kesir dereceli operatorlerin, endiistriyel standartlarda

ve gercek zamanli olarak test edilmesi i¢in ideal bir zemin olusturmustur [116].

Sekil 2.1 : Nexys 4 DDR FPGA Gelistirme Kart1 [116].

FPGA iizerinde dijital olarak hesaplanan kesir dereceli operator ¢ikislarinin, fiziksel
diinyada analiz edilebilmesi ve gercek diinya sinyalleriyle karsilastirilabilmesi i¢in dijital
verilerin analog gerilim seviyelerine doniistiiriilmesi gerekmektedir. Bu amacgla, Analog
Devices AD5628 ¢ipini temel alan Pmod DA4 Dijital-Analog Doniistiiriici (DAC) modiilii
sisteme entegre edilmistir (Sekil 2.2). Pmod DAA4, 12-bit ¢oziiniirliige sahip olup, SPI (Serial
Peripheral Interface) protokolii izerinden FPGA ile yiiksek hizda haberlesebilmektedir. Bu
modiil sayesinde, FPGA icerisindeki 32-bit veya 16-bit sabit noktali veriler, minimum
kuantalama giiriiltiisii ile hassas analog sinyallere doniistiiriilmiistiir. Bu doniisliim, sistemin
zaman diizlemindeki gecici rejim davraniglarinin (agim, yerlesme siiresi vb.) fiziksel olarak

gozlemlenebilmesi i¢in kritik 6neme sahiptir [117].
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Sekil 2.2 : Pmod DA4 12-Bit Dijital-Analog Doniistiiriicti Modilii [117].

Olusturulan analog sinyallerin zaman ve frekans diizlemindeki analizi ve
dogrulanmas1 i¢cin FNIRSI 1013D dijital tablet osiloskop kullanilmistir (Sekil 2.3). 100 MHz
analog bant genisligi ve 1 GSa/s 6rnekleme hizina sahip bu cihaz, sistemin ¢ikis sinyallerini
yiiksek ¢oOziintirliikle yakalayarak kaydetmektedir [118]. Deneysel siiregte, FPGA'dan
tiretilen sinyaller osiloskop ekraninda goriintiilenmis ve bu veriler MATLAB/Simulink

ortamindaki teorik simiilasyon sonuglariyla karsilagtirilmstir.

Au(o
MENU  RUN c DC A% °C 2X
a8 o 1v/div lV/dlv 2us/Aiv dow

MHJHWJUMM

Bveeizow  PvPirow Bl Freqiz0.0n ERvep:z.oov [l Freq:s.oone  TRIG

50%

100MHz

FNIRSH oscilioscope 1 GSa/s

Sekil 2.3 : Deneysel Olgiimlerde Kullanilan FNIRSI 1013D Dijital Osiloskop
[118].

2.4 Gercekleme Siirecinin Analizi ve Sonraki Adimlar

Bu tezde sunulan gerceklestime metodolojisinin son asamasi, 6nerilen optimizasyon
ve uygulama stratejilerini dogrulamak icin titiz bir analitik ¢erceve gerektirmektedir. Bu
nihai asama yalnizca bir veri toplama adimi1 degil, ayn1 zamanda deneysel FPGA sonuglarini
hem yiiksek dogruluklu benzetim modelleri hem de ideal kesir dereceli modellerle
karsilagtiran kapsamli bir degerlendirme siirecidir. Bu yaklagim, giincel FPGA tabanli kesir

dereceli sistem calismalarinda Onerilen dogrulama gerceveleriyle dogrudan uyumludur
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[7,119]. Analiz; sinyal dogrulugunu, donanim verimliligini ve artik hata kaynaklarinin

belirlenmesini inceleyecek sekilde yapilandirilmistir.

Analizin temel odagini, matematiksel tasarim ile fiziksel donanim ¢iktilar1 arasindaki
“gerceklik farkinin” nicel olarak degerlendirilmesi olusturmaktadir. Bunu saglamak
amaciyla, FPGA’dan elde edilen deneysel veriler — genellikle Integrated Logic Analyzer
(ILA) veya harici osiloskoplar araciligiyla — teorik Bode diyagramlari ve zaman alani step
yanitlariyla karsilastirilmasimin kesir dereceli denetim calismalarinda standart bir yontem
oldugunu goéstermektedir [119-122]. Ortalama Kare Hata (MSE), Integral Mutlak Hata
(IAE) ve maksimum faz sapmasi gibi istatistiksel Olciitler de literatiirde yaygin olarak
kullanilmakta olup, FPGA iizerinde gergeklestirilen kesir dereceli PI/PID ve tiirevleyici
yapilariin dogrulugunu degerlendirmede kritik bir rol oynamaktadir [120-122]. Bu
karsilastirmali degerlendirme, optimizasyon algoritmalarinin standart yaklastirmalarda
goriilen genlik ve faz dalgalanmalarini etkin bigimde azaltip azaltmadigini dogrulamak igin
kullanilmaktadir. Ozellikle kesir dereceli sistemlerde faz diizliigiiniin ve iso-damping
0zelliginin korunmasi, giincel arastirmalarda sistem saglamliginin en kritik gostergesi olarak

vurgulanmaktadir [7,123].

Sinyal dogrulugunun &tesinde, analiz donanmim performanst metriklerinin
degerlendirilmesine de genisletilmektedir; ozellikle “alan, hiz ve giic” arasindaki
Odiinlesimlerin incelenmesi bu asamanin O6nemli bir parcasini olusturmaktadir. Vivado
Design Suite tarafindan liretilen uygulama sonrasi raporlart kullanilarak, Look-Up Table
(LUT), flip-flop (FF) ve DSP48 dilimi gibi kaynak kullanim diizeyleri, yaklastirilan
derecenin (N) karmasikligiyla iliskili olarak ayrintili bir bi¢imde degerlendirilmektedir.
Analizin amaci, Onerilen optimize edilmis yapilarin (6rnegin kaskadlanmis IIR bi¢imleri)
mantik hiicrelerini asir1 tikketmeden yliksek dogruluk saglayarak {istiin bir denge sundugunu
gostermektir [7,119,124,125]. Ayrica hem statik hem de dinamik gii¢ tiiketimini incelemek
icin gli¢ kestirim aracglar1 kullanilmakta olup, 6zellikle yenilenebilir enerji ve gomiilii kontrol

uygulamalarinda belirleyici oldugu pek ¢ok ¢alismada belirtilmektedir [124,125].

Bu asamanin 6nemli bir bileseni, fiziksel donanim kisitlamalarindan kaynaklanan
farkliliklarin tanimlanmasi ve karakterize edilmesidir. Optimal kelime uzunlugu se¢ilmis
olsa dahi, artik hatalar; dijital-analog doniistiiriici (DAC) kaynakli lineer olmayan durumlar,
giris/cikis gecikmeleri veya sinyal yolundaki elektronik giiriiltii nedeniyle ortaya
cikabilmektedir. Sonlu kelime uzunlugu (FWL) etkileri, kuantalama giiriiltii ve yuvarlama

hatalarinin kesir dereceli operatorler iizerindeki etkileri literatiirde ayrintili bir bicimde
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incelenmis olup, FPGA gerceklestirmelerinde bu hatalarin teorik modellerden ayristirilmasi
gerektigi vurgulanmistir [7,124,126]. Kuantalama giirtiltiisii ile teorik yaklagtirma hatasi
arasindaki ayrimin yapilabilmesi, gerceklestirilen sistemin nihai hassasiyet smirinin
belirlenmesi acgisindan kritik Oneme sahiptir; ozellikle dijital kontrol sistemlerinin
kirilganligina (fragility) yonelik klasik caligmalar bu ayrimi matematiksel olarak

detaylandirmaktadir.

Gelecege yonelik olarak, bu calismada dogrulanan metodoloji hem ileri diizey
arastirma yonelimleri hem de pratik uygulamalar i¢in saglam bir temel olusturmaktadir. Bir
sonraki asamada, dogrulugu kanitlanmig bu kesir dereceli modiillerin, robotik
manipiilatorler veya yenilenebilir enerji doniistliriiciileri gibi karmasik dogrusal olmayan
sistemler i¢cin kapali ¢evrim kontrol mimarilerine entegrasyonu hedeflenmektedir. Bu
alanlarda, kesir dereceli kontroliin saglamlik, hizl1 yerlesme siiresi ve giiriiltiitye dayaniklilik
acisindan sagladigi avantajlar literatiirde giiclii bigimde ortaya konmustur [127-130].
Ayrica, ¢aligmanin gelecekteki siiriimleri, optimizasyon algoritmalarinin dogrudan FPGA
mantiZina gémiilii oldugu “Uyarlamali Kesir Dereceli Sistemler” (System-on-Chip (SoC)
yaklasimi) kavramimi da aragtirabilir. Yenilenebilir enerji, robotik ve akilli kontrol
literatiirtinde kesir dereceli parametrelerin ¢evrimigi olarak uyarlanmasi iizerine yapilan
calismalar, gercek zamanli kesir dereceli yeniden yapilandirma mimarilerinin gii¢lii bir
potansiyel tasidigini gdstermektedir [125,127-129]. Bu yaklasim, kesir derecelerinin ve
katsayilarin gergcek zamanli olarak kendi kendine ayarlanmasini miimkiin kilarak, sistem
bilesenlerinin zamanla degismesine veya degisen cevresel kosullara karsi bir uyum

mekanizmasi saglayacaktir.
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3. KESIiR DERECELI OPERATORUN FPGA ILE GERCEKLENMESI

Kesir dereceli sistemlerin siirekli zamanlt analog devreler kullanilarak
ger¢eklenmesine yonelik yapilan onceki bir ¢alisma [52], Matsuda yaklasimai ile elde edilen
yaklasik kesir dereceli integral operatorlerinin diisiik maliyetli bir analog devre yapisi ile
uygulanabilecegini ortaya koymustur. Bu calismada, islemsel yiikseltecler (op-amp),
direncler ve kapasitorler kullanilarak olusturulan devre, kesir dereceli operatdriin kismi
kesirlere ayrilmig diisiik gegiren filtre biciminde gergeklestirilebilmesine olanak saglamistir.
Devrenin performansi hem analitik ¢ozlimlerle hem de alternatif kesir dereceli devre
tasarimlariyla karsilastirilmis ve zaman ile frekans alaninda tatmin edici dogrulukta sonuglar
verdigi gorlilmistiir. Bununla birlikte, s6z konusu analog yontemin 6nemli bir sinirliligi
bulunmaktadir: Transfer fonksiyonunun derecesi veya parametreleri degistiginde devrede
kullanilan direng¢ ve kapasite degerlerinin yeniden ayarlanmasi gerekmekte, bu da devrenin
hem karmasikligin1 artirmakta hem de toleransi1 yiiksek analog bilesenlerin hassasiyet
sorunlart nedeniyle pratik uygulamayi zorlagtirmaktadir. Yaklasik modelin derecesi
biiytidiik¢e analog devredeki bilesen sayisinin artmasi, devrenin kararliligini ve duyarliligimi

olumsuz etkileyerek tasarimin yeniden yapilandirilabilirligini kisitlamaktadir.

Bu nedenle tez siiresince yapilan bu ilk calismada, analog yontemin karsilastig
zorluklar1 asmak ve daha esnek, yeniden programlanabilir, diisiik maliyetli ve yiiksek
dogruluk saglayan bir alternatif incelemek amaciyla FPGA tabanli dijital ger¢ekleme tercih
edilmistir. Bu ¢alisma kapsaminda ele alman ve [52] calismasinda elde edilen s~° kesir
dereceli integral operatorii, once siirekli zaman alaninda tamsayi dereceli bir modele
dontstiiriilmiis, ardindan ayrik zamana aktarilmis ve son asamada Artix-7 FPGA iizerinde
gerceklenmistir. Boliim boyunca bu caligma iceriginde yer alan hem kuramsal dontistimler

hem de donanim uygulamasina iliskin detaylar ayrintili bigimde sunulmaktadir.

3.1 Kesirli Operatoriin Matematiksel Modellenmesi ve Yaklasim Yontemi

Bu bashk altinda kesir dereceli integral operatoriiniin (s~%5) matematiksel
modellemesi ve ayriklagtirma siirecleri ele alinmistir. Kesir dereceli operatdrlerin veya
transfer fonksiyonlarinin dogrudan gerceklenmesi, sonsuz boyutlu yapilart geregi miimkiin

olmadigindan, bu ¢alismada s~°°

operatdrii, Matsuda yaklagim yontemi kullanilarak
dordiincii dereceden bir tamsay1 dereceli transfer fonksiyonuna doniistiiriilmiistiir. Matsuda

yontemi, Boliim 1’de de anlatildigr gibi 6zellikle logaritmik olgekte esit dagitilmig
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ornekleme frekanslarinda kesir dereceli tiirev operatorleri ile tamsayr dereceli yaklasik

modelleri hizalamay1 hedefleyen ve frekans araligi ayarlama esnekligi sunan bir tekniktir.

Calisma kapsaminda, w € [0.1,10] rad/s frekans araliginda gegerli olan dordiincii
dereceden siirekli zaman transfer fonksiyonu T(s)elde edilmistir. Gergekleme
karmasikligin1 azaltmak ve dijital filtre yapisina uygun hale getirmek amaciyla, elde edilen
bu fonksiyon MATLAB’ta kismi kesirlere ayirma (partial fraction expansion) yontemiyle

ayristirilmstir.

0.11325*+3.43953+5.85352+1.0685+0.01778
s%4+6.00753+4+3.2915240.19345+0.0006366

T(s) = 3.1)

Bu islem sonucunda sistem, birinci dereceden al¢ak gegiren filtre formlarinin toplami1

ve bir statik kazang olarak asagidaki gibi ifade edilmistir.

2.0010 0.4943 0.1806 0.0828

T(s) = + + + + 0.1132 (3.2)
$+5.4049 $s+0.5360 5$+0.0628 5+0.0035

Bu ayrigtirma, her bir blogun bagimsiz olarak tasarlanmasina ve FPGA {izerinde

paralel islem mimarisinin etkin kullanilmasina olanak tanimaktadir.

3.2 Ayriklastirma ve dijital filtre tasarimi

Elde edilen bu siirekli zaman modelinin FPGA iizerinde dijital olarak
gerceklenebilmesi i¢in s-diizleminden z-diizlemine donilisim yapilmasi gerekmektedir.
Literatiirdeki ¢esitli doniisim yontemleri (ZOH, FOH, Tustin vb.) arasindan, frekans
biikiilmesini (warping) minimize etmesi ve yiiksek frekans davranislarini dogru yakalamasi
nedeniyle Tustin (bilinear transform) ydntemi tercih edilmistir. Ornekleme zamani T, =
0.01 s olarak secilerek yapilan doniisiim sonucunda, ayrik zamanl transfer fonksiyonu

(T (2)) elde edilmistir.

0.009742+0.009742z~1 | 0.002464+0.002465z"1 | 0.0009027+0.0009027z"1

Tn(2) = 1—0.9474z~1 + 1—0.99472z-1 + 1—0.9994z~1 +
0.000414+0.000414z1
1-0.9999668z1 +0.1132 (3‘3)

Bu doniisiim sonucunda her bir rasyonel ifade, mevcut ve gecmis giris/cikis

degerlerine bagl birer fark denklemine doniistiiriilmiistiir.

44



3.3 FPGA tabanli tasarim mimarisi

Dijital ger¢ekleme asamasinda model tabanli tasarim (Model-Based Design)
yaklasimi benimsenmis ve FPGA iizerinde uygulanacak sistemin tasarimi ile simiilasyonlari,
MATLAB ortamina entegre olarak ¢alisan Vitis Model Composer programi kullanilarak
gerceklestirilmistir. Xilinx System Generator (Vitis Model Composer) araci kullanilmigtir.
Bu arag, MATLAB/Simulink ortaminda hazirlanan modellerin dogrudan donanim
tanimlama dillerine (VHDL/Verilog) cevrilmesini ve FPGA iizerinde sentezlenmesini

saglamaktadir (Sekil 3.1).

( N ) 4 A
Vitis Model J Simulink ~| Xilinx Sistem
Composer Programi 7| Srmulin ’ Ureteci
L (MATLAB) ) -~ \ y
e ™ ) (~ ’ )
RTL Analizi ve " Sentez | Vivado
Uygulama
\. y, — \. y,

Sekil 3.1 : Djjital gercekleme blok diyagrami.

Her bir birinci dereceden filtre blogu, hesaplama kaynaklar1 acisindan verimli olan
ancak dikkatli tasarlanmadiginda kararlilik sorunlar1 yaratabilen IIR filtrelerin Direct Form
I yapis1 kullanilarak olusturulmustur. Tustin doniisiimii sonucunda elde edilen ayrik zamanli
transfer fonksiyonu, geri besleme iceren rasyonel bir yapi sergilemektedir. Bu yap,
matematiksel olarak IIR filtrelerle dogal bir uyum igerisindedir. Kesir dereceli sistemlerin
karakteristik 6zelligi olan uzun siireli hafiza ve gegmise bagimli dinamiklerin etkin bicimde
temsil edilebilmesi acisindan IIR filtre yapilar1 olduk¢a uygundur. Bununla birlikte,
literatiirde, FPGA {izerinde gercekleme siirecinde IIR filtrelerin daha diisiik kaynak
kullanim1 ve gecikme avantaji sagladigir goriilmiistiir. Tasarim siireci, belirtildigi iizere
model tabanli tasarim yaklasimi sunan Xilinx System Generator aract kullanilarak

MATLAB/Simulink ortaminda gerceklestirilmistir.
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Sekil 3.2 : Vitis Model Composer araciligiyla filtrenin tasarimi, uygulanmasi ve
karsilastirilmasi.

Sekil 3.2°de belirtilen gergekleme mimarisi paralel alt sistemler, toplayici agaci
(Adder Tree) ve kuantalama (Quantization) bilesenlerinden olusmaktadir. Bunlardan paralel
olarak tasarlanmis alt sistemler “IIR_multx” seklinde Denklem 3.3’te yer alan IIR filtre
denklemi sayis1 kadar tasarlanip toplayict baglanmaktadir. Sekil 3.3’te gosterildigi gibi
transfer fonksiyonunu olusturan dort ayr1 IR filtre, birbirinden bagimsiz alt sistemler olarak
tasarlanmistir. Bu alt sistemlerin her biri, Xilinx DSP kiitiiphanesinden alinan {i¢ ¢arpici
(multipliers), iki kaydedici (registers) ve bir toplayici agact igermektedir. Toplayict Agaci,
paralel calisan bu dort filtrenin ¢ikislar: ve statik kazang degeri toplayip fonksiyon ¢iktisinin
elde edilmesi i¢in kullanilir. Kuantalama (Quantization) blogu ise carpma ve toplama
islemleri sirasinda veri yolu genisligi (bit-width) arttigindan, toplayict agacinin ¢ikisina
yerlestirilir. Bu sayede veri genisligi tekrar giris formatina uygun hale getirilmis ve kaynak

kullanimi optimize edilmis olur.

Diger taraftan, filtre fonksiyonunun davranisini dogrulamak ve ayrik zamanli
modelin referans olarak kullanilmasini saglamak amactyla Simulink ortaminda bir Discrete
Filter alt sistemi olusturulmustur. Bu alt sistem, Sekil 3.4 te gosterildigi lizere, kesir dereceli
operatorden elde edilen ayrik zaman transfer fonksiyonunun doért ayri birinci dereceden
rasyonel bilesenini temsil eden dort adet Discrete Filter blogu ile sabit kazanci ifade eden
bir Gain blogundan olusmaktadir. Her bir filtre blogu, kendi fark denklemi dogrultusunda
giris sinyalini islerken, tiim alt sistemlerin ¢ikiglar1 ortak bir toplama diiglimiinde
birlestirilerek filtrenin toplam ¢ikisi elde edilmistir. Bu yap1, FPGA iizerinde paralel sekilde
gerceklestirilen 1IR mult alt sistemlerine karsilik gelen matematiksel modeli Simulink
diizeyinde temsil etmekte ve ayrik zamanli filtrenin dogrulanmasi i¢in referans bir

simiilasyon platformu saglamaktadir.
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Sekil 3.3 : IIR_mult Subsystem Blogunun Tasarimi ve Uygulanmasi.

0.009742+0.0097422°1
1-0.9474z°1

0.002464+0.002464z°1
1-0.99477°1

0.0009027+0.00090272"1
1-0.99947°1

0.000414+0.000414z°1
1-0.99996682°1

Sekil 3.4 : Simulink Discrete Filter Blogunun Tasarimi ve Uygulanmasi.

Tasarim, Artix-7 AC701 degerlendirme platformu hedeflenerek sentezlenmistir.
Xilinx System Generator tarafindan iiretilen IP (Intellectual Property) ¢ekirdekleri, Vivado
Design Suite ortamina aktarilarak RTL (Register Transfer Level) analizi yapilmis ve
bitstream (bit akis1) dosyas1 olusturulmustur. Bu siirecte Sekil 3.5’te gosterildigi gibi Vivado
tizerinde olusturulan detayli tasarim (Elaborated Design) semasi, Simulink ortaminda
tasarlanan toplayict ve carpict yapilarinin  donanim seviyesindeki karsiliklarini

dogrulamistir.
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Sekil 3.5 : [IR_mult Subsystem Blogunun Vivado Design Suite ortamindaki detayli
tasarim yapisl.

3.4 Boliim 3’iin Sonuglari

Bu boliimde, FPGA iizerinde gergeklenen kesir dereceli s7°°

operatoriiniin
performans analizleri sunulmaktadir. Analizler; frekans cevabi, zaman diizlemi tepkileri
(siniis, darbe, step) ve donanim kaynak kullanimi olmak {izere iic ana baglikta

degerlendirilmistir.

3.4.1 Frekans cevabi analizi

Stirekli zaman alaninda Matsuda yaklasimiyla elde edilen yaklasik transfer
fonksiyonu (Denklem (3.2)), ayrik zamanl transfer fonksiyonu (Denklem (3.3)) ve teorik
kesir dereceli operatoriin frekans tepkileri, genlik ve faz bilesenleriyle birlikte Sekil 3.6°te
sunulmaktadir. Sekil incelendiginde, ayrik zamanl transfer fonksiyonu T,,(z) ile siirekli
zamanli yaklasik transfer fonksiyonu T(s) arasindaki frekans tepkilerinin ¢alisma araligi
olan w € [0.1,10] rad/s iginde neredeyse tamamen ortiistiigli gérillmektedir. Her iki modelin
elde ettigi genlik ve faz cevaplari, teorik kesir dereceli operatoriin ideal tepkisine oldukca
yakin olup, ayrik zamanli modelin hedef frekans bandinda yiiksek dogrulukla ¢alistigini agik
bir bi¢imde ortaya koymaktadir.
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Sekil 3.6 : Ayrik Zamanli Fonksiyonun Bode Diyagrami Karsilastirmasi (Matsuda
Yaklasim Yontemi).

3.4.2 Siniis cevabi analizi

FPGA fzerinde gerceklestirilen yapmin dogrulugunu, tutarliligimi ve pratik
uygulanabilirligini degerlendirmek amaciyla sisteme farkli giris dalga big¢imleri
uygulanmistir. i1k olarak, genligi 0.2 V ve frekans1 0.5 Hz olan siniizoidal bir giris sinyali
kullanilmistir. Elde edilen ¢ikis dalga bicimleri ile [52]’den alinan Multisim analog devre
sonucu ve FPGA ciktisina ait Karekok Ortalama Hata (RMSE) degerleri Sekil 3.7°de
verilmistir. Grafik incelendiginde, modelin simiilasyon ortaminda uygulandiginda oldukg¢a
tutarli davrandig1 ve siniizoidal giris i¢in dogru bir sistem tepkisi iirettigi goriilmektedir.
Hem analog hem de dijital ger¢ekleme i¢in elde edilen diisik RMSE degerleri, FPGA ve
Multisim sonuglariin analitik modele ¢cok yakin oldugunu ve tanimlanan frekans araliginda
yuksek dogruluk sagladigini gostermektedir. FPGA uygulamasinda gézlenen nispeten daha
yiiksek hata, sistemin ayrik zamanli yapisindan kaynaklanan kuantalama ve ayriklagtirma
etkilerine baglanabilir; ancak bu kiigiik farklarin pratik uygulamalar acisindan ihmal

edilebilir diizeyde oldugu degerlendirilmektedir. Bununla birlikte, FPGA, Multisim,
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Simulink ve analitik ¢iktilar arasinda faz ve genlik bakimindan gozlenen yiiksek diizeydeki
ortiisme, FPGA’nin ger¢ek zamanli ortamlarda teorik bir transfer fonksiyonunun davranisini
giivenilir bicimde taklit edebildigini ortaya koymaktadir. Bu karsilastirma, FPGA tabanh
tasarimin etkinligini dogrulamakta ve yontemin ger¢ek zamanli sinyal isleme uygulamalari

icin son derece uygun oldugunu gostermektedir.
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Sekil 3.7 : Ayrik Zamanl Filtre i¢in Siniizoidal Dalga Formu Tepkileri ve Dijital ve
Analog Devre Gergeklestirmesi ve Hata Grafigi

3.4.3 Darbe (Pulse) cevabi analizi

Sistemin darbe tepkisini gormek i¢in Sekil 3.8’de gdsterildigi gibi 1 saniyelik darbe
girisi uygulanmis olup sistemin RMSE degeri Olciilmiistiir ve analitik modelle giiglii bir

uyum sergiledigi goriilmiistiir.
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Sekil 3.8 : 1 Saniyelik Darbe (1V) i¢in Elde Edilen Ayrik Zaman Fonksiyonunun Tepkileri
ve Analitik-FPGA Hata Grafigi

3.4.4 Zaman (Step) cevabi analizi

Step cevabini gbzlemlemek i¢in 100s boyunca 1V’luk bir sinyal uygulanmistir. Sekil
3.9°de gosterilen, sistemin tepkisi incelendiginde, ilk 35 saniye boyunca FPGA ¢ikisinin
analitik modelle uyumlu oldugu, ancak bu siireden sonra zamanla artan bir sapma (drift)
meydana geldigi goriilmiistiir. Bu durum sonucunda FPGA ¢ikisi icin RMSE 0.6598
seviyesine ¢cikmistir. Bu sapmanin temel nedeni, dijital sistemlerin dogas1 geregi sahip
oldugu uzun hafiza etkisi, dijital integrasyon sirasinda biriken yuvarlama hatalar1 ve

ayriklagtirma kaynakli hassasiyet kayiplaridir.
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Sekil 3.9 : Ayrik Zamanl Filtre i¢in Step Cevaplari ve Dijital / Analog Gergeklestirme
Hata Grafigi.

3.4.5 Kaynak Kullanimi ve Gii¢ Tiiketimi

Vivado iizerinden alinan sentez raporlarina gore, tasarimin donamim verimliligi
oldukga yiiksektir. Artix-7 FPGA {izerindeki kaynak kullanimlar1 asagida belirtilen Cizelge

3.1°de sunulmustur.

Cizelge 3.1 : Filtre sentez raporu sonuglari

Resource Utilization Available Utilization %
LUT 11589 134600 8.61
FF 1348 269200 0.5
DSP 165 740 22.3
10 129 400 32.25
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Bu c¢alismada, kesir dereceli integral operatdrii s~%°icin [0.1,10] rad/s calisma
frekansi araliginda Matsuda yaklasimi kullanilarak 4. dereceden bir siirekli zaman yaklasik
transfer fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra bu fonksiyon Tustin ydntemiyle ayrik
zamanli bir modele doniistiiriilmiis ve Xilinx System Generator kullanilarak FPGA iizerinde
dijital olarak gergeklenmistir. Elde edilen sonuglar, 6nceki bir ¢alismada sunulan analog
devre gercekleme sonuglariyla karsilastirilarak analiz edilmistir. FPGA tasarimindan elde
edilen frekans cevabi sonuglari hem analog devre hem de teorik model ile yiiksek diizeyde
bir uyum gostermis ve dzellikle frekans tepkisi incelendiginde FPGA tabanli ger¢eklemenin

oldukga basarili oldugu belirlenmistir.

Siniizoidal giris sinyali icin FPGA sisteminin RMSE degeri 0.0155 olarak elde
edilmis ve bu deger Multisim analog devre yaniti olan 0.0054’ten biraz daha yiiksek
bulunmustur. Bu kiicilik farkin, dijital sistemlerde kaginilmaz olan kuantalama etkilerinden
ettigi RMSE degeri 0.0288 olup analitik modele giiclii bir yakinlik gostermektedir. Kare
dalga girisinde ise FPGA ¢ikis1 ile Multisim analog ¢ikis arasinda oldukca yiiksek bir uyum
elde edilmistir. Siniizoidal, kare dalga ve darbe girigleri i¢in elde edilen FPGA, analog ve
analitik yanitlar karsilastirildiginda ve RMSE degerleri dikkate alindiginda, FPGA tabanh
ger¢eklemenin tanimlanan ¢alisma araliinda kesir dereceli sistem dinamiklerini biiyiik

oranda dogru sekilde izledigi goriilmektedir.

Bununla birlikte, 100 saniyelik adim tepki analizi incelendiginde Ozellikle 35.
saniyeden sonra analitik model ile FPGA ¢ikis1 arasinda zamanla artan bir sapma ortaya
ciktigr goriilmiis; bu durum FPGA c¢ikist i¢in RMSE’nin 0.6598’e yiikselmesine karsin
Multisim analog devre i¢in RMSE’ nin yalnizca 0.0352 oldugu belirlenmistir. Bu sapmanin
temel nedeni, dijital sistemlerin ayrik zaman yapisinda ortaya ¢ikan sayisal duyarhilik
sinirlamalaridir. Kuantalama hatalari, 6rnekleme kaynakli bozunmalar, ayriklastirma etkileri
ve sayisal hesaplamalarin birikimli hatalar1 bu tiir uzun stireli tepkilerde farkin biiytimesine
yol agmaktadir. Bu sorunun, FPGA tasariminda kullanilan bit genisliginin artirilmasi, dijital
hassasiyetin iyilestirilmesi, 0rnekleme siiresinin optimize edilmesi ve birikimli hatalarin

izlenerek azaltilmasiyla 6nemli 6l¢iide giderilebilecegi ongdriilmektedir.

Analog gercekleme ile karsilastirildiginda FPGA  tasarimi;  yeniden
yapilandirilabilirlik, diisiik gii¢ tiikketimi, donanim kaynaklarinin verimli kullanilmas1 (LUT
kullantminin %8.61, DSP kullaniminin %22.3 olmas1) gibi 6énemli avantajlara sahiptir. Bu

bulgular, FPGA tabanli yaklagimlarin ger¢cek zamanli uygulamalarda yiiksek hiz, esneklik
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ve dogruluk sagladigini, ayrica analog devrelerde goriilen tolerans problemleri, ayar
giicliikleri ve sinirli yeniden yapilandirilabilirlik gibi dezavantajlart 6nemli 6l¢iide ortadan
kaldirdigin1 gostermektedir. Bununla birlikte, analog devre gerceklemesinin uzun siireli
adim tepkilerinde daha iyi performans sergiledigi de géz 6niinde bulundurulmalidir. Genel
olarak bu karsilastirmali analiz, kesir dereceli sistemlerin kontrol ve sinyal isleme
uygulamalarinda ozellikle frekans alani performansit agisindan FPGA tabanli

gerceklemelerin olduk¢a uygun ve etkili bir ¢6ziim sundugunu ortaya koymaktadir.
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4. DC MOTOR ICiN KESIRLI DERECELI SISTEM TANIMLAMA VE FPGA iLE
GERCEKLENMESI

Tez siiresince yapilan bir diger ¢alisma ise bir DC motor—siiriicii sisteminden elde
edilen veri ile kesir dereceli sistem tanimlama yapilmasini, tanimlanan kesir dereceli
modelin yaklagik tamsay1 dereceli bir modele doniistiiriilmesini, model indirgeme yoluyla
hesaplama yiikiinlin azaltilmasini ve sonu¢ olarak elde edilen modelin FPGA iizerinde

ger¢eklenmesini kapsamaktadir.

Boliimiin devaminda kesir dereceli sistem tanimlama stireci, yaklasik siirekli zaman
kesir dereceli modelinin elde edilmesi, H>. norm tabanli model indirgeme, ayrik zamana
doniisiim, FPGA tizerinde gercekleme ve yapilan deneysel dogrulamalar ayrintili bigimde
aciklanmaktadir. Boliim sonunda ise FPGA-tabanl dijital gergekleme ile analog yaklagimin
karsilastirilmast yapilmakta ve gomiilii kontrol sistemleri agisindan elde edilen bulgular

tartisilmaktadir.

4.1 Kesir Dereceli Sistem Tanimlama ve Modelleme

Bu boéliimde, teorik operatdrlerin otesine gegilerek, gergek bir fiziksel sistemin kesir
dereceli dinamiklerinin modellenmesi ve bu modelin FPGA {izerinde gerceklenmesi
stiregleri ele alimmustir. Uygulama platformu olarak, endiistriyel ve robotik uygulamalarda

sik¢a kullanilan bir dogru akim (DC) motor ve siiriicii sistemi tercih edilmistir.

Sistemin modellenmesine yonelik olarak bir DC motoru ve motor siiriiciisiinden
olusan bir deney diizenegi hazirlanmis ve kullanilmistir. Caligmada, disli mekanizmasina ve
artimli enkodere sahip 76 RPM’lik bir DA motor tercih edilmistir. Motor siiriiciisii olarak
ise L298D tabanli bir siiriicii kart1 kullanilmistir. Sistem tanilama siirecinde Slgiimlerin
alinmasi1 amaciyla Arduino Uno gelistirme kart1 kullanilmistir. Ornekleme zamani (T's) 20
ms olarak belirlenmis olup tiim 6l¢iimler 30 saniyelik bir siire boyunca gergeklestirilmistir

(Sekil 4.1).
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Sekil 4.1 : (a) Sistem ¢ikis1 ve tanimlanan model ¢ikisi, (b) Giris sinyali,
(c) Tanimlanan sinyalin ¢ikis hatas1 ve uyum orani.

Sistem tanilama siirecinde uygulanan giris sinyali Sekil 4.1a’da gosterilmektedir.
Gergek DC motor—motor siirliciisii sistemine ait tepki ile tanimlanan modele ait tepki ise
Sekil 4.1b’de sunulmustur. Gergek sistem ¢ikisi ile tanimlanan model ¢ikist arasindaki fark
Sekil 4.1c’de verilmekte olup, elde edilen uyum orani1 %93,73’tiir. Gergek sistem ile
tanimlanan model arasindaki farkliliklarin baslica nedeni, sistemden alinan g¢ikis
Ol¢iimlerindeki giiriiltiidiir. Bu giiriiltiiniin etkilerini azaltmak amaciyla sistem ¢ikis

Olctimlerine algak gegiren bir filtre uygulanmistir.
Sistem ¢ikisina uygulanan filtre, Denklem (4.1)’de verilmistir:
ylnl=a-x[n]+ 1A -a) - y[n-1] (4.1)

Burada x[n] giirtltili sistem ¢ikigini, y[n] filtrelenmis ¢ikis sinyalini, « ise filtre
katsayisini ifade etmektedir. Ornekleme zamani Ty = 20 ms olarak secilmis olup, kesim
frekans1 ornekleme frekansinin %10’u olacak sekilde 5 Hz olarak belirlenmistir. Filtre

katsayis1 ise Denklem (4.2) kullanilarak hesaplanmistir.
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Kesir dereceli sistem modelinin sistem tanimlama yoluyla elde edilmesi igin,
MATLAB ortaminda gelistirilen FOMCON arag¢ kutusu kullanilmistir. FOMCON, kesir
dereceli sistemlerin modellenmesi, sistem tanimlanmasi ve kontrolcii tasarimi amaciyla
gelistirilmis MATLAB tabanli bir ara¢ kutusudur. Ara¢ kutusu, kesir dereceli operatorlerin
farkli rasyonel yaklagim yontemleriyle temsil edilmesine ve bu yapilarin frekans ile zaman
domeyninde analiz edilmesine olanak saglamaktadir [29,131]. Elde edilen tam say1 dereceli
transfer fonksiyonunun derecesi 5 olarak (n=2 alinmistir) belirlenmistir. Kesir dereceli
dinamikleri simiile etmek i¢in Oustaloup yinelemeli yaklasgimi (N = 10,w €
[107%,10*]rad/s) ve tanmimlama algoritmasi olarak Trust-Region-Reflective (TRR)
yontemi secilmistir. Bu parametreler dogrultusunda elde edilen kesir dereceli transfer

fonksiyonu (TFf,) asagida verilmistir:

1
2.9850-545-3 88850417 +2.26950-12

TFpo = 4.3)

Elde edilen kesir dereceli transfer fonksiyonunun (TFr,) FPGA lzerinde

gerceklestirilebilmesi igin, bu fonksiyonun esdeger bir tam say1 dereceli transfer fonksiyonu
ile yaklasik modellenmesi gerekmektedir. Yaklasim siirecinde yine Oustaloup yaklasim
yontemi kullanilmistir. Elde edilen tam say1 dereceli transfer fonksiyonunun derecesi N=5
(n = 2) olarak belirlenmis; yaklasimda kullanilan frekans aralif1 ise wj,,, = 107 3rad/s ile
Whigh = 103rad/s olarak smirlandirilmistir. Sonug olarak elde edilen yaklasik tam say1

dereceli transfer fonksiyonu Denklem (4.4)’te verilmektedir.

s154136351%46.413e05513
4+1.194e0851%24+7.464€09s11+1.964e11510
42.183e125°+8.461e125841.394e13s”
49.731e125%42.37e125°42.445e11s%

4+1.059e1053+1.538€085%+48.882e05s
G — +1762
apx 62.33515+5.108€04514+1.359¢07s13
+1.295e09512+4.459¢10511+6.782¢11510
+4.501e1259+1.242e13s8+1.733e13s”7
+1.091e1356%+4+2.546e1255+2.592e115%

+1.074e10s3+1.507e0852+8.298e05s
+1480

4.4)

4.2 Model indirgeme ve Ayriklastirma

Oustaloup yontemi ile yapilan ilk yaklagiklik sonucunda, 15. dereceden oldukca

karmagsik bir tamsay1 dereceli transfer fonksiyonu (Ggp.) elde edilmistir. Ancak 15.
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dereceden bir modelin FPGA iizerinde kaplayacagi alan ve islem yiikii (computational

burden) gomiilii sistemler i¢in verimsizdir.

Bu hesaplama karmasikligini azaltmak i¢in, H>-Norm tabanli optimizasyon yontemi
kullanilarak model indirgeme (model reduction) islemi uygulanmistir. Sonug olarak, orijinal
sistemin dinamiklerini basariyla temsil eden, hesaplama agisindan c¢ok daha hafif 2.

dereceden indirgenmis model (Grqpy ) €lde edilmistir:

G _ 3.5885+0.01423
rapx "~ ¢243689s+0.01195

(4.5)

Denklem (4.5)’te verilen tanimlanan sistem modelinin FPGA {izerinde benzetiminin
gerceklestirilebilmesi i¢in, s-diizlemine ait siirekli zamanli transfer fonksiyonunun z-
diizlemine ait ayrik zamanli karsiligina donistiiriilmesi gerekmistir. Bu amagla, transfer
fonksiyonu Oncelikle 6nceki boliimlerde de belirtildigi tizere MATLAB ortaminda kismi
kesir acilimi (partial fraction expansion) yontemi kullanilarak ayristirilmistir. Ardindan,
transfer fonksiyonu Denklem (4.6)’da gosterildigi ilizere iki adet algak geciren filtre
bileseninin toplami olarak ifade edilmistir.

3.587 0.0007052
Grapx (s) =
s+3.686 5+0.003242

(4.6)

Her bir al¢ak gegiren filtre bileseni, Tustin yontemi kullanilarak ayrik zamanl bir
transfer fonksiyonuna doniistiiriilmiistiir. Bu islem sonucunda, z-diizleminde elde edilen
transfer fonksiyonu, Denklem (4.7)’de ifade edildigi iizere iki adet birinci dereceden IIR

filtreden olusmaktadir.

0.034640.0346z~1  7.052¢79047.052e7967"1
1-0.9289z"1 1-0.9999z1

Grapx (z) = 4.7)

4.3 FPGA Tabanh Gercekleme

Indirgenmis ve ayriklastirilmis modelin donanim {izerinde gerceklenmesi icin
MATLAB ile entegre sekilde calisan Vitis Model Composer Hub programi kapsaminda
Sistem Ureteci (System Generator) aract kullanilmistir. Tasarim, Simulink ortaminda model

tabanli olarak gerceklestirilmis ve AMD Artix-7 (xc7a100t) FPGA donanimi1 hedeflenmistir.
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#

Vitis Model Composer Hub

)
= 1 o e

FPGA Gateway Input FPGA Gateway Out

Grapx_red{z)
Sekil 4.2 : Vitis Model Composer Hub sistem iiretecinin uygulanmas.

Sekil 4.2°deki tasarim mimarisinde, Denklem 4.5'deki denkleme sadik kalinarak,
transfer fonksiyonunu olusturan her bir filtre bileseni i¢in ayri alt sistemler olusturulmustur.
Bu alt sistemlerin ¢ikislari, toplayict (Adder) bloklari ile birlestirilerek nihai sistem ¢ikist
elde edilmistir. Gateway bloklar1 kullanilarak simiilasyon ortami ile FPGA mantig1

arasindaki veri akis1 saglanmistir.

4.4 Boliim 4’iin Sonuclari

FPGA simiilasyonunda gerceklestirilen sistemin dogrulugunu, tutarliligini ve pratik
uygulanabilirligini degerlendirmek amaciyla gesitli giris dalga bicimleri uygulanmustir. {1k
olarak, biiyiikliigli 1 V olan ve érnekleme zamani1 20 ms olarak belirlenen 10 saniyelik bir
basamak giris sinyali Gateway Input iizerinden sisteme uygulanmistir. Elde edilen sistem
tepkisi zaman diizleminde kaydedilmis ve hem analitik olarak hesaplanan basamak tepkisi

hem de sistem i¢inde gerceklenen transfer fonksiyonunun tepkisi ile karsilagtirilmistir.

Ardindan, sistemin frekans cevabimi elde etmek amaciyla [0.01,100] Hz frekans
araliginda bir chirp sinyali uygulanmistir. Simiilasyon siirecinde hem giris hem de ¢ikis
verileri time scope araciligiyla kaydedilmis ve bu sayede FPGA tabanli gercekleme
sonucunda elde edilmesi muhtemel frekans cevabi ozellikleri ¢ikarilmistir. Elde edilen
transfer fonksiyonu tepkilerinin istenen frekans araliiyla hizalanabilmesi icin MATLAB’1n
enterpolasyon yontemi kullanilmistir. Ayrica, elde edilen genlik ve faz verilerinin
dogrulugunu artirmak amaciyla, Butterworth tipi bir filtre uygulanarak tepki egrileri
yumusatilmis; bu islem sirasinda temel sinyal Ozelliklerinde herhangi bir bozulma

olugmamasina 6zen gosterilmistir.

Indirgenmis  transfer  fonksiyonunun etkinligini ve uygulanabilirligini
degerlendirmek amaciyla MATLAB ve Simulink ortaminda FPGA gerceklemesi

gergeklestirilmistir. z-diizlemine ait indirgenmis transfer fonksiyonu, ayni fonksiyonun
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FPGA simiilasyon sonuglar1 ve kesir dereceli transfer fonksiyonuna iliskin analitik sonuglar

hem frekans cevabi hem de basamak cevabi agisindan karsilastirilmistir.

4.5 Frekans cevabi analizi

Bu ii¢ egrinin frekans diizlemindeki karsilagtirmasi Sekil 4.3’te sunulmustur.
Sekilden goriildigi tizere, indirgenmis s-diizlemi transfer fonksiyonuna (Grgpx) ait Egri
(Denklem 4.5) hem genlik hem de faz grafiklerinde orijinal kesir dereceli s-diizlemi transfer
fonksiyonundan elde edilen egri ile olduk¢a yakin sonuclar vermektedir. Bu iki egri

arasindaki kiigiik farkliliklar, model indirgeme isleminden kavnaklanmaktadir.

Genlik (dB)

20

Ideal
Grapx(s)
""" FPGA Output

-30 : : :
102 107! 100 10’ 10?
Frequency (rad/s)

20

0

=20

40+

60+

Faz (derece)

Ideal
80+ Grapx(s)
""" FPGA Output

100 ! ! ‘
102 107" 10° 10" 102

Frekans (rad/s)

Sekil 4.3 : Genlik ve faz tepkileri karsilastirilmasi.

Ayrica, indirgenmis s-diizlemi (Gmpx) (Denklem 4.5) ile FPGA iizerinde Denklem
(4.7) i¢in Gateway ¢ikisindan elde edilen egri arasindaki kiiciik uyumsuzluklar; siirekli
zamandan ayrik zamana doniisiim siirecinde olusan hatalar, katsayilarin sonlu ¢oziiniirliikte
temsil edilmesi, carpma ve toplama islemlerinde gerceklesen yuvarlama kaynakli kiimiilatif
hatalar gibi etkenlerden kaynaklanabilmektedir. Buna ek olarak, bu hatalar yinelemeli yap:
nedeniyle sistem i¢inde yayilmakta ve 6zellikle yiiksek frekans bolgelerinde kiigiik fakat

gozle goriilebilir genlik ve faz sapmalarina yol agcabilmektedir.
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4.6 Zaman cevabi analizi

Orijinal kesir dereceli transfer fonksiyonunun analitik basamak tepkisi (Denklem
4.3), indirgenmis s-diizlemi transfer fonksiyonuna (Denklem 4.5) ait basamak tepkisi ve z-
diizlemi transfer fonksiyonuna (Denklem 4.7) dayali olarak FPGA Gateway ¢ikisindan elde
edilen basamak tepkisi, 10 saniyelik siire i¢in karsilastirmali olarak Sekil 4.4’te sunulmustur.
Analitik basamak tepkisi ile indirgenmis transfer fonksiyonuna ait basamak tepkisi

arasindaki farkliliklar, beklendigi iizere model indirgeme siirecinden kaynaklanmaktadir.

................................................................
=

09 / .

.

07 q: 7

0.5 | ]

Basamak Tepkisi

0.3 K 4

Analytical

Grapx(s)
""" FPGA Output

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zaman (saniye)
Sekil 4.4 : Zaman tepkisi karsilastirilmasi.

Indirgenmis ikinci dereceden s-diizlemi transfer fonksiyonu ile FPGA Gateway
cikisindan elde edilen simiilasyon sonucunun 10 saniyelik basamak tepkisinde uyumlu bir
davranig sergilemesi, sistemin diisiik frekanslhi dinamiklerinin FPGA {izerinde basariyla
korundugunu gostermektedir. Bu durum normaldir ¢iinkii basamak tepkisi, sistemin daha
cok diisiik frekans bilesenlerini etkiler; bu bolgelerde kiigiik hesaplama hatalari, smirl
sayisal hassasiyet ve faz degisimleri belirgin bir etki olusturmaz. Sonlu kelime uzunlugu
etkileri, katsay1 kuantalama ve sayisal hassasiyet sinirlamalarindan kaynaklanan hatalarin
diistik frekanslarda ihmal edilebilir diizeyde olmasi, buna karsin frekans yiikseldikce giderek

daha belirgin hale gelmesi de bu degerlendirmeyi desteklemektedir.
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Elde edilen sonuglar, oOnerilen yoOntemin FPGA tabanli gdmiilii kontrol
uygulamalarina uygun, dogru ve hesaplama agisindan verimli sistem modellerinin
gelistirilmesini miimkiin kildigin1 gostermektedir. Bu durum, kesir dereceli sistem tanilama
yaklasiminin dijital gergekleme teknikleri ile kullanildiginda ger¢ek zamanli endiistriyel

kontrol sistemleri i¢in uygulanabilir ve etkili bir ¢6ziim sundugunu dogrulamaktadir.
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5. KESIR DERECELI FONKSIYONLAR iCIN FREKANS CEVABI ESASLI
OPTIMIZASYON VE GERCEKLEME UYGULAMALARI

Bu boliim, tezin literatiire sagladigi temel katkilar1 sunmaktadir. Boliim kapsaminda;
MSBL tabanli tiirev operatdrii ve Oustaloup tabanli algak geciren filtrenin frekans
cevaplarimin iyilestirilmesi hedeflenmistir. Her iki yapmin da dijital ortamda
gerceklenmesine dair detayli uygulama adimlart ve elde edilen sonuglar bir biitiin halinde

sunulmustur.

5.1 Kesir Dereceli Operator icin Uygulama

Kesir dereceli analizde temel yapi tasi olan tiirev operatori s*(aeR), Onceki
boliimlerde de belirtildigi lizere, sonsuz hafiza gereksinimi nedeniyle fiziksel sistemlerde
dogrudan gerceklenememektedir. Bu nedenle, bilindigi gibi operatdriin belirli bir frekans
bandinda tamsayi dereceli bir transfer fonksiyonu ile yaklastirilmasi zorunludur. Bu
calismada, s%° tiirev operatdrii ele alinmis ve yaklasim yontemi olarak, logaritmik frekans
dagilimi prensibine dayanan MSBL yoOntemi tercih edilmistir. [0.01,100] rad/s frekans

araliginda 5. dereceden bir yaklasim hedeflenmistir.

Standart MSBL yontemi ile elde edilen transfer fonksiyonu (T,,55:(S)) su sekildedir:

21.6255+11865%+5877534351652+233.15+1
155+233.15%+351653+587752+11865+21.62

Trspi(8) = (5.1

5.1.1 Transfer fonksiyonu katsayilarini optimize etmek iizere kullanilan FMINCON

optimizasyon yonteminin uygulanmasi

Kesir dereceli sistemlerin transfer fonksiyonlarinin optimize edilmesi, sistem
modelinin hedeflenen dinamik davraniga miimkiin oldugunca yakin ¢aligmasin1 saglamak
acisindan kritik bir gerekliliktir. Ozellikle karmasik kesir dereceli yapilarda teorik
yaklastirmalar kullanilarak elde edilen katsayilar; sayisal yuvarlama hatalari, sonlu kelime
uzunlugu sinirlamalart ve donanim kaynakli kisitlar nedeniyle beklenen performansi
dogrudan saglayamayabilir. Bu nedenle optimizasyon yontemleri, hata fonksiyonunu
minimize ederek genlik, faz ve kararlilik Olciitleri bakimindan en uygun katsayilarin
belirlenmesini miimkiin kilar. Boylece model hem analitik dogruluk hem de gercek zamanl

donanim uygulanabilirligi a¢isindan iyilestirilmis olur.

Bu siirecin temeli, ideal kesir dereceli operatdr ile yaklasik rasyonel transfer

fonksiyonu arasindaki farki tanimlayan hata fonksiyonlarinin olusturulmasina dayanir.
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Genlik ve faz tepkilerindeki farklari temsil eden hata fonksiyonlari genis bir frekans
araliginda logaritmik olarak secilen ornekleme noktalar1 iizerinden hesaplanir. Faz igin

kullanilan hata fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Ephase 6) = ?;1 ((papp (w;,0) — (pexact(wi))z (5.2)

Burada @ .4t 1deal kesir dereceli operatoriiniin faz tepkisini temsil eder ve a - /2

olarak hesaplanir. Genlik tepkisine ait hata fonksiyonu ise asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

2
Emag ) = {21 (Happ (w;,0) — Hexact((‘)i)) (5.3)

Burada da H.y,e = @® ’nin dB cinsinden ifadesidir; m ise [0.01,100] rad/s
araliginda logaritmik olarak yerlestirilmis 1000 frekans noktasini temsil eder. Yaklasik
degeler olan @g), ve Hg,y, ise 5. Derece kesir dereceli yaklasim metotlar1 (6rnegin MSBL

veya Oustaloup) kullanilarak elde edilmistir.

Bu hata fonksiyonlari, optimizasyon problemi kapsaminda ¢cok amacli bir maliyet
fonksiyonu altinda birlestirilir. Faz ve genlik hatalarinin géreceli 6nemini temsil eden agirlik

katsayilariyla olusturulan amag fonksiyonu su sekildedir:
J(0) = Wphase * Cphase 6) + Wiag * Emag 6) (5.4)

Bu ¢aligmada agirlik katsayilari deneysel olarak wpyae = 0.1 ve wy,, = 2 olarak

secilmigtir. Bu tercih, genlik hatasinin kesir dereceli sistemlerde daha genis bant etkilerine

sahip olmasi nedeniyle daha fazla agirliklandirilmasi gerektigi gozlemlerine dayanmaktadir.

Optimizasyon isleminin gerceklestiriimesinde MATLAB’1mn FMINCON fonksiyonu
kullanilmistir. FMINCON, dogrusal olmayan kisitlar1 isleyebilen ve cok degiskenli
fonksiyonlart minimize etmede giiclii performans sunan bir aractir. Bu caligmada
FMINCON tarafindan desteklenen yontemlerden Sequential Quadratic Programming (SQP)
algoritmasi tercih edilmistir. SQP, her iterasyonda problemi ikinci dereceden bir alt problem
tizerinden yaklasiklar, kisitlart dogrusal hale getirir ve Katsayilar1 Karush—Kuhn—Tucker
(KKT) kosullarin1 saglayacak sekilde giincelleyerek optimizasyon siirecini ilerletir. Boylece
cok degiskenli ve dogrusal olmayan maliyet yilizeyinin etkili ve verimli bir bi¢imde

taranmasi mimkiin olur.

Optimizasyon siireci devam ettik¢e transfer fonksiyonuna ait pay ve payda katsayilari
birlikte ve es zamanli olarak iyilestirilir. Bu iyilestirme yalnizca katsayilarin sayisal

degerlerini giincellemekle kalmaz, ayni zamanda transfer fonksiyonunun karmasik

64



diizlemdeki kutup-sifir dagilimint da yeniden sekillendirir. Boylece sistemin dogal
frekanslari, sonlim oranlar1 ve genel dinamik davranisi ideal kesir dereceli modeline daha iyi
uyum saglar. Sonug¢ olarak faz tepkisindeki dalgalanmalar belirgin 6l¢iide azalir, genlik
tepkisi ideal modele daha yakin hale gelir ve genis frekans araliginda daha tutarli performans

elde edilir.

Optimizasyon tamamlandiginda ortaya ¢ikan transfer fonksiyonu hem yazilim hem
de donanim tabanli uygulamalar i¢in daha yiiksek dogruluk ve kararlilik sunar. FPGA
tizerinde gercek zamanli uygulamalarda kullanilmaya uygun bu yeni yapi, klasik kesir
dereceli yaklastirmalarina gore daha diisiik hata degerlerine sahiptir ve daha fiziksel olarak
anlamli bir sistem modeli olusturur. Bdylece, kesir dereceli sistemlerde geleneksel
yaklastirmalarin sinirlamalarint asan hem frekans domaininde hem de zaman domaininde

daha tutarl1 ve giivenilir bir yaklagim elde edilmis olur.

Optimizasyon sonucunda, MSBL yapis1 temel alinarak katsayilar1 giincellenmis

optimize transfer fonksiyonu (Typ¢—mspi(s)) elde edilmistir:

T (5) = 23.775°+1173s*+591353+34625%+228.95+1.15
grt—mshl 1.1555+228.954+346253 +591352+11735+23.77

(5.2)

Ayrica bu transfer fonksiyonu kismi kesir genislemesi (PFE) yontemi kullanilarak su

sekilde ayrigtirilmistir:

—3052 —-37.4 —-1.504 —0.06172 —0.002583
s+182.7 s+14.4 s+1.701 $+0.202 $+0.02287

Topt.—msb1 (s) = + 20.6626 (5.3)

Bu denklemdeki her bir rasyonel ifade birinci dereceden bir algak geciren filtreyi
(LPF) temsil etmekte olup, en sagdaki sabit terim sistemin kazang¢ faktoriinii ifade
etmektedir. Sayisal kararlilig1 artirmak ve dijital ger¢ekleme sirasinda karsilagilan katsay1
kuantalama hatalarin1 en aza indirmek amaciyla, siirekli zamanli besinci derece transfer
fonksiyonu kismi kesir agilimi kullanilarak bes adet birinci derece bilesenin toplami seklinde
ifade edilmistir. Elde edilen her bir birinci derece bilesen daha sonra Tustin yontemi
kullanilarak ayrik zamanli yapiya doniistiiriilmiis ve FPGA {izerinde paralel bi¢cimde
gerceklestirilmistir. Bu yaklasim, her bir boliimiin kararliliginin ayr1 ayr1 dogrulanabilmesi
ve birim ¢ember iginde tutulabilmesi sayesinde sayisal saglamligi Onemli Olciide

artirmaktadir.

65



5.1.2 FPGA iizerinde dijital gerceklestirme

Stirekli zamanli bir transfer fonksiyonunun FPGA iizerinde dijital bigimde
gergeklestirilebilmesi i¢in, s6z konusu transfer fonksiyonunun ayrik zamanli bir yapiya
dontstiiriilmesi gerekmektedir. Bu amag¢ dogrultusunda sifirinci derece tutucu (ZOH),
birinci derece tutucu (FOH), 6rnek-uygun (impulse-invariant) esleme, Tustin yaklagimi
(bilinear doniisiim), kutup—sifir esleme ve en kiiclik kareler tabanli yontemler dahil olmak
tizere c¢esitli doniisiim teknikleri mevcuttur. Her bir yontem kendine 0zgii avantaj ve
sinirlamalara  sahiptir; dolayisiyla uygun yontemin sec¢imi, ¢alisilan sistemin
gereksinimlerine ve giris sinyallerinin ozelliklerine bagli olarak degismektedir. Bu
calismada s6z konusu tiim yontemler MATLAB ortaminda test edilmis ve incelenen transfer
fonksiyonu i¢in 10 ms Ornekleme zamani ile uygulanan Tustin yOnteminin tanimlanan

frekans araliginda goreceli olarak daha diisiik hata degerleri sagladig1 belirlenmistir.

Denklem (5.3)’te verilen ve ana transfer fonksiyonunun birinci derece algak geciren
filtrelerin toplam1 seklinde ifade edilen optimize edilmis siirekli zamanli yaklasik transfer
fonksiyonu, MATLAB ortaminda Tustin yontemi kullanilarak ayrik zamanli bir transfer
fonksiyonuna doniistiiriildiiglinde, elde edilen sistemin z-domeynindeki ifadesi asagidaki

gibi olmaktadir:

-7.979-7.979z"1 = —0.1744-0.1744z"1 = —0.007456—-0.007456z1

T, _ Z) = + + +
opt.—msb1 () 1-0.04532z1 1-0.8657z~1 1-0.9831z~1
—0.0003083-0.0003083z"1  —1.291e7095-1.291¢7052z71
+ 20.6626 5.4
1-0.998z1 1-0.999771z~1 54

Denklem (5.4)’te yer alan her bir rasyonel ifade, bir fark denklemi olarak temsil
edilebilir. Asagidaki 6rnekte, Denklem (5.4)’teki ilk rasyonel bilesenin bir fark denklemi

biciminde nasil yazildig1 gosterilmistir:

Y(z) _ —7.979-7.979z7!
X(z)  1-0.04532z-1 (5.5)
Y(n) = —7.979«X(n) —7979+«*X(n—1) + 0.04532«Y(n —1) (5.6)
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Transfer fonksiyonundaki her bir rasyonel terim hem mevcut hem de gegmis giris
degerlerine, ayrica Onceki ¢ikis degerlerine bagl oldugundan, Sonsuz Darbe Yanith (IIR)
filtrelerin toplam1 seklinde gerceklestirilmektedir. Bu ¢alismada her bir birinci derece IR
filtre, asagida gosterildigi lizere Dogrudan Form I (Direct Form I) yapis1 kullanilarak
uygulanmistir. Sekil 5.1, Denklem (5.4)’iin sag tarafinda yer alan ilk rasyonel bilesenin

tasarimina iliskin bir 6rnek sunmaktadir.

Y

Sekil 5.1 : Birinci Dereceden IIR Filtresi I¢in Dogrudan Form I Yapust.

Ayrica énerilen yéntemin dogrulugunu ve verimliligini gézlemlemek amaciyla s%°
operatoriine [0.01,100] rad/s frekans araliginda 5. Dereceden Oustaloup ve Matsuda
yaklasimlar1 uygulanmistir. Uygulama sonucunda standart Oustaloup ve Matsuda yaklagim

yontemleri ile elde edilen transfer fonksiyonlart (T, ,5(S), Tiats(S) ) su sekildedir:

31.62554+42495*+3.389e%%53 +1.698¢%%52+534.95+1
§54534.954+1.698€%453+3.389¢0452+42495+31.62

Tous (s) = (5.7)

26.93554+14625%+71945344255524279.45+1
§5+279.45%+425553+719452+14625+26.93

Tmats (s) = (5-8)

Bu fonksiyonlara kismi kesirlere ayirma yontemi uygulanmis ve asagidaki

fonksiyonlar elde edilmistir:

—1.251e% -158.4 —2.48 —0.03916 . —0.0005909
Tous (s) = +31.6227 (5.9)
5+501.2 5+31.62  s+1.995  s+0.1259  s40.007943
-6022 —-38.85 -1.41 —0.06572 = —0.002554
Tnats (s) = + 26.9261 (5.10)

5+263.4 5+14.15 5+1.669 5+0.2117 5$+0.02045

Kismi kesirlere ayrilan fonksiyonlar, FPGA iizerinde dijital olarak
gerceklestirilebilmeleri i¢in ayrik zamanli yapiya doniistiiriilerek asagidaki fonksiyonlar

elde edilmistir:

—17.84-17.84z"1 = —0.6839-0.6839z"1  —0.01228-0.01228z"1

T, Z) =
ous(2) 140.4295z~1 1-0.7269z~1 1-0.9802z"1
—0.0001957—0.0001957z~1 = —2.954e796-2954¢7067~1
— + — + 31.6227 (5.11)
1-0.9987z"1 1-0.999921z"1
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-13-13z71 —0.1814-0.1814z"1 = —0.006992-0.006992z~1

T. zZ) =
mats(2) 1+0.1368z~1 1-0.8679z~1 1-0.9834z~1
—0.0003282-0.0003282z"1 = —1.277e795-1.277¢705z71
— — + 26.9261 (5.12)
1-0.9979z~1 1-0.999796z~1

Denklem 5.4, bes ayr1 IIR filtre denkleminin ve 20.6626 degerindeki sabit bir
kazancin birlesimini temsil etmektedir. Bu denklem, Vitis Model Composer Hub System
Generator araci kullanilarak Simulink ortaminda IIR filtrelerinin toplami seklinde
gergeklestirilmistir. S6z konusu arag, ilgili fonksiyona ait IP ¢ekirdegini (IP core) otomatik
olarak tiretmekte; bu ¢ekirdek daha sonra Vivado Design Suite igerisinde sentez, Register
Transfer Level (RTL) analizi, gergeklestirim (implementation) ve FPGA iizerinde
kullanilmak iizere bitstream iiretimi asamalarinda kullanilmaktadir. Siirecin genel akis1 Sekil

5.2’de verilen blok diyagraminda gosterilmektedir.

Vitis Model Obtained Optimized . - Vitis Model
Composer — FO Tranfer — DESIQ&L:IS"I;I::EI ) Composer Hub
(MATLAB) Functions (System Generator)

ol

Generate Bitstream e Synthesis Vivado Design Suite
Implementation

Sekil 5.2 : Vitis Model Composer Hub'a Dayali Simulink Blok Diyagrama.

Xilinx tarafindan gelistirilen Vitis Model Composer Hub System Generator,
MATLAB Simulink ortaminda model tabanli tasarim yaklasimiyla FPGA uygulamalarinin
gerceklestirilmesine olanak saglayan bir aractir [110]. Bu arag¢, Simulink igerisine Xilinx
cithazlarma 06zgii 6zel bir dijital sinyal isleme blok seti ekleyerek caligmakta; bdylece
tasarimcilarin  belirli tasarim gereksinimlerine uygun modeller olusturmasina imkéan

tanimaktadir.

Bu ¢aligsmada, transfer fonksiyonu icerisinde yer alan her bir rasyonel bilesen (IIR
filtre) i¢in ayr1 bir alt sistem (subsystem) blogu kullanilmis ve bu alt sistemler, dnceden
yapilandirilmig toplayici bloklar ile birlestirilmistir. Simulink ile FPGA bloklar1 arasindaki

veri aligverisini saglamak amaciyla Gateway bloklarindan yararlanilmistir [111].

FPGA benzetiminde s°° tiirev operatoriiniin gergeklestirilmesi igin, oncelikle
optimize edilmis siirekli zaman yaklasik transfer fonksiyonu, kesirsel acilim yontemi
kullanilarak bir algak geciren filtreler toplami seklinde ifade edilmistir. Daha sonra bu ifade,

Tustin yontemi uygulanarak, Denklem 5.4’te gosterildigi iizere, IIR filtreler toplami
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biciminde ayrik zamanli yaklasik bir transfer fonksiyonuna doniistiiriilmiistiir. Denklem
5.4’te yer alan ve birer IIR filtreyi temsil eden her bir rasyonel bilesen, Boliim 2.3’te
aciklanan yontemler dogrultusunda Vitis Model Composer Hub System Generator

kullanilarak tasarlanmistir.

M| 1 N~ o= ]
In X Out
FPGA Gateway Input FPGA Gateway Out
MSBL
Vitis Model Composer Hub — — D
in X 1 out
FPGA Gateway Inputl I FPGA Gateway Outl
Opt. MSBL
Swept Time Scope
N2 | 1 N o
In X : Out
Chirp FPGA Gateway Input2 FPGA Gateway Out2
Qustaloup
= | 1 N
In X Out [
FPGA Gateway Input3 FPGA Gateway Out3

Matsuda

Sekil 5.3 : Vitis Model Composer Hub Sistem Uretecinde Kesir Dereceli Yaklasim
Yontemlerinin Uygulanmasi ve Kargilastiriimas:.

Oustaloup, Matsuda, MSBL yaklasim yontemleri ile Onerilen yonteme ait siirekli
zaman transfer fonksiyonlari, ayrik zaman transfer fonksiyonlarina doniistiiriilmiis ve elde
edilen tiim ayrik zamanh transfer fonksiyonlar1 Sekil 5.3’te gosterildigi sekilde paralel
olarak FPGA f{izerinde gergeklestirilmistir. Her bir ayrik zamanli transfer fonksiyonu i¢in
giris ve cikis sinyalleri zaman alaninda gozlemlenmis ve sonuglar karsilastirmali olarak

degerlendirilmistir.

Sekil 5.4’te de gosterildigi iizere, her bir ayrik zamanli transfer fonksiyonu, birinci
derece IIR filtrelerin ve bir kazan¢ blogunun toplamindan olusmakta olup, bu yap1 [IR_multx
olarak adlandirilan alt sistemlerin toplami seklinde gerceklestirilmistir. ilgili IIR_multx alt
sistemleri, Xilinx DSP kiitiiphanesinde yer alan Adder Tree blogu kullanilarak birlestirilmis

ve boylece incelenen fonksiyona ait nihai ¢ikis tiretilmistir.
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IIR_muit4

X Y

 HO—
IIR_mults

a
axb

20.662693111351008

Sekil 5.4 : Ayrik Zamanl Bir Transfer Fonksiyonunun Temsili Uygulamasi.

Alt sistemlerin igerisinde, her bir IIR filtrenin Direct Form 1 yapisindaki
gerceklestirilmesi; ¢arpicilar (multipliers), iki adet kayit elemani (register), bir veri tiirii
doniistiirme blogu ve bir toplayict aga¢ (adder tree) kullanilarak yapilmustir. Sekil 5.5°te,
Denklem (5.4)’ln ilk rasyonel bileseninin gerceklestirilmis hali gosterilmektedir. Sabit
katsayilar ic¢in kullanilan veri tiiri, 32 bit double-precision floating point olarak
belirlenmistir. Bu tercih, kayan noktali say1 temsillerinin sundugu yiiksek dogruluk ve genis
dinamik aralik sayesinde ¢ok biiyiik ve ¢ok kiiglik sayilarin, ayrica kesirli degerlerin tasma
(overflow) veya tagsma alt1 (underflow) riski azaltilarak dogru sekilde ifade edilmesine imkan
tanimaktadir. Ayrica kayan noktali hassasiyet, bir¢ok isaret isleme, kontrol ve matematiksel

algoritmada tasarim ve hata ayiklama siireglerini 6nemli 6l¢iide kolaylastirmaktadir.

a

axbhb > 1

X b y
[ -7.9790000000000001J — = JW -y "
b
a8
LAk Faxb 3 \ 0.045319999999999999}—r
b
| -7.9790000000000001}J—. Adder Tree

Sekil 5.5 : Denklem 5.5 i¢in IIR_multl Blogunun Uygulanmasi.
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5.1.3 Kesir dereceli tiirev operatorii icin hesaplamal sonuglar ve analizler

Sekil 5.6°da s%° kesir dereceli tiirev operatérii i¢in MSBL, Oustaloup ve Matsuda
yaklasim yontemleri ile onerilen yontem kullanilarak elde edilen besinci derece tam say1
transfer fonksiyonlarinin genlik ve faz tepkileri, analitik s%° frekans tepisi ile
karsilastirilmaktadir. Tiim sekillerde, Onerilen yontemle elde edilen egriler “Optimize
Edilmis MSBL” olarak adlandirilmistir. Sekil 5.6 incelendiginde, MSBL yaklagim
yontemine dayali optimize edilmis transfer fonksiyonunun frekans tepkisinin, orijinal MSBL
yaklagiminin frekans tepkisiyle olduk¢a uyumlu oldugu goriilmektedir. Nicel karsilastirma
i¢in, tanimlanan € [0.01,100] rad/s frekans araliginda logaritmik olarak dagitilmis
103 noktada frekans tepkisi igin RMSE ve MAPE degerleri hesaplanmustir. Genlik ve faz
tepkilerine iliskin RMSE ve MAPE degerleri Sekil 5.6’daki egriler lizerinden elde edilmis
olup sonucglar Cizelge 5.1°de Ozetlenmistir. Cizelge 5.1’de goriildiigli iizere, Onerilen
yontemin frekans alanindaki yaklasim performansi genel anlamda hem orijinal MSBL
yonteminden hem de diger klasik yaklastirma yontemlerinden bir miktar daha istiindiir. Bu
durum, kesir dereceli yaklasim yontemleriyle elde edilen transfer fonksiyonlarina
optimizasyon  siireci kesir  dereceli transfer

uygulandiginda, fonksiyonlarinin

gergeklestirilmesinde belirgin bir 1yilestirme saglanabilecegini gostermektedir.
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Sekil 5.6 : Onerilen yontem ile MSBL, Oustaloup ve Matsuda yaklagim ydntemleri
kullanilarak s%5operatorii icin elde edilen besinci derece transfer fonksiyonlarina ait
gercek (analitik) frekans tepkisi ile yaklasik frekans tepkileri karsilastiriimasi.
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Frekans tabanli optimizasyonun zaman alani tepkisini olumsuz etkileyebilecegi goz
onlinde bulundurularak, belirtilen yaklastirma yontemlerine ve FMINCON optimizasyon
yontemine dayali transfer fonksiyonlar1 i¢in 100 saniyelik step yanitlar elde edilmistir. Bu
yamtlar, s%Soperatdriiniin analitik step yaniti ile karsilastirilarak analiz edilmis ve
karsilastirma sonuclari Sekil 5.6’da sunulmustur. Sekilden goriildiigii tizere, MSBL yaklasik
transfer fonksiyonunun optimize edilmesine dayali step yamiti, diger yaklagtirma
yontemlerine dayali step yanitlarina kiyasla analitik step yanitini biraz daha iyi izlemektedir.
Nicel degerlendirme icin Sekil 5.6’te gosterilen step yanitlarina ait RMSE ve MAPE
degerleri hesaplanmis ve sonuglar Cizelge 5.1°de verilmistir. Cizelge 5.1 incelendiginde,
RMSE ve MAPE degerlerinin frekans tabanli optimizasyonun zaman alani davranigini
olumsuz etkilemedigini, aksine zaman tepkisinde hafif bir iyilesmeye neden oldugunu

gosterdigi goriilmektedir.

10!
—— Analytical
........ MSBL
— — Optimized MSBL
Oustaloup
Matsuda
100 L

Basamak Tepkisi

0 20 4I0 6ICI 80 100
Zaman (saniye)
Sekil 5.7 : s9° operatdrii i¢in analitik step cevabi ile MSBL, Oustaloup ve Matsuda
yaklagim yontemleri ile 6nerilen metoda dayali olarak elde edilen 5. derece yaklagik
transfer fonksiyonlarina ait step cevaplari karsilastirislmasi.

Cizelge 5.1 : s%° tiirev operatdrii i¢in w € [0.01,100] rad/s frekans araliginda farkli
frekans tabanli yaklastirma yontemlerine dayali olarak elde edilen genlik, faz ve step
tepkilerine ait hata karsilagtirmalari.

Yaklasim RMSE MAPE (%)

Metotlan Frekans Cevabi Zaman Frekans Cevabi Zaman
Cevab1 Cevabi

Genlik Faz Step Genlik Faz Step

MSBL 0.1426 1.5070 0.0101 2.42 2.57 9.51

Opt. MSBL 0.1012 0.8057 0.0060 1.49 1.57 423

Oustaloup 0.1218 2.6933 0.0104 3.50 5.27 7.34

Matsuda 0.0942 1.6376 0.0078 1.73 2.68 2.34
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Ayrica, Onerilen yontemin gegerliligini degerlendirmek amaciyla, yontem farkli
frekans araliklarinda da test edilmistir. 5. derece MSBL yaklagimi ve onerilen yontemle elde
edilen transfer fonksiyonlarmin frekans tepkileri, tiirev operatrii s%%icin [0.1 — 10] rad/s,
[0.01 — 100] rad/s ve [0.001 — 1000] rad/s frekans araliklarinda karsilastirmali olarak
Sekil 5.8’de sunulmustur. Bu sekle ait hata degerleri ise Cizelge 5.2°de verilmistir. Sekil 5.7
ve Cizelge 5.2°den goriildiigl iizere, Onerilen yontem farkli frekans araliklarinda da

geleneksel MSBL yontemine kiyasla daha basarili sonuglar ortaya koymustur.
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Sekil 5.8 : %5 tiirev operatdrii igin 5. derece MSBL yaklagimi ve dnerilen ydntem ile
elde edilen transfer fonksiyonlarinin frekans tepkilerinin, analitik sonuglarla birlikte
[0.1-10] rad/s, [0.01-100] rad/s ve [0.001-1000] rad/s frekans araliklarinda
karsilagtirilmasi.

Cizelge 5.2 : 5. derece MSBL yaklasimi ve Onerilen yontemle elde edilen transfer
fonksiyonlarinin s tiirev operatérii i¢in [0.1-10] rad/s, [0.01-100] rad/s ve [0.001—1000]
rad/s frekans araliklarina ait hata karsilastirmasi.

Frekans Yaklasim RMSE MAPE (%)
Arahgi (rad/s)  Metotlan Genlik Faz Genlik Faz
[0.1-10] MSBL 0.0020 0.1296 0.10 0.22
Opt. MSBL 0.0015 0.0654 0.09 0.12
[0.01 - 100] MSBL 0.1426 1.5070 2.42 2.57
Opt. MSBL 0.1012 0.8057 1.49 1.57
[0.001 - 1000] MSBL 1.1261 4.3136 9.46 8.13
Opt. MSBL 0.7443 3.0711 5.21 6.00
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Yontemin gecerliligini degerlendirmek amaciyla, farkli bir yaklasim derecesi (3.
derece) icin de performans analizi gergeklestirilmistir. Bu kapsamda, 3. derece MSBL
yaklasimi ve onerilen ydntem kullamilarak tiirev operatdrii s%° icin elde edilen transfer
fonksiyonlarmnin frekans tepkileri [0.01 — 100] rad/s araliginda karsilastirmali olarak Sekil
5.9°da gosterilmis, bu sekle ait hata degerleri ise Cizelge 5.3’te sunulmustur. Sekil 5.8 ve
Cizelge 5.3 incelendiginde, 6nerilen yontemin 3. derece yaklagim icin de geleneksel MSBL
yontemine kiyasla daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Dolayisiyla, dnerilen yontemin
Ozellikle diisiik frekans araliklarinda ve diisiik yaklasim derecelerinde olmak {izere, frekans

araligindan ve yaklagim derecesinden bagimsiz olarak yiiksek performans sergiledigi

sonucuna varilabilir.
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Sekil 5.9 : s%° operatdrii igin 3. derece MSBL yaklasimi ve &nerilen yontemle elde
edilen transfer fonksiyonlarinin [0.01-100] rad/s frekans araliginda cevaplarmin,
analitik sonuglarla karsilastiriimasi.

Cizelge 5.3 : Tiirev operatorii s%°i¢in 3. derece MSBL yaklagimi ve onerilen ydntem
kullanilarak elde edilen transfer fonksiyonlarinin [0.01-100] rad/s frekans araligindaki
frekans tepkilerine ait hata karsilastirmasi.

Yaklasim RMSE MAPE (%)

Metotlar: Genlik Faz Genlik Faz
MSBL 0.5483 7.6514 15.78 14.50

Opt. MSBL 0.3716 47587 7.88 9.13
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5.1.4 Dijital gercekleme sonug¢lari

Boliim 5.1.2°de belirtilen gergekleme adimlart uygulandiktan sonra, FPGA iizerinde
gergeklestirme dogrulugunu, tutarliligini ve uygulanabilirligini degerlendirmek amaciyla
sistem girisine farkli dalga bicimleri uygulanmustir. ilk olarak, frekans cevabmin elde
edilebilmesi i¢in [0.001, 1000] Hz araliginda bir chirp sinyali girise uygulanmistir. Her bir
kesir dereceli yaklagim yontemi i¢in elde edilen genlik ve faz tepkileri Sekil 5.10°da
gosterildigi lizere ayr1 ayn ¢izdirilmistir. w € [1,100] rad/s frekans araliginda RMSE ve
MAPE degerleri hesaplanmistir. Cizelge 5.4'te sunulan bu hata degerleri, uygulanan
optimizasyon algoritmasinin MSBL yaklasim yonteminin frekans tepkisini etkin bir sekilde
iyilestirdigini ortaya koymaktadir. Cizelgeden de goriildiigii lizere, bu optimizasyon tabanli
yontem, diger kesir dereceli yaklagim yontemlerinden elde edilen ve optimize edilmemis
ayrik zamanl transfer fonksiyonlarina kiyasla daha iyi sonuglar saglamaktadir. Ger¢ekleme
sonuglari, MSBL yaklasim yontemiyle elde edilen transfer fonksiyonunun optimize
edilmesine dayanan bu yapinin, 6zellikle yiliksek frekans bolgelerinde hem genlik hem de

faz dogrulugu bakimindan kayda deger iyilestirmeler sundugunu gostermektedir.
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Sekil 5.10 : FPGA ciktilar1 i¢in elde edilen s%° ifadesine ait karsilastirmali genlik ve
faz tepkileri
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Cizelge 5.4 : FPGA cikislar i¢in, farkli frekans tabanli yaklagim yontemlerine dayali
olarak elde edilen s°-* operatoriine ait genlik ve faz tepkilerinin hata karsilastirmalari (o €
[1,100] rad/s)

Yaklasim RMSE MAPE (%)
Metotlanr Frekans Cevabi Frekans Cevabi
Genlik Faz Genlik Faz
MSBL 0.1983 1.5065 4.08 2.60
Opt. MSBL 0.0152 0.7778 3.08 1.45
Oustaloup 0.0177 2.5586 3.53 4.88
Matsuda 0.0460 1.6908 3.62 2.67

Onerilen yontemin uygulanabilirligini degerlendirmek amaciyla, s°-° tiirev operatdrii
i¢in elde edilen ve Denklem 5.4’te verilen optimize edilmis transfer fonksiyonu, temel dijital
tasarim teknikleri ve Verilog HDL kullanilarak Nexys 4 DDR Artix-7 FPGA (XC7A100T)
tizerinde gergeklenmistir. Cihaz programlamasi icin gerekli bit akist dosyasi Xilinx Vivado
Design Suite kullanilarak olusturulmustur. Frekans tepkisini karsilastirmali olarak
incelemek amaciyla 0.1 V genliginde ve 10 Hz frekansinda bir siniizoidal giris sinyali
kullanilmistir. Test siirecinde giris isareti FPGA tizerinde bir Look-Up Table (LUT) igerisine
kaydedilerek tiretilmistir. FPGA’nin dijital ¢ikiglarinin analog isaretlere doniistliriilmesi igin
Pmod DA4 sayisal-analog doniistiiriicii modiilleri kullanilmis ve elde edilen analog ¢ikislar
Sekil 5.11°de gosterildigi iizere osiloskop iizerinde goriintiilenmistir. Olgiimlerin elde
edilmesinde, iki analog giris kanalina sahip FNIRSI-1013D dijital osiloskop kullanilmigtir
[118].

i

[ = — —

Sekil 5.11 : Kesir dereceli tiirev operatorii s%° nin deneysel olarak FPGA ile
gerceklenmesi
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Sekil 5.12 : Optimize edilmis transfer fonksiyonu dikkate alinarak, 0.1 V genliginde
ve 10 Hz frekansinda siniizoidal giris sinyali i¢cin FPGA kart1 lizerinde gerceklestirilen
595 kesir dereceli tiirev operatdriiniin deneysel uygulama sonucu

Sekil 5.12°de sar1 renk ile gosterilen sinilizoidal giris gerilimi, LUT igerisinde
saklanan 0.1 V genlikli ve 10 Hz frekansli sinyaldir. Bu sinyal 6nceden yapilandirilmis
FPGA’ya giris olarak uygulandiginda, cikista mavi renk ile gosterilen sinyal elde
edilmektedir. Belirtilen frekanstaki deneysel olarak Slgiilen genlik kazanci ve faz kaymasi
incelendiginde, elde edilen degerlerin, Sekil 5.10°da verilen benzetim tabanli genlik ve faz
tepki egrilerinde ayni frekansa karsilik gelen kazang ve faz kaymasi ile yiiksek diizeyde

uyum gosterdigi goriilmektedir.

Deneysel calisma, tekrar edilebilirlik ve kararliligin degerlendirilmesi amaciyla on
kez tekrarlanmustir. Olgiilen genlik ve faz degerlerinin standart sapmasinin sirastyla yaklagik
%2 ve 2°’nin altinda oldugu goriilmiistiir. Baskin belirsizlik kaynaklarinin, FPGA saatine
bagli 6rnekleme titresimi ile 12 bit ¢dziliniirliige sahip DAC biriminin kuantalama hatasindan
kaynaklandig1 belirlenmistir. Ayrica, gerceklestirilen transfer fonksiyonunun farkli cevresel
kosullar altindaki performansi incelenmistir. Bu kapsamda, FPGA saat frekansinda £%0,2
araliginda degisim ve ortam sicakliginda 20 °C ile 30 °C arasinda degisim olusturulmustur.
Bu kosullar altinda c¢ikis tepkisinde Olgiilebilir bir bozulma goézlenmemis, bdylece
gerceklestirilen sistemin dogruluk ve kararliligini siirdiirdigii teyit edilmistir. Denklem
5.4’te elde edilen transfer fonksiyonu gerceklemesi i¢in Vivado iizerinde RTL analiz sonrasi

elde edilen FPGA’in kaynak kullanim1 ve gii¢ tahmini degerleri Sekil 5.13’te sunulmaktadir.
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Resource Utilization Available Utilization %

LuT 2534 63400 4.00
FF 833 126800 0.66
DSP 4 240 1.67
10 25 210 11.90
LuT 4%

FF9 1%
DsP 2%

10 12%

) T T T T 1
25 50 75 100

Utilization (%)

Power estimation from Synthesized netlist, Activity On-Chip Power
derived from constraints files, simulation files or
vectorless analysis. Note: these early estimates can 15% Dynamic: 0,017W (15%)
change after implementation.
13% Clocks:  0.002W
Total On-Chip Power: 0.114 W 8% _
6% Signals:  0.001 W
Design Power Budget: Not Specified
Logic: 0.001 W
Process: typica
Hi 73% BsP; 0.000W
Power Budget Margin: N/A = :
f[*H 0.013W
Junction Temperature: 25.5°C L
Thermal Margin: 58.5°C (12.9'W) Device Static: 0.087 W
Ambient Temperature: 25.0°C
Effective §ja: 4,6°CIwW
Power supplied to off-chip devices: 0OW
Confidence level: Low
Launch Power Constraint Advisor to find and fix

invalid switching activity

Sekil 5.13 : Deneysel FPGA uygulamasi i¢in kaynak kullanimi ve gii¢ tahmini.
5.2 Kesir Dereceli Filtreler I¢in Onerilen Yontemin Uygulanmasi

5.2.1 Algak geciren filtre uygulamasi 1

Bu kisimda asagida denklemi verilen kesir dereceli bir algak geciren filtre ele alinmis

olup, Onerilen yontem bu filtre iizerinde test edilmistir.

2
0.5-s1143

H(s) = (5.13)

Denklem 5.13 ile ifade edilen kesir dereceli algak geciren filtre i¢in nce MSBL
yaklasim yontemi ile 5. dereceden tamsayi1 dereceli yaklagik bir transfer fonksiyonu elde
edilir. Elde edilen bu yaklasik transfer fonksiyonunun optimizasyonu i¢in Boliim 5.1
aciklanan FMINCON optimizasyon yontemi, uygulanir. Uygulanan optimizasyon

sonucunda asagidaki transfer fonksiyonu elde edilmistir:

2.335554233.15%+2211534245852+4321.85+4.181
1.04556+83.955°+964.25%+386953+374652+483.35+6.271

Fp,(s) = (5.14)

Sekil 5.14’te Denklem 5.14’te verilen optimize edilmis transfer fonksiyonuna ait
frekans cevabi, analitik frekans cevabi ile MSBL, Oustaloup ve Matsuda yaklagik transfer

fonksiyonlart kullanilarak elde edilen frekans cevaplariyla karsilastirilmaktadir. Sekilde
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goriildiigi iizere, farkli yaklagim yontemleriyle elde edilen frekans cevaplart genel olarak
birbiriyle uyumludur. Incelenen kesir dereceli algak geciren filtre icin optimize edilmis
MSBL yontemi, diger yaklagimlara kiyasla orta diizeyde bir performans sergilemekle
birlikte, Cizelge 5.5’te sunulan RMSE ve MAPE hata degerleri, 6zellikle faz cevabi
acisindan, optimize edilmis MSBL yonteminin orijinal MSBL yontemine kiyasla daha diisiik

hata degerleri iirettigini gostermektedir.

Cizelge 5.5 : Kesir dereceli algak gegiren filtre i¢in farkli frekans tabanl yaklagim
yontemlerine dayali genlik ve faz tepki hatalarinin, ® € [0.01, 100] rad/s frekans araliginda

karsilastirilmasi.
Yaklasim RMSE MAPE (%)
Metotlar1 Frekans Cevabi Frekans Cevabi
Genlik Faz Genlik Faz
MSBL 0.0008 03121 0.23 2.56
Opt. MSBL 0.0008 0.1438 0.29 1.42
Oustaloup 0.0019 0.4774 0.49 1.02
Matsuda 0.0009 0.3399 0.26 0.49
o 0 N '
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Sekil 5.14 : MSBL, Oustaloup ve Matsuda yaklasim yontemleri ile nerilen yontem
kullanilarak elde edilen yaklasik transfer fonksiyonlarinin frekans tepkilerinin, kesir
dereceli algak geciren filtrenin analitik frekans tepkileri ile karsilastirilmasi
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5.2.2 Algak geciren filtre uygulamasi 2

Kesir dereceli algak gegiren filtrelerin frekans tepkisini iyilestirmeye yonelik farkli
bir calisma daha gerceklestirilmistir. Bu ¢alismada, kesir dereceli algak gegiren filtrelerin
gergeklestirilmesinde yaygin olarak kullanilan Oustaloup yaklasimi sonucu elde edilen
transfer fonksiyonunun frekans tepkisi performansini iyilestirmeye yonelik, farkli bir
optimizasyon yontemi sunulmustur. Oustaloup yaklasiminin 6zellikle bant kenarlarinda ve
genis frekans araliklarinda gosterdigi yaklasim hatalarini en aza indirmek amaciyla filtre
katsayilar1 ¢cok amacli optimizasyon yontemlerinden biri olan MATLAB’1n fgoalattain

yontemi kullanilarak optimize edilmistir.

Bu calismada, ideal referans model olarak a = 0.9 degerine sahip bir kesir dereceli
algak geciren filtre ele alinmistir. Bu filtrenin siirekli zaman alanindaki transfer fonksiyonu

F(s), Denklem (5.9)’da verilmistir.

5
1.2509+4

F(s) = (5.15)

Kesir dereceli s° operatoriiniin tam say1 dereceli rasyonel bir transfer fonksiyonu
ile ifade edilmesi, sistemin analiz edilebilmesi ve gerceklestirilebilmesi agisindan bir
gerekliliktir. Bu amacla Oustaloup yaklasim yontemi kullanilmis ve yaklasim i¢in iiglincii

derece (N = 3) bir filtre yapisi tercih edilmistir.

Ugiincii derece Oustaloup yaklasimi referans F(s) fonksiyonuna uygulandiginda,
standart tam say1 dereceli yaklasik transfer fonksiyonu F,(s) elde edilmekte olup, bu ifade

Denklem (5.10)’da sunulmustur.

553+401252+3.187-10*5+2506
605.453+1.086-10%52+2.646-10%s+2006

Fous(s) = (5.16)

Bu transfer fonksiyonu kismi kesir genislemesi yontemi ile su sekilde ayristirilmastir:

3.736 2.741 0.001392
Fous(s) = s+15.04 + s+2.812 t $+0.07833 +0.0082 (5.17)

Oustaloup yaklasimiyla elde edilen F,, (s) transfer fonksiyonu, ideal F (s) modelinin
frekans tepkisini belirli bir hata payi ile temsil etmektedir. Bu hata 6zellikle bant sinirlarinda
ve genis frekans araliklarinda daha belirgin hale gelmektedir. Yaklagtirma hatasin1 en aza
indirmek ve frekans tepkisini iyilestirmek amaciyla F,(s) fonksiyonunun katsayilari

optimize edilmistir.

Optimizasyon siireci i¢cin, MATLAB Optimization Toolbox™ i¢erisinde yer alan cok

amacli hedef tabanli optimizasyon fonksiyonu fgoalattain kullanilmistir. Bu optimizasyonun
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amaci, belirlenen frekans araliginda F, (s) filtre tepkisinin, ideal F(s) modelinin genlik
tepkisine olan hatasini minimize edecek yeni katsayilarin bulunmasidir. Siirecin sonunda
iyilestirilmis transfer fonksiyonu olan F,y _o,(s) elde edilmis olup, bu ifade Denklem

5.18’de gosterilmistir.

0.565853+401.25%4+56085+5012
63.73534+147952+58685+4012

Fopt—ous(s) = (5.18)

Ayrica bu transfer fonksiyonu da kismi kesir genislemesi yontemi kullanilarak su

sekilde ayrigtirllmistir:

2.604 3.321 0.01638

Fopt—ous(s) = + + +0.0099 (5.19)

s+13.77  s+3.361 s+02643

Ugiincii derece transfer fonksiyonlarinin dogrudan donanim iizerinde uygulanmast,
katsay1 hassasiyeti ve sayisal kararlilik sorunlar1 gibi ¢esitli problemlere yol acabilmektedir.
Bu zorluklarin iistesinden gelmek ve FPGA iizerinde verimli bir gerceklestirim saglamak
amaciyla, hem standart F,,(s) hem de optimize edilmis Fop ous(s)fonksiyonlari, Denklem
5.17 ve 5.19°da gosterildigi sekilde kismi kesir agilimi yontemi kullanilarak paralel bagli

birinci derece filtreler ve bir kazang terimine ayristirilmistir.

Bu transfer fonksiyonu i¢in 10 ms oOrnekleme periyodu ile uygulanan Tustin
yaklasiminin, tanimlanan frekans araliginda en dogru performansi sagladig: belirlenmistir.

Bu doniisiim sonrasinda elde edilen z-diizlemi ifadeleri asagidaki gibi elde edilmektedir:

0.01737 + 0.01737z™*  0.01352 + 0.01352z"1 6.958¢ — 06 + 6.958¢ — 0621

F =
ous (2) 1—0.8601z"1 + 1-0.9723z1 + 1—0.9992z1
+ 0.0082 (5.20)
0.01218+0.01218z~' = 0.01633+0.01633z~! = 8.181e—05+8.181e—05z"1
F"pt-“"”(z) - 1-0.8712z"1 + 1-0.9669z1 + 1-0.9974z1 +0.0099  (5.21)

Daha sonra, Denklem 5.20 ve 5.21°de verilen yaklasik transfer fonksiyonlari
karsilastirmali olarak analiz edilmistir. Ardindan, sistemin frekans tepkisini degerlendirmek
amaciyla [0.01-100] rad/s araligin1 kapsayan bir chirp sinyali uygulanmistir. Simiilasyon
sirasinda hem giris hem de ¢ikis sinyalleri Time Scope {izerinden kaydedilmis olup, Sekil
5.15’te gosterilen FPGA tabanli ger¢ekleme sonucunda elde edilen verilerden frekans

bolgesi karakteristikleri ¢ikarilmistir.
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Sekil 5.15 : Vitis Model Composer tizerinde filtre denklemlerinin tasarlanmasi ve
uygulanmast.

Elde edilen transfer fonksiyonu tepkileri, hedeflenen frekans ¢oziiniirliigline uyum
saglamak amaciyla MATLAB ortaminda interpolasyon islemine tabi tutulmustur. Genlik ve
faz karakteristiklerinin dogrulugunu daha da artirmak icin yiiksek frekansli dalgalanmalar1
azaltan ve sistem dinamiginin 6z niteliklerini koruyan bir Butterworth yumusatma filtresi
uygulanmistir. Karsilagtirma, hem siirekli zamanli transfer fonksiyonlar {izerinden yapilan
simiilasyonlara hem de Vitis Model Composer kullanilarak modellenen FPGA ger¢eklemesi

(“Gateway Out”) sonuglarina dayali olarak gergeklestirilmistir.

Sekil 5.16°da tiim fonksiyonlarin frekans tepkileri genlik ve faz bilesenleri seklinde
sunulmustur. Sistemlerin ideal referans modele gore performansini sayisal olarak
degerlendirmek amaciyla RMSE degerleri hesaplanmistir. Hesaplanan RMSE degerleri
Cizelge 5.6’da Ozetlenmektedir. Elde edilen sonuglar, uygulanan optimizasyon
algoritmasinin Oustaloup yaklagimimin frekans tepki dogrulugunu Onemli Olgiide
tyilestirdigini acik¢a ortaya koymaktadir. Optimizasyon tabanli yaklasimin, diger kesir
dereceli yaklasim yontemlerinden elde edilen optimize edilmemis ayrik zamanh transfer
fonksiyonlaria kiyasla belirgin sekilde daha iyi performans sergiledigi gézlemlenmistir.
Uygulama sonuglar1 ayrica, optimize edilmis Oustaloup tabanli transfer fonksiyonunun
ozellikle yiiksek frekans bolgelerinde hem genlik hem de faz dogrulugu acisindan kayda

deger iyilestirmeler sagladigini gostermektedir.

Bu ¢alisma, kesir dereceli filtrelerin Oustaloup katsayilarinin optimize edilmesinin
sistemin faz dogrulugunu artirmada etkili bir yontem oldugunu gostermistir. Ayrica,
iyilestirilen bu filtrelerin FPGA gibi modern sayisal platformlarda gercek zamanl

uygulamalarda basariyla gergeklestirilebildigi ortaya konulmustur.
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Sekil 5.16 : Kesir dereceli algak gegiren filtre i¢in, Oustaloup yaklasimi ile elde edilen
yaklasik transfer fonksiyonlarinin ve 6nerilen yontemle elde edilen transfer
fonksiyonunun frekans tepkilerinin, ideal frekans tepkileri ile karsilagtirilmasi.

Cizelge 5.6 : Kesir dereceli algak gegiren filtre i¢in farkli frekans tabanli yaklagim
yontemlerine dayali genlik ve faz tepki hatalarinin, ® € [0.01, 100] rad/s frekans araliginda

karsilagtirilmasi
Yaklasim Metotlan RMSE
Frekans Cevabi

Genlik Faz
Oustaloup 0.2570 1.6330
Opt. Oustaloup 0.0950 0.3008
Oustaloup FPGA Gateway Out 0.0042 1.6276
Opt. Oustaloup FPGA Gateway Out 0.1452 1.0109

5.3 Kesir Dereceli Kontrolor icin Uygulama

Kesir dereceli kontrolciiler, endiistriyel otomasyon ve robotik sistemlerde artan bir

ilgi gérmektedir. Onerilen ydntemin kontrolcii tasarimindaki basarisini test etmek igin,

literatiirde sikga karsilasilan bir FOPID kontrolcii transfer fonksiyonu se¢ilmistir:

1
C(s) = 5+507+250'5

(5.22)

Bu kontrolcii, hem integral (s°%) hem de tiirev (s%°) etkilerini barindirdig1 icin

optimizasyon acisindan zorlu bir test senaryosu olusturmaktadir. MSBL yaklasimu ile elde

edilen 10. dereceden transfer fonksiyonu, Onerilen yontemle optimize edilerek asagida

83



belirtilen F,(s) fonksiyonu elde edilmistir. Bu fonksiyon, FPGA ger¢eklemesi i¢in uygun

hale getirilmistir.

55.12510 + 5642s° + 1.712 - 10°s8 + 1.666 - 10657 + 5.977 - 10°s°® + ---
1.19510 4+ 280.55% + 1.246 - 104s8 4+ 1.703 - 10557 + 7.296 - 10556 + ---

F.(s) =

..+ 7987 -10%s5 +4.171 - 10%s* +8.827 - 10°s3 + 7.802 - 10*s2 4 24665 + 25.18
..+ 1.087 -106s5 + 5.256 - 105s% + 8.822 - 10%s3 + 450752 + 68.09s + 0.1178

(5.23)

FOPID kontrolciiye ait bu transfer fonksiyonuna, ayrica MSBL, Oustaloup ve
Matsuda yaklasimlar1 uygulanarak elde edilen transfer fonksiyonlarina ait frekans ve zaman
cevaplari, optimizasyon kullanilarak ile elde edilen transfer fonksiyonuna ait frekans ve

zaman cevaplari ile karsilastirilarak analiz edilmistir.

F.(s) Transfer fonksiyonunun frekans tepkisi Sekil 5.17’de sunulmustur. Sekilden de
goriildigi lizere, transfer fonksiyonu katsayilarinin optimize edilmesi, genlik veya faz
tepkisinde herhangi bir belirgin bozulmaya yol agmamakta; hatta faz tepkisinde iyilesme
saglandig1 gozlemlenmektedir. Frekans tepkisine iliskin hata analizi, ® € [0.01, 100] rad/s
araliginda logaritmik olarak dagitilmis 10° noktada gerceklestirilmis olup, elde edilen
sonuclar Cizelge 5.7°de Ozetlenmistir. Tabloda sunulan RMSE ve MAPE hata degerleri,
uygulanan optimizasyon yonteminin FOPID denetleyicisinin frekans tepkisini etkili bir

bi¢cimde iyilestirdigini agik¢a gostermektedir.
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Sekil 5.17 : MSBL, Oustaloup ve Matsuda yaklasimlari ile 6nerilen yontem
kullanilarak elde edilen yaklasik transfer fonksiyonlarinin frekans tepkilerinin, kesir
dereceliPID denetleyicisinin analitik (dogrusal) frekans tepkileri ile karsilastirilmasi
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Sekil 5.18’de F.(s) fonksiyonunun 100 saniyelik analitik step cevabi, Onerilen
yontemle ve diger kesir dereceli yaklasim yontemleriyle elde edilen basamak cevaplariyla
karsilastirmali olarak sunulmustur. Optimize edilmis transfer fonksiyonuna dayali step
cevabi, 100 saniyelik test siiresi boyunca tatmin edici bir performans sergilemektedir.
Ozellikle, MSBL yaklasimina dayali step cevabi ile optimize edilmis MSBL fonksiyonuna
dayal1 step cevabi yanit1 arasindaki fark, uygulanan optimizasyon ydnteminin zaman alani
davraniginda da iyilesme sagladigini agikca gdstermektedir. Zaman alanina ilisgkin RMSE ve
MAPE degerleri Cizelge 5.7°de verilmis olup, bu sonuglar FMINCON optimizasyon
algoritmasinin MSBL yaklasimi i¢in zaman alani performansim1 da etkili bir sekilde

tyilestirdigini dogrulamaktadir.

Her ne kadar FMINCON optimizasyonu frekans alanindaki genlik ve faz hatalarini
hedef almis olsa da sistemin gegici rejim davranisiyla iliskili baskin kutup—sifir yapisini
korumustur. Bu nedenle zaman alani yanitinda herhangi bir bozulma meydana gelmemis,
hatta bazi durumlarda soniim orani ve faz marjinin daha uyumlu hale gelmesi sonucunda
hafif bir iyilesme dahi gozlenmistir. Zaman alaninda bir bozulma ancak optimizasyonun
yiiksek frekans bolgesine asir1 agirlik vermesi veya kutuplarin hayali eksene ¢ok yakin bir
konuma tasinmasi durumunda ortaya ¢ikabilirdi; ancak bu ¢alisma kapsaminda kullanilan

formiilasyon, bu tiir uygunsuz durumlarin olusmasini engelleyecek sekilde gelistirilmistir.

Cizelge 5.7 : s%5 tiirev operatdrii icin w € [0.01,100] rad/s frekans araliginda farkli
frekans tabanli yaklagtirma yontemlerine dayali olarak elde edilen genlik, faz ve step
tepkilerine ait hata karsilagtirmalari.

Yaklasim RMSE MAPE (%)

Metotlar: Frekans Cevabi Zaman Frekans Cevab1  Zaman
Cevabi Cevabi

Genlik Faz Step Genlik Faz Step

MSBL 0.3770 1.0743 0.9279 1.28 431 2.12

Opt. MSBL 0.3117 0.4546 0.2909 0.83 3.19 0.59

Oustaloup 0.3354 1.8939 0.6540 1.83 8.08 1.41

Matsuda 0.2645 1.1130 0.0692 1.00 3.58 0.17
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Sekil 5.18 : FOPID denetleyicisi i¢in elde edilen yaklasik transfer fonksiyonlarinin
step cevaplarinin, MSBL, Oustaloup ve Matsuda yaklasim yontemleri ile dnerilen
yontem kullanilarak elde edilen sonuglarin, analitik step cevabi ile karsilastiriimasi.

5.4 Boliim 5’in Sonucu

Optimize edilen yaklasik transfer fonksiyonunun frekans ve zaman tepkileri, analitik
olarak hesaplanan frekans-zaman tepkileri ile MSBL, Oustaloup ve Matsuda yontemleriyle
elde edilen frekans-zaman tepkileri dikkate alinarak karsilastirmali bigimde analiz edilmistir.
Ayrica hem frekans hem de zaman bolgesindeki yaklasim performansini degerlendirmek
amaciyla RMSE ve MAPE gibi nicel performans olgiitleri kullanilmistir. Optimizasyon
sonucunda, katsayilar1 kismen 1iyilestirilmis yeni bir transfer fonksiyonu elde edilmistir.
Yontemin tahmin edilen iyilesmeyi saglayip saglamadigini degerlendirmek amaciyla bu
yaklasim, bir kesir dereceli operatdre, bir kesir dereceli PID kontroldre ve bir kesir dereceli
alcak gegciren filtreye uygulanmistir. Uygulama sonuglari, 6nersilen yontemin genel olarak
frekans tepkisinde beklenen iyilestirmeleri sagladigini gostermistir. Frekans tepkisindeki bu
tyilestirmeler, kesir dereceli kontrol sistemlerinde optimal kontrol performansinin elde
edilmesi acisindan ozellikle degerlidir. Ek olarak, kesir dereceli s%° operatérii ve FOPID
kontroldre iliskin zaman tepkileri incelenmis ve yontemin zaman tepkisi iizerinde belirgin
bir olumsuz etkiye yol agmadigi, aksine genel olarak kiiciik ¢capl bir iyilestirme sagladigi

gozlemlenmistir.
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Ayrica yontemin uygulanabilirligini gostermek ve karsilasgtirmali bir analiz
gerceklestirmek amaciyla, MSBL, Oustaloup, Matsuda ve 6nerilen yontemle elde edilen 5.
derece yaklasik transfer fonksiyonlari, tiirev operatorii s%°icin MATLAB Simulink
ortamindaki Vitis Model Composer Hub System Generator blogu kullanilarak FPGA
tizerinde dijital olarak gergeklenmistir. FPGA ger¢ekleme sonugclari, tanimlanan frekans
araliginda analitik frekans tepkisi ile yiiksek uyum sergileyerek onerilen ydntemin
etkinligini dogrulamistir. Simiilasyon ortamindaki gercekleme sonrasinda optimize edilen
transfer fonksiyonu, Nexys 4 DDR Artix-7 FPGA (XC7A100T) iizerinde deneysel olarak
uygulanmistir. Elde edilen sonuglar, ¢alisma frekansinda kazang ve faz kaymasi agisindan
FPGA gergeklemesi ile simiilasyon sonuclarinin birbiriyle yiiksek diizeyde uyumlu
oldugunu gostermistir. Bu uyum, belirtilen frekans araliginda dinamik davranmisin FPGA

tarafindan yiiksek dogruluk ve giivenilirlikle ¢ogaltilabildigini teyit etmektedir.

Bu bulgular, herhangi bir tamsay1 dereceli yaklagim yontemi kesir dereceli sisteme
uygulandiktan hemen sonra bir optimizasyon yoOnteminin kullanilmasi ve ardindan
gercekleme siirecine gecilmesinin, uygulamanin dogruluk ve giivenilirligini artiracagini

ortaya koymaktadir.
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6. KESIR DERECELI FONKSIYONLAR iCIN ZAMAN CEVABI ESASLI
OPTIMIZASYON VE GERCEKLEME UYGULAMALARI

6.1 Kesir Dereceli Operator Icin Uygulama

Bu béliimde, 6nceki boliimlerde ele alinan frekans tabanli yaklasimlarin aksine, kesir
dereceli sistemlerin gegici hal (transient) performansini dogrudan iyilestirmeyi hedefleyen
zaman cevabi esasli bir optimizasyon stratejisi sunulmustur. Uygulama o6rnegi olarak,

endiistriyel kontrol siireglerinde sikca karsilasilan s%7 tiirev operatorii secilmistir.

Bu s%7 tiirev operatoriine Oustaloup yaklasim ydntemi uygulanmis olup, [0.01,100]
rad/s frekans araliginda 5. Dereceden bir yaklasim hedeflenmistir. Oustaloup yontemi ile
elde edilen transfer fonksiyonu (7, (S)) asagidaki sekilde elde edilmistir.

125.95°+128305*+77630534+2951052+705.25+1
15°+4705.254+2951053+7763052+128305+125.9

Toust (s) = (6.1)

Daha sonra elde edilen bu denklem, kismi kesirlere ayirma metodu kullanilarak 5
adet 1. derece IIR filtrelerin ve kazang degerinin toplamindan olusan bir asagidaki denkleme

doniistiiriilmiistiir:

—7.554¢04 —414 —-3.69 —0.03346 . —0.0002888
5+660.7 5+41.68  s+2.631 5+0.1659 5+0.01047

Toust () = +1259 (6.2)

Standart Oustaloup yaklasimi, frekans diizleminde genlik ve faz uyumunu
hedeflerken, zaman diizleminde (6zellikle ¢ = 0 an1 ve hemen sonrasinda) asim (overshoot)
veya yerlesme siiresi sapmalarina neden olabilmektedir. Bu bdliimde, Oustaloup yontemiyle
elde edilen 5. dereceden transfer fonksiyonunun katsayilari, sistemin step cevabini (step
response) analitik cevaba yaklastiracak sekilde Parcacik Siirii Optimizasyonu (PSO) ve

fmincon yontemleri kullanilarak optimize edilmistir.

6.1.1 Kesir dereceli yaklasim hibrit optimizasyonu

Kesir dereceli sistemlerin rasyonel yaklasimlarinda kullanilan standart Oustaloup
yontemi, frekans diizleminde belirli bir bant araliginda basarili sonuglar verse de zaman
diizlemindeki (time-domain) basamak yanitinda ve 6zellikle dijital gergekleme asamasinda
istenmeyen gecici hal hatalar1 olusturabilmektedir. Bu boliimde, Oustaloup yontemi ile elde
edilen transfer fonksiyonu katsayilarinin zaman diizlemindeki performansini artirmak
amaciyla, global ve yerel arama algoritmalarinin avantajlarint birlestiren hibrit bir

optimizasyon stratejisi gelistirilmistir. Onerilen yontem ii¢ temel asamadan olusmaktadir:
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Odaklanmus siirii baglatma stratejisi, PSO-FMINCON hibrit optimizasyon mimarisi ve kisith

maliyet fonksiyonu tasarimu.

6.1.1.1 Odaklanmus siirii baslatma stratejisi (Focused Cloud Initialization)

Stokastik optimizasyon algoritmalarinda, baslangi¢ popiilasyonunun rastgele
olusturulmasi, 6zellikle yiiksek dereceli filtre tasarimlarinda sistemin kararsizlik (instability)
bolgesine siiriiklenmesine neden olabilmektedir. Bu calismada, optimizasyon siirecinin
yakinsama hizini artirmak ve kararsiz ¢6ziim riskini minimize etmek amaciyla "Odaklanmis

Siirli Baglatma" yontemi uygulanmuistir.

Bu yontemde, optimizasyon algoritmasinin baglangi¢ parcaciklar: tamamen rastgele
bir uzaydan secilmek yerine, analitik olarak hesaplanan standart Oustaloup katsayilari
referans alinarak olusturulmustur. Siiriideki lider parcacik (global best aday1), referans
performansin korunmasi amaciyla dogrudan orijinal Oustaloup katsayilarina esitlenmistir.
Diger parcaciklar ise bu referans degerlerin etrafinda, belirli bir tolerans araliginda tiniform
dagilim ile tiiretilmistir. Boylece algoritma, ¢6ziim uzaymin tamamini kori koriine aramak
yerine, optimum ¢oziimiin bulunma olasiligmin en yiiksek oldugu "kararli bolgeye"

odaklanmaktadir.

6.1.1.2 Hibrit optimizasyon mimarisi (Hybrid PSO- FMINCON)

Kesir dereceli filtre katsayilarinin optimizasyonu, ¢ok modlu (multi-modal) bir
problem olup ¢ok sayida yerel minimum noktas1 igermektedir. Bu nedenle, tek basina
gradyan tabanli yontemler yerel minimumlara takilabilmekte, tek basina evrimsel

algoritmalar ise tam optimum noktaya (global optimum) ulasmada yavas kalabilmektedir.

Bu boliimde, Pargacik Siirti Optimizasyonu (PSO) ve MATLAB FMINCON (Active-
Set veya Interior-Point) algoritmalarini seri olarak g¢alistiran hibrit bir yap: Onerilmistir.
Siirecin ilk asamasinda, optimize edilecek parametrelerin, global arama yetenegi yiiksek
olan PSO algoritmasi ile ¢ozlim uzay:r taranarak en iyi ¢oziim bdlgesine yakinsamasi
saglanmaktadir. PSO algoritmas1 durma kriterini sagladiginda, elde edilen en iyi ¢oziim
vektori, gradyan tabanli FMINCON algoritmasina baslangi¢ noktasi olarak aktarilmaktadir.
Ikinci asamada devreye giren FMINCON, tiirev tabanli arama yetenegi sayesinde PSO'nun
buldugu ¢6ziim iizerinde ince ayar (FMINCON - tuning) yaparak hatayr minimize eden nihai

katsayilar1 belirlemektedir.
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6.1.1.3 Maliyet fonksiyonu ve kararhlik kisitlar:

Ideal step cevabu, kesir dereceli sistemin analitik siirekli zaman transfer fonksiyonu
esas alinarak, herhangi bir yaklasim, ayriklastirma veya sayisal kisitlama uygulanmaksizin
elde edilmistir. Bu referans cevap, sistemin gercek kesir dereceli dinamigini temsil etmekte
olup, optimize edilen yaklasik modellerin dogruluk degerlendirmesinde temel 6lgiit olarak
kullanilmistir. Yaklagim yontemleri ve donanimsal ger¢eklemelerin performansi, ideal step
cevabi ile elde edilen cevaplar arasindaki farkin bir hata 6l¢iitii izerinden minimize edilmesi
prensibine dayanmaktadir. Bu amagla, zaman domeyninde tanimlanan bir maliyet
fonksiyonu (cost function), ideal ve yaklasik step cevaplari arasindaki farkin karesinin
zaman boyunca integralini icerecek sekilde tanimlanmis; boylece hem gegici rejim hem de

uzun zamanli davranistaki sapmalar optimizasyon siirecine dahil edilmistir.

Optimizasyon probleminin temel amaci, onerilen fonksiyonun basamak yanit1 (y;,,)
ile ideal kesir dereceli sistemin teorik yaniti (y;404;) arasindaki hatayr minimize etmektir.
Ancak bu minimizasyon yapilirken sistemin kararliliginin korunmasi hayati 6nem
tagimaktadir. Bu dogrultuda tasarlanan maliyet fonksiyonu (] (6)), Ortalama Karesel Hata
(MSE) metrigine ek olarak, kararsizlik durumunda devreye giren bir ceza mekanizmasini da

icermektedir.

Minimize edilecek amag fonksiyonu Denklem (6.3)’te sunulmustur:

Q, eger dp; € p:Re(p;) = €
J(6) = {1 2 . 6.3
L3 e Dideat(t0) = Veim (£ 0)), aksi halde (*)

Burada:

0 0 =][zy,..,Zy,p1, ., Pn, K]: Optimize edilen parametre vektori (Sifirlar,

Kutuplar ve Kazang).
0 Yigea:(t): 1deal kesir dereceli sistemin basamak yaniti.
[ ysim(t, 0): Optimize edilen sistemin basamak yaniti.
0 Q: Kararsizlik durumunda uygulanan biiyiik ceza degeri (10°).

[J e: Kararlilik marjini (kodunda —0.001 olarak belirlenmis, yani kutuplar kesinlikle

sol yar1 diizlemde olmalidir).
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O kgrare: Gegici durumun baglangicindaki sayisal tekillikleri (singularity) veya asiri
saliimlari ihmal etmek i¢in belirlenen baslangi¢ indeksi (toplam siirenin %5'ine denk gelen

ornek).
(1 M: Degerlendirmeye alinan toplam 6rnek sayist (M = K — kgpq¢)-

Fonksiyonda 6, optimize edilen filtre parametrelerini (sifirlar, kutuplar ve kazang)
temsil etmektedir. (), sistem kutuplarinin (p) sag yari diizleme veya orijine ¢ok yakin bir
sinira (e = —1073) geg¢mesi durumunda uygulanan yiiksek degerli ceza katsayisidir (10°).
Bu ceza mekanizmasi ("Big-M" teknigi), algoritmanin kararsiz ¢oziim bdlgelerini terk

etmesini garanti altina almaktadir.

Ayrica, rasyonel yaklagimlarda t = 0 aninda olusabilen sayisal tekilliklerin (initial
singularities) optimizasyonu yaniltmasini engellemek amaciyla, hata hesab1 simiilasyonun
ilk %5'lik dilimi ihmal edilerek (kg:q.¢) gerceklestirilmistir. Bu yontem, algoritmanin
baslangigtaki anlik sapmalar yerine, filtrenin genel karakteristigine ve oturma davranisina
odaklanmasin1 saglamistir. Optimizasyon sonucunda, Oustaloup yapist temel alinarak

katsayilar1 giincellenmis optimize transfer fonksiyonu (Typ¢—oust (S)) €lde edilmistir:

121.555+1.306e% s*+7.441e* s3+2.043e* s24+552.25+0.6039
§54+736.45%+3.464e*s3+5.372e0452+81385+104.4

Topt—oust. (s) = (6.4)

Ayrica bu transfer fonksiyonu kismi kesirlere ayrima yontemi kullanilarak su sekilde

ayristirilmistir:

—7.599e04 —441.1 —2.097 —-0.02277 —0.0005013
s+686 s+48.79 s+1.431 5§+0.1542 $+0.01413

Topt.—oust. (s) = + 121.53 (6.5)

Bu denklemde de asil amag, sayisal kararliligi artirmak ve katsayr kuantalama
hatalarini en aza indirmek, siirekli zamanli 5. derece transfer fonksiyonu kismi kesir agilimi
kullanilarak bes adet 1. derece bilesenin toplami seklinde ifade edilmistir. Elde edilen her
bir birinci derece bilesen daha sonra Tustin yontemi kullanilarak ayrik zamanli yapiya

dontistiiriilmiis ve FPGA iizerinde paralel bicimde gerceklestirilmistir.

6.1.2 Kesir dereceli operator icin zaman ve frekans sonuclari

Sekil (6.1)’de Typp¢.—mspi(2) fonksiyonunun 50 saniyelik analitik step cevabu, orijinal
Oustaloup yaklasim yontemiyle elde edilen basamak cevabiyla karsilastirmali olarak
sunulmustur. Optimize edilmis transfer fonksiyonuna dayali step cevabi, 50 saniyelik test
siiresi boyunca tatmin edici bir performans sergilemektedir. Ozellikle, Oustaloup

yaklasimina dayal1 step cevabi ile optimize edilmis Oustaloup fonksiyonuna dayali step
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cevabi1 yanit1 arasindaki fark, uygulanan optimizasyon yonteminin zaman alani davranisinda
da iyilesme sagladigini acik¢a gostermektedir. Zaman alanina iliskin RMSE ve MAPE
degerleri Cizelge 6.1°de verilmis olup, bu sonuglar PSO-fmincon hibrit optimizasyon
algoritmasimin Oustaloup yaklasimi i¢in zaman alan1 performansmi etkili bir sekilde
tyilestirdigini dogrulamaktadir.

Cizelge 6.1 : s%7 tiirev operatdrii icin w € [0.01,100]rad/s frekans araliginda farkli

frekans tabanli yaklastirma yontemlerine dayali olarak elde edilen step
cevaplarina ait hata karsilastirmalari.

Yaklasim Metotlar: RMSE MAPE (%)
Oustaloup 0.1478 6.51
Opt. Oustaloup 0.1302 4.72
10? F T T T - - T

T
Ideal

— — Oustaloup ]
-------- Optimized Oustaloup |

101 =

Basamak Tepkisi
o

I 1 I 1 I 1 1 I
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zaman (saniye)

Sekil 6.1 : s%7 operatorii i¢in analitik step cevabi ile Oustaloup ve 6nerilen metoda dayali
olarak elde edilen 5. derece yaklasik transfer fonksiyonlarina ait step cevaplari
karsilastirilmasi

Frekans alaninda gerceklestirilen biiytikliik ve faz karsilastirmalari, optimize edilmis
sistemin zaman alanindaki iyilesmis performansina ragmen Sekil (6.2)’teki grafikte de
goriildiigii tizere frekans diizleminde ayni dlgiide bir 1yilesme saglamadigini gostermektedir.
Nitekim Cizelge (6.2)’de de belirtildigi gibi RMSE ve MAPE degerleri, 6zellikle faz
tepkisinde optimize edilmis Oustaloup fonksiyonunun hata seviyelerinin klasik Oustaloup

yaklasimina kiyasla daha yiiksek oldugunu ortaya koymaktadir.
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20—

Ideal
= = Oustaloup

««+s: Optimized Oustaloup "o

10

1072

10°
Frekans (rad/s)

Sekil 6.2: s°7 operatorii icin genlik ve faz cevaplar karsilastiriimasi
P g p

Cizelge 6.2 : s%7 operatorii igin genlik ve faz cevabi hatalarmin, o € [0.01, 100] rad/s
frekans araliginda karsilagtirilmasi

Yaklasim RMSE MAPE (%)
Metotlan Frekans Cevabi Frekans Cevabi
Genlik Faz Genlik Faz
Oustaloup 0.2088 2.5342 2.84 3.36
Opt. Oustaloup 0.6699 5.6275 13.40 6.09

Bu durum, uygulanan yontemin zaman cevabi esaslt bir optimizasyon stratejisi
olmasindan kaynaklanmaktadir. Amag¢ fonksiyonu, biiyiikliik ve faz uyumunu degil, step
cevabinin analitik modele yakinligini1 6nceledigi i¢in algoritma, sistemin frekans alanindaki
hatalarin1 artirma pahasina zaman alam1 davranisini iyilestiren bir ¢dziim bdolgesine
yakinsamigtir. Dolayisiyla elde edilen sonuglar, optimize edilmis yapinin frekans tepkisi
acisindan global bir 1yilestirme hedeflemedigini, bunun yerine kisa siireli dinamikte daha iyi

bir gegici rejim performansina odaklandigini gostermektedir. Bu bulgu, frekans ve zaman
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alan1 optimizasyonlarinin ayn1 anda iyilestirilmesinin ¢ogu zaman ¢ok amacli optimizasyon

problemi oldugunu dogrulamaktadir.

6.2 FPGA Uzerinde Dijital Ger¢ekleme

Stirekli zamanli bir transfer fonksiyonunun FPGA {izerinde dijital bigimde
gerceklestirilebilmesi i¢in, s6z konusu transfer fonksiyonunun ayrik zamanli bir yapiya
doniistiiriilmesi gerekmektedir. Bu amag dogrultusunda burada da s6z konusu tiim yontemler
MATLAB ortaminda test edilmis ve incelenen transfer fonksiyonu i¢in 1 ms 6rnekleme
zamani ile uygulanan Tustin yonteminin tanimlanan frekans araliginda goreceli olarak daha

diistik hata degerleri sagladig belirlenmistir.

Denklem 6.2’te verilen Oustaloup transfer fonksiyonuna ve Denklem 6.5’te verilen
optimize Oustaloup fonksiyonuna gore 1. derece algak gegiren filtrelerin toplami seklinde
ifade edilen siirekli zamanh yaklasik transfer fonksiyonlari, belirtilen sekilde ayrik zamanl
transfer fonksiyonlarina donistiiriildiigiinde, elde edilen fonksiyonlarin z-domeynindeki

ifadeleri asagidaki gibi olur:

—28.39-28.39z"1  —0.2028-0.2028z"1 = —0.001842-0.001842z"1

T Z) = + + +
oust.(2) 1-0.5034z"1 1-0.9592z~1 1-0.9974z~1
—1.673e7°-1.673e7%z71  —1.444e77-1.444e 7z71
— — +125.9 (6.6)
1-0.9998341z~1 1-0.9999895z~1
—28.29-28.29z"1  -0.2167-0.2167z"1 = —0.001048-0.001048z"1
Topt—oust (z) = -t 1 + vy +
: 1-0.4892z 1-0.9524z 1-0.99862
—1.138e7°-1.138e75z"1 = —2.507¢"7-2.507¢ 7z71
— — + 121.53 (6.7)
1-0.9998458z~1 1-0.9999859z~1

Sekil 6.3 ve Sekil 6.4°te, sirastyla 50 s’lik ve 5 s’lik birim basamak girisi icin, s*7
tiirev operatoriiniin analitik cevabi, optimize Oustaloup siirekli zaman cevabi, optimize
Oustaloup ayrik zaman cevabi ve ayrik zaman cevabinin FPGA simiilasyon ¢ikisi
gosterilmistir. Ilk 5 s’lik siirede, tiim egriler analitik cevabi belirli oranda yakin sekilde
takip ettigi goriilmektedir. FPGA Gateway Out ¢iktisinin, teorik olarak elde edilen ayrik
zaman cevabini oldukca yakin sekilde izledigi gézlemlenmistir. Uzun zaman davranisinda
(0-50 s) ise ayrik zamanli modelde kiigiik bir birikimli sapma olustugu, FPGA simiilasyon
gerceklemesinde ise yine birikimli bir sapma meydana geldigi, ancak bu birikimli sapmanin
nispeten daha diisiik seviyede oldugu goriilmiistiir. Bu sonuglar, 6nerilen modelleme ve
donanimsal ger¢cekleme yaklasiminin, bazi kisitlara bagh olarak, teorik cevaba belirli oranda

yaklasabildigini gostermektedir.
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Cizelge 6.3 : Optimize Oustaloup denklemlerinin siirekli zaman, ayrik zaman ve FPGA
step cevaplarina ait 50 s’lik hata karsilastirilmasi.

Yaklasim Metotlari RMSE
Opt. Oustaloup s-domeyni 0.1302
Opt. Oustaloup z-domeyni 0.4890

Opt. Oustaloup FPGA Gateway Out 0.2622

50

Ideal

==== Opt. Oustaloup s-domain
= == Opt. Oustaloup z-demain
b = Qpt. Qustaloup FPGA Gateway Qut

30+ -

Basamak Tepkisi

10

f

-10 :
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zaman (saniye)

Sekil 6.3 T ot —oust. (5), Topt—oust.(2) ile T gpr_ouse. (2) denkleminin FPGA Gateway Out
ciktist i¢in step cevaplari karsilagtirmasi.

Cizelge 6.3’te sunulan RMSE sonuglar1 bu gozlemi nicel olarak dogrulamakta;
stirekli zamanl1 yaklagimin en diigiik hata degerini (RMSE = 0.1302) sagladig1, ayrik zamanl
modelde ise uzun vadeli birikimli etkiler nedeniyle hatanin arttigt (RMSE = 0.4890)
belirlenmistir. Buna karsilik, FPGA ger¢eklemesinin ayrik zamanli teorik modele kiyasla
daha diisiik bir hata degeri (RMSE = 0.2622) sunmaktadir. Donanimsal ger¢ekleme sirasinda
uygulanan katsay1 6l¢ekleme ve gergekleme yontemlerinin uzun zamanli davranis lizerinde

olumlu bir etki yarattig1 varsayilmaktadir.
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— Ideal
===-=0pt. Qustaloup s-domain
= = = 0Opt. Oustaloup z-demain
Opt. Oustaloup FPGA Gateway Out

Basamak Tepkisi

I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5

Zaman (saniye)

Sekil 6.4 T ot _oust. (5), Topt—oust.(Z) ile T gp¢_ouse.(2) denkleminin FPGA Gateway Out
ciktisi i¢in O — 5 s aras1 step cevaplari karsilastirmasi
Bununla birlikte, 6zellikle zaman cevabi, pratik uygulamalarda FPGA simiilasyon
sonuglarindaki gibi ¢ikmayabilir. Hatta bunun o sekilde c¢ikmayacagi 5 s’lik zaman
cevabindaki FPGA Gateway Out egrisinin davranisindan anlagilmaktadir. Kesir dereceli
tiirev ve integral operatorleri i¢in elde edilen yiiksek dereceli transfer fonksiyonlarinin dijital
donanimlar (FPGA/DSP) iizerinde dogrudan gerceklenmesi, "sonlu kelime uzunlugu" (finite

word length) etkileri nedeniyle ¢esitli kararlilik sorunlarini beraberinde getirmektedir.

Oustaloup ve benzeri yaklasimlar, 6zellikle diisiik frekans bdlgelerini modellemek
icin birim ¢embere (|z| = 1) son derece yakin kutuplar (6rnegin z = 0.99999) iiretme
egilimindedir. Teorik simiilasyonlarda (MATLAB/Simulink double-precision) sorun
yaratmayan bu kutuplar, FPGA tabanli sabit nokta (fixed-point) aritmetiginde yuvarlama
hatalar1 nedeniyle birim gemberin tizerine veya disina (|z| = 1) kayabilmektedir. Bu durum,
sistemin marjinal kararli halden kararsiz hale ge¢cmesine, ¢ikis sinyalinin doyuma

ulagmasina veya istenmeyen limit dongiisii salinimlarina neden olmaktadir [132].

Boyle bir durumda, elde edilen ayrik zamanli modelin FPGA iizerinde kararli, diigiik
hata oramiyla ve diisiik kaynak tliketimiyle caligabilmesi i¢in Kutup Stabilizasyonu
(Leakage), Ikinci Dereceden Kesitlere Ayristirma (SOS) ve Olgekleme (Scaling)

yontemlerini igeren ¢ok asamali bir dijital tasarim prosediirii uygulanmasi 6nerilmektedir.
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Bu problemi gidermek amaciyla, sistemin frekans cevabini miimkiin oldugu kadar
bozmadan kararlilik marjin1 garanti altina alan "Sizinti Yontemi" (Leakage Method)
uygulanmistir. Birim ¢embere kritik seviyede yakin olan kutuplar (p;), genlikleri belirli bir

giivenlik faktorii (r < 1) ile sinirlandirilarak orijine dogru hafifce kaydirilmistir:

Di

rx = p| >
Pmoa = { Ipil l (6.8)
Dir aksi halde

Burada giivenlik smir1 r = 0.999 olarak sec¢ilmistir. Bu islem, sistemin DC
kazancinda ihmal edilebilir bir diislise neden olsa da FPGA tizerindeki integrator yapisinin
tagsma (overflow) riskini ortadan kaldirmakta ve sistemin BIBO (Bounded-Input Bounded-

Output) kararliligini donanim seviyesinde garanti etmektedir [133,134].

Belirtildigi tizere, "Paralel Form" (Partial Fraction Expansion) olarak ifade edilen
sistem, FPGA gerceklemesi igin "Seri Form" (Cascade Form) yapisina doniistliriilmiistiir.
Yiiksek dereceli bir transfer fonksiyonunun (N > 3) tek parca halinde gerceklenmesi,
katsay1 kuantalama hatasina kars1 asir1 duyarlilik yaratmaktadir. Katsayilardaki en kiiciik bit

hatasi, kutup ve sifirlarin yerini biiytik 6l¢iide degistirerek filtre karakteristigini bozmaktadir.

Bu tiir sorunlar barindiran sistemler, sorunu asmak amaciyla, Ikinci Dereceden
Kesitler (Second Order Sections - SOS) olarak adlandirilan seri bagl alt bloklara (Biquad)
ayrigtirilarak gerckelenir. Toplam transfer fonksiyonu H(z), Denklem 6.9'daki gibi ifade
edilmistir:

M b0k+b1kz‘1+b2kz‘2
k=1 1ta,xz-1+azz—2

H(z) = K - TIk=1 He(2) = K - T1 (6.9)

Burada M, toplam kesit say1sini temsil etmektedir. SOS yapisi, kutup ve sifirlar1 yerel
gruplar halinde izole ettiginden, kuantalama hatalarinin sistemin geneline yayilmasin

engeller ve donanim iizerinde ¢ok daha yliksek hassasiyet saglar.

Bu islemler Tyy5:(z) Ve Topt—oust.(z) denklemlerine uygulanmis olup, FPGA’ye

gerceklenmek iizere asagidaki Hyys¢ (2) ve Hope—ouse.(2z) denklemleri elde edilmistir:

0.00018135-0.00036261z"14+0.000181262z 2 . 2843.053-5669.254z~142826.222
1-1.998z-1+4+0.998001z~2 1-1.9565z"1+0.95665z2

Houst. (z2) =

188.7264—171.529z1
1-0.5033z"1

(6.10)
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H (Z) _0.0001772-0.00035441z~1+0.0001771z 2 N 3003—5989.1626z1+2986.162 2
opt—oust. - 1-1.998z-1+0.998001z 2 1-1.9512-140.9512~2
174.769-157.9z71

1-0.49z71

6.11)

SOS bloklarinin seri baglanmasi sirasinda, bir blogun ¢ikiginin diger blogun girisinde
tasma (overflow) yaratmamasi veya ¢ok kiigiilerek hassasiyet kaybina (underflow)
ugramamasi i¢in "Sonsuz Norm Olgekleme" (Loo-norm scaling) uygulanmistir. Sistem
kazanci K, sinyal seviyesini her blogun giris ve ¢ikisinda optimum aralikta tutacak sekilde

bolustlrilmistiir.

Elde edilen katsayilar ile sistemin, genelde Direct Form II ile ger¢eklenmesi tavsiye
edilse de bu ¢alismada sistem Direct Form I yapilar1 kullanilarak gergeklenmistir. Direct
form II, gecikme elemanlarini (delay lines) ortaklastirarak FPGA kaynak kullanimini (Flip-
Flop ve DSP Slice) minimize etmekte ve boru hatti (pipelining) islemlerine uygunluk
saglamaktadir. Direct Form I yonteminin de kendine 6zgili avantajlar1 mevcuttur. Sonug
olarak, s domeynindeki transfer fonksiyonu, uygulanan bu dijital sinyal isleme teknikleri

sayesinde FPGA iizerinde kararli ve analitik cevaba yakin bir basamak yaniti tiretmistir.

Denklemler 6.10 ve 6.11, 2 ayr1 SOS ve 1 IIR filtre denkleminin ¢arpimini temsil
etmektedir. Bu denklemler, Vitis Model Composer Hub System Generator araci kullanilarak
Simulink ortaminda Sekil 6.5’te gosterildigi gibi gerceklestirilmistir. Sekil 6.6’te gortildigi
tizere transfer fonksiyonlar1 igerisinde yer alan her bir rasyonel bilesen i¢in ayr1 bir alt sistem
(subsystem) blogu kullanilmis ve bu alt sistemler denklemlerinde ifade edildigi lizere bir
blogun c¢ikis1 digerinin girisine baglanarak carpilmistir. Simulink ile FPGA bloklar
arasindaki veri aligverigini saglamak amaciyla Gateway bloklarindan yararlanilmistir.

Vitis Model Composer Hub

L
Tl —p t——_ou}— D

FPGA Gateway Input FPGA Gateway Out
Oustaloup

Time

Stey
B Scope

X 1
Out

in
FPGA Gateway Inputl FPGA Gateway Outl

PSO Opt. Oustaloup

Sekil 6.5: Transfer Fonksiyonlarinin Vitis Model Composer Hub Sistem Uretecinde
Uygulanmasi ve Karsilastirilmasi
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A)y—ka wn Mx2  y2 *x3 3 4®
X [ e |
H1 H2 H3

Sekil 6.6 :Transfer Fonksiyonlarinin Alt Sistem I¢ Yapist
Alt sistemlerin icerisinde, H1 ve H2 isimli bloklari, SOS yapisindaki denklemlerin
gergeklestirilmesi; carpicilar (multipliers), 3 adet kayit elemani (register), 1 veri tiirii
dontistiirme blogu (cast) ve bir toplayici agag (adder tree) kullanilarak yapilmistir (Sekil 6.5).
H3 isimli blok ise 6nceki bdliimlerde kullanildigi gibi her bir IIR filtrenin Direct Form I
yapisindaki gerceklestirilmesi; ¢arpicilar (multipliers), iki adet kayit elemani (register), bir
veri tlirli doniistiirme blogu ve bir toplayict agag (adder tree) kullanilarak yapilmistir. Sabit

katsayilar icin kullanilan veri tiiri, 32 bit double-precision floating point olarak

belirlenmistir.
1) a
1
i b A »( 1)
2 yl
| 0.00017724413600000001|>
>3 1 »  cast »d ;1 g > a
axh
>4

-0.00035442155200000002

b
»dzlqg »a
£l —5 1.998
Adder Treel
d ;1 qg——pja

b
»d;1lqg P a
axhb -0.99800100000000003
b
0.000177177424 J—.

Sekil 6.7: H1 ve H2 isimli Bloklarm i¢ Yapisi Ornegi

6.2.1 Dijital gercekleme ile elde edilen zaman cevabi sonuglari

FPGA iizerinde gerceklestirilen, 50 saniyelik step cevaplari i¢in deneysel dogrulama
sonuglar1, optimize edilmis transfer fonksiyonunun donanim fiizerinde klasik Oustaloup
yaklasimina kiyasla anlamli derecede daha iyi bir performans sergiledigini gostermektedir.
Sekil 6.6, tasarlanan kesir dereceli algak gegiren filtrenin step girisine verdigi yanitt zaman
diizleminde gdstermektedir. Grafik iizerinde yer alan "Ideal Model", sistemin ulasmasi

hedeflenen analitik referans davranisini temsil etmektedir. Standart Oustaloup yaklasimi ve
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Onerilen Hibrit PSO algoritmasi ile optimize edilmis yaklasim karsilastirildiginda, her iki
yontemin de kararli duruma (steady-state) basariyla oturdugu goriilmektedir. Ancak,
grafigin sag iist kosesindeki yakinlastirilmis (zoomed) pencere incelendiginde, gegici hal
performansindaki farklar belirginlesmektedir. Standart yaklasim, referans sinyalin altina
inerek belirgin bir "undershoot" (alt salinim) sergilerken, optimize edilmis yaklasim bu
salinim1 soniimleyerek ideal yoriingeye daha siki bir sekilde tutunmustur. Grafige ait sayisal
performans metrikleri Cizelge 6.4'te dzetlenmistir. Ozellikle kararlilig1 arttirmak adina
yapilan kutup kaydirma yoluyla stabilizasyonu arttirma (Leakage Method) isleminin, dogal
olarak zaman cevabi hatasinda belirli oranda bir artisa neden oldugu goézlemlenmistir.
Kararlilig1 arttirilmis ayrik zamanl sistem icin RMSE degerlerinin, beklendigi gibi orijinal
ayrik zamanh transfer fonksiyonlari i¢in elde edilen RMSE degerlerine gore daha yiiksek
oldugu goriilmiistiir. Bunun sebebi, kararliligi arttirmak ic¢in kutuplarin kiigiik de olsa
taginmast sirasinda, transfer fonksiyonunda ister istemez meydana gelen kiiglik degisimdir.
Bu durum, 6nerilen yontemin FPGA iizerindeki kararliligini, dijital gergeklestirme basarisini
arttirirken, ¢ikista kiiciik de olsa istenmeyen bir hata artisina neden olmaktadir. Sinyalin
sonlimlenen karakteristigi nedeniyle, bu ¢aligmada performans degerlendirmesi icin RMSE

metrigi esas alinmigtir.
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Sekil 6.8: s%7 operatoriine ait analitik step cevabi ile Oustaloup ve dnerilen yontem sonucu
elde edilen fonksiyonun FPGA step cevaplarinin karsilastirilmasi.
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Cizelge 6.4 : s%7operatoriine ait ayrik zamanl farkli transfer fonksiyonlar1 i¢in FPGA
simiilasyon ¢ikisindaki basamak cevaplarina ait hata degerleri

Transfer Fonksiyonu RMSE

Orijinal Oustaloup (D.6.6) 0.2869
Orijinal Optimize Oustaloup (D.6.7) 0.2622
Kararlilig1 arttirilmis Oustaloup (D.6.10) 0.3272

Kararlilig: arttirilmis Optimize Oustaloup (D.6.11) 0.2972

6.3 Boliim 6’nin Sonuclari

Bu boliimde, kesir dereceli filtrelerin dijital gerceklemesinde karsilasilan zaman
domeyni hatalarinit minimize etmek amaciyla, Oustaloup yaklasim katsayilarini yeniden
diizenleyen hibrit bir optimizasyon stratejisi (Hybrid PSO-fmincon) dnerilmistir. Onerilen
yontem, teorik (s-domain) simiilasyonlar ve FPGA tabanli donanim dongiisii (HIL) testleri
ile dogrulanmais; sistemin zaman ve frekans diizlemi karakteristikleri kapsamli bir sekilde

analiz edilmistir.

Onerilen optimizasyon algoritmasinin birincil hedefi olan step cevabn iyilestirmesi
basariyla saglanmistir. Teorik s-diizlemi analizlerinde, standart Oustaloup yaklasiminin
RMSE 0.1478 iken, optimizasyon sonrasi bu deger 0.1302 seviyesine ¢ekilmistir. Benzer
sekilde, MAPE degeri de %6.51'den %4.72'ye diisiiriilmiistiir. FPGA simiilasyonu sonucu
elde edilen RMSE degeri kararlilik arttirma isleminden sonra, 0.2622'den 0.2972'ye
yiikselerek, onerilen yontemin FPGA de kararsizlik riskini ortadan kaldirdigini, ancak buna

karsilik dijital gerceklemede hata oranini kii¢lik bir miktar arttirdigini gostermistir.

Optimizasyon siirecinde maliyet fonksiyonu tamamen zaman domeyni hatasini
minimize edecek sekilde kurgulanmistir. Literatliirdeki "zaman ve frekans diizlemi
arasindaki dualite" ilkesi geregi, zaman yanitindaki bu iyilesme, frekans cevabinda beklenen
bir sapmaya neden olmustur. Analiz sonuglarina gore, genlik cevabi RMSE degeri
0.2088'den 0.6699'a, faz hatas1 ise 2.53'ten 5.62'ye yiikselmistir. Bu durum, algoritmanin
step cevabini ideal forma oturtmak i¢in filtre kutup ve sifirlarin1 frekans eksenindeki ideal
yerlerinden kaydirmasinin dogal bir sonucudur. Tasarimin oncelikli hedefi step cevabi
performansin1 artirmak oldugundan, frekans diizlemindeki bu tolerans kabul edilebilir

sinirlar icerisindedir.

Calismanin FPGA simiilasyon asamasinda, optimize edilen katsayilarin, sayisal
kararlihig1 artirmak igin "Leakage" yontemi uygulanmis ve sistem "Ikinci Dereceden

Kesitler" (SOS) yapisinda FPGA’de DF I yapisi seklinde gerceklenmistir. Optimizasyon
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sonrast elde edilen sonuglar, yiiksek dereceli kesir dereceli sistemlerin, Onerilen hibrit
yontem ve uygun dijital yapilar kullanilarak belirli kisitlar igerisinde gomiilii sistemlerde

calistirilabilecegini gostermistir.

Sonug olarak; 6nerilen yontem, frekans hassasiyetinin ikinci planda oldugu ancak
hizli ve salinimsiz zaman yanitinin kritik 6nem tasidigi (6rnegin; servo kontrol, robotik
pozisyonlama) kesir dereceli kontrol uygulamalari icin etkin bir ¢0ziim alternatifi

sunmaktadir.
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7. SONUCLAR

Bu tez ¢aligmasi kapsaminda, modern kontrol ve sinyal isleme sistemlerinde giderek
artan bir dneme sahip olan kesir dereceli sistemlerin, operatorlerin ve kontrolciilerin dijital
donanimlar tizerinde yiliksek dogrulukla ve verimli bir sekilde gergeklenmesi problemi
kapsamli bir sekilde ele alinmistir. Calisma boyunca, literatiirde yaygin olarak kullanilan
Oustaloup, MSBL ve Matsuda gibi analitik yaklagim yontemlerinin smirlari detaylt bir
sekilde analiz edilmis ve bu simirlarin 6tesine gegebilmek amaciyla hem frekans hem de
zaman diizlemi tabanli optimizasyon destekli yaklasim metodolojileri gelistirilmistir.
Gelistirilen bu metodolojilerin avantajlart FPGA simiilasyon ortaminda gosterilmis, ayrica

bir 6rnek bir uygulama i¢in FPGA donanimi iizerinde pratik olarak gerceklestirilmistir.

Tezin en 6nemli katkilarindan biri, standart yaklagim yontemlerinin 6zellikle ¢calisma
bandinin u¢ noktalarinda ve gegici rejim bolgelerinde sergiledigi performans kayiplarinin,
Onerilen optimizasyon stratejileri ile giderilmesidir. Frekans diizlemi odakli ¢aligmalarda,
MSBL yaklagimi temel alimarak FMINCON ve SQP algoritmalariyla gelistirilen
optimizasyon ydntemi sayesinde, s%° tiirev operatdrii ve FOPID kontrolcii tasarimlarinda
analitik modele ¢ok daha yakin sonuglar elde edilmistir. Ozellikle kontrol sistemlerinin
kararlilig1 acisindan kritik 6neme sahip olan faz cevabinda, standart yontemlere kiyasla
belirgin iyilesmeler saglanmis ve faz dalgalanmalar1 minimize edilmistir. Buna ek olarak,
zaman cevab1 esasli optimizasyon c¢alismalarinda, s%7 operatérii i¢in PSO algoritmasi
kullanilarak gelistirilen yontem, sistemin basamak tepkisindeki asim ve yerlesme siiresi
hatalarini, 6zellikle t = 0 anindaki tekillik bolgelerinde, standart yontemlere gore onemli
Olclide azaltmistir. Bu iki farkli yaklasim, tasarimciya uygulamanin gereksinimlerine gore
frekans kararlilig1 veya zaman diizlemi hiz1 esnek bir optimizasyon tercihi sunma imkani

saglamigtir.

Calismanin bir diger kritik ayagini, gercek fiziksel sistemlerin modellenmesi ve bu
modellerin donanim kisitlar1 altinda gergceklenmesi olusturmustur. Gergek bir DC motor
deney diizenegi iizerinden alinan verilerle gergeklestirilen sistem tanimlama siireci, kesir
dereceli modellerin karmagsik dinamikleri tamsay1 dereceli modellere kiyasla daha yiiksek
bir basariyla temsil ettigini gostermistir. Ancak, elde edilen yiiksek dereceden modellerin
gomiili sistemlerde dogrudan kullanimi islem yiikii acisindan verimsiz oldugundan, tez
kapsaminda H,-Norm tabanli optimizasyon ile model indirgeme teknikleri basariyla

uygulanmugtir. 15. dereceden 2. dereceye indirgenen modelin FPGA {izerindeki basarisi,
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karmagik endiistriyel sistemlerin basit, hizli ve diisiik maliyetli donanimlarla kontrol

edilebilecegini ortaya koymustur.

Gelistirilen tiim matematiksel modellerin FPGA iizerinde ger¢eklenmesi amaciyla,
modern model tabanli tasarim araclar1 ve yiiksek seviyeli sentez teknikleri kullanilarak
FPGA simiilasyon platformu olusturulmustur. Paralel isleme mimarisine uygun olarak
tasarlanan IIR filtre yapilar1 ve toplayici aga¢ mimarileri sayesinde, sistemlerin daha kontrol
edilebilir ve giirbiiz olmas1 saglanmistir. Artix-7 FPGA kartina gore yapilan simiilasyonlar,
bu kart iizerinde yapilan deneysel calismalar ve Vivado sentez raporlari, uygulanan
optimizasyon tabanli yaklasim yonteminin frekans cevabinda kayda deger bir iyilesme
sagladigini gostermektedir. Ayni1 zamanda, ger¢cekleme sonucu elde edilen veriler, FPGA’in
diisiik gii¢ tiiketimi ve mantiksal kaynak kullanimi1 (LUT ve DSP bloklar) ile ¢alistigin
gostermektedir. Osiloskop lizerinden alinan deneysel verilerin teorik simiilasyon sonuglarina

yakin olmasi, dnerilen yontemin giivenilirligini ve uygulanabilirligini gostermektedir. .

Bu tezde elde edilen bulgular ve kazanilan deneyimler i1siginda, gelecekteki
calismalar icin bazi Onemli arastirma ydnleri de ortaya cikmistir. Ilerleyen siirecte,
optimizasyon algoritmalarinin FPGA igerisine gomiilerek (System-on-Chip yaklasimiyla),
sistem parametrelerinin degisen ortam kosullarina veya bilesen yaslanmasina gore ¢alisma
zamaninda yeniden optimize edildigi "Adaptif Kesir Dereceli Kontrolciiler" tasarlanabilir.
Ayrica, gelistirilen IP ¢ekirdeklerinin daha yiiksek performansli veya daha disiik giic
tilketen farkli FPGA aileleri iizerinde test edilerek endiistriyel uygulanabilirlik alaninin
genisletilmesi miimkiindiir. Son olarak, bu ¢alismada kullanilan lineerlestirilmis sistemler
yerine, robotik manipiilatorler veya kaotik devreler gibi yiiksek derecede lineer olmayan
sistemlerin kesir dereceli kontrolii iizerine ¢aligmalar yapilarak yontemin sinirlar1 daha da
zorlanabilir. Sonug¢ olarak bu tez, kesir dereceli sistemlerin teorik diinyadan pratik
uygulamalara gegisinde karsilagilan dogruluk ve uygulanabilirlik sorunlarina, optimizasyon

ve FPGA teknolojilerini birlestiren gii¢lii bir ¢6ziim sunmaktadir.
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