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OZET

Kesir Dereceli Kaotik Sistemlerin Aktif Devre Elemanlari le
Gergeklestirilmesi

Emre YILMAZ
Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Elektrik Elektronik Miihendisligi Anabilim Dali

Temmuz 2022, Sayfa: xii + 76

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda kesir dereceli kaotik sistemler i¢in Griinwald-Letnikov
tanimindan faydalanilarak bir MATLAB/M-dosyas: gelistirilmis ve literatiirde yogun ¢alisilan kesir
dereceli kaotik sistemlerin simiilasyonlar1 durum uzay diyagramlar1 ve durum degiskenlerinin
zaman cevaplar1 seklinde gergeklestirilmistir. Ayrica bu sistemlerdeki kesir dereceli g sistem
derecesine gore catallagsma ve catallasma noktalari teorik olarak elde edilmis ve boylece kaotik
davranisin  beklendigi ve kaotik davramisin kesinlikle gozlenmeyecegi sistem dereceleri
gergeklestirilen simiilasyonlar ile test edilmistir. Bunlara ek olarak, kesir dereceli kaotik sistemlerin
analog devre tasarimlari i¢in kullanilan zincir fraktans yapisindan bahsedilmis ve kesir dereceli
integral operatoriin yakinsatilmis tam dereceli transfer fonksiyonlari ile zincir fraktans tasarimlari
elde edilmistir. Kesir dereceli Lorenz ve Chen sistem olmak tizere iki farkli kesir dereceli kaotik
sistemin analog devre tasarimlari elde edilen zincir fraktans kullanilarak gerceklestirmistir.
Tasarlanan analog devrelerin ORCHAD/Pspice ortamindan simiilasyonlar1 gerc¢eklestirilmistir.
MATLAB/M-dosyasi gelistirilerek elde edilen simiilasyon sonuglarimi ORCHAD/Pspice analog

devre uygulamasi sonug¢larmin dogruladigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli hesaplama, Kesir dereceli kaotik sistemler, Griinwald-Letnikov tanimu,
Catallagsma noktasi, Zincir fraktans
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ABSTRACT

Implementation Of Fractional Order Chaotic System With Active Circuit
Elements

Emre YILMAZ
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Electrical and Electronics Engineering

July 2022, Pages: xii + 76

In this master's thesis, a MATLAB/M-file was developed for fractional chaotic systems using the Griinwald-
Letnikov definition, and simulations of fractional chaotic systems, which have been extensively studied in
the literature, were carried out in the form of state space diagrams and time responses of state variables. In
addition, bifurcation and bifurcation points in these systems are theoretically obtained according to the
fractional order q system order, and thus, the system degrees where chaotic behavior is expected and chaotic
behavior will not be observed are tested with simulations. In addition to these, chain fractance structure used
for analog circuit designs of fractional order chaotic systems is mentioned and chain fractance designs are
obtained with converged integer order transfer functions of fractional integral operator. Analogue circuit
designs of two different fractional chaotic systems, namely the fractional order Lorenz and Chen systems,
were carried out using the obtained chain fractance. Simulations of the designed analog circuits were carried
out from the ORCHAD/Pspice environment. It has been shown that the simulation results obtained by
developing the MATLAB/M-file are confirmed by the results of the ORCHAD/Pspice analog circuit
application.

Keywords: Fractional calculus, Fractional order chaotic systems, Griinwald-Letnikov definition, Bifurcation
point, Chain fractance
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1. GIiRiS

1.1. Kesir Dereceli Sistemler

Kesirli hesaplama 300 yildan daha fazla ge¢mise sahip bir matematik konusudur. Kesirli
hesaplama fikrine 1ilk referans 1695 yilinda Leibniz ve L’Hospital’in birbirleriyle
mektuplagmalaridir. Bu mektuplagmalarda 1/2 dereceden tiirevden bahsedilmektedir. Ancak kesirli
operator ilk olarak N. H. Abel tarafindan 1823 de tautochrome probleminin ¢déziimiinde
kullanilmigtir. Devam eden donemde, Liouville 1832 de kesirli hesaplama {istiine ilk biiyiik
¢alismay1 yapmustir. Bu ¢alismada kendi tanimini teorik problemlere uygulamistir. Grilnwald 1897
yilinda kesir dereceli operatorler {izerine ¢alismistir. Ayni donemde, Riemann tiniversite yillarinda
kesirli integrasyonlarin gelistirilmesi teorisi {izerine ¢alismis ve 1892 de bu konu {izerine bir makale
yaymlamustir. Ayrica, Letnikov’da 1868 ile 1872 yillar1 arasinda bu konu iizerine ¢esitli makaleler
yazmistir [1-2].

Kesir dereceli hesaplama ve uygulama alanlari ile ilgili yakin gegmise kadar yogun olmayan
caligsmalar s6z konusu olmustur. Ancak, son on yillarda kesir dereceli hesaplamanin kullanildigt
uygulama sayis1 giderek artmaktadir. Bu matematiksel tanimlama ger¢ek hayattaki dinamik
sistemleri daha iyi modellememize olanak vermektedir. Dogadaki gercek dinamik sistemler
cogunlukla kesir derecelidir, bununla birlikte bircogunun derecesi tam dereceye yakindir [3]. Bu
ylizden, dinamik sistemler sadece tam dereceli dinamik matematiksel modeller ile tanimlanmistir.
Ancak Bu kisitlama ya diigiik dereceli kesin olmayan modellere ya da son derece karmasik yiiksek
dereceli modellemelerle sistemlerin tanimlanmasina sebep olmustur [4]. Tam dereceli modellerin
kesir dereceli modeller yerine kullanilmasinin temel nedeni, kesirli diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiinde karsilasilan zorluklardir. Yani sistemlerin kesir dereceli olarak modellenmesi ve
coziilebilmesi tam dereceli matematiksel modellere gére daha zor ve yiiksek hesaplama giiciine
ihtiya¢ duymaktadir. Bununla birlikte kesir dereceli modellerin bazi avantajlar1 vardir. Bunlardan
ilki, modellerde daha fazla serbestlik derecesinin olmasidir. Diger avantajiysa modele bellek
eklemesidir. Yani tam dereceli sistemler sinirli bir bellege sahipken, kesir dereceli sistemler sinirsiz
bellege sahiptir [1,3].

Kesir dereceli hesaplama konusu her ne kadar matematigin bir konusu gibi goriinse de,
disiplinler arast alanda bir¢ok sistemin kesirli diferansiyel denklemlerle tanimlanabildigi
gosterilmistir. Ornegin; dielektrik polarizasyon, elektrot-elektrolit polarizasyon, elektromanyetik
dalgalar, kompleks sistemlerin kuantum evrimi, nicel finans, diflizyon dalgasi, fizik, robotik, giines
paneli sistemleri, lityum-iyon bataryalar, kontrol sistemleri ve kaos teorisi énemli uygulama

alanlaridir [5,6].



Kesir dereceli hesaplama zorluklarinin baglicas1 zaman cevaplar1 hesaplamalaridir. Bu tip
sistemlerde ¢ikisin analitik ¢6zlimii miimkiin degildir ve sonucu tahmin edecek kapsayici bir
yontem bulunmamaktadir. Son on yillarda kesir dereceli sistemlerinin simiilasyonlarimin yapilmasi
icin pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu c¢aligmalarin bir kismi tamsay1 dereceli yaklagim yontemi
temelli iken digerleri ise niimerik yaklasim yontemlerini baz almaktadir. Tam dereceli yaklagim
yontemleri kesir dereceli transfer fonksiyonlarini belirli frekans araliklar i¢in tam dereceli yani
klasik transfer fonksiyonlara doniistiirdiikleri i¢in kesir dereceli sistemlerin ¢oziimiine 6nemli katki
saglamaktadir [16]. Bu yaklasim metotlarinin basinda Charef, Carlson, Matsuda ve Oustaolup
yontemleri yer almaktadir. Niimerik yontem analizinde ise kesir dereceli diferansiyel denklemlerini
ifade ettigimiz Grunwald-Letnikov, Caputo ve Riemann Liouville tanimlar1 kullanilmaktadir
[48,49].

Son on yillarda kesir dereceli sistemlere olan yogun ilgiden dolay1 gercek zamanl
uygulamalar gergeklestirebilmek igin analog devre uygulamalari lizerine ¢alisilmaya baslanmistir.
Kesir dereceli diferansiyel denklemlerle tanimli sistemlerin analog devre tasarimlari fraktans adi
verilen RC agindan olusan elektronik devrelerle gelistirilmesiyle birlikte kontrol sistemleri,
robotik, sinyal isleme, fizik, sifreleme gibi alanlarda gergek zamanli miithendislik uygulamalarma

imkan saglanmigtir [17-27].

1.2. Kaotik Sistemler

Edward N. Lorenz 1960 yillarinda kelebek etkisi olarak isimlendirdigi baslangi¢ kosullaria
son derece duyarli garip ¢ekiciyi tanitarak kaos olgusunu ilk defa ortaya atti. Edward N. Lorenz ilk
defa “kelebek etkisi” terimini, kaos teorisinin baslangic sartlarina hassas bagliligin1 vurgulamak
icin kullanmigtir. Lorenz’in 1979 yilinda yayinladig: [ 7] makalesinde baslangic sartlarindaki kiigiik
degisimin uzun soluklu sistem davranisinda biiyiik degisim olusturabileceginden bahsetmistir. Bu
ifade, kelebegin kanatlarinin atmosferde belirli bir yerde kasirganin yolunu degistirebilecegi, hatta
engelleyebilecegi ya da hizlandiracagini ifade etmektedir. Kelebegin kanat ¢irpmasi baslangig
sartlarinda ki kiigiik degisimi ifade etmektedir [1].

Genel olarak kaos, baslangi¢c sartlarina hassas baglilik gosteren dogrusal olmayan
deterministik bir sistemde gozlenen, uzun siireli periyodik olmayan davraniglar olarak
tanimlanmaktadir [14]. Deterministik sistem ise sistemin nasil bir davranig gostereceginin sistem
parametrelerinin zamanla degismemesi durumu icin baglangi¢ sartlar1 tarafindan belirlendigi
sistemlerdir. Bu yoniiyle bakildiginda kaotik sistemin deterministik olmasi, giiriiltii ile kaos
arasindaki en 6nemli farkliliktir. Sistem derecesi 3 ve tizeri olan siirekli zamanli dogrusal olmayan
sistemlerde kaotik davraniglar goriilmektedir [15]. Bu sinirlama sistem derecesinin 3’den kiigiik
sistemler i¢in gerek ve yeter sart olmasina ragmen sistem derecesi 3 ve iizeri i¢in gerek sart ama

yeter sart degildir. Son on yillarda, giivenli haberlesme, veri sifreleme, akis dinamigi, sinyal



generatorii, senkronizasyon, rastgele sayi iiretecleri olmak tizere birgok alanda genis uygulamalar
nedeniyle; kaos, matematik ve miihendislik topluluklarindan yogun ilgi gbérmiistiir [4,6]. Ayrica
kesir dereceli sistemlerinde kaotik davranis sergiledikleri gozlenmistir [3]. Ancak siirekli zamanlh
dogrusal olmayan bu kesir dereceli kaotik sistemlerde sistem derecesi ligten kiiciik olmasina
ragmen kaotik davraniglar sistemde gozlemlenmistir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta kesir
dereceli siirekli zamanl sistemlerde sistem derecesi 3’ten kii¢iik olmasina ragmen sistemin hala 3
durum degiskeni oldugu da unutulmamalidir. Bu tez ¢alismasinda, kesir dereceli kaotik sistemlerin
gergek zamanli uygulamalarimi saglamak ic¢in analog devre tasarimlarinin gergeklestirilmesi
amaglanmistir. Bunun i¢in 6nce kesir dereceli kaotik sistemlerin simiilasyonlar1 gergeklestirilmis
sonra analog devre tasarimlarma gegilmistir. Simiilasyonlarin1 gergeklestirebilmek i¢in uygun
yontemlerden biri olan Griinwald-Letnikov tanimindan faydalanilarak bir MATLAB/M-dosyast
gelistirilmistir. Buna ek olarak, kesir dereceli kaotik sistemlerin sistem derecesine gore ¢atallasma
ve catallasma noktalar1 teorik olarak elde edilmis ve bdylece bu sistemlerin kaotik davranig
gostermesi olanaksiz olan kesirli sistem dereceleri bu ara¢ kullanilarak simiilasyonlar ile test
edilmistir. Ayrica kesir dereceli kaotik sistemlerin analog devre tasarimlari iki farkli kesir dereceli
sistem i¢in ger¢eklestirmis ve ORCHAD/Pspice ortamindan tasarlanan analog devre simiilasyonlari
gerceklestirilmistir. Son olarak, MATLAB/M-dosyas: gelistirilerek elde edilen simiilasyon sonuglari
ile ORCHAD/Pspice analog devre uygulamasi sonuglar karsilagtirilmigtir.

Bu girisle birlikte 2. Boliimde; kesir dereceli hesaplamadan bahsedilerek GL, RL ve Caputo
tanmimlar1 verilmigtir. 3. Boliimde; GL tanimina gore yapilan niimerik ¢oztimler, verilerek kesir
dereceli sistemlerde catallagsma noktast anlatilmistir. 4. Boliimde ise literatiirde yogun olarak
calisilan bazi kaotik sistemlerin kesir dereceli modellerinde kaosun varlig1 simiilasyon sonuglariyla
ortaya konulmustur ve elektronik devre uygulamasi yapilmistir. Sonuglar boliimiinde; sonuglar

sunularak genel bir degerlendirme yapilmustir.



2. KESIiR DERECELiIi HESAPLAMA

2.1. Temel Tammlamalar
Kesirli dereceli hesaplama a ve t nin operatoriin sinirlart oldugu, kesir dereceli temel operator
an integro-diferansiyelinin genellestirilmesidir. Stirekli integro-diferansiyel operatorii asagidaki

gibi tanimlanmaktadir:

a4
ard q> 0

ab! =<1 gq=0 2.1)
INCOE qg<o0

Burada q kompleks tlirev veya integral derecesini gostermektedir [2]. Kesir dereceli
operatdrler icin bircok tanim mevcuttur. Bunlardan en ¢ok kullanilanlari; Griinwald —Letnikov

(GL) tanimi, Riemann-Lioville (RL) tanimi1 ve Caputo tanimidir [1].

2.1.1. Griinwald-Letnikov Tanim

Griinwald ile Letnikov’un literatiire katmis oldugu g kesir dereceli integro-diferansiyel

denklemi asagida goriildiigii gibidir.

A F()

aD{f(x) = Jim =5 (22)
Denklem (2.2)’de h adim sayis1 olarak tanimlanmus olup, Az f(x);
M) = E520(=1) (9) f(x = jh) (23)

Denklem (2.3)’de goriildiigii gibi tanimlanirsa ve toplam isleminin r gibi sonlu bir sayiya kadar

yapilmasi durumunda;

T aNjfa) 1 TIr+i-q)
Zj:o( D (j)_r(l—q) r(r+1) -

olurve h = g kabul edilirse;



ab{ f(x) = lim {[’;(q]q) Z: PO f(x-j (#))} 2.5)

olur. Burada q rastgele bir say1, a baslangi¢ degeri, I'(.) ise Euler Gama fonksiyonudur.

2.1.2. Riemann-Liouville Tanimi

Bir diger yaygin kullanilan kesir dereceli integro-diferansiyel tanimi1 Riemann-Liouville

tanmimidir. Riemann-Liouville yontemi asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

aD{f(x) = = [;(x D" f(D)dz, ¢ <0 (2:6)
n — 1 < g < nolarak Denklem (2.6)’nin tiirevi alindig1 takdirde;

aqu(x) =

I(n— q)dxnf (x—t)" 9 1f(r)dr,n> 0 (2.7)

olarak ifade edilmektedir.

2.1.3. Caputo Tamimi

Bir diger yaygin kullanilan kesir dereceli integro-diferansiyel tanimi 1967 yilinda Caputo

tarafindan yapilmistir.

()
ft O g, n—1<qg<n (2.8)

a (t .,_-)q n+1

aqu(x) = F(n 3

Yukarida goriildiigii izere homojen baglangi¢ kosullarinda Riemann-Liouville ve Caputo tanimi
esdegerdir. Caputo tanmiminda kesir dereceli diferansiyel denklem ile tam dereceli diferansiyel

denklemlerin baslangi¢ sartlari ayni1 formdadir [1].

2.2. Kesir Dereceli Kaotik Sistemlerde Niimerik C6ziim

Bu boliimde literatiirde yaygin olarak c¢alisilan kesir dereceli kaotik sistemlerin

simiilasyonlarimm  GL  tanmimi  kullamlarak ~ MATLAB  ortaminda  simiilasyonlarinin



gergeklestirilmesidir. Bu amagla, literatiirde yogun calisilan kesir dereceli kaotik sistemlerin
nlimerik ¢oziimleri yapilmistir. Ayrica kesir dereceli sistemlerin kaotik davranis gostermeye
baglayabilecegi en kiiglik kesir dereceleri hesaplanmustir.

Kesir dereceli sistemlerin niimerik ¢6ziimii i¢in, GL tanimi Denklem (2.5)’den tiiretilen
Denklem (2.9) kullanilmigtir. Bu yaklagim genis bir fonksiyon simifi i¢in tanimlanan, GL-RL ve
Caputo tanimlarinin esdeger olmasinda dayanmaktadir [8]. Derecesi g olan kesir dereceli bir

sistemin k4 (k= 1,2,3...) noktasindaki niimerik yaklagimin tiirevi asagidaki gosterilmistir.
Lm _ ;
(k= 2)Dif() ~ B85 (-1 (7) F(ti-)) 2.9)

Bu denklemde L., hafiza uzunlugu, t, = kh, h hesaplamanin zaman adimi ve (—1)7 (7) binom

katsayisi. cj(q) (j =0,1,2..). Bunlarin hesabi i¢in Denklem (2.10) kullanilmustir.
j—1

(@ —1, @ = (1 - 1;_}1)0@ (2.10)

boylece, kesir dereceli diferansiyelin genel ifadesi;

aDly(t) = f(y(t),1) (2.11)
su sekilde yazilabilir;
y(t) = FO(t), tiOh? — B ¢/ Py (te_)) (2.12)

2.3. Kesir Dereceli Sistemlerde Catallasma ve Kaotik Davrams Olusturma Sarti

Kesir dereceli diferansiyel denklemler, en az tam dereceli muadilleri kadar kararlidir. Hatta
hafizali sistemler tipik olarak hafizasiz muadillerinden daha kararlidir [6]. Denklem (2.13) gibi bir

sistem diistiniilsiin;

D] = f(x) (2.13)

0<g<lI ve xeR



Denklem (2.13)° deki sistemin denge noktalar1 f(x) =0 denkemi c¢oziilerek
bulunmaktadir. Denge noktalarin da degerlendirilen Jacobian matrisinin A = g—i tim 6z degerleri

Denklem (2.14)’daki kosulu saglamasi durumunda bu noktalar yerel olarak asimptotik kararhdir.

larg(eig(A))| > qmt/2 (2.14)

3D dogrusal olmayan dinamik bir sistemde eger noktasi, dogrusallastirilmis modelin en az
bir tane kararl ve bir tane kararsiz bolgede 6z degeri oldugu bir denge noktasidir. Ayni sistemde,
0z degerlerden biri kararsiz ve iki 6z deger kararliysa eger noktasi indeks-1 olarak
adlandirilmaktadir. Sistem bir kararli ve iki kararsiz 6z degere sahip ise bu da indeks-2 olarak
adlandirilmaktadir. Kaotik sistemde kivrimlarin sadece indeks-2’de oldugu kanitlanmigtir. Dahasi
indeks-1’in sadece kivrimlari baglamakta sorumlu oldugu anlagilmistir. 3D % = f(x) kaotik
sisteminin tek kivriml ¢ekici gosterdigini varsayilsin. Bununla birlikte bu sistem bir kivrimli gekici
tarafindan ¢evrelenen bir indeks-2 eger noktasina sahiptir. Farz edelim ki A = @ + jw bu indeks-
2 eger noktasinin kararsiz bir 6z degeri olsun. Kesirli sistem D}l = f(x) kaotik kalmas1 igin gerekli
kosul, A’nin kararsiz bolgede tutulmasidir [6,9] . Bunu gergeklestirebilmek igin sistemin en kiigiik

g degeri, yani ¢atallasma noktas1 Denklem (2.15)’de ki gibi hesaplanmaktadir.

||

tan (q g) > = qg> %tan‘l(%) (2.15)

Aksi takdirde, sabit nokta asimptotik olarak kararli hale gelir ve daha sonra yakinda ki yoriingeleri

ceker.



3. KESIiR DERECELI KAOTIK SISTEMLER

Dogrusal olmayan sistem, temel olarak ¢arpimsallik ve toplamsallik teoremlerinden herhangi
birini veya ikisini birden saglamayan sistem olarak tanimlanmaktadir. Matematiksel olarak
dogrusal olmayan bir problem, ¢oziilecek degiskenlerin bagimsiz bilesenlerinin dogrusal bir
kombinasyonu olarak yazilamamasi olarak tanimlanmaktadir. Yani denklem, dogrusal olmayan bir
fonksiyon iceriyorsa denklemin tanimladig: sistem dogrusal degildir [1].

Siirekli zamanh sistemlerde kaotik dinamiklerin goriilebilme sarti; baslangic sartina hassas
baglilik, sistemde dogrusal olamayan eleman bulunmasi ve sistem derecesinin en az {i¢ olmasidir.
Ancak literatiirde son on yillarda yogun olarak ¢alisilan kesir dereceli sistemlerde, sistem derecesi
ticlin altinda oldugu durumlarda dahi kaotik davranis gosterdigi goriilmektedir. Literatiirde bununla
ilgili; kesir dereceli Duffing sistemi, kesir dereceli Chua devresi, kesir dereceli Chen sistemi, kesir
dereceli Lorenz sistemi, kesir dereceli Li sistemi, kesir dereceli Liu sistemler bu duruma 6rnek
gosterilebilir [9].

Yukarida bahsedildigi lizere sistem derecesi iigiin altinda kaotik davranig gdsteren bazi kesir
dereceli sistemlerin MATLAB ortaminda GL yontemi kullanilarak simiilasyonlari devam eden
kisimda elde edilmistir. Sistemin kaotik davranis gostermesi i¢in gerekli olan en kiigiik kesir
derecesi Denklem (2.15) esas alinarak hesaplanmis ve bu degerin altinda sistemin kaotik davranig

gostermedigi simiilasyonlarla ortaya konulmustur.

3.1. Kesir Dereceli Lorenz Sistemi

Lorenz kaotik davranis gésteren tam dereceli modeli Denklem (3.1)’de gosterilmektedir

[7].

0 = 5y(©) - x(0)

ay(®) _
22 = x(0)(p - 2(1) - y(t) (3.1)

dz(t) _

ZO — %0y () - (1)

Lorenz sistemi o = 10, p =28 ve § = 8/3 degerinde kaotik davranis gostermektedir. Lorenz
sisteminin ti¢ tane denge noktasi vardir. Bunlar; E; = (0,0,0) ve diger iki E, = (—/(Bp — B),—

Bo—PB),p—1) ve E;=(—(Bp—pB),—+(Bp—pB),p—1) olmaktadir. Béylece E, =
(8.4853,8.4853,27) ve E; = (—8.4853,—8.4853,27) olmaktadir. Sistemin baglangi¢ sart1 ise




(x(0),y(0),z(0) = (0.1,0.1,0.1) alinmustir. Ayrica bu denge noktalarindan herhangi birinin
dogrusal modelini elde etmek i¢in E = (x*,y*,z*) gibi bir denge noktasinin Jacobian matrisi

Denklem (3.2)’de gosterilmektedir.

-0 o 0
J = [p —z -1 —x*] (32)
yooxr =B

Denklem (3.2) kullanmilarak E;denge noktasi icin Jacobian matrisi asagidaki gibi

olusmaktadir.
-10 10 O
] = [ 28 -1 0 ] 3.3)
0 0 8/3

Buradan 6z degerler [AI — A] = 0 uygulanirsa;

A+10 —10 0
-28 1+1 0 =0 (3.4)
0 0 1+8/3

Olur. Boylece A =6,3701, = —24,627 ve A3 = 4,589 olarak bulunur. Denklem (3.2)

kullanilarak E,denge noktasi i¢in Jacobian matrisi asagidaki gibi olugsmaktadir.

-10 10 0
J= [ 1 —1 —8,4853] (3.5)
84853 84853 —8/3

Buradan 6z degerler [AI — A] = 0 uygulanirsa;

A+10 -10 0
-1 A+1 —8,4853
—8,4853 —8,4853 A1+8/3

=0 (3.6)

Olur. Béylece 4; = —13,855 4,3 = 0,094 %+ 10,195j olarak bulunur. Denklem (3.2) kullanilarak

E;denge noktasi i¢in Jacobian matrisi asagidaki gibi olusmaktadir.

-10 10 0
J= [ 1 -1 8,4853] (3.7)
—8,4853 —8,4853  8/3



Buradan 6z degerler [Al — A] = 0 uygulanirsa;

A+10 —10 0
~1  A+1 -84853|=0 (3.8)
8,4853 84853 1+ 8/3

Olur. Boylece A; = —13,8554;3 = 0,094 +10,195j olarak bulunur. Buradan 6z
degerler gosteriyor ki E; eger noktasi ve E, , E5 ise eger odak noktasi olmaktadir.

Kesir dereceli kaotik Lorenz sistemi Denklem (3.9)’de gosterilmektedir [1];
anlx(t) =a(y(t) — x(t)
aD{?y(t) = x(t)(p — 2(t)) — ¥(t) (3.9)
aD{*z(t) = x(O)y(t) — Bz(t)
Burada, q , q, q5 kesirli tiirev derecesidir.

Kesir dereceli kaotik Lorenz sisteminin GL yontemiyle ayrik zamanli hali Denklem (3.10)’de

gosterilmektedir.
x(ti) = (0(y(ta) = x(te=)) ) 1% = ZX_, W (ty—)
y(ti) = (x(t)(p = x(tx-1)) = (te-1) ) A% = i, 2y (ti—)) (3.10)

z(ty) = (x(tk)y(tk) - ﬁz(tk_l))h‘h - ?:v qu3 Z(tk—j)

Kesir dereceli Lorenz sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kiigiik derece Denklem
(2.15)’e gore hesaplanmis ve simiillasyonda o = 10, p =28 ve = 8/3 baslangic sartlan ise
(x(0),y(0),z(0) = (0.1,0.1,0.1) alinmustir. Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en
kiigiik derece g > 0.9941 olarak hesaplanmustir. Dolayisiyla ¢ = q; = g, = g3 = 0.995 alinmug
ve bu dereceye ait durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.1 ve
Sekil 3.2’de sirasiyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 3.3’de g < 0.9941 olacak sekilde 0.90 alinmig
ve durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.3 ve Sekil 3.4°de

sirasiyla gosterilmistir.
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Sekil 3.2. Kesir dereceli Lorenz sistemi g = 0.995 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman
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Sekil 3.4. Kesir dereceli Lorenz sistemi g = 0.9 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari

Yukarida goriildiigi iizere Sekil 3.1 ve Sekil 3.2’de Denklem (2.15)’e gore hesaplanan en
kiiciik g degeri kullanilmig, Lorenz sisteminin durum-uzay diyagrami ve zaman cevaplari elde
edilmistir. Elde edilen siimiilasyon sonuglarinda sistemin g = 0.995 degerinde kaotik davranig
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’de ise Denklem (2.15)’e gore hesaplanan degerden
daha kiigik g = 0.90 i¢in simiilasyon sonuglar1 elde edilmis ve sistemin kaotik davranis

sergilemedigi gosterilmistir. Bu durumda kararli dege noktalarindan birine sistem ydoriingesinin

gittigi goriilmektedir.

3.2. Kesir Dereceli Chen Sistemi

Chen ve Ueta 1999 yilinda Denklem (3.11)’de tam dereceli Chen sistemini tanimladilar [ 10].
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dx(t) _

0 — aty () - x(1)

22 = (e a)x(® - x(Oz(0) + ey(©) G-

dz(t) _

— = x(®O)y(t) - bz(t)

Chen sistemi a = 35, b = 3 ve ¢ = 28 degerlerinde kaotik davranig gostermektedir. Chen

sisteminin ti¢ tane denge noktasi vardir; E; = (0,0,0), E, = (—\/b_(ZC - a), —b(2c —a),2c—

a), E3 = (Vb(2c — a),A/b(2c — a), 2c — a) olmaktadir. Béylece E, = (7.9373,7.9373,21) ve
E; =(=7.9373,-7.9373,21) olmaktadir. Sistemin baslangi¢ sarti ise (x(0),y(0),z(0) =
(=9,-5,14) alinmistir. Ayrica E = (x*,y",z*) gibi bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi
Denklem (3.12)’de gosterilmektedir.

—a a 0
J=lc—a-z ¢ ";“ (3.12)
y* x* _

Her bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi olusturularak 6z degeler Ejigin A, = =3 4, =
23,8359 ve 13 = —30,8359 E; i¢in A; = —18,4280 1, 3 = 4.2140 + 14,8846j ve E; i¢in 4; =

—18,4280 4, 3 = 4.2140 + 14,8846j elde edilir. Buradan 6z degerler gosteriyor ki E; eger

noktasi ve E, , E5 ise eger odak noktas1 olmaktadir.
Kesir dereceli Chen sistemi Denklem (3.13)’de tanimlanmaktadir [1];
ab*x(t) = a(y(t) — x(t)
anZy(t) =(c—a)x(t) —x(t)z(t) + cy(t) (3.13)
an3Z(t) = x(t)y(t) — bz(t)
Burada, q; , g4, g3 tiirev derecesidir.

Kesir dereceli Chen sistemi niimerik ¢6ziimii Denklem (3.14)’de gosterilmistir.
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x(ty) = (a(J’(tk—1) - x(tk—l))) h% — Z;{:v C]qlx(tk—j)
y(ti) = (¢ — a)x(ty) = x(tr)z(t—1) + ey (te-1))h% = T, ¢y (i) (3.14)

2(t) = (x(t)y(te) — bz(ty-1))h% — T, P2t p)

Kesir dereceli Chen sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kiigiik derece Denklem
(2.15)’e gore hesaplanmig ve simiilasyonda (a,b,c) = (35,3,28) baslangic sartlar1 ise
(x(0),y(0),z(0) = (=9, —5,14) alinmigtir. Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en
kiiclik derece g > 0.8244 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla ¢ = g1 = q, = g3 = 0.9 alinmis ve
bu dereceye ait durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplari Sekil 3.5 ve Sekil
3.6’da sirasiyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 3.7°de g < 0.8244 olacak sekilde 0.72 alinmis ve
durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.7 ve Sekil 3.8’de sirasiyla

gosterilmistir.

60 -
50 -
40 -
w30
20 |
10 -

0L
40

20 . w0

Sekil 3.5. Kesir dereceli Chen sistemi g = 0.9 i¢in durum-uzay diyagrami
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Sekil 3.6. Kesir dereceli Chen sistemi ¢ = 0.9 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
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Sekil 3.7. Kesir dereceli Chen sistemi ¢ = 0.72 i¢in durum uzay diyagrami
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Sekil 3.8. Kesir dereceli Chen sistemi g = 0.72 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari

Yukarida goriildiigi iizere Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da Denklem (2.15)’e gore hesaplanan en
kiigiik g degeri kullanilmis, Chen sisteminin durum-uzay diyagrami ve zaman cevaplart elde
edilmistir. Elde edilen simiilasyon sonuglarinda sistemin q = 0.9 degerinde kaotik davranig
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 3.7 ve Sekil 3.8’de ise Denklem (2.15)’e gore hesaplanan degerden
daha kiigik g = 0.72 i¢in simiilasyon sonuglar1 elde edilmis ve sistemin kaotik davranis

sergilemedigi gosterilmistir.

3.3. Kesir Dereceli Lii Sistemi

Lii ve Chen 2001 yilinda Denklem (3.15)’de gortildiigii izere Lii sistemini tanimladirlar [11].

O = a(y(t) - x(6))

dfi—(t” = —x()z(t) + cy(t) (3.15)

dz(t) _
2 = x(O)y(t) — bz(t)

Lii sistemi a = 36, b = 3 ve ¢ = 20 degerlerinde kaotik davranis gostermektedir. Lii

sisteminin ti¢ tane denge noktasi vardir; E; = (0,0,0), E, = (Vbc,Vbc, ), E3 = (—/bc,Vbe, ¢)
olmaktadir. Boylece E, = (7.745,7.745,20) ve E5 = (—7.745,—7.745,20) olmaktadir. Sistemin
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baslangi¢ sart1 ise (x(0),y(0),z(0) = (1,—0.5,1.5) alinmigtir. Ayrica E = (x*,y*,z*) gibi bir

denge noktasi i¢in Jacobian matrisi Denklem (3.16)’da gosterilmektedir.

-a a 0
J=|-z ¢ —x*] (3.16)
yooxt =B
Her bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi olusturularak 6z degeler Ejigin A, = =3 4, =

20ve A3 =—-36 E, i¢in Ay =—22,65164,3 =1,8258+13,6887] ve E; i¢in A; =
—22,6516 4,3 = 1,8258 + 13,9887 elde edilir. Buradan 6z degerler gosteriyor ki E; eger

noktasi ve E, , E5 ise eger odak noktas1 olmaktadir.

Kesir dereceli Lii sistemi Denklem (3.17)’de tanimlanmaktadir [1];
ab{*x(t) = a(y(t) — x(t)
anZy(t) = —x(t)z(t) + cy(t) 3.17)
an3Z(t) = x(t)y(t) — bz(t)

Burada, q , q,, g3 tiirev derecesidir.

Kesir dereceli Lii sistemi niimerik ¢6ziimii Denklem (3.18)’de tanimlanmaktadir;
x(ty) = (a(y(tk—l) - x(tk—1))) h9 — ?:v qulx(tk—j)
y(te) = (—x(tx)z(tk—1) + cy(tx-1))h% — _];:v Cﬁz)’(tk—j) (3.18)

z(ty) = (x(tk)y(tk) - bZ(tk—1))hQ3 - ?:v qugz(tk—j)

Kesir dereceli Lii sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kiigiik derece Denklem
(2.15)’e gore hesaplanmis ve simiilasyonda (a,b,c) = (36,3,20) sistemin baglangi¢ sart1 ise
(x(0),y(0),z(0) = (1,—0.5,1.5) alinmigtir. Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en
kiiglik derece g > 0.9156 olarak hesaplanmistir. Dolayisiylag = q; = g, = g3 = 0.95 alinmug ve

bu dereceye ait durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.9 ve Sekil
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3.10°da sirastyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 3.11’de g < 0.9156 olacak sekilde 0.8 alinmis ve
durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplart Sekil 3.11 ve Sekil 3.12°de
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Sekil 3.10. Kesir dereceli Lii sistemi ¢ = 0.9 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
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Sekil 3.12. Kesir dereceli Lii sistemi ¢ = 0.8 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari

Yukarida goriildiigii iizere Sekil 3.9 ve Sekil 3.10°da Denklem (2.15)’e gore hesaplanan en
kiiciik g degeri kullamilmisg, Lii sisteminin durum-uzay diyagrami ve zaman cevaplar1 elde
edilmistir. Elde edilen siimiilasyon sonuglarinda sistemin q = 0.95 degerinde kaotik davranig
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 3.11 ve Sekil 3.12°de ise Denklem (2.15)’¢ gore hesaplanan
degerden daha kiigiilk g = 0.8 i¢in simiilasyon sonuglari elde edilmis ve sistemin kaotik davranis

sergilemedigi gosterilmistir.

3.4. Kesir Dereceli Liu Sistemi

Liu ve digerleri 2009 yilinda Denklem (3.19)’de goriildiigii iizere Liu sistemini

tanimlamislardir [1].
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20 = —ax(t) — ey?(®)

20 = by(t) - kx(O)2(2) (3.19)

dz_(:) = —cz(t) + mx(t)y(t)

Liu sistemi a=e=1, b =25 ¢c=5 ve k =m =4 degerlerinde kaotik davranig
gostermektedir. Liu sisteminin bes tane denge noktasi vardir. Bunlardan ikisi kompleks diger tigli
is reeldir. Boylece E; =(0,0,0), E, =(—88.388,-0.940150,0.664786) ve E;=
(—88.388,0.940150, —0.664786) olmaktadir. Sistemin baslangi¢ sart1 ise (x(0),y(0),z(0) =
(0.2,0,0.5) almmustir. E = (x*,y*,z") gibi bir denge noktast i¢in Jacobian matrisi Denklem
(3.20)’de gosterilmektedir.

-a a 0
J=|-z ¢ —x*] (3.20)
y© oxt =B
Her bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi olusturularak 6z degeler Ejigin A, = —1 4, =

—5veld; =—-2,5 E, i¢in A; = —38.7767 A, 3 = 0,4438837 £+ 3.346383j ve E3 i¢in A; =
—38.7767 A, 3 = 0,4438837 + 3.346383j elde edilir. Buradan 6z degerler gosteriyor ki E; eger
noktasi ve E, , E5 ise eger odak noktas1 olmaktadir.

Kesir dereceli Liu sistemi Denklem (3.21)’de tanimlanmaktadir [1];
aD[x(t) = —ax(t) — ey?(t)

aD2y(t) = by(t) — kx(t)z(t) (3.21)

an3Z(t) = —cz(t) + mx(t)y(t)

Burada, q, , q,, g3 tiirev derecesidir.

Kesir dereceli Liu sistemi niimerik ¢6ziimii Denklem (3.22)’da tanimlanmaktadir;
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x(t) = (—ax(t-1) — ey*(t_))h9 = X, qulx(tk—j)
y(ti) = (by(te—1) — kx(ti)z(tg-1))h%2 = T, 2y (ti—)) (3.22)
z(tie) = (—cz(te—1) + mx(t)y(G)h: — ¥5_, ¢ 2(tk-))

Kesir dereceli Liu sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kiiciik derece Denklem
(2.15)’e gore hesaplanmig ve simiilasyonda (a, b, e, k, m) = (1,2.5,1,4,4) sistemin baslangi¢ sarti
ise (x(0),y(0),z(0) = (0.2,0,0.5) alinmstir. Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en
kiiclik derece g > 0.916 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla ¢ = g; = q, = g3 = 0.95 alinmis ve
bu dereceye ait durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.13 ve
Sekil 3.14°de sirastyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 3.15°de g < 0.916 olacak sekilde 0.8 alinmis ve
durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 3.15 ve Sekil 3.16’da

sirasiyla gosterilmistir.

2

. _ 05
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Sekil 3.13. Kesir dereceli Liu sistemi g = 0.95 igin durum uzay diyagram
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Sekil 3.14. Kesir dereceli Liu sistemi g = 0.95 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
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Sekil 3.16. Kesir dereceli Liu sistemi g = 0.8 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari

Yukarida goriildiigi tizere Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’de Denklem (2.15)’e gore hesaplanan
en kiiciik g degeri kullanilmig, Liu sisteminin durum-uzay diyagrami ve zaman cevaplari elde
edilmistir. Elde edilen simiilasyon sonuglarinda sistemin q = 0.95 degerinde kaotik davranig
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 3.15 ve Sekil 3.16°da ise Denklem (2.15)’e gore hesaplanan

degerden daha kiigiilk g = 0.8 i¢in simiilasyon sonuglari elde edilmis ve sistemin kaotik davranis

sergilemedigi gosterilmistir.

3.5. Kesir Dereceli Rossler Sistemi

Otto E. Rossler 1976 yilinda Denklem (3.23)’de goriildiigii iizere Rdssler sistemini

tanimlamigtir [12].
dx(t
20 = —®) +2(6))

d’;—(tt) = x(t) + ay(t) (3.23)

dz_(tt) = b+ z(t)(x(t) — ¢)

Rossler sistemi a = 0.2, b = 0.2 ve ¢ = 5.7 degerlerinde kaotik davranmig gostermektedir.

ctVe?-4ab  cxVcZ-4ab ci\/cz—4ab)

Rossler sisteminin iki tane denge noktasi vardir; E; , = ( 5 Pya— o

)
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boylece E; = (9.98998,—-19.97997,19.97997) ve E, =(0.10010,—0.20020,0.20020)
olmaktadir. Sistemin baslangi¢ sart1 ise (x(0),y(0),z(0) = (0.5,1.5,0.1) alinmistir.Ayrica E =

(x*,y*, z") gibi bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi Denklem (3.24)’de gosterilmektedir.
0o -1 -1
] = [ 1 a 0 ] (3.24)

Her bir denge noktasi i¢in Jacobian matrisi olusturularak 6z degeler E; icin Ay =
—0.47595 4,3 = 0,007017 + 4.57910j ve E, i¢in A; =-9.988004,3 = 0,249007 +
0.96808;j elde edilir. Buradan 6z degerler gosteriyor ki E; ve E, eger odak noktas1 olmaktadir.

Kesir dereceli Rossler sistemi Denklem (3.25)’de tanimlanmaktadir [13];
aD{*x(t) = —(y(t) + z(t))
anzy(t) =x(t) + ay(t) (3.25)
an3z(t) =b+z(t)(x(t) — )

Burada, q , g5, g3 tiirev derecesidir.

Kesir dereceli Rossler sistemi niimerik ¢dziimii Denklem (3.26)’de tanimlanmaktadir;

x(t) = (—ay(te-1) — z(te-1 )R = 3K, qulx(tk—j)
y(t) = (x(te) + ay(t—1))h2 — X5, ¢yt ) (3.26)
2(ti) = (b + 2(tg—1) (x(t) — )% = T, ¢ 2(t_))

Kesir dereceli Rossler sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kii¢lik derece Denklem
(2.15)’e gore hesaplanmig ve simiilasyonda (a, b, c) = (0.5,0.2,10) sistemin baglangi¢ sart1 ise
(x(0),y(0),z(0) = (0.5,1.5,0.1) alinmigtir. Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en
kiiclik derece g > 0.839 olarak hesaplanmistir. Dolayisiylag = q; = g, = g3 = 0.9 alinmis ve bu
dereceye ait durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplart Sekil 3.17 ve Sekil
3.18’de sirastyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 3.19’da g < 0.839 olacak sekilde 0.8 alimmis ve

durum uzay diyagrami ve zaman cevaplar1 Sekil 3.19 ve Sekil 3.20’de sirasiyla gosterilmistir.

30



60 —

50

40 —

~ 30 -

n

10

n

Sekil 3.17. Kesir dereceli Rossler sistemi g

= 0.9 i¢in durum uzay diyagrami

| |
0 a0 100 150
ts)
()
| |
0 a0 100 150
1s)
(b)

31



(&l

40

N 30

20

10

P !
- 4 \ n |
n Ll ‘L Ll L Lol

150

Sekil 3.18. Kesir dereceli Rossler sistemi g = 0.9 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
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Sekil 3.19. Kesir dereceli Rossler sistemi ¢ = 0.8 i¢in durum uzay diyagrami
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Sekil 3.20. Kesir dereceli Rossler sistemi g = 0.8 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
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Yukarida goriildiigii izere Sekil 3.17 ve Sekil 3.18’de Denklem (2.15)’e gore hesaplanan
en kiiciik g degeri kullanilmig, Rdssler sisteminin durum-uzay diyagrami ve zaman cevaplari elde
edilmistir. Elde edilen simiilasyon sonuglarinda sistemin g = 0.9 degerinde kaotik davranis
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 3.19 ve Sekil 3.20°de ise Denklem (2.15)’e gore hesaplanan
degerden daha kiigiik g = 0.8 i¢in simiilasyon sonuglari elde edilmis ve sistemin kaotik davranisg

sergilemedigi gosterilmistir.
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4. KESIR DERECELI KAOTIK SiSTEMLERIN ANALOG DEVRE
TASARIMI

Bilindigi lizere kesirli matematik sistem modelleme kapasitesini artirdigindan son on yillarda
kesirli modeller rastgele say1 liretimi, kaos, sinyal isleme, kontrol, yapay sinir aglari vb alanlarinda
sikca kullanilmaktadir [29]. Bu vyiizden bu tiir yapidaki sistemlerin fiziksel olarak
gergeklestirilmesine ihtiya¢ dogmustur. Bu amagla elektriksel olarak kesir dereceli dogrusal
olmayan bir sistemin matematiksel modeline es bir analog elektronik devre tasarimi
gergeklestirmek igin gesitli ¢alismalar yapilmistir [30-38]. Bu boliimde kesir dereceli dogrusal
olmayan bir sistemin esdeger elektronik devresinin fraktans yapisi kullanilarak nasil tasarlanacagi
anlatilarak elektronik devre simiilasyonlar1 gergeklestirecektir.

Kesir dereceli sistemlerin frekans cevap analizi ve uygulamalari her ne kadar analitik olarak
hesaplanabilse de sonsuz hafizaya sahip olan bu sistemlerin ger¢eklestirilmesi ve analitik zaman
cevap hesaplamalarinin yapilmasi olduk¢a zordur. Dolayisiyla kesir dereceli bir sistemi en yiiksek
dogrulukta gercekleyen tamsay1 dereceli yaklasim modellerinin hesaplanmasi gerekmektedir [16].
Bu sayede kesir dereceli integral alic1 tam dereceli transfer fonksiyonlartyla tanimlanabilecek,

zincir fraktans olarak isimlendirilen pasif devre elemanlariyla gerceklestirilebilecektir.

4.1. Kesir Dereceli Sistemlerin Tamsay1 Yaklasim Metotlar:

Klasik yontemlerin kesir dereceli sistemlere dogrudan uygulanmasi 6niinde bazi zorluklar
bulunmaktadir. Frekans tabanli metotlar dogrudan kullanilabilmelerine ragmen kesirli dereceli
sistemlerin zaman cevabini analitik olarak hesaplamalar1 kolaylikla yapilamamaktadir. Ancak
giiniimiizde hesaplama giicli arttigindan dolay1 niimerik yontemler kullanilarak kesir dereceli
sistemlerin zaman cevabini elde etmek kolaylasmigtir. Kesir dereceli sistemlerin gercek zamanli
uygulamalari, ayrik zamanli elektronik ortamlarda gergeklestirmek benzer yontemlerle miimkiin
iken analog devre tasarimlan igin farkli yaklagimlara ihtiya¢ vardir. Kesir dereceli sistemlerin
zaman cevabi hesaplamalarinda kullanilan yontemlerden bir tanesi esdeger tamsay1 modellerinin
elde edilmesidir [39]. Bu yontemler frekans tabanli yontemlerdir ve bu yontemler ayni1 zamanda
kesir dereceli analog devre tasarimlarinin gergeklestirilmesine olanak saglamaktir. Literatiirde

sikc¢a kullanilan bazi yaklagim yontemler asagida verilmistir.
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4.1.1. Charef Yaklasim Metodu

Bir kesirli dereceli sistem transfer fonksiyonunun en yaygin kullanimi Denklem (4.1)’de

gosterilmektedir [40].
1
H(s)== (q € RY) (4.1)

Kesirli integrator olarak adlandirilan bu ifade de s = joy kompleks frekans ve 0 < q <
lolacak sekilde pozitif reel bir sayidir. s = joy alinmasinin sebebi kesir dereceli integral
operatoriinlin frekans cevabim yaklasik olarak saglayacak tam dereceli transfer fonksiyonu elde
etmek icindir.

Kesir dereceli tek kutuplu bir sistemin transfer fonksiyonu Denklem (4.2)’ de ki gibi tanimlanabilir.

H(s) = (4.2)

I
(1+S/pT)q

Burada p; kesir dereceli sistemin kutbu, q ise sistemin kesir derecesidir. Bu model rekiirsif olarak

Denklem (4.3)’de verildigi gibi yazilir.

N—-1 S
Hi:o (1+;)
i

- H{L(,(Hpii)

A

H(s) (4.3)

Burada a = 10¥/100-®  p = 10Y/104 ye gb = 10¥/1°9(1-9) glacak sekilde tanimlansin.
Yaklasik modelin frekans cevabi tahmininde maksimum kabul edilebilir hata y dB olursa, yaklagik
rasyonel fonksiyonun kutup ve sifirlart Denklem (4.4)’de verilen formiiller ile hesaplanir. Kutup

ve sifirlarin sayisi istenilen bant genigligine baglidir ve N degerinin hesaplanmasi i¢in Denklem

(4.6)’da verilen ifade kullanilir.

po = prvb,p; = po(ab)’, z; = apy(ab)’ (4.4)
. Mo A+ ——)
H(s) = nNO 1+ap05(ab) (4.5)
=0 any?
N = log(*74%)
- log(ab) +1 (4~6)

Boylece istenilen frekans araliginda belirli bir hatayla kesir dereceli integral operatdriiniin
frekans karakteristigiyle benzer tam dereceli transfer fonksiyonlartyla elde etmek miimkiin

olacaktir.
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4.1.2. Carlson Yaklasim Metodu

Kesir dereceli elemanlar ve transfer fonksiyonlar1 Carlson yontemi olarak bilinen formiil
dikkate alinarak rekiirsif olarak yaklasilabilir, bu model Newton’un (1/s5)/™ herhangi bir tamsay:
icinn > 1 yaklasim metodunu baz alir [41]. Carlson yaklasimi f(x) = x™ — a = 0 matematiksel
ifadesini temel alir.

Eger G (s) rasyonel bir transfer fonksiyon ve H(s) = [G(s)]? olacak sekilde kesir dereceli
bir transfer fonksiyon ise H(s) Denklem (4.7)’de oldugu gibi yaklasilir.

- (p—m)[H;_1(5)1?+(p+m)G(s)
Hy(s) = Hi-1(s) (p+m)[Hi—1 ()12 +(p-m)G(s) .7)

Baslangig degeri Hy(s) = 1

4.1.3. Matsuda Yaklasim Metodu

Eger G(s) = s ve tamsay1 karsiligi R(s) ise, G(s)’in w4, W, W3, ... frekans kazanglar
ayr1 ayr1 hesaplanabilir [42]. Bu durumda Matsuda tamsay1 esdeger transfer fonksiyonuna Denklem

(4.8)’de verildigi gibi yaklasilir.

G(s) = do(wp) + S - (4.8)

dq(wq)+ =
1( 1) dz(ﬁ)z)-l—s (1)2

Denklem (4.8)’de ki parametreler asagidaki gibidir.

do(w) = |G(jw)]

W—Wpg

die1(@) = dp(w)—dr(wg)

4.1.4. Oustaloup Yaklasim Metodu

Oustaloup metodu segilen frekans bandi igerisinde [w;, wy, ], burada w; diisiik frekansi ifade

ederken wy, yiiksek frekans anlamina gelir [43]. Oustaloup yaklasim metodu Denklem (4.9)’da

verildigi gibidir.
v _ N 1+(s/wzn)
sv=k H":1—1+(s/mp_n) 4.9

Denklem (4.9)’da ki parametreler asagidaki gibidir.

(*)z,l = wl\/ﬁ
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Wpn =wWzpé;n=1..N
Wzn41 = Wpps;n=1.N-1

€= (wh/wl)v/N

1 = (0p/0) "/

4.2. Transfer Fonksiyon Yaklasim

Buradaki ama¢ yukarida verilen yaklasim yontemlerinden biri olan Charef metodu ile
sistemin frekans domeni davranigimi yaklasik olarak belirlemektir. Bu durum 0 < g < 1 i¢in
gergeklestirilecektir. Yaklasim bir baslangi¢ kirilma noktasi, hata oran1 dB ve yaklasimdaki kutup
sayist secilerek olusturulmustur. Bant genisliginin frekans limiti izin verilen hata ve kutup sayist
degistirilerek ayarlanabilir. Boylece istenilen frekans bandinda arzu edilen yaklasim

gerceklestirilir. Tablo-1’de w4, = 100 rad/s ve pr = 0.01 varsayilarak kesir derecesi g 0.1’den
baglayarak 0.1 artisla 0.9’a kadar H(s) = siq i¢in elde edilen transfer fonksiyonlarini vermektedir.

Hesaplamada kabul edilen maksimum hata y = 2 dB dir [44].

Matlab ortaminda Wajdi tarafindan 6nerilen Tablo 4.1°de gosterilen yakinsatilmis tam say1
dereceli transfer fonksiyon ve So% integrator Bode diyagrami ¢izdirilmis ve yakinsatilmig transfer

fonksiyonun hemen hemen ayni ¢iktiy1 verdigi Sekil 4.1°de gosterilmistir.

Genlik(dB)

_a0 i . L . . Ll . N Ll i
107 107 10" 10 107
wirad/s)

Sekil 4.1. Yakinsatilmis tam say1 dereceli transfer fonksiyonu ve 50% integratorii Bode diyagrami
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Tablo 4.1. y = 2dB 0.1-0.9 dereceli lineer transfer fonksiyon yaklasimi

q H(s)
1 1584.8932(s + 0.1668)(s + 27.83)
s01 (s +0.1)(s + 16.68)(s + 2783)
1 79.4328(s + 0.05623)(s + 1)(s + 17.78)
502 (s + 0.03162)(s + 05623)(s + 10)(s + 177.8)
1 39.8107(s + 0.0416)(s + 0.3728)(s + 3.34)(s + 29.94)
503 (s + 0.02154)(s + 0.1931)(s + 1.73)(s + 15.51)(s + 138.9)
1 35.4813(s + 0.03831)(s + 0.261)(s + 1.778)(s + 12.12)(s + 82.54)
504 (s +0.01778)(s + 0.1212)(s + 0.8254)(s + 5.623)(s + 38.31)(s + 261)
1 15.8486(s + 0.03981)(s + 0.2512)(s + 1.585)(s + 10)(s + 63.1)
505 (s + 0.01585)(s + 0.1)(s + 0.631)(s + 3.981)(s + 25.12)(s + 158.5)
1 10.7978(s + 0.04642)(s + 0.3162)(s + 2.154)(s + 14.68)(s + 100)
506 (s + 0.01468)(s + 0.1)(s + 0.6813)(s + 4.642)(s + 31.62)(s + 215.4)
1 9.3633(s + 0.06449)(s + 0.578)(s + 5.179)(s + 46.42)(s + 416)
507 (s + 0.01389) (s + 0.1245)(s + 1.116)(s + 10)(s + 89.62)(s + 803.1)
1 5.3088(s + 0.1334)(s + 2.371)(s + 42.17)(s + 749.9)
508 (s +0.01334)(s + 0.2371)(s + 4.217)(s + 74.99)(s + 1334)
1 2.2675(s + 1.292)(s + 215.4)
509 (s + 0.01292)(s + 2.154)(s + 359.4)

4.3. Fraktans Eleman

Devre teorisinde bir devre tamsay1 olmayan mertebeden 6zelliklere sahip olabilir. Kesir
dereceli integratoriin tamsayr dereceli yaklasik transfer fonksiyonu kullanilarak analog devre
uygulamasiin gergeklestirilebilir olmasi fraktans olarak bilinen bir elektriksel devre elemani
diisiincesini ortaya atmistir [16]. Devrenin kesir dereceli bir performans sergilemesi elektronik
devrede fraktans olarak adlandirilir [11]. Kondansator olan bir devreden gegen akimin genel formu

Denklem (4.9)’da verilmigtir.
i()=-  t>0ve0<q<T1igin (4.9)

Burada h kapasite ve dielektrik tiiriiyle ilgili bir sabit iken g kesir derecesidir. Bu terminal
akiminin giris voltajina bagl oldugunu ifade eden bir giic yasasidir. Girig geriliminin Laplace

transformu Denklem (4.10)’da verilmistir.
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V(s) = % (4.10)

Ve i(t)’nin Laplace transformu,

I(s) = L&Dy, (4.11)

hs1—4

Burada I'(.) Gama fonksiyonu oldugu daha &nce bahsedilmisti. Iki nokta arasindaki

empedans Denklem (4.12)’de tanimlanmustir.

|4
Z(s) = %) (4.12)

Bilindigi tizere admitans Y (s) = 1/Z(s) olarak ifade edilmektedir. Curie yasasina gore

Denklem (4.11) ve (4.12) asagidaki gibi elde edilebilir.

h 1

Z(s) = prEm—— (4.13)
Ideal kapasitdriin empedansi ise Denklem (4.14)’de verilmistir.

1
Z(s) = pos (4.14)

Denklem (4.13), kesirli empedans veya kisaca fraktans olarak kabul edilir, kesir dereceli
empedans Ozellikleri sergileyen bir elektrik devre elemanidir. Fraktans empedansinin kompleks

gosterimi ise Denklem (4.15)’de verilmistir.

Burada w agisal frekansi ifade ederken, fraktans elemani, ¢ = —1 igin kapasitans, g = 0
igin rezistans ve ¢ = 1 igin ise indiiktans 6zelligi gostermektedir.

Fraktans eleman literatiirde genel olarak iki sekilde gergeklestirilmektedir.. Bunlardan biri
Zincir fraktans yontemi digeri ise Aga¢ fraktans yontemidir. Zincir fraktans » tane direng ve
kapasite ¢iftinin birbirine seri baglanmasiyla olusmaktadir. Aga¢ fraktans ise direng ve

kapasitelerden olusan sonsuz kendine benzer devrelerden meydana gelmektedir [11].

4.3.1. Zincir Fraktans

n tane direng ve kapasite ¢iftinin birbirine seri baglanmasiyla olusan zincir fraktans yapisi

Sekil 4.2°de transfer fonksiyonu ise Denklem (4.16)’da gosterilmistir.
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R1

—r— 10—

R2 R3 Rn

ﬂ!

1

1
C15+R—1

Hgc(s) =

CZS+E

4.3.2. Agac Fraktans

+;1+...+

=

Sekil 4.2. Zincir Fraktans yapisi

Cc2

- (4.16)

n tane diren¢ ve kapasiteden olusan sonsuz kendine benzer devrelerden meydana gelen

agag fraktans yapisi Sekil 4.3’de transfer fonksiyonu ise Denklem (4.17)’de gosterilmistir.

R2
— = I
R1
A L B
O— C2 o
— et
" R3 -
c1 Il L
c3
Sekil 4.3. Agac Frantans yapisi
1
Hge(s) = T , T (4.17)
- 1 T 1
Rit—r—7— st~ - 1
R2+ T + R3+ ' 1
Cy C3s+-
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4.4. TIslemsel Kuvvetlendiriciler (OP-AMP)

Kesir dereceli kaotik sistemlerin elektronik devre uygulamasinda kullanilan bir diger arag
ise OP-AMP elemanidir. Elektronik devrelerde sinyallerin birgogu diisiik genlige sahiptir. Bu
sinyallerin islenebilmesi igin yiikseltilmesi gerekmektedir. Zayif elektrik sinyallerini yiikselten
entegre devrelere OP-AMP denilmektedir. Islemsel yiikselticinin iki giris ucu ve bir ¢ikis ucu
vardir. Temel roli, iki giris ucu arasindaki gerilim farkini yiikselterek ¢ikisa vermektir.

Ideal OP-AMP, sonsuz giris empedansina, sonsuz acik dongii kazancina, sifir cikis
empedansina, sonsuz bant genigligine ve sifir giiriiltiiye sahip bir kuvvetlendiricidir. Genis bir iglev
yelpazesi elde etmek igin geri besleme kullanan devrelere izin veren pozitif ve negatif giriglere

sahiptir. Sekil 4.4’de ideal OP-AMP gosterilmistir.

ig=0

Rg=x

ig=0

Sekil 4.4. Ideal opamp gosterimi

4.4.1. Faz Ceviren ve Faz Cevirmeyen OP-AMP Devresi

OP-AMP lar tek basina degil pasif devre elemanlari ile bir geri besleme olacak sekilde
kullanilirlar. Birkag direngle beraber OP-AMP kullanildiginda faz ¢eviren ve ¢cevirmeyen OP-AMP
elde edilebilmektedir. Sekil 4.5’de faz ¢ceviren OP-AMP Sekil 4.6°da ise faz ¢cevirmeyen OP-AMP

gosterilmistir.
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R2

R1

Sekil 4.5. Faz ¢eviren islemsel yiikselteg

Ters ¢eviren OP-AMP 1n ¢ikis gerilimi Denklem (4.18)’de verilmistir.

Ry

vo(®) = (~22) -7

Sekil 4.6. Faz ¢cevirmeyen islemsel yiikselteg

Ters ¢evirmeyen OP-AMP 1n ¢ikis gerilimi Denklem (4.19)’da verilmistir.

vo(t) = (1+ i—j).vl(t)
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4.4.2. Toplama Yapan OP-AMP Devresi

Girise gelen sinyali toplar ve ¢ikisa tersleyerek iletir. Toplama devresi Sekil 4.7°de

gosterilmistir.
e
R3
Vi
el

) R1 Vo

\% L
——
R2 +

Sekil 4.7. Toplama devresi

Toplama devresinin ¢ikig gerilimi Denklem (4.20)’de verilmistir.

vo() = =2 vi (D) + 2 . v2 (1)) (4.20)

4.43. Gerilim izleyici OP-AMP Devresi

Yiiksek giris empedansinin iglemsel yiikselteclerde istenilen bir durum olmadigindan daha
once bahsedilmisti. Bu baglamda yiiksek direncli bir kaynagi diisiik direncli bir yiike baglamak i¢in

Sekil 4.8°de verilen gerilim izleyici devresi kullanilmaktadir.

Vo

Vi

Sekil 4.8. Gerilim Izleyici islemsel yiikselteg
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Sekil 4.8°de verilen gerilim izleyici devrede giris direnci sonsuz, ¢ikis direnci 0 ve gerilim

kazanci 1 dir.

4.4.4. Fark Alic1t OP-AMP Devresi

Fark alici islemsel yiikselteg devresi Sekil 4.9°da gosterilmigtir.

_p—
R2
\%|
—1 -
R1 Vo
V2 N
~
R3

R4

Sekil 4.9. Fark alic1 islemsel yiikselteg

Fark alic1 islemsel yiikseltecin ¢ikis gerilimi Denklem (4.21)’de verilmistir.

R R
vo() = — 2. vi(0) + (1+2

1

) v, (6) 4.21)

R3+Ry

4.4.5. Integral Ahct OP-AMP Devresi

Integral alic1 devre, girise uygulanan isaretin integralini alarak ¢ikisa aktaran bir islemsel

yiikselte¢ uygulamasidir. Sekil 4.10°da integral alic1 islemsel yiikselte¢ gosterilmistir.

45



@]

Vi

Sekil 4.10. integral alic1 islemsel yiikselteg

Integral alic1 islemsel yiikseltecin ¢ikis gerilimi Denklem (4.22)’da verilmistir.

v, (£) = (0) — — [, v1(£). dt (4.22)

4.4.6. Tiirev Alic1t OP-AMP Devresi

Tiirev alici devre, girise uygulanan isaretin tlirevini alarak c¢ikisa aktaran bir islemsel

yiikselte¢ uygulamasidir. Sekil 4.11°de tiirev alic1 islemsel yiikselteg gosterilmistir.

I ,
R

Vo

Sekil 4.11. Tiirev alic1 islemsel yiikselteg

Tirev alici islemsel yiikseltecin ¢ikis gerilimi Denklem (4.23)’de verilmistir.

vo(t) = —R.C (d”d;ft)) (4.23)
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4.5. Kesir Dereceli integral Opetatoriiniin Zincir Fraktans ile Tasarinm

Kesir dereceli kaotik bir sistemin OP-AMP devre elemanlariyla gerceklestirebilmek igin
kesir dereceli integral operatoriine ihtiyag olacaktir. Bu operatorii devrede kullanabilmek i¢in ilgili
kesir dereceli integral operatoriiniin yakinsatilmis transfer fonksiyonunun pasif devre elemanlariyla
tasarlanmasi gerekir. Yakinsatilmig transfer fonksiyonlarimi zincir fraktans yapisiyla tasarlamak
miimkiindiir. Kesir dereceli i¢ durum degiskenine sahip bir kaotik sistemin analog devre
tasariminin yapilacagi farz edilsin. Analog devre tasariminda her bir durum degiskenin kesirli tiirev
derecesi g = 0.9 ( Bu yapidaki kesir dereceli sistemlere commensurate sistem denir ve bu
sistemlerde sistem derecesi ¢ = q; = q, = q3 = 0.9 oldugundan sistemin toplam derecesi 2.7

olacaktir.) oldugu diisiiniilsiin. Bu durumda q = 0.9 kesir dereceli integral operatoriiniin analog

devreye uygulanabilmesi i¢in Tablo 4.1’de — operatdriine karsilik gelen Denklem (4.24)’de

1
0.9

verilen yakinsatilmig transfer fonksiyonu zincir fraktan tasariminda kullanilacaktir.

1 2.2675(s+1.292)(s+215.4)
s09 T (54+0.01292)(s+2.154)(s+359.4) (4.24)

Denklem (4.24) polinom formda acildiginda asagida verilen Denklem (4.25) elde
edilmektedir.

1 2.2675524491.349115+631.03618
. (4.25)

0.9 s3+361.56652+778.818s+ .991

1]

Elde edilen Denklem (4.25) MATLAB ortaminda residue komutu kullanilarak basit

kesirlerine ayirilir. MATLAB residue komutu kullanimi agagida gosterilmistir.

» a =[2.2675491.34911 631.03618];
» b = [1361.566 778.818 9.991];

> tf(a, b)

>» [r,p, k] = residue(b, a)

Yukarida MATLAB residue komutu ile basit kesirlere ayrilarak elde edilen transfer
fonskiyonu Denklem (4.26)’da verilmistir.

L_ 0.9107 + 0.5449 + 0.8118 (426)

s09 7 543593991 s+2.1540 s+0.0129
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Boylece 50% operatoriinlin yakinsatilmig transfer fonksiyonu kaskat bagli {i¢ paralel RC

devresi seklinde Sekil 4.12°de yer alan yap1 elde edilir. Bu yapiya zincir fraktans yapisi

denmektedir.

————T 3
R1 R2 R3 B
Ao | ——o
_ll | Il_
| || |
c1 c2 a3

Sekil 4.12. 50% kesir derecesi i¢in olusturulan zincir fraktans yapisi

Kesir derecesi — i¢in olusturulan kaskat bagli ti¢ paralel RC devresinin A-B aras1 esdeger

509

empedanst Denklem (4.27)’de verilmistir.

1 1 1

H(s)=51C11 + IC_21 + IC31 (4.27)

"R1Cy S'chz S'R3C3

H(s).Cy = So% oldugundan bu denklemlerde C, birim parametredir ve €, = 1pF olarak

secilir. Buradan Denklem (4.28) ve (4.29) elde edilmektedir.

Co Co Co
H(s) = S+ 2+ (4.28)

,
"R1Cy S'chz S'R3C3

(C2+C3+C1+C3+C1+C2)S+(R1+R2+R3)
(Co .o, Co) 248 R1 R R3 R1RzR3
C1 Cp C3 C2C3+C1C3+C1Cy

H(S) = Cio T T 1 (4~29)

(s+ R1C1)(S } Rlcl)(s } R1C1)

Boylece KX kesir dereceli operator icin hesaplanan yakinsatilmis transfer fonksiyonun

saglayacak Ri, Ry, R3 ve Cy, C;, Cs degerleri Tablo 4.2°de verildigi gibi elde edilecektir.

Tablo 4.2. Kesir dereci ¢ = 0.9 i¢in hesaplanan zincir fraktans devre degerleri

R, 62.84M Q C 1.23uF
R 250k Q C, 1.83uF
Rs 2.5k Q Cs L.IpF
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Bu tez ¢alismasi kapsaminda tasarlanacak olan kaotik kesir dereceli sistemlerin analog

devreler i¢in gerekli olan zincir fraktans yapilar1 devam kisimda verilmistir.

0.6

Tablo 4.1°de Si operatoriine karsilik gelen Denklem (4.30)’da verilen yakinsatilmis

transfer fonksiyonu zincir fraktans tasariminda kullanilacaktir.

1 10.7978(s+0.04642)(s+0.3162)(5+2.154)(5+14.68)(s+100)
s06 ~ (5+0.01468)(5+0.1)(s+0.6813)(5+4.642)(s+31.62)(s+215.4)

(4.30)

MATLAB residue komutu ile basit kesirlere ayrildiktan sonra elde edilen kaskat bagl alti
paralel RC devresi seklinde Sekil 4.13’de yer alan zincir fraktans yapisi elde edilir.

— T 33
A R1 R2 R3 R4 R5 R6 —BO
B S | =
c1 c2 Cc3 c4 c5 cé

Sekil 4.13. Soié kesir derecesi i¢in olusturulan zincir fraktans yapisi

! < i¢in olusturulan kaskat bagl alti paralel RC devresinin A-B aras1 esdeger

Kesir derecesi 55

empedanst Denklem (4.31)’de verilmistir.

1 1 1 1 1 1

H(s)=slcll 4S5y Co (4.31)

IRlCl SIRzCz SIR3C3 SIR4C4 SIR5C5 SIRGCG

H(s).Cy = Soiﬁ oldugundan bu denklemlerde C, birim parametredir ve €, = 1pF olarak

secilir. Buradan Denklem (4.32) elde edilmektedir.

c c c c c c
C C C C C C

H)= =S+ =Gy By Gy Gy G (4.32)
' R1Cq1 ' R7C>» ' R3C3 " R4Cy " R5Cs ' RgCe
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Boylece Sois kesir dereceli operator i¢in hesaplanan yakinsatilmis transfer fonksiyonunu

saglayacak Ri, R2, R3, R4, Rs, Rg ve Ci, Cy, C3, C4, Cs, Cs degerleri Tablo 4.3’de verildigi gibi elde

edilecektir.
Tablo 4.3. Kesir dereci g = 0.6 i¢in hesaplanan zincir fraktans devre degerleri
R 12.33M Q Ci 5.527uF
R 2.448M Q C 4.085uF
R; 738k Q Cs 1.99uF
Ry 233k Q Cy 0.926uF
Rs 75.4k Q Cs 0.42pF
R 30k Q Cs 0.156uF

Tablo 4.1°de SL operatoriine karsilik gelen Denklem (4.33)’de verilen yakimsatilmig

0.8

transfer fonksiyonu zincir fraktans tasariminda kullanilacaktir.

1 53088(s+0.1334)(s+2.371)(s+42.17)(s+749.9) (4.33)

s08 T (5+0.01334)(s+0.2371)(5+4.217)(s+74.99)(s+1334)

MATLAB residue komutu ile basit kesirlere ayrildiktan sonra elde edilen kaskat bagli bes
paralel RC devresi seklinde Sekil 4.14°de yer alan zincir fraktans yapisi elde edilir.

—— 10—
A R1 R2 R3 R4 R5 —:
B e e
C1 C2 Cc3 C4 C5

Sekil 4.14. SOLS kesir derecesi i¢in olusturulan zincir fraktans yapisi

. .1
Kesir derecesi

08 i¢in olusturulan kaskat bagli bes paralel RC devresinin A-B arasi esdeger

empedanst Denklem (4.34)’de verilmistir.

1 1 1 1 1
[ C C C C

H(s) = S+ o+ S S 5 (4.34)
"R1Cq "R2C2 "R3C3 "R4Cq "RsCs
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H(s).Cy = Sois oldugundan bu denklemlerde C, birim parametredir ve Cy, = 1uF olarak

segilir. Buradan Denklem (4.35) elde edilmektedir.

Co Co Co Co Co
H(s)=SIC11 5 (4.35)

!
"Rici  STRzcz  STRscs STRecs  STRscs

Boylece Sois kesir dereceli operator i¢in hesaplanan yakinsatilmis transfer fonksiyonunu

saglayacak Ri, Rs, R3, R4, Rs, ve Ci, Cy, Cs3, C4, Cs, degerleri Tablo 4.4’de verildigi gibi elde

edilecektir.

Tablo 4.4. Kesir dereci ¢ = 0.8 igin hesaplanan zincir fraktans devre degerleri

R, 37.85M Q Ci 1.98uF
R, 1.754M Q C, 2.4pF
R; 0.17M Q s 1.39uF
R, 0.017M Q Ci 780nF
Rs 0.0018M Q Cs 420nF

sﬁ% operatoriine karsilik gelen Denklem (4.32)’de verilen yakinsatilmis transfer

fonksiyonu zincir fraktans tasariminda kullanilacaktir.

1 1.1471(s+58.2265)(s+351 )
50992 7 (540.0104)(5+62.4256)(s+376360)

(4.36)

MATLAB residue komutu ile basit kesirlere ayrildiktan sonra elde edilen kaskat bagl ii¢
paralel RC devresi seklinde Sekil 4.15°de yer alan zincir fraktans yapisi elde edilir.

—— 1

R1 R2 R3 B

o

C2

1

Sekil 4.15. =5 kesir derecesi i¢in olusturulan zincir fraktans yapist
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Kesir derecesi 0%,92 i¢in olusturulan kaskat bagl ii¢ paralel RC devresinin A-B arasi

esdeger empedansi Denklem (4.37)’de verilmistir.

1 1 1

H(s):sfll + =+ —% (4.37)

"R1Cy S'chz S'R3C3

H(s).Cy = 0%,92 oldugundan bu denklemlerde C birim parametredir ve C, = 1uF olarak

segilir. Buradan Denklem (4.38) elde edilmektedir.

So So %o

H(s) ==+ —2%—+—% (4.38)

"R1C1 S'chz S'R3C3

Boylece 5 kesir dereceli operatdr i¢in hesaplanan yakinsatilmis transfer fonksiyonunu

saglayacak Ri, R2, R3, ve Ci, Cy, C3, degerleri Tablo 4.5’de verildigi gibi elde edilecektir.

Tablo 4.5. Kesir dereci g = 0.992 igin hesaplanan zincir fraktans devre degerleri

Ry 95.957M Q Ci 1.002pF
R» 1.153k Q G 13.893uF
R; 0.205 Q G 12.959uF

4.6. Kesir Dereceli Lorenz Sisteminin Analog Devre Tasarim

Bu kisimda kesir dereceli Lorenz sistemin analog devre tasarimi gergeklestirilecektir. Bu
yapilirken zincir fraktans yapisindan faydalanilacaktir. Bunun igin [45]’de verilen tam dereceli
kaotik Lorenz devresi kesir dereceli olarak modifiye edilmistir. Bilindigi tizere tam dereceli Lorenz

sistemi Denklem (4.34)’de gosterildigi gibidir.

Z2 = o((®) - x(0)
PR =x®)(p - 2(0) - y(® (4.34)
dz(t)

x(0)y(t) = Bz(t)

Lorenz sistemi o = 10, p =28 ve f# = 8/3 degerinde kaotik davranis gostermektedir. Pecora

ve Carroll’iin 1990°l1 yillarda yaptigi referans [46] yer alan makale baz alinarak, Cuomo ve
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Oppenheim [47], Lorenz sisteminin analog devre tasarimini tanittilar. Kullandiklar1 analog devre
uygulamada belirtildigi iizere sistemin dinamik sinirlarinin gii¢ kaynagi sinirlarini astig igin x, y
ve z durum degiskenlerinin skala edilmesi gerekmektedir. Bu baglamda Cuomo yeni degiskenleri
u=x/10, v=y/10 ve w= z/20 olarak tammlamistir. Bu skala faktorleriyle birlikte yeniden skala

edilmis Lorenz sistemi Denklem (4.35)’de verilmistir.

O = 5(w(t) - u®)
dl;—(tt) = u(t)(p - W(t)) —v(t) (4-35)
dw(t) _

— = u@®v(®) - pw(®)

Boylece Sekil 4.16°da verilen Coumo ve Oppenheim tarafindan 6nerilen devre tasarimi

ortaya ¢gikmustir [47].

R4 IC(Z
""""‘ I \
23
W — RUS | ™ v
— + h + [
c?
” AARA l r
VAN | A
i \ 220
'l'l 'A‘l . + Ll W
&7 / +
R1E -

Sekil 4.16. Coumo ve Oppenheim tarafindan onerilen tam dereceli kaotik Lorenz sistemi devre tasarimi

Buna istinaden tasarlanan Sekil 4.17’de verilen tam dereceli basitlestirilmis Lorenz devresi
daha az eleman kullanilmas1 hasebiyle ¢ok daha kompakt yapidadir. Bu devre Pehlivan tarafindan

Onerilmigtir [50].
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Sekil 4.17. Basitlestirilmis tam dereceli kaotik Lorenz devre tasarimi

Sekil 4.17°de gosterilen basitlestirilmis tam dereceli Lorenz devresi u,v,w durum
degiskenlerine ayirilarak asagidaki gibi analiz edilebilir. Ayrica kullanilan analog ¢arpma entegresi
AD633 X - Y fark Z toplama girisi i¢in yiiksek empedansa sahiptir. Boylece +15 ile -15 fark girig
gerilimine sahip olan entegre giris gerilimini ¢ikisa 0.1 ile garparak iletir. Burada amag ¢ikis
gerilimi besleme gerilimi {izerine ¢gikmamasidir.

u durum degiskenine gore tasarlanan kisim Sekil 4.18’de verilmistir.
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Sekil 4.18. Basitlestirilmis tam dereceli kaotik Lorenz devre tasarimi u durum degiskeni

Sekil 4.18 analiz edildiginde;

du(t)
dt ’

R
Rl' Cl = U(t).R_: — u(t)

Ardindan R = R; = R, alindiginda;

dt

elde edilir.

R ORI G)

_E_ : ‘
=0
VN

v durum degiskenine gore tasarlanan kisim sekil 4.19’da verilmistir.

-V

=

Sekil 4.19. Basitlestirilmis tam dereceli kaotik Lorenz devre tasarimi v durum degigkeni

)

u',i ADG633/AD
VN
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VPwT R3 VN ¥ &

e
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(4.36)

(4.37)



Sekil 4.19 s-domeninde analiz edildiginde;

U 1_USWE 1V 1 (4.38)

V(S) = C2R4,-S C2R3 .S Cst-S

Ardindan ters Laplace doniistimii alinirsa;

av(t) _ 1 u(t)  w®w(t)  v(t)
at ' ( Ry Rs Rs ) (4.39)
elde edilir.

w durum degiskenine gore tasarlanan kisim gekil 4.20’de verilmistir.

1|
R7
SV a Ve
VP“i’
@ X
=X7 1 VPi
— x12 R6 <fw
U 3 %Q; W H—AAA 2 1= : g W
Hz'> _L__3T TLO81
e | AD633/AD =0
° VN VN VX

Sekil 4.20. Basitlestirilmis tam dereceli kaotik Lorenz devre tasarimi w durum degiskeni

Sekil 4.20 s-domeninde analiz edildiginde;

_U®VE 1w 1
W) == s~ o (4.40)

Ardindan ters Laplace doniistimii alinirsa;

dw(t) _ 1 u(t).v(t) . w
TR (—Re S ) (4.41)
elde edilir.

Boylece Sekil 4.18, 4.19 ve 4.20 analizi sonucunda Denklem (4.42) elde edilir.
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du(t)
= e W(® ~u(®)

dv(t)_l (M u(t).w(t) v(t))

dt Cy N Ry Ry Rs
(4.42)

dw(t) _ 1 (u(t)v(t) _ m)
dt  C3' % Rs R,

Burada zaman skalasi 2505 alimmistir [47]. Zaman skalasina analog bilgisayardaki
hesaplamana zamani ile problemin ¢oziimiimdeki fiziksel zaman uyumsuzlugunu gidermek igin
kullanilmugtir. [47]’de t = problem zamani, T = hesaplama zamani, b = zaman skala faktorii olmak

iizere T ='b X t olmaktadir. Buradan asagidaki esitlikler elde edilir; o = 10, p =28 ve f = 8/3

du(t) _ _
ZE = o (w(t) —u(t) = Ricl (w(t) — u(t)) (4.43.2)

Denklem (4.43.a) i¢in zamanlama skalas1 uygulanirsa;

1

o= 2505.R.C; (4.43.5)
av(t) _ _ _ 1w u@w® v
o = 20.u(t).w(t) + pu(t) —v(t) = o ( Y 5, W ) (4.43.¢)
Denklem (4.43.c) i¢in zaman skalas1 uygulanirsa;

1
P = T5oscirs (4.43.d)
dw(t) _ _ _1 u(t).v(t) _ m
= S5.u(t).v(t) —b.w(t) = o (—R6 . ) (4.43.¢)
Denklem (4.43.¢) i¢in zaman skalas1 uygulanirsa;

1
b= 2505.C3.R; (4.43.9)

Denklem (4.35) ve (4.42) esitlenerek C;,C, ve C3 degeri 1 uF alindiginda Lorenz devre
eleman degerleri; Ry = R, = 53.1kQ,R; = 18.6kQ, R, = 4.2kQ, Rs = 849.3kQ, Ry =
17k, R, = 212.3kQ olarak elde edilir. Sekil 4.17’de tam dereceli basitlestirilmis Lorenz devresi
ORCHAD/Pspice ortaminda gergeklestirilerek Sekil 4.21°de verilmis ve bu devreye ait durum uzay
diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplart Sekil 4.22. ve Sekil 4.23°de sirasiyla

gosterilmistir.
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Sekil 4.21. Tam say1 dereceli kaotik Lorenz devresi

V(x)

t(s)
(a)
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V(z)

V(X)

1 r
s Rl
0 r i
\!i ‘ : ‘ i i
-1
-2 N N N
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()
6
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2 u ‘ I i N ‘| " “
|
0
2 3 — — —
0 10 20 «s) 30 40 50
©
Sekil 4.22. Tamsay1 dereceli Lorenz sistemi a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin zaman cevaplari
2
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V(x)

Sekil 4.23. Tam say1 dereceli kaotik Lorenz sistemi a) x-y b) x-z ¢) y-z durum uzay diyagrami

Devam eden kisimda Sekil 4.17°de verilen basitlestirilmis Lorenz devresi modifiye
edilerek kesir dereceli hale getirilmistir. Kesir derecesi q; = 1,9, = 1 ve g3 = 0.992 i¢in
olusturulan Lorenz sistemi analog devresi Sekil 4.24’de verilmistir. Daha onceki boliimlerde
anlatildig {izere kesir dereceli Lorenz sisteminin kaotik kalabilmesi i¢in gerekli en kiigiik derece
Denklem (2.15)’e gore hesaplanmis ve simiilasyonda o = 10, p =28 ve = &/3 alinmistir.
Denklem (2.15)’¢ goére yapilan hesaplama sonucu en kiiciik derece g > 0.9941 olarak
hesaplanmistir. Dolayisiyla analog devre tasariminda kesir dereceli Lorenz sisteminin kaotik
kalabilmesi i¢in g; = 1,9, = 1 ve g3 = 0992 alinmistir. Burada 0.992 kesir derecesi igin
olusturulan zincir fraktans devresi Sekil 4.15°de verilmistir. Sekil 4.15’de yer alan devre
elemanlarinin degerleri ise Tablo-4.5’den alinmistir. g, = 1, g, = 1 ve g3 = 0.992 derecesine ait
durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplart Sekil 4.25. ve Sekil 4.26’da
sirasiyla gosterilmistir. Ayrica Sekil 4.27°de q < 0.9941 olacak sekilde g =q; =g, =q3 =
0.992 alinmis ve durum uzay diyagrami ve durum degiskenlerinin zaman cevaplar1 Sekil 4.28 ve
Sekil 4.29°da sirasiyla gosterilmistir. Tasarlanan devrelerin simiilasyonlar1 ORCHAD/Pspice

ortaminda gerceklestirmigtir.
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Sekil 4.24. Kesir dereceli Lorenz devresi q; = 1,q, = 1 ve g3 = 0.992
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V(x)
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t(s)
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Sekil 4.25. Kesir dereceli Lorenz sistemi ¢; = 1,9, = 1 ve g3 = 0.992 igin a) x b) y ¢) z durum
degiskenlerinin zaman cevaplari

2
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(a)
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Sekil 4.26. Kesir dereceli Lorenz sistemi g; = 1,q, = 1 ve g3 = 0.992 i¢in a) x-y b) x-z ¢) y-z durum

uzay diyagrami

R1
yyy

53.1k
R2
AWV g =0.992 ZF devresi
53.1k

84% < RS
>

P! q=0.992 ZF devresi

Vee
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212.3k
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z >
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Sekil 4.27. Kesir dereceli Lorenz devresi ¢ = q; = q, = q3 = 0.992
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Sekil 4.28. Kesir dereceli Lorenz sistemi ¢ = q; = q, = q3 = 0.992 icina) x b) y ¢) z durum

degiskenlerinin zaman cevaplari
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Sekil 4.29. Kesir dereceli Lorenz sistemi q = q; = q, = q3 = 0.992 igin a) x-y b) x-z ¢) y-z durum uzay
diyagrami

Yukarida goriildiigii tizere Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da Denklem (2.15)’e gore hesaplanan
en kiiciik g degeri kullanilmus, kesir dereceli Lorenz sistem igin tasarlanan analog devrenin durum-
uzay diyagrami ve zaman cevaplari elde edilmistir. Elde edilen simiilasyon sonuglarinda sistemin
g1 =1,9, =1ve qsz = 0.992 degerinde kaotik davranis sergiledigi gosterilmistir. Sekil 4.28 ve
Sekil 4.29°da ise Denklem (2.15)’e gore hesaplanan degerden daha kiicik q =q; = q, = q3 =
0.992 igin simiilasyon sonuglari elde edilmis ve sistemin kaotik davramis sergilemedigi

gosterilmistir.
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4.7. Kesir Dereceli Chen Sisteminin Analog Devre Tasarimi

[45]’de yer alan tam dereceli kaotik Chen devresi almarak kesir dereceli olarak modifiye

edilmistir. Kesir dereceli Chen sistemi Denklem (4.44)’de gosterildigi gibidir.

aD{*x(t) = a(y(t) — x(1))
anZy(t) =(c—a)x(t) —x(t)z(t) + cy(t) (4.44)
an3z(t) = x(t)y(t) — bz(t)

Kesir derecesi ¢ = q; = q, = q3 = 0.9 i¢in olusturulan kesir dereceli Chen devresi g =
g1 = g2 = q3 = 0.9 analog devre tasarimu Sekil 4.30’da verilmistir. Daha onceki boliimlerde
anlatildig1 iizere kesir dereceli Chen sisteminin kaotik kalabilmesi igin gerekli en kiigiik derece
Denklem (2.15)’e gore hesaplanmis ve devre simiilasyonlarinda (a, b, c) = (35,3,28) alinmustir.
Denklem (2.15)’e gore yapilan hesaplama sonucu en kiiciik derece q > 0.8244 olarak
hesaplanmistir. Dolayisiyla ¢ = q; = g, = g3 = 0.9 alimmustir. Burada 0.9 kesir derecesi igin
olusturulan zincir fraktans devresi Sekil 4.12’de elde edilmisti. Sekil 4.12°de yer alan devre
degerleri ise Tablo 4.2’den secilmistir. q =q; = q, = g3 = 0.9 derecesine ait durum
degiskenlerinin zaman cevaplari ve durum uzay diyagramlari Sekil 4.31 ve Sekil 4.32°de sirasiyla
gosterilmistir. Ayrica Sekil 4.33°de g < 0.8244 olacak sekilde g = q; = q, = g3 = 0.6 alinmustir.
Burada 0.6 kesir derecesi i¢in olusturulan zincir fraktans devresi Sekil 4.13’de verilmisti. Sekil
4.13’de yer alan devre degerleri ise Tablo 4.3’ den se¢ilmistir. ¢ = q; = q, = q3 = 0.6 derecesine
ait durum degiskenlerinin zaman cevaplari ve durum uzay diyagramlar Sekil 4.34 ve Sekil 4.35°de
sirastyla goOsterilmistir. Tasarlanan devrelerin simiilasyonlar1 ORCHAD/Pspice ortaminda

gergeklestirmistir.
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Sekil 4.30. Kesir dereceli Chen devresiq =q; = q, = g3 = 0.9
4
2
4 1 .Y INVINN |
Z o i b #
> [} ] il
2 ‘ " “
o 10 20 30 40
t(s)
(a)

67



V()
(=]

t(s)
(b)

3

21 i

V(@)

t(s)
(©)

Sekil 4.31. Kesir dereceli Chen sistemi ¢ = g; = g, = g3 = 0.9 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin
zaman cevaplari
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Sekil 4.32. Kesir dereceli Chen sistemi ¢ = q¢; = g, = q3 = 0.9 i¢in a) x-y b) x-z ¢) y-z durum uzay

diyagrami
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Sekil 4.33. Kesir dereceli Chen devresiq = q; = q, = q3 = 0.6
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Sekil 4.34. Kesir dereceli Chen sistemi ¢ = g; = g, = q3 = 0.6 i¢in a) x b) y ¢) z durum degiskenlerinin
zaman cevaplari
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Sekil 4.35. Kesir dereceli Chen sistemi g = q; = q, = q3 = 0.6 i¢in a) x-y b) x-z ¢) y-z durum uzay
diyagrami

Yukarida goriildigii tizere Sekil 4.31 ve Sekil 4.32°de Denklem (2.15)’e gore hesaplanan
en kiicik g degeri kullanilmig. Kesir dereceli Chen sistem igin tasarlanan analog devrenin
ORCHAD/Pspice ortaminda durum-uzay diyagramlari ve zaman cevaplari elde edilmistir. Elde
edilen slimiilasyon sonuglarinda sistemin ¢ = q; = q; = q3 = 0.9 degerinde kaotik davranig
sergiledigi gosterilmistir. Sekil 4.34 ve Sekil 4.35’de ise Denklem (2.15)’e¢ gore hesaplanan
degerden daha kiiciik g = q; = g, = q3 = 0.6 i¢in simiilasyon sonuglar1 elde edilmis ve sistemin

kaotik davranis sergilemedigi gosterilmistir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda kesir dereceli kaotik sistemler i¢in Griinwald-Letnikov tanimindan
faydalanilarak bir MATLAB/M-dosyast gelistirilmis ve literatiirde yogun c¢alisilan kesir dereceli
kaotik sistemlerin simiilasyonlar1 durum uzay diyagramlari ve durum degiskenlerinin zaman
cevaplari elde edilmistir. Ayrica bu sistemlerdeki kesir dereceli g sistem derecesine gore catallasma
ve catallasma noktalari teorik olarak elde edilmistir. Boylece kaotik davranisin beklendigi ve kaotik
davranigin kesinlikle gézlenmeyecegi sistem dereceleri, yapilan simiilasyonlarla dogrulanmistir.
Elde edilen sonuglara gore siirekli zamanli tam dereceli bir kaotik sistemin derecesi 3 ve iizeri
olmak zorunda olmasina ragmen kesir dereceli kaotik sistemlerin sistem derecesi 3’ten kiigiik
olabilmektedir. Ayrica siirekli zamanli tam dereceli kaotik sistemler gibi kesir dereceli kaotik
sistemler i¢in sistem derecesi ile ilgili genel bir degerlendirme yapilamamaktadir. Kesirli sistem
derecesine gore catallasma noktasi, sistemin kaotik davranis gostermek i¢in her sistem 6zelinde
sinir oldugu gosterilmistir. Tam ve kesir dereceli kaotik sistemlerde ortak nokta ise durum
degiskeni sayisinin ayni olmasidir. Griinwald-Letnikov tanimindan faydalanilarak gerceklestirilen
MATLAB/M-dosyasi1 kesir dereceli kaotik sistemlerin simiilasyonlarinin etkin bir sekilde
gerceklestirdigi de degerlendirilmektedir.

Tez caligmasinda ayrica, Griinwald-Letnikov tanimindan faydalanilarak simiilasyonlar1 ve
analizi yapilan kesir dereceli kaotik sistemlerden Lorenz ve Chen sistemlerin analog devre
tasarimlan gergeklestirilmistir. Bunun icin kesir dereceli integrator yapisini saglayacak frekans
tabanl bir yakinsatma kullanilarak tam dereceli transfer fonksiyonlar1 elde edilmis ve bu transfer
fonksiyonlarin1 saglayacak zincir fraktans yapisi pasif devre elemanlariyla tasarlanmstir.
Tasarlanan zincir fraktans yapis1 kullanilarak kesir dereceli Lorenz ve Chen sistemlerin analog
devre uygulamasi ORCHAD/Pspice ortaminda gerceklestirilmistir. Elde edilen sonuglarla
MATLAB ortaminda elde edilen sonuglarin benzer sonuglar oldugu gosterilmistir. Bdylece zincir
fraktans yapist kullanilarak kesir dereceli kaotik sistemlerin analog devre uygulamalarinda
kullanma imkan1 oldugu ortaya konmustur. Gergeklestirilen analog devre tasarimlari kaotik kesir
dereceli sistemlerin gercek zamanli uygulamalara olanak tanimasi agisindan 6nemli olacagi

degerlendirmektedir.
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