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OZET

Bu tez ¢alismasinda kesir mertebeden integraller igeren baslangi¢ deger problemleri
icin varlik ve teklik kosullar1 arastirildi. Ayrica, bu baslangi¢c deger problemlerinin
¢Oziimii i¢in sabit nokta yaklagimi yapildi. Birinci boliimde, literatiir taramasi ile konunun
tarihsel gelisimi ve &nemi hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimde, tez calismasinda
kullanilacak olan bazi temel tanim, teorem ve drnekler ifade edildi. Uciincii boliimde ise
kesir mertebeden diferansiyel denklemler igin ¢oziim yontemleri hakkinda bilgi verilerek
kuvvet serileri metodu ve Laplace doniisiim metodu 6rneklerle agiklandi. Son boliimde
ise kesir mertebeden bazi Integro-diferansiyel denklemler iceren baslangic deger
problemlerinin varlik ve teklik kosullar1 arastirildi. Bulunan sonuglar orneklerle
desteklendi.

Anahtar Kelimeler: Baslangic deger problemi, Kesir mertebe diferansiyel

denklemler, Riemann-Liouville tiirevi, Riemann-Liouville integrali, Sabit nokta teoremi.
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SUMMARY

In this thesis, existence and uniqueness conditions for initial value problems
involving fractional integrals were investigated. Also, a fixed point approach was used to
solve these initial value problems. In the first chapter, some information was given about
the historical development and importance of the subject with the literature review. In the
second chapter, some basic definitions, theorems and examples that will be used in the
thesis were expressed. In the third chapter, information about solution methods for
fractional differential equations was given and power series method and Laplace
transform method were explained with examples. In the last chapter, existence and
uniqueness conditions of initial value problems containing some fractional integro-

differential equations were investigated. The results were supported with examples.

Keywords: Initial value problem, Fractional order differential equations, Riemann-

Liouville derivative, Riemann-Liouville integral, Fixed point theorem.

VI



ICINDEKILER

BILIMSEL ETIGE UYGUNLUK BEYANI .....occoiiiiiiiieeeeeeeeeee s Il
TESEKKUR .....ovvitiiiieeteeee ettt ettt ettt ettt s sttt sttt sttt sttt st ns sttt s snsnsns \Y
OZET .ottt VI
SUMMARY ettt ettt e et e et e e e e e e e nae e e anae e VIl
ICINDEKILER ......oviviviviteicteeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ettt VI
SEKILLER DIZINT....cocoiiiiiceceeceee ettt ettt 11X
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT ....cciiiiieecee e, X
Lo GIRIS oottt 1
2. TEMEL KAVRAMULAR . ...ttt ettt e e e nnee s 3
2.1. Fonksiyonel Analizin Bazi Temel Kavramlari .............cccoceeveiieiieie e 3
2.2. Kesir Mertebe Tiirev ve INtegral...........cccovvieereiiiieceiieeiseeceee e 13
2.3. Diferansiyel Denklem Kavramlart ..........ccooveiiiiiiiiiiciiiccccec e 35
2.4. Banach Sabit NOKEa TEOFIST ........cueiieieeieiie et 42
2.5. Laplace DONUSTMITL. ..ecivveeiiiieiiieeiiieesieessiisssisessineesiaeesnbeesssbeessnneessnbeessssesssssessens 50
3. KESIR MERTEBELI ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN BAZI COZUM

YONTEMLERI .....ocoiiiiiiiiciieiicie et 58
3.1. Kuvvet Serileri ve Laplace DOntisiim Metodu.........ccoevieiiiriiiiiieiiceieese e 58
3.2 OINIEKICT ...ttt ettt ettt ettt n et 61
4. BAZI KESIR MERTEBE INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN

VARLIK VE TEKLIK KOSULLARI ......ccooviiiiitiiee e een s 70
5. SONUC VE DEGERLENDIRME ..........coiuiiiiieiiieseseeseeeses oo 87
KAYNAKCA oottt et e et e et s st s ettt ee e e et e e ee st esees et eseseneseeeneeens 88
EILER ... oottt bttt b et re e 93

VI



SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Gama fonksiyonuna ait degisim grafigi



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

o . Alfa

S : Ancak ve ancak

Bt : B kiimesinin tiimleyeni
BDP : Baglangi¢ deger problemi
B : Beta

> . Blyiiktiir

) : Delta

N : Dogal sayilar kiimesi

& : Elemamidir

3 : En az bir, bazi

€ : Epsilon

= . Esittir

* . Esit degildir

r : Gama

\4 : Herhangi

= : Ise

C : Kompleks sayilar kiimesi
< : Kiigtiktiir

< : Kiigiiktiir veya esittir

f+ () : max {f(x),0}

Ny : Nu {0}

/A : Negatif tam sayilar kiimesi

R* : Pozitif reel (gergel) sayilar kiimesi
Q : Rasyonel sayilar kiimesi

R : Reel (gergel) sayilar kiimesi

RL : Riemann-Liouville

Z : Tam sayilar kiimesi

vb. : Ve benzeri

vd. : Ve digerleri



1. GIRIS

Matematiksel modellerin temelini olusturan tiirev ve integral operatorleri genel
olarak yapay ve dogal sistemlerin ¢alisma prensiplerini 6grenmede oldukg¢a 6nemli rol
oynamaktadir. Dolayisiyla tlirev ve integral operatorlerinin sik kullanilmasi, tamsay1
mertebeli durumlarin genellestirilmis hali olan kesir mertebeli tiirev ve integral
operatorlerinin bulunmasini saglamistir. Kesir mertebe tiirev ve integraller konusundaki

calismalarin baslangici 1695’te L’Hospital’in Leibniz’e sordugu “Bir f fonksiyonu n

n
tamsayil1 mertebeden tiirevini tamamladin peki n = 1/2 oldugunda % kavraminin bir

anlami var mi1? ” sorusu olarak kabul edilir. Leibniz’in yaniti “Bu durum su anda bir
paradoks olarak goziikse de ileride ¢ok kullanigh sonuglar ¢ikacak.” olmustur ve boylece
kesirli analizin temelleri atilmistir (Jerome vd., 1974). Leibniz’den sonra Euler 1730,
Lagrange 1772, Laplace 1812, Lacroix 1819, Fourier 1822, Liouville 1832, Riemann
1847, Greer 1859, Holmgren 1865, Griinwald 1867, Letnikov 1868, Sonin 1869,
Laurent 1884, Nekrassov 1888, Krug 1890, Weyl 1917 gibi bir ¢ok matematik¢i kesirli
hesap tizerine 6nemli ¢alismalar yapmisglardir (Kilbas vd., 2006; Ameen, 2019).

Kesirli analiz, reel veya kompleks mertebe tiirevler ve integralleri inceleyen kokli
bir matematik dalidir. Fakat karmasik bir konu olmas1 modern matematikte anlamli ve
uygun seviyeye gelmesinde olduk¢a zaman almistir. Gegtigimiz yiizyilda konunun 6nemi
giderek artmistir. Ciinkii aragtirmalar konunun diger bilim dallarina uygulanabilir
oldugunu ortaya koymustur. Kesirli hesaplar sayesinde modellenen durumlardan bazilar
sOyle siralanabilir: Maddelerin soniim hareketleri, akigkanlarin hareketleri, ses
titresimlerinin yayilma hareketleri (akustik), biyokimyasal kayit cihazlar1 (EKG, EMG,
EEG), ultrasonik dalgalarin yayilimi, DNA dizilerinin analizi, deprem titresim
hareketleri, elektromanyetik hareketler ve kaos hareketleri (Petras, 2011; Ashyralyev vd.,
2014). Tim bu uygulama alanlar1 nedeniyle kesir mertebe diferansiyel denklemler i¢in
problemlerin ¢0ziim yontemleri bir¢ok arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde
incelenmistir (Petras, 2011; Kimeu, 2009). Kesir mertebe tiirev ve integraller i¢in en
kapsamli galismalardan bazilari igin (Podlubny, 1999; Kilbas vd., 1993) kaynaklarina
bakilabilir.

Gergek diinya problemlerindeki dinamiklerin belirlenmesinde ¢ogunlukla
operatdrler kullanilmaktadir. Bu durum arastirmacilar1 dogal olaylara her defasinda daha

iyi sonuglar bulabilmek i¢in yeni kesirli operatdrler bulmaya yonlendirdi. Kesirli



tirevlerin farkli tanimlar1 igin (Caputo ve Fabrizo, 2015; Atangana ve Baleanu 2016;
Yang vd., 2016) kaynaklarina bakilabilir.

Ote yandan, sabit nokta teorisi lineer olmayan analizin en giiclii ve etkili
araclarindan biridir. Basta diferansiyel denklemler, integral denklemler, kismi
diferansiyel denklemler olmak iizere matematigin bircok dalinda birgok uygulamasi
vardir. Sabit nokta teorisi, sinir deger problemleri ve yaklasim problemlerinde oldugu
gibi 6z deger problemlerde de oldukc¢a faydali uygulamalara sahiptir. Banach tarafindan
1922°de verilen teorem, sabit nokta teorisinin en iyi bilinen sonucu ve teorinin baslangici
olarak kabul edilmistir (Banach, 1922). Burada clde ettigi 6nemli sonug¢lardan biri de
Picard iterasyonu ile elde edilen dizinin sabit noktaya denklemlerin yakinsamasidir. Tiim
bu caligsmalara paralel olarak kesir mertebe diferansiyel ¢oziimiiniin varligi ve tekligi
tizerine de oldukc¢a fazla calisma yapilmistir. Bu calismalardan bazilar1 (Baleanu vd.,

2013; Ashyralyev, 2013) olup bu kaynaklarda verilen atiflara da bakilabilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu béliimde sirasiyla fonksiyonel analiz, kesir mertebe diferansiyel denklemler,
diferansiyel denklemler, Banach sabit nokta teoeremi ve Laplace doniisiimii ile ilgili bazi

temel tanim, teorem ve drnekler verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analizin Baz1 Temel Kavramlari

Tamim 2.1.1 (Rynne ve Youngson, 2008): X # @ bir kiime olsun.
d: X X X — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye X de metrik (veya
uzaklik fonksiyonu) ve (X, d) ciftine de metrik uzay denir. Her x,y,z € X igin

M) d(x,y)=0ox=y
M,) d(x,y) = d(y, x) (simetri)
M3) d(x,y) < d(x,z) + d(zy) (licgen esitsizligi)

Burada (M,) — (M3) sartlarina metrik aksiyomlar: denir. (M;) aksiyomu bir
noktanin kendisine olan uzaklhigin sifir oldugunu ifade eder. (M,) aksiyomu ise x
noktasiin y noktasina olan uzakligi ile y noktasinin x noktasina olan uzakligin ayni
oldugunu ifade eder.

Diizlemde bir dogru ilizerinde bulunmayan farkl ii¢ nokta alindiginda bu noktalar
yardimiyla olusturulan iiggenin bir kenarinin uzunlugu diger iki kenarin uzunluklar
toplamindan kiigiiktiir veya esittir. Uggen esitsizligi deyimi elemanter geometrideki bu
husustan ileri gelmektedir. (M3) aksiyomu bu tiggen esitsizligini ifade eder.

Ayrica, metrik fonksiyonu higbir zaman negatif degildir. Ger¢ekten (M) te y = x

aliirsa,

d(x,x) <d(x,z) +d(z,x)
0 < 2d(x,2)

olup daima

d(x,z) > 0.



Ornek 2.1.1:
dRXR->R, dxy)=|x—y|

olarak tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R nin alisilmis metrigi veya

mutlak deger metrigi denir.

Ornek 2.1.2:
d:Rx R>R,d(xy)=+|x— vyl

seklinde tanimli d fonksiyonu bir metriktir.

Cozim: Vx,y,z€ R i¢in

M)
dx,y)=0 ©Jlx—y|=0 & [x—y|=0 & x=y.
M)

dlx,y) =+lx—yl = Jly— xl=d@,x).

Ms)

lx—zl+|z= yI < lx— zl + 12—yl + 2|/Ix = zllz - |

2

x = zl+ 1z = yl < (VIx =zl +lz= 1) e

Ote yandan iiggen esitsizligi ve (1) esitsizliginden

2
Ix—vy|l=lx—z+z—y|< |x— z|+|z— y| S<\/|x—zl+\/|z—y|)

elde edilir. Dolayisiyla,

JIx=yl <{lx =zl +/lz = vl
d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

olup (R, d) bir metrik uzaydir.



Ornek 2.1.3:

0, x=y

d:R X R-R, d(x,y):{1 X *y

seklinde tanimlanan d fonksiyonu bir metrik, (R, d) ikiliside bir metrik uzayidir. Bu

metrige discrete (ayrik) metrik denir.

Ornek 2.1.4: x,y € R?igin x = (x;,x,) ve y = (¥1,Y,) olmak iizere

d: R2XR? > R, d(x,y) = /(x1 — y1)? + (xz — ¥2)?
seklinde taniml1 d bir metrik, (R?, d) de bir metrik uzaydur.

Coziim: Vx,y,z € R? icin (x = (x1,x3), v = (Y1, ¥2), z = (21,23)),M;)
dix,y) =0 & \/(xl —y1)2+ (x;—y2)? =0
S (g —y)2+(x—y)*=0

S XL =Y1Vex; =Yy,

o x=y.
M)

d(x,y) = (1 —y)? + (2 —¥2)? =V — %)%+ (2 — x2)? = d(y,%).
M3) i = 1,2 i¢in metrigin liggen esitsizligi sartin1 gostermek icin Minkowski esitsizligi

kullanilarak,
1

2 2
d(x, ) = (Z(xi - zi)2>
i 1
2 2
= (Z(Xi —yi+yi — z)? )
2 % 2 %
< (Z(xi - y)? ) ' (Z(yi -7y’ ) )

i=1
elde edilir. Buradan

d(x,z) < d(x,y) +d(y,2) (3)



oldugu goriiliir. Boylece (R?, d) de bir metrik uzay olup bu metrige R? nin tabii metrigi

ad1 verilir.
Ornek 2.1.5: X # @ herhangi bir kiime ve
B(X,R) = {f| f: X » R smirh fonksiyon},
fonksiyonlarin kiimesi iizerinde

d:B(X,R) x B(X,R) - R
(f,9) »d(f,g9) = stlet)zglf(t) - g

seklinde tanimlanan d doniisiimii bir metriktir. (B (X, R), d) ikilisi ise bir metrik uzaydir.

Coziim: Oncelikle d doniisiimiiniin iyi tanimli oldugu gosterilsin. Vf, g € B(X,R) igin

aif,g) = sttet)zglf(t) - g

< sup|f ()| + sup|g(t)| < .
tex tex

<co <oo

Simdi de d doniistimii bir metrik oldugu gosterilsin. Her f, g, h € B(X,R) i¢in

M)
a(f,g) =0 & itg)}glf(t) -g@®|=0
& VteXicin |f(t)— g®)| =0
& VteXicin f(t) = g(t)
Sf=g.
M,)
a(f,g) = S;tei)z(vlf(t) - g®l= stglg(t) —f®l=d(g.f).
M;)

a(f,g) = Sttet)z(ﬂlf(t) - gl

= Stlei)z(ﬂlf(t) —h(®) +h(t) = g@©



< S;léz?lf(t) —h(@®)|+ sttetflh(t) - gl

<d(f,h) +d(h,g).
(M;) — (M3) sartlar1 saglandigindan (B(X, R), d) bir metrik uzaydir.
Ornek 2.1.6: a,bER,a<b kosulunu saglayan iki reel say1 olmak iizere
C =C([a,b],R) = {f| f:[a,b] » R stirekli fonksiyon}

kiimesi tanimlansin. Analizin temel teoremlerinden bilinir ki  f:[a,b] > R ve
g: [a, b] — Rsiirekli fonksiyonlarise |f|: [a,b] » Rve f — g:[a, b] —» R fonksiyonlar1
da siireklidir. O halde {|f(t) — g(t)|: t € [a, b]} siirekli bir kiime ise bu kiime iisten
sinirhdir. Dolayisiyla supremumu vardir. Ayrica yine temel teoremlerden (Weisstras):

“Kapali aralikta siirekli fonksiyon bu aralikta max ve min degerini alir.” Su halde,
d:CxC =R, d(f,g) = max{|f(t) — g(®)|:t € [a,b] },
seklinde tanimli doniisiim bir metriktir ve (C([a, b], R), d) bir metrik uzaydir.

Tamim 2.1.2 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay, x,€ X ve r > 0 bir reel say1

olsun. Bu taktirde acik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi sirastyla

B, (xo) = B(xo,7) = {x€X: d(x,x) < 1},

B, [xo] = Blxo, 7] ={x € X : d(x,x0) <7},
S(xo) =S(xo,7) ={x €X: d(x,x0) = 1},

olarak tanimlanir. Bu {i¢ durumda da x, a merkez r ye yarigap denir.

Burada x, € B(x,,r) oldugundan B(x,, 1) # @. Goriiliiyor ki x, merkezli r yarigaph
bir agik yuvar merkeze olan uzaklig r den daha kiigiik olan X e ait noktalarin kiimesidir.
Yuvar yiizeyi ise x, a olan uzakligi r ye esit olan X e ait noktalarin kiimesidir. Ayrica
S(xg,7) = B [x9,7] \ B(x,7) oldugu agiktir. Yuvar deyimi yerine civar veya komsuluk

ifadeleri de kullanilir.



Tammm 2.1.3 (Rynne ve Youngson, 2008): (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos

olmayan bir alt kiimesi olsun.
d(A) = sup{d(x,y): x,y € A}

sayisina A kiimesinin ¢ap: denir. d(A) < oo ise A ya X de sumrl: kiime denir.
Bu tanima gore, (x,,), X de bir dizi olsun. Bu dizinin terimlerinin kiimesi X in sinirl
bir alt kiimesi ise (x,,) dizisine strl dizi denir. Yani, (x,,), X de smurli ise her m,n € N

icin d (x,,,, x,) < K olacak sekilde K > 0 sayis1 vardir.

Tamim 2.1.4 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun.
Eger lim d(x,,x) = 0 olacak sekilde x € X varsa (x,,) dizisi X de yakinsaktir ve x e de
n—-oo
dizinin limiti denir.
Simdi bu tanim matematiksel olarak ifade edilsin:

lim d(x,,x) = 0 < Her & > 0 sayisina karsilik en az bir ny(e) € N vardir dyle ki her
n—-o0o

n > ny(e) igin d(x,, x) < e.

(xy) dizisi yakinsak ve lim x, = x ise (x,) = x, n = o seklinde gosterilir.
n—-oo

(xy,) dizisi yakinsak degilse wraksaktir denir.

Ornek 2.1.7: X = (0,1) kiimesi iizerinde her x, y € X icin d(x,y) = |x — y]|

alisilmig metrigi alinsm. (x,,) = (ﬁ) = {% ,é ...,ﬁ, } c X bir dizi olsun. Burada,

1
lim d(x,,x) = lim d (— 0) = lim 0
n—oco n

—0| =i
timd (0) =t g~ of = i

noon+1

olup (x,,)— 0, n — oo dir. Fakat 0 ¢ X oldugundan (x,,) dizisi X de yakinsak degildir.
Eger X = [0,1] alinirsa (x,,) dizisi X de yakinsaktir.

Ornek 2.1.8: R? de genel terimi (x,,) = (1 %) olan dizi ve x = (x; ,x,), y =

(91 ,y2) olmak iizere her x,y € R? igin

d(x,y) = max{|x; — y1l, |x2 = ¥2[}

seklinde tanimli metrik g6z Oniine alinsin. Bu taktirde x = (1,0) igin

8



, . 1
1{11210 d(x,,x) = rllll?o d ((1,n) ,(1,0) )

limmax

n—->oo

{
= limmax {O ,%}
0

=115 -o]

olup (x,,) dizisi (1,0) degerine yakinsaktir. Fakat (x,,) dizisi R? de her x,y € R* i¢in

_ 0! (xpxz) = (pr’z)
Ao y) = { 1, (ex) # ,y2) '

seklinde tanimli ayrik metrige gore yakinsak degildir. Gergekten,
: " 1 _
tim d(x,, (10)) = lim d ((1,3), (10)) = 1#0

dir.

Ornek 2.1.9: R de alisiimis metrige gore (x,,) = (n) = {1,2,3,...} dizisi yakinsak
degildir. Fakat yine R de (x,,) = (%) dizisi alisilmis metrige gore yakinsaktir. Gergekten

x = 0 i¢in

1
llmd(xn, xX) = lmtd(; 0) = lim |—— O| =0.

n—-oo

Uyan 2.1.1: Ornek 2.1.7, Ornek 2.1.8 ve Ornek 2.1.9 dan metrikte yakinsakligin

uzaya, metrige ve diziye gore degisecegi sonucuna varilir.

Tamm 2.1.5 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.
Eger n, m — oo iken d(x,, x,,) — 0 ise (x,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.
Simdi bu tanim matematiksel olarak ifade edilecektir.
Her € > 0 i¢in en az bir ny (&) vardir 6yle ki her m,n = ny(¢) icin d(x,, x,,) < €

ise (x,), X de bir Cauchy dizisidir.



Teorem 2.1.1 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de yakinsak
her dizi bir Cauchy dizisidir.
Ispat: (x,) » x, n — o olsun. Her & > 0 says1 icin, m =n, iken d(x,,,x) <§
olacak sekilde bir ny = ny(&) sayisi1 vardir. Buna gore, liggen esitsizligi geregi m,n >

ng igin,

d (X, xn) < dQp, x) + d(x, x,)
< & N & _
2727¢

elde edilir. Bu ise, (x;,) dizisinin (X, d) de bir Cauchy dizisi oldugunu gdsterir.

Fakat bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

Tamim 2.1.6 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) deki her (x,)
Cauchy dizisi yine uzayin bir elemanina yakinsak ise yani (x,) = x € X ise (X, d) metrik

uzay1 tamdr denir.
Ornek 2.1.10: Ornek 2.1.6 da tanimlanan (C([a, b], R), d) metrik uzay1 tamdir.

Ornek 2.1.11: [a,b] kapali aralig1 iizerinde tiim diferansiyellenebilen siirekli

fonksiyonlarm olusturdugu kiime €™ [a, b] olsun. Bu takdirde

d:C®[a,b] x CV[a,b] » R
a(f,9) = trer%%]lf(t) —g@®|+ tren[%]lf @) -9 ®l,

seklinde tanimlanan d fonksiyonu bir metrik olup (C™V[a, b], d) bir tam metrik uzaydir.

Tanmm 2.1.7 (Brown ve Page, 1970): (X, d) ve (Y, p) iki metrik uzayve T: X - Y
bir fonksiyon olsun. x, € X olmak iizere, her € >0 i¢in d(x,x,) <& iken
p (T(x),T(xy)) <& kosulunu saglayan bir § > 0 sayist varsa T fonksiyonu x,
noktasinda sireklidir denir. T fonksiyonu X kiimesindeki her noktada siirekli ise T

fonksiyonuna X de siireklidir denir.

Teorem 2.1.2 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay, (x,,) X de bir dizi ve
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X,y € X olsun. Eger

limx, = xve limy, =y
ise,

(1) X de yakinsak bir dizi sinirli ve limiti tektir.
(i) [d(x,2) —d(z,y)| < d(x,y)

(i) (en) =%, () =y = dlx,yn) = d(x,y)

(iv)  (x,) dizisinin her (x,, ) alt dizisinin limiti de x dir.

Tamim 2.1.8 (Bayraktar, 2006): (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Her x € A
icin B(x,r) © A olacak sekilde bir tek r > 0 sayis1 bulunabiliyorsa A kiimesine (X, d)
metrik uzayinda bir acik kiime denir. Eger B c X i¢in B, X de acik ise B kiimesine kapali

kiime denir. (Kisaca tiimleyeni agik olan bir kiimeye kapali kiime denir.)

Tamim 2.1.9 (Kreyszing, 1989): (X, d) bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahipse (X,d) ye kompakt uzay denir. M c X olmak iizere M
kiimesindeki her dizi, limiti M kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir alt diziye sahipse
M ye kompakt alt kiime denir.

Tamm 2.1.10 (Maddox, 1970): A bostan farkl bir kiime ve F (R veya C) bir cisim

olsun.

+:AXxA->A, (ab)—-a+hb,
T FXA-> A, (4, a) - Aa,

dontigiimleri ile toplama ve ¢arpma islemleri tanimlansin. Her a, b, c € A ve her

A, u € Figin
a a+b=b+a;
b. a+b+c)=(@+b)+c
C. Hera € Aicina + 0 = a esitligini saglayan bir tek 0 € A vardir;
d. Hera€ Aigina+ (—a) = 0 esitligini saglayan bir tek —a € A vardir;
e. Hera € Aicinl.a = a;

f. (Awa=1(na);

11



g Ala+b)=2Aa+1b;
h. (A+wa=2a+ pua.

kosullar saglaniyorsa bu durumda A ya [F cismi tizerinde bir vektor uzayt (lineer uzay) adi
verilir. F in elemanlarina skaler, A nin elemanlarina ise vektor adi verilir. F = R alinirsa

A ya reel vektor uzayr ve F = C alinirsa A ya kompleks vektor uzayi denir.

Tammm 2.1.11 (Maddox, 1970): A # @,F (F = Rveya C) cismi {izerinde bir

lineer uzay (vektor uzayr) olsun. Eger,
I'll: A-> R, a - lall

fonksiyonu her a,b € A ve her A € F igin
Ny llall=0 © a=0
Ny) lIAall = |4]]lall

N3) lla + bl| < llall + [|b]]

sartlar1 sagliyorsa; ||. || fonksiyonuna norm fonksiyonu ve (4, ||.|) ikilisine de normlu

uzay denir. (N;) — (N3) e norm aksiyomlar: denir.

Ornek 2.1.12: S bir kiime ve 4, F (F = R veya C ) cismi iizerinde bir lineer uzay
olsun. Bu takdirde F(S,A):= {f]| f:S — A bir fonksiyon } olmak iizere F ailesi

(f+9)(@):=f(a) +g(a), f.g€EF(SA,
(Bf)(@) =pf(a), BEF, fE€F(SX),

islemleri altinda bir lineer uzaydir.

Ornek 2.1.13: A = R alinirsa, a € R i¢in

IR >R, a- llall = |al

seklinde tanimlansin. (R, ||. ||) normlu uzaydir.

Coztim: Her a, b € R ve her A € R igin

12



Ny llall=0 e al|=0& a=0
Nz) l[Aall = |2a| = [Al|al = |A]|all
N3) lla+bll =la+b| < lal + |b| = llall + lIbll = lla + bll < |[all + |5l

o halde (R, ||. ||) normlu uzaydir. Yani R, kendisi tizerinde normlu lineer uzaydir.

Tamim 2.1.12 (Maddox, 1970): (X, ||.|]) bir normlu uzay olsun. Eger X norm
metrigine gore tam ise (X, ||.||) ikilisine bir Banach uzay denir. Yani bir Banach uzay

normlu tam uzaydir.

Tamim 2.1.13 (Brown ve Page, 1970): Tiim kompleks diizlemde kompleks degerli
olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir. Integral fonksiyon olarak da adlandirilan bu
fonksiyonlara polinomlar, iistel foksiyonlar, tiirev ve integralin hata fonksiyonlar1 6rnek

verilebilir.

2.2 Kesir Mertebe Tiirev ve integraller

Bu kesimde, Riemann-Liouville daha sonra ise Caputo anlaminda kesir mertebe
tiirev ve integral tanimlar ile bazi temel 6zellikleri verilecektir.

Ik olarak tekrarli integrallerin bir genellestirilmesi ile baslanacak olursa: Klasik
kesirli integral i¢in baslangi¢c noktalarinin ayni oldugu goz oniine alinsin. Su halde eger
f, (a, ) tizerinde lokal integrallenebiliyor ise bu takdirde n e Nve —0o <a <x < o

Kosulunu saglayan hemen hemen her X i¢in

Un-1

I" f(x) = fdlh J{l du, ... f f(uy)du,

olarak verilen integral n — adimda integrallenebilirdir ve

I" f(x) =

1 : 1 P
(n—l)!f(x—u)l‘n fwdu. (4)

Simdi kesir mertebe tiirev integral tanimlarinda ve kesir mertebe diferansiyel
denklem ¢o6ziimlerinde kullanilan Gama, Beta fonksiyonlar1 ve bazi 6zellikleri ifade

edilsin.
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Tamm 2.2.1 (Baltaci, 2009):

(0]

rtn) = f x"le™* dx (5)

0

seklinde tanimlanan integrale Gama fonksiyonu adi verilir.
Simdi (5) esitligindeki integralin n > 0 igin yakinsak, n < 0 i¢in 1raksak oldugu

gosterilsin: (5) esitligi ile verilen integral

(o] 1 [o's)
fx"‘le‘x dx = fx”‘le‘xdx + Jx”‘le‘xdx (6)
0 0 1

seklinde iki integralin toplami olarak yazilabilir.

(a)n=1ise;

(6) esitliginin sag tarafindaki ilk integral belirli integraldir. Ciinkii integrant [0,1]
araliginda siireklidir. Sag tarafindaki ikinci integral birinci g¢esit bir genellestirilmis

integral olup tanimdan

t

oo

jxn‘le‘x dx = lim jx”‘le‘x dx
t—co

1

1

) lt x"le™* dx integraline asagidaki gibi kismi integrasyon uygulanirsa;

u=x"1=sdu=(mn-1)x"?2
[dv=[e ™ dx=>v=—e*

t

[oe)
jx"‘le‘x dx = lim fxn‘le‘x dx
1

t—-oo
¢ t
1 Lvdu)
t

= lim [x" ! (—e)™* |i + fe‘x (n—1Dx"?dx

t—oo

1

14



t—oo

t
= lim|—x""1e™* ' + (n—1) Jx"‘ze‘x dx
1
1

elde edilir. Bu son ifadede ikinci integralin yakinsakligina karar vermek icin 1. ¢esit
genellestirilmis integral tanimi uygulanmahdir. Fakat karsilasilan integralin ¢oziimii
oldukga zordur. Bunun i¢in sadece integralin yakinsakligini arastirmak yeterlidir. O halde
(6) denkleminin sagindaki ikinci integral i¢in 1. gesit genellestirilmis integrallerde

kullanilan limit testi uygulanacak olursa;

limx?P f(x) = limx?x" e ™ = lim =0,
xX—00 xX—00 x>0 eX

)

sonlu ve p =2>1 oldugundan integral yakinsaktir. Dolayisiyla (6) esitliginin
sagindaki her iki integralde (n = 1) yakinsak olup

oo
f x" e ¥ dx
0

integrali de yakinsaktir.

(b) 0<n<1 ise,
(6) esitliginin sagindaki ikinci integral 1. ¢esit genellestirilmis integral olup (a) sikkinda
yakinsaklig1 incelendi. (6) esitliginin sagindaki ilk integral de II. gesit genellestirilmis

integral olup limit testi uygulanirsa,

1
lim x? f(x) = lim x? "x" e ™ = lim — =1
x-0+ x-0% x-0t e*

p =1—n <1 oldugundan integral yakinsaktir. O halde (6) esitliginin sagindaki her
iki integralde 0 < n < 1 i¢in yakinsak oldugundan

o0
j x"le~Xdx
0
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integrali de yakinsaktir.
(c)n=0ise (6) esitligi

[o0] 1 [o0]
fex fex fex

X X X
0 0 1

seklinde ifade edilebilir. Burada esitligin sagindaki ilk integral II. ¢esit, ikinci integral ise
L. cesit genellestirilmis integral oldugu goriiliir. II. ¢esit genellestirilmis integral i¢in limit

testi uygulanacak olursa,

e—x
limxPf(x)=limx— =1
x—-0*t f( ) x—-0*t X

p = 1 = 1 oldugundan integral iraksaktir. O halde (5) esitliginde ki integral n = 0 i¢in

wraksaktir.

(d) n< 0ise (6) esitligindeki ilk integral II. cesit genellestirilmis integral olup limit

testi uygulanirsa,

lim x? f(x) = lim xx" e ™ = lim x"e ™ = o
x-0% x-0% x—-0t

p =1 =1 oldugundan integral iraksaktir. Dolayisiyla (5) integrali n < 0 igin de
raksaktir.

Sonug olarak;

(a) ve (b) sikkindan I"'(n) integrali n > 0 i¢in yakinsak,
(c) ve (d) sikkindan I'(n) integrali n < 0 i¢in raksaktir.

Gama fonksiyonun taniminda n yerine n + 1 yazilirsa;
o T
rn+1) = f x"e ¥dx = %im J x"e *dx
0 —00
0

fim| G e = e nxt ) de| = nr@)
0
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elde edilir. '(n+ 1) =nT'(n),n = 1,2 ...i¢in degerler verilirse,

ra=1
r@)=ra+1=1rq) =1
r@)=r@E+1)=2rQ) =2
(4 =r@+1) =3rQa) =32

'n+1)=n!

elde edilir. Burada tiim n degerleri pozitif tamsay1 olarak alinmistir. Ayrican > —1 olan
herhangi bir reel say1 i¢in I'(n + 1) tanimli olur, bu yiizden de yakinsaktir. —1 den biiyiik
olan tiim degerler i¢in tanimlanabilecek olan bu Gama fonksiyonuna genellestirilmis

faktoriyel fonksiyonu da denilir. Ustelik yukarida verilen
rn+1)=nl'(n),
esitliginden I'(n) cekilirse,

rap="010,

esitligi elde edilir. I'(n), n nin tamsay1 olmayan tim degerleri i¢in tanimli hale gelir.

” .. 1
Ornegin n = — = alinirsa;
2

elde edilir.
Boylelikle elde edilen Gama fonksiyonu pozitif bolgedeki her noktada (n > 0) ve negatif
bolgede bir tam sayiya esit olmayan noktalarda (n < 0, n € Z~) tamimh iken negatif

bolgelerde ve sifirda (n € Z~ U {0}) tanimsizdir (bu noktalarda limit sonsuza gider).
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Sekil 1. Gama fonksiyonuna ait degisim grafigi

Tanim 2.2.2 (Diethelm, 2010):

1

p(m,n) = fxm_l(l —x)" ldx (7)

0
seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

Simdi Beta fonksiyonun m > 0 ve n > 0 i¢in yakinsak, diger durumlarda iraksak oldugu

gosterilecektir.
Eger m > 1 ve n > 1 ise integral belirli integraldir. Clinkii [0,1] araliginda stireklidir.

@ O0<m<ilvel<n<1ise

1

1 2

Jxm‘l(l —x)" ldx = jxm‘l(l —x)" ldx
0

0

+j x™ (1 - x)" dx. (8)
7

olup (8) esitliginin saginda bulunan birinci integral x = 0, ikinci integral ise

x = 1 noktasinda tanimsiz oldugundan her iki integralde I. ¢esit genellestirilmis

integraldir. ilk integral icin limit testi uygulanacak olursa;
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P 1% ——r 1-m,m—-1 _ n-1 _
xli‘r(ﬁx f(x) xlirggrx X 1-x) 1,

p =1—m <1 oldugundan limit testi geregi integral yakinsaktir. Ikinci integral icin

benzer sekilde,

lim xP f(x) = lim (1 —x) ™ 1x™1(1 — x)"1,
x-1" x-1"

p = —n + 1 < 1 oldugundan limit testi geregi integral yakinsaktir.
O halde B(m, n) integrali m > 0 ve n > 0 igin yakinsaktir.

(b) m < 0 i¢in benzer sekilde inceleme yapilirsa,

1, m=0 ise
+o00o, m<O0 ise

l. 14 — l m-—1 _ n—-1 —
Lim. x f(x) Lim x x (1-x) {
olacagindan (8) esitliginin sagindaki ilk integral n ne olursa olsun 1raksaktir. Benzer
sekilde n < 0 i¢in esitligin sagindaki ikinci integral her m icin raksaktir. Dolayisiyla m
ve n den en az birinin negatif olmasi durumunda £ (m, n) integrali iraksaktir.

Simdi Beta ve Gama fonksiyonlarinin tanimlari kullanilarak uygulamalarda sik¢a

kullanilan

r(m)r(n)
r(m+n)

B(m,n) = €)

esitligi gosterilsin.
oo

r(m)r(n) = fe‘” u™ tdu f e Vv ldy
0 0

o0 ©0
= jje‘”_” u™ Iy ldudv.
00

u=u(zt) =zt ve v=uv(zt) =2z (1—t)degisken degistirmesi yapilsin. Burada
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|J(z,t)|, jakobiyen determinanti olmak tizere

r(m)r(n) = f f e 2(z)™ 1 (z(1 — )" /(2 t)|dzdt

z=0t=0
u =zt Zz=u+v 0su<o Osﬁzt
v=z(1-t) t=-"- 0<v<o L= 22
0<u+v<o 0<t<1
0<z<o
o= 38 I
2o 2
1-t -z
= —tz—2z(1—-1)
=—tz—z+tz
= —z

olup |/(z,t)| = z dir. Simdi bu yapilan degisimler ile son esitligin dogrulugu

gosterilsin.

I"(m)l"(n)sze‘”” m-lyn=ldudv
00

e 2(zt)™1(z(1 - )" zdzdt

e Z(zt)™ 1(z(1 - t))n_lzdtdz

”"’8 T‘OI%S
”\,H E'\H

1

f -z m+n 1dZ ftm_l(l—t)n_ldt

t=0

=T'(m+n) B(m,n)

olup boylece
p(m,n) =

r(m) rn)
r(m+n)

esitligi elde edilir.
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Asagida Gama fonksiyonu i¢in bazi 6rnekler verildi. Bu 6rneklerden kesir mertebeli

3

tirev ve integrallerde sik¢a kullanilan I‘G) ’F(E

),F (g) gibi degerlerin de nasil

hesaplandig: goriilebilir.
Ornek 2.2.1: Asagidaki esitliklerin dogru oldugunu gosteriniz.
alr(l)=1
b.vn € R* icin '(n+ 1) = nl'(n)

c. Vn €N i¢in I'(n+ 1) =n!

Cozim:

a. Gama fonksiyonu tanimindan

ra) = f x17te ™™ dx
0

= ]e‘xdx

0

t
= gi@ (f e * dx)
0
t

elde edilir.

b.r(n+1) = f x(FD-1 o=X gy = f x" e ¥ dx
0

t t
n —-X ; t
= lim x™ e *dx | = lim| uv — | vdu
t—oo — —— t—oo 0
0o U dv 0
U = x" = du =nx™1?

fdv= fe‘xdx = p= —e*



= n.f x"le™* dx
0
= nl'(n).

c. Burada (b) sikki kullanilacak olursa;

'n+1)=nrI()
=nn—1Drn-1)

=nn—1)(n-2)..2r(1)

=n!

olarak elde edilir.

Ornek 2.2.2: foooe_xzdx _ esitliginden yararlanarak I’ G),F (E),F (E)

2 2 2

degerlerini hesaplayiniz.

Cozim:

——1 _
x2 e *dx

(u2)2 e “2udu

uwle™ 2udu=2]| e* du

CY——3 S g O —— g O —3

Bu son integralde

x = u?olsun dx = 2udu

x=0 iseu=0 x>0 iseu— o
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degisken degistirmesi yapilarak gerekli hesaplamalar yapilirsa;

@)-rleh-3r)- -7
§)-rled-3rQ)-1E-2F

elde edilir.
Simdi de reel eksen tizerindeki sonlu bir aralikta RL kesir mertebe integral ve tiirev

tanimlari ile bazi ozellikler verilsin.

Tanmm 2.2.3 (Kilbas vd., 2006): Q = [a,b],(—o < a < b < 400 ) yani Qreel
eksen iizerinde sonlu bir aralik olsun. « € C, Rea > 0 (@ = z +iw,a > 0) olmak

tizere sol ve sag tarafli RL kesir mertebe integrali sirasiyla;

« . L [ f®
af = F(a)ja G Die dt ,(x>a,Rea>0) (10)
1 " f®

dt ,(x <b, Rea>0) (11)

l-f += r(a J, (t—x)t-«

olarak tanimlanir.

a = n € N igin (10) ve (11) tamimlar1 asagidaki esitliklere karsilik gelir.

(20 = Gy [ =0 o (12)

(5N = f (t =" f@dt (13)

D™ tiirev operatorii ve I™= D™ integral operatorii goz Oniine alinarak @ € C, Rea =0
olmak iizere sol ve sag tarafli RL kesir mertebe tiirevleri sirasiyla asagidaki gibi

tanimlanir.
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n

Djvy = (jx)n (Ina—+6!y) (x) = ﬁ(%) .l:c%dt ,(14)

(x>a)

Di-y ==(—%>n(lnb__ay)(x)=r( — Lb(t y()g 24, (15)
(x < b)

burada n = [Rea] + 1 seklinde tanimlidir. Ote yandan @ min bazi durumlarina gére

yukaridaki tanimlar tekrar ifade edilsin.

a =n € Ny i¢cin
(D2 y)(x) = (DE-y)(x) = y(x) , (n = 0) (16)

(Dg+y)() =y™ ), DM@ = ~D"Y™(x), neN (17)

olur ki bu klasik tiirev tanimi ile ¢akisir.

0 < Rea < 1igin

v 1 dy [ y®
i)W =15 (@) |, Gogedt » *> e (18)
« _ 1 dy (" y®
(Dp-y) () = = rild—-a (dx)jx (t—x)« dt, x<b (19)

a € R* igin (14) ve (15) esitlikleri asagidaki gibi yazilabilir.

« 1 d\" (* y@®

(D)) = I'(n—a) (dx) o (x— e+t e, x>a (20)
« _ d\* (¥

(Db—Y)(X) = F(n — a) (— —dx) i mdt , x<b (21)

buradan = [a] + 1 dir.

Rea = 0igin (a # 0 i¢in yani a piir imajiner oldugunda)
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(D)) = ﬁ(%) fax%dt,

1 y(t)

ra- 16) dx f (t—x)® IO L

(DiEy)(x) =

burada 8 € R/{0} dur.

Ornek 2.2.3: Her a > 0 icin

1
Ig+(1) = Ia(l) = m x% ,

oldugunu gosteriniz.

Cozim: RL kesir mertebe integralin tanimi1 kullanilirsa,

1%.(1

)= T Of e

olur. Burada t = x — u degisken degistirmesi yapilirsa
dt = —du
u=xicint=0

u=0icin t=x

olup
@y L N
= I Of o |
11 e
=m0f‘“ @t = o5 (< 16)
B 1 x“_ 1 a
“T@a @’
—_ 1 a
T+
elde edilir.

Ornek 2.2.4: Her a > 0 igin
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1
rd—-o "~

-

Dg+(1) =

oldugunu gosteriniz.

Cozim:
d\™ I+ .
(&) ) =rpomrn ™
=plp—-1..p—m+DxP™™ ,pe R\ {-1,-2,....} (24)

esitligi biliniyor. m — 1 < « < m ,m € N olsun. Bu takdirde (24) esitligi ve RL kesir

mertebe tirev tanimindan

Dyr(L) = ﬁ(;_x) of = t)1‘m+“+1 at

1 d\™ r
= (m—a)l(m-—a) (a) (™)
1 rm—a+1) _,
" Tm—a+1) T(d-a)
1 l 04
“Ta-o "

olarak bulunur.
= Y, Y2 (12
Ornek 2.2.5: DOJr X ve D0+ <D0+ x> hesaplayiniz.
Cozim: a = % n,n — 1 < a < n olacak sekilde belirlidir. Yani n = 1 dir.

< 0<§<1 >
n—1<a<n

RL kesir mertebe tiirev tanimindan

1,0\ 1 d r t
(D0+ ) B r (1 _ %) (dx)! (x — t)%—1+1 dt
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dir. Burada t = ux doniisiimii yapilirsa,

dt = xdu
x—t=x—ux =x(1—-u)
t=0=>u=0

t=x=>u=1

olup

r(m)rn)
r(m+n)

dir. B(m,n) =

oldugundan bu son ifadede esitligin sag tarafinda gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
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3 1 1
elde edilir. Ote yandan D0{2 (Doizx) hesaplamak igin yukaridaki ¢6ziimde kullanilan

benzer doniisiim ve basamaklar uygulanir.

1 1 1/ 2 1
DOJ{Z (Doizx) = Doiz _72x2
x 1
1 2 d f t2 it
~ (N iz dx 1
r(z) Ve g -2

1
x tz . .. .. o o .
. —
) o dt integralini hesaplamak i¢cin t = ux degisken degistirmesi yapilarak
(x—t)2

Il
=
o0
<
N[ =
—~
[N
I
e
—
NI
QU
<

D1/2<D1/2 )=Li ixﬁ(g l)

ot ot

elde edilir.
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Ornek 2.2.6: Her a > 0 ve u > —1 icin

u—a

Do) = oo

ru+1)

oldugunu gosteriniz.

Cozim: RL kesir mertebe tiirev tanim1 ve gerekli hesaplamalar yaparak

Dg+ (X#) = dt

m (E of (x — t) mtatl

x
—m+a+1
dt

F(m - a) (x — t)-mtatl
X -m+a+1
m X
X m+a+1
F(m i a) dx ] -m+a+1 dt
5 . _
~ 1 ( d )m b=y dy
" I'(m—a) \dx (1 — y)-mta+l

t
u=-— =>dt=uxdu

x
t=0icinu=20
t=xicinu=1

m uuxm—a+u

- TTZ;fT&S(é%) ) (1 = ) -mvert U

1
m

1 d
- rm-a) (%) XA f w1 —u)™e" du
0

pu+lm—a)f ((m—a+u+1)
- rm—a)l(u—a+1)

T+ r(m-—a) TI'(m—a+p+1)
 I'(m—a+u+1) I'(m- a)r(u—a+1)

—-a

xH

“Tati—a @+ D

olarak bulunur.
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Not 2.2.1: (x —a)*! ve (b—x)*1 kuvvet fonksiyonlarmin kesir mertebe
integral ve tiirevlerinin yine kuvvet fonksiyonlari cinsinden olduklari yukaridaki tanimlar

kullanilarak gosterilebilir. Buna gére Rea > 0 ve u € C (Reu > 0) olmak iizere,

a)li+(x—a) ! = L0 (x — )kt 1 | Rea >0

Tt
a _ -1 T _ \u—a-1
b) D j+(x — a) ) (x—a) , Rea =0
a — U1 — r(w A \Uta-1
c) If-(b — x) T (b —x) , Rea >0

a — -1 — r'(uw) _ oA \u—a—1 >
d) Dg-(b — x) p (b —x) , Rea >0

yukarida ifade edildigi gibi sadece kuvvet fonksiyonlarmin Kesir mertebe integral ve
tiirevi yine bir kuvvet fonksiyonudur. Fakat diger (iistel, trigonometri vs.) fonksiyon
cesitlerinin kesir mertebe integral ve tiirevi kendi cinsinden olmayabilir.

Ote yandan a. mertebeden RL integral operatérii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) a. mertebeden I* RL integrali lineer operatordiir,

A,u ER, a €R" igin

If () +pg () = 21%(f () + pI1*(g(x)) (25)

(ii) Semigrup (yar1 grup) 6zelligi:
a,B € R* igin

1UP(f(0) = 1¥F(f(x)) (26)

(iii) Komitativ (degisme) 6zelligi:
a,f € R* igin

1(P(f0) = IFA*(f () (27)

(iv) Konvoliisyon: Asagidaki fonksiyon tanitilsin (x < 0 i¢in 0 degerini alan)

x§1
r ’

D, (x) := a>0.

30



Bu takdirde asagidaki 6zellikler bilinmektedir.

(@) D, (x) * Dp(x) = Dayp(x) , a,fERT .
(B) I19F(x) = Do () * f(x) , @ €RT |

(v) Laplace doniigtimii:

LU f)} = sT L (20}
I°f(x) = L7{s™*L{f ()}

Not 2.2.2: f(x) analitik bir fonksiyon olsun her & > 0 igin

x1+a xTH-D!

r(n+i+a)

xa
r(i+a)

19 () = FO) s+ f (O 7 + 4 (A"

r2+a)
dir.

D%, RL kesir mertebe tiirevinin tanim1 integral kullanarak daha agik notasyonlarla
ifade edilebilir.

1 am fx f(t)
DEf(x) = § MO e Gomm
—fx) ., a=m.

dt , m—1<a<m,

a. mertebeden D%, RL kesir mertebeden tiirev operatorii asagidaki dzelliklere sahiptir:

(i) D* lineer operatordiir,
D¥(Af(x) + ug(x)) = AD“f(x) +uD%g(x) , Lu€ R ,a € R* (28)
(ii) Genel olarak,

D*f(x)# D%f(x) , a e R . (29)

Ote yandan, m — 1 < a <m, m € N olsun. Bu takdirde RL kesir mertebe tiirev

a

a m—1 xk_ .
D) =D f(x) + ;mnkﬂo ), (30)
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Do (f(x) - Sped = DFF(0%) ) = Df(x).

iy [(k—a+1)

olarak tanimlanir.

(iii) Laplace doniisimi: m — 1 < a <m, m € N igin
LD f(0)} = s“L{f ()} = i s™TRDFIMTY £(07)
Caputo kesir mertebe tiirev tanimini ve bazi 6zellikleri ifade edilsin. [a, b] araligi

tizerinde Caputo anlaminda sol ve sag tarafli kesir mertebe tlirev ve integral tanimlar1 RL

kesir mertebe tiirev ve integral tanimlarindan faydalanarak sirasiyla

(&) @) = (D% [y - 32 (¢ - )*]) () (32)

k!

(D)) = (D [y(©) — 2382 (b - 4]) () (33)

a & Nyicinn =[Rea] +1 ,n € Ny i¢inn = a dir.
Ozel olarak 0 < Rea < 1 icin (32) ve (33) esitliklerinden

(°D%y)(x) = (D& [y (1) — y(@)])(x)
(DEYI(x) = (DE[y(®) — (DD ()

a & N; ve y(x) hem Caputo hem RL anlaminda a. mertebeden kesir mertebe tiirevlere

sahip olmasi durumunda RL ve Caputo arasindaki iligki;

(DEy)() = (D&y) () — $hoh 22 (x — @y (34)
(°DEY) () = (DEy)(x) — SPA-LoO( _ yyke (35)

k=0 r(k—a+1)

0 < Rea < 1 i¢in;

(°D&y)(x) = (D&y)(x) — Y@ (x—a)™@ (36)

r(l-a)
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(°DEY)(x) = (DEy)(x) =22 (b — x)@

r(l-a)

a & N, iken asagidaki durumlarda RL ve Caputo esittir.

a)y(a) =y'(a) =y"(a) = - =y D(a) = Oise,
(D& y)(®) = (Dg+y) ()
b) y(b) = y'(b) = y"(a) = - = y*"V(b) = 0 ise,
(“D-y)(x) = (Dg-y)(x)
0 < Rea < 1 igin
a) y(a) = 0ise (“Df-y)(x) = ( “Dg+y)(x)

b) y(b) = 0'ise ( “Df-y)(x) = ((“Dg+y)(x)

a € N iken ve y(x) , n. mertebeden klasik tiirevi mevcut olan bir fonksiyon ise

{ (“DFy)() =y™ (),
(DE=y)(x) = (=D)"y™(x)

dir.

Tamm 2.2.4 (Kilbas vd., 2006; Diethelm, 2010): z € C olmak iizere,

k
0 z
Eo(2)i= Sfortes, @ >0

(37)

ile tanimli E, fonksiyonu eger yakinsak seri olursa, a mertebeli Mittag-Leffler

fonksiyonu denir. Bu, bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun gosterimidir. z € C

ve a,B > 0 olmak iizere,

Eqp(2) := XiZoI'(ak + B)
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ile tammli E, g fonksiyonu eger yakinsak seri olursa, a ve  parametreleri ile birlikte iki

parametreli (genellestirilmis) Mittag-Leffler fonksiyonu denir. Bir parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonlarinin iki parametreli karsiliklar

Ey(2) = Ea,l(z)

bigiminde tanimlanir.

Mittag-Leffler fonksiyonun 6zellikleri asagida verilmistir: (Weilbeer, 2005):
1) Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, her z € C igin yakinsaktir.

2) |z| < 1 igin genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu,

fe‘f th=1 E,p(t* z)dt = >
0

esitligini saglar.

3) |z| < 1igin E, (z%) Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii,

o B, (2% )dt = ——
e a(Z ) - 1_Zl_a
0

seklindedir.
4) Ozel a degerleri icin Mittag-Leffler fonksiyonu,
1

Eo(2) == E1(2) = * E, (z2) = coshz, E,(—z%?)=cosz

seklinde verilir.
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2.3 Diferansiyel Denklem Kavramlan

Bu kesimde tezde kullanilan bazi temel diferansiyel denklem kavramlari ifade
edildi.

Tamim 2.3.1 (Cagliyan vd., 2018): Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, bir veya daha

¢ok bagimsiz degisken ve bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini

veya diferansiyellerini i¢eren bagintiya diferansiyel denklem denir.

Tamm 2.3.2 (Miller ve Ross, 1993): Bir veya daha fazla bagimli degisken, yalniz
bir bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin (veya degiskenlerin) tek bir bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini (Ki bunlar adi tiirevlerdir) veya diferansiyellerini i¢eren bir
diferansiyel denkleme adi (tiirevii) diferansiyel denklem denir.

Diger bir deyisle, bir diferansiyel denklemde yalnmiz bir bagimsiz degisken varsa
denkleme adi diferansiyel denklem denir. Genel olarak, y bagimli, X bagimsiz degiskenli

bir adi diferansiyel denklem

F(x,v,y.,y", ...,y(”)) =0,
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Tamm 2.3.3 (Miller ve Ross, 1993): Bir veya daha fazla bagimli degiskenin birden
fazla bagimsiz degiskene gore tiirevleri ile birlikte bagimli ve bagimsiz degiskenleri

iceren diferansiyel denkleme kusmi diferansiyel denklem denir.

Genel olarak u bagimli X ve y bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem;

F(x, Vi Uy Uy, Uy, Ugyy Uy, Uy, oo ) =0,
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.

Tamm 2.3.4 (Podlubny, 1999): n. mertebeden
F(x, v, v,y .., y(n)) =0

adi diferansiyel denklem verildiginde;
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a) Bu denklemin, (cy, ¢y, ..., ¢,) Qibi n tane keyfi sabit igeren
b)
f(x,y,¢q,¢9,0e,cp) =0

¢oziimiine ¢oziim (integral egrileri veya diferansiyel denklemin ilkeli),

b) Bu genel ¢oziimdeki n keyfi sabite belli degerler verilerek elde edilen ¢oziimiine ozel
coziim,

¢) Genel ¢oziimdeki n keyfi sabitin herhangi bir sekilde se¢imi ile elde edilemeyen (ve

genel ¢coziimiin zarfi olan) ¢oziime tekil ¢oziim ad1 verilir.
Tamim 2.3.5 (Cagliyan vd. 2018): Bir diferansiyel denklemin belirli kosullara gore
¢ozlimleri arandiginda, ek kosullar bagimli degisken ve tiirevlerine gore tek bir noktada

verilmisse probleme baslangi¢ deger problemi, kosullar iki farkli sinir noktasina bagli

olarak verilmigse probleme sinur deger problemi denir.

Teorem 2.3.1 (Cagliyan vd., 2018): f fonksiyonu ve f, kismi tlirevi, xy —

diizleminin bir D bdlgesinde siirekli ve (xq,y,), D de bir nokta olmak iizere,

y' =f(xy)

diferansiyel denklemi verilsin. Diferansiyel denklemin, h yeterince kii¢iik bir say1 olmak

uzere

lx — x| < h

araliginda tanimh 8 (x,) = y, kosulunu saglayan bir tek 6 ¢6ziimii vardir.

Bu teorem, bir diferansiyel denklemin verilen kosullara gore tek bir ¢éziimiin var olup

olmadigini aciklar.

Tanim 2.3.9 (Cagliyan vd., 2018): Eger her x € [a, b], y1,V, € [c,d] i¢in

|f (x,y1) = fF(x, y2)| < Ly — yal (38)
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esitsizligini saglayacak sekilde pozitif bir L sayisi bulunabilirse f(x,y) fonksiyonu
y degiskenine gore R(a < x < b, ¢ <y < d) bolgesinde Lipschitz kosulunu saglar
denir. Ozel olarak f(x,y) fonksiyonu y degiskenine gére R bdlgesinde tiirevi mevcut ve

|@FL
dy

kosulu saglaniyor ise (38) kosulu saglanir. Fakat tersi dogru degildir. Yani y degiskenine
gore tiirevi mevcut olmayabilir fakat (38) kosulunu saglayan fonksiyonlar da vardir.

Asagidaki 6rnek bu durum ile ilgilidir.

Ornek 2.3.1: f(x,y) = |y| fonksiyonun y degiskenine gore kismi tiirevi yoktur

ancak Lipschitz kosulunu saglar. Gergekten,

llyal = ly2l| < lys = y2l, L=1

saglanir.

Lemma 2.3.1(Dong ve Li, 2009): g—£, R={(xy)a<x<b, c<y<d}de

stirekli ve K = m}gx|z—£| olsun. Bu durumda f fonksiyonu R bélgesinde y ye gore

Lipschitz kosulunu saglar.

Ispat: Ara deger teoreminden, (x,y,), (x,y,) € R herhangi iki nokta olsun.
af
fGoy) — f(x,y2) = (')_y(x' e —y2), €€ Y2,

olup R kapali Z—f] stirekli oldugundan |Z_£| nin R dikdortgensel bolgesinde K degeri

mevcuttur. Yani |Z—£ (x, £)| < K sonug olarak

|f(x1y1) _f(xfyZ)I <

0
L& Ol 2l

|f (x,y1) — (6, y2)| < K|y, — 2l

olup f fonksiyonu, y ye gore Lipschitz kosulunu saglar.

37



Ornek 2.3.2: f(x,y) = 4x? —y? fonksiyonu R ={(x,y):|x| <1,|y| <1}

bolgesinde Lipschitz kosulunu saglar mi1?

Cozim: V(x,y,), (x,y,) € R igin
If Ce,y1) = FOoy)l = [(ux? = y1%) — (ux? — y,2)| < |y2? — y4?|
= ly2 = ylly2 + 31l
< (Iyal + 1y2Dly2 = 31l
= 2|y2 - y1|

olup f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar.

Ornek 2.3.3: f(x,y) = siny fonksiyonu Lipschitz sartin1 saglar mi1?

Coziim: Z_sz = cosy fonksiyonu her x,y igin siirekli oldugundan Lemma 2.3.1 den f

fonksiyonu y ye gore Lipschitz sartin1 saglar. Gergekten,

0
G = Gyl <[]y =3al . 0 <leosyl <)

|siny; —siny,| < 1.|y; — vl

dir.

Ornek 2.3.4: f(x) = |y| olsun. g—; tirevi, y = 0 da tanimh degildir. Fakat, f

fonksiyonu
1fCoy) — fy)l = ||J’1| - |y2|| < ly1 —y2l,

olup Lipschitz sartin1 saglar.
Ornek 2.3.4 den de anlasilacag: gibi “f siirekli tiireve sahip ise Lipschitz sartin1 saglar.”

Fakat tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklar.

. 1 .
Ornek 2.3.5: f(x,y) = y3 olup f fonksiyonu her yerde siireklidir. Fakat y = 0
iceren hi¢cbir R € R? de Lipschitz sartin1 saglamaz. Gergekten,
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1
fOoy) —fx0)| . |y3-0 1
= lim —
y — 0 y-0 y y-0 %

lim
y—0

dir.
Simdide Fransiz matematik¢i Emile Picard tarafindan gelistirilen Picard metodu

olarak bilinen ardisik yaklasimlar metodunu verelim (Edwards ve Penney, 2008).

Picard Metodu: Bu metod, y(x) fonksiyonunun x = a iceren I agik aralig

uzerinde

vy =fly, y@=bhb (39)

baslangi¢ deger problemini saglamasi i¢in gerek ve yeter sartin, I daki tiim x ler i¢in,

(@) = b + f £t y(®)de (40)

integral denkleminin saglanmas: gergegine dayanir. Ozel olarak, y(x) (40) denklemini
saglarsa, y(a) = b olacagi asikardir. Analizin temel teoremini kullanarak  (40)
denkleminin her iki tarafinin tiirevi almarak, y'(x) = f(x,y(x)) diferansiyel denklemi
bulunur.

(40) denklemini ¢6zelim. Bunun i¢in, baslangi¢ fonksiyonu,

Yo(x) =b (41)

olarak alinsin. Simdi de fonksiyonlarin ardisik bir y4, y,, y3, ... dizisi tanimlansin. Bunun

sonucu olarak, ¢dziimiin bulunabilecegi beklenebilir. Ozel olarak

y1(x) =b+ ff(t,yo(t))dt

ve

() = b+ f £t y:(0))dt
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alinsin. Genelde, (40) denkleminin sag tarafinda y yerine 1y, yazarak y,,; denklemi

asagidaki gibi

Yne1(x) = b + f f(t.ya(®))at (42)

elde edilir.
Eger (yn (x));o fonksiyonlariin her biri x = a y1 igeren (her bir n i¢in ayn1) herhangi

bir acik aralik iizerinde tanimliysa, bu araligin her bir noktasinda,
y(x) = lim y, (x) (43)

limiti tanimlidir. Boylece,

y(x) = lim y, 4, (x) = lim
n—-oo n-—->oo

b+ jf(t,yn(t))dt]

= b+ lim Jf(t, Y ())dt (44)

=b+ ff(t,gilgoyn(t))dt (45)
olur. Buradan,
v =b+ [ £(ey(©)de

oldugu goriiliir. Burada (44) den (45) e limit islemleri yapilarak geg¢ilir. Uygun sartlar
altinda (41) ve (42) denklemlerindeki ardisik olarak ifade edilen (yn(x)), (40) integral

denkleminin y(x) ¢oziimiine yaklasacagi beklentisi uygundur. Bu durumda, bu dizi (39)

daki orijinal baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimiine yakinsayacaktir.
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Ornek 2.3.14: y'=y—1, y(0) =2 BDP nin ¢oziimiinii Picard metodunu

kullanilarak gosteriniz.

Cozim:y' =y —1, y(0) =2 BDP ne ardisik yaklagimlar metodu uygulanirsa

X

YO =2, Ypas(0) =2+ f yu(®) dt

X0

seklinde yazilir. Iterasyon formiiliinden,

yi(x) =2+ ff(t,yo)dt=2+fdt
0

X0

=2+x,

y,(x) =2+ ff(t,yl(t))dt =2+ J(l + t)dt
0 0

x2

=2 F_
+x+

y3(x) =2+ff(t,y2(t))dt=2+f<1+t+ )
0 0

x% x3

2t
TS TS

olup son iterasyon bir dnceki adimi genelde igerir. O halde bu diisiiniilerek 4. adim

x*> x3 x*
y4(x)—2+x+?+§+ E

elde edilir. Dikkat edilirse bir kuvvet seri ¢oziimiiniin kismi1 toplamlar dizisi olusur. Yani,
2 xn

yn(x)—2+x+§+ +F

2 n
olup1+ x4+ -4 Ziny = e* fonksiyonunun sifir civarindaki Taylor serisinin n.
2! n!

kismi toplami oldugu goriiliir. Bu a¢ilimlar goz 6niine alinirsa,
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limy,(x) =1+¢*
n—>oo

genel ¢oziimii bulunur.

2.4 . Banach Sabit Nokta Teoremi

Tamm 2.4.1 (Maddox, 1970): A bos olmayan bir kimeve T : A — A bir

doniisiim olsun,
Ta =a (46)

esitligini saglayan a € A elemanina T nin bir sabit noktas: denir.
Asagidaki ornekten de goriilecegi gibi T : A = A ile tanimlanan bir T doniigiimiiniin
herhangi bir sabit noktas1 olmayabilir, bir sabit noktasi olabilir ya da birden ¢ok sabit

noktasi olabilir.

Ornek 2.4.1: A = R? yi gbz 6niine alinsin.
a) B # 0 olmak iizere Ta = B + a ile tammlanan T : R? —» R? &teleme doniisiimiiniin

sabit noktas1 yoktur.

b) 0 < 6 < 21 i¢in

T =[5 el lb)

ile verilen T: R? - R? dénme doniisiimiiniin yalniz bir sabit noktas1 vardir ve bu (0,0)
noktasidir.
¢) {(a,0) : a € R} kiimesinin her bir eleman1 T(a, b) = (a, —b) ile tanimh T: R? —
R? yansima doniisiimiiniin sabit noktasidir. Yani T nin sonsuz sayida sabit noktasi
vardir.
I, A tizerindeki birim operatdr olmak lizere T: A - A doniislimiiniin sabit noktalar

aslinda

(T-D(a)=0 (47)
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denkleminin ¢6ztimleridir.

Tamm 2.4.2 (Soykan, 2008): A bos olmayan bir kiime ve T: A — A bir doniisiim

olsun.
ToT(a) = T(T(a))
de A dan A ya bir doniisiimdiir ve T nin ikinci iterasyonu olarak adlandirilir. Genel olarak

n tane T nin bileskesinden elde edilen ToT o T o...0 T(x) ifadesine n. iterasyon ad1

verilir ve kisaca

ToTo..0T(@)=T (T(... T(a))) _

n tane

ile gosterilir.

Tamim 2.4.3 (Soykan, 2008): (4,d) ve (B, p) iki metrik uzay ve T:A — B bir

dontisiim olsun. Eger her a4, a, € A igin

P(T(a1), T(az)) < Ad(ay,a;),

sartin1 saglayan pozitif bir A < 1 reel sayis1 varsa T ye bir daralma doéniisiimii adi

verilir. A ya ise daralma orani denir.

Ornek 2.4.2:

T(F)(a) = j (@-0f@©dt, ael0l], fec[ol]

0

ile tammlt T:C[0,1] — C[0,1] doniisiimiiniin bir daralma oldugunu gosterelim ve T nin

sabit noktasini bulalim.

Cozim: u,v € C[0,1] ve a € [0,1] olsun. O zaman
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IT(w(a) =T(w)(a)| =

f(a — tu(t)dt — f(a —t)v(t)dt

f(a —t) (u(t) — v(t))dt

a

< fla — t||u(t) — v(t)|dt

0

< foala —t|d(u, v)dt
oldugundan

_ _l _ 2 t=a

=duv)|-1@-1) |t=0]

— 1 Zd
=5a (u,v)

< —-d(u,v) , (0 <a<1oldugundan)

N| =

elde edilir. O halde %d(u, v) sayist {|[T(u)(a) — T(w)(a)| : a € [0,1]} kiimesi igin bir

ust siirdir ve bu nedenle
1
sup{|T(w)(a) —T(w)(a)| : a € [0,1]} < Ed(u, v)
dir. Yani

d(T(w), T()) < %d(u, v)

olur. Boylece T bir daralma doniisiimiidiir. Kolayca u(a) = 0 m T nin bir sabit noktasi
oldugu goriiliir ve sabit nokta teoreminden (C[0,1] iizerinde tanimlanan metrik tam

oldugundan) bu nokta T nin tek bir tane olan sabit noktasidir.
Asagida verilen Banach sabit nokta teoremi bir tam metrik uzay tizerindeki herhangi bir

daralma doniisiimii i¢in bir sabit noktanin varligini ve tekligini garanti eder ve onu

hesaplamak i¢in bir yontem saglar.

Teorem 2.4.1 (Soykan, 2008): (4, d) bir tam metrik uzay olmak iizere

T : A — A bir daralma doniisiim olsun.
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a. T nin bir ve yalmz bir a € A sabit noktas1 vardir.

b. Herhangi bir a, € A i¢in (T™a,) iterasyon dizisi, T nin bu sabit noktasina yakinsar
(yani vn € N igin a,, = T(a,_,) ile tammh (a,) iterasyon dizisi T nin bu sabit a
noktasina yakinsar).

Ispat: Once sabit bir noktanin varhig: ispatlansin, a, € A baslangi¢ noktasi secilsin.

a, = Tao

az = Ta1 = Tzao

a, =Ta,_; =T"a, (48)

iterasyon dizisi g6z oniine alinsin. m > n igin

d(an, am) = d(T"ae, T™a,)
= d(T"ay, T"T™ "a,)
< A%d(ay, T™ ™ay)
= A"d(ag, m-n)
< M™d(ay, a;) +d(ay, a;) + -+ d(@men_1, Am-n)}
< 1d(ag,a){l1+A+ 22+ .-+ "1}

< A"d(ay,a;) Z A
=0

Al < ligin Yo A" = ﬁ oldugundan

}\'n
d(an! am) < E d(a0i (11) (49)
elde edilir ki bu,0 < A <1 i¢in (a,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir.
(4, d) bir tam metrik uzay oldugundan bir a € A vardir 6yle ki (a,,) dizisi a ya yakinsar.

Simdi a elemaninin T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterelim.

d(Ta,a) <d(Ta,T"ay) +d(T"ay, a) < Ad(a,a,_,) + d(a,, a)
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oldugundan ve (a,) dizisi a ya yakinsadigindan d(Ta, a) = 0 elde edilir ve buradan
Ta = a sonucuna ulasilir (veya alternatif olarak a nin T nin bir sabit noktas: oldugu, T

nin stirekliginden ve

Ta=T (lim an) =limT(a, =lima,,; =a
n—-oo n—oo

n—->oo

esitliginden elde edilir).
Simdi T nin sabit noktasinin tek (bir tane) oldugu gosterilsin. Kabul edelim ki a,b e
Avea # b igin
Ta=a veTb=b
olsun. Bu taktirde
d(a,b) = d(Ta,Th) < Ad(a,b)
olur. Burada 0 < A < 1 oldugundan
d(a,b) =0
elde edilir ki bu ise a = b oldugunu gosterir.
Uyan 2.4.1: Teorem 2.4.1, (46) denklemi i¢in sadece bir ¢oziimiin varligindan
bahsetmez; ayrica ¢6zliimiin bulunmasi i¢in pratik bir metodu da verir; yani ardisik (48)

yaklasimlarmnin (iterasyon) hesaplanmasini verir. Ispatin iginde gosterildigi gibi (48)

iterasyonu (46) ¢ozlimiine yakinsar. (49) esitsizliginden
d(ay @) < 2= d(ag,a,), (50)

elde edilir ve bu sabit noktaya bir yaklasim olarak n. iterasyonun se¢imindeki hatayi
hesaplamada kullanilabilir. Bununla birlikte bu ¢ok zahmetli bir islem olabilir. Ciinkii
iterasyon i¢in baslangic noktasinin se¢imi bir iterasyon dizisi iiretebilir dyle ki bu dizi

yakinsamak i¢in ¢ok yavas olabilir. (50) esitsizliginde n = 1 durumunu diisiiniirsek
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A
d(ay,a) < md(ao, ai),

elde edilir. Simdi iterasyonu a,_; den baslatarak yani a, yerine a,,_; Ve a, yerine a,,

alarak hatanin daha iyi bir hesabi
pl
d(an; a) < 1-1 d(an—l; an) ’ (51)

ile verilir.
Teorem 2.4.1°in hipotezindeki A < 1 kosulu A < 1 olacak bigimde esnetilemez. Bu
asagidaki orneklerden goriilebilir. Asagidaki 6rnekte R iizerinde standart metrigi yani

mutlak deger metrigi kullanilacaktir.

Ornek 2.4.3: Asagidaki doniisiimlerin sabit noktalarini arastiriniz.

a. Tx)=x+1liletanimli T : R - R doniisiimiinii ele alalim.

IT(x) =TI < |x =yl (52)

burada 4 = 1 olup dolayisiyla T bir daralma degildir ve sabit bir noktaya sahip degildir.

b.T(x)=x+1- %le ile tanimli T: R — R doniisiimiinii ele alalim. O zaman

Tl =1-(1+xh2<1
dir ve bu nedenle her x < y igin

TG~ Tl = |2 T'®de| < 21T @©)lde < [ dt = |y — x|
dir. O halde herhangi x, y i¢in kesin bir esitsizlik olan

d(T(), T() < d(x,¥)

saglanir. Bununla birlikte A = 1 oldugundan T nin daralma olmadig1 ve herhangi bir sabit

noktaya sahip olmadigi kolayca goriiliir.
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c. T(x) = xiletanimli T: R = R doniisiimiinii g6z 6niine alalim. Bu durumda (52)
esitsizligi yine saglanir. Biitlin x € R noktalar1 T nin sabit noktalaridir. O halde sabit

nokta tek degildir (yani birden fazladir).

Uyan 2.4.2: Ozellikle Banach sabit nokta teoremi uygulanmak istendigi zaman T
fonksiyonu bir (X,d) tam metrik uzaymin tamami tzerinde bir daralma olmayabilir.
Sadece X in bir Y alt kiimesi ilizerinde daralma olabilir. Eger Y alt kiimesi kapali ise
tamdir, bu nedenle, eger T, Y den Y igine bir fonksiyon ise o zaman Banach sabit nokta
teoremi uygulanabilir.

Bir T fonksiyonu daralma olmayabilir fakat 7 nin m. iterasyonu yani
T"=ToTo..0oT

bir daralma olabilir. Simdi Banach sabit nokta teoreminin bir genellemesi verilsin.
Onerme 2.4.1 (Soykan, 2008): (X, d) bir tam metrik uzay ve T, X den X e bir

doniisiim olsun. Bazi m € N i¢in T™ bir daralma doniistimii ise

a. T yalniz ve yalniz bir x € X sabit noktasina sahiptir.

b. Herhangi bir x, € X verildiginde, ardisik olarak (iterasyonla) Vn € N i¢in

X = T(x,_1) ile tamiml (x,,) iterasyon dizisi, T nin bu sabit x noktasina yakinsar.

Ispat:

a.T™ bir daralma doniisiimii oldugundan her x,y € X i¢in

d(T™x, T™y) < Ad(x,y)

olacak sekilde bir 0 < A < 1 vardir. Banach sabit nokta teoreminden T™ bir tek sabit

noktaya sahiptir. Bu sabit noktaya x diyelim. O halde,

TMx = x

oldugundan

d(Tx,x) = d(T™1x, T™x) < Ad(Tx, x)
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elde edilir. Su halde 0 < A < 1 oldugundan d(Tx,x) = 0 oldugu goriiliir ki buradan
Tx = x olur. Yani x, T nin bir sabit noktasidir. Ayrica T nin her sabit noktast 7™ nin

bir sabit noktasidir. Ciinkii eger Tz = z ise

TMmz =Tm 1 (Tz) =T 1z =T™2(Tz2)
=TM2z=T"3(Tz)=-=Tz=12z

elde edilir. Sonu¢ olarak, T™ yalniz bir tane sabit noktaya sahip oldugundan T

fonksiyonu da yalniz ve yalniz bir sabit noktaya sahiptir.
b. xy, x; = T(xg), x; = T(xy), ... nin x e yakinsadigmi gostermek i¢in T™, g olarak

yeniden gosterilecektir. IIk olarak,
Xm =T p-1) = T(T(xm-2) = - = T"(x0) = g(xo)

olur ve boylece benzer olarak
Xmi1 =T () = T(T(xm-1) = - =T"(x1) = g(x1)

devam ederek x4, = T™(x2) = g(x;) vb. elde edilir. Bu nedenle x;, x5, x3, ... dizisi
Xo, X1, X2, X3, s Xm—1,  (%0), 9 (1), 9 (52), -, g (Xm-1), 9 (9 (x0)), 9(9 (x1)), -

dizisi olarak yeniden yazilir. Bu aslinda

X0, g(Xo), g(g(xo)),
x1,9(x1), 9(9(x1)), ..

Xm-1,9 Xm-1), g(g(xm—ﬂ)»

olan m dizinin bir kombinasyonudur. Bunlarin her biri X in bir noktasindan baglanarak
ve g daralmasi ile iterasyonla elde edilir. Boyle her dizinin g nin bir tek sabit noktasi
olan x e yakinsadig1 goriiliir. Bu nedenle m dizinin her biri x e yakinsar ve boylece bir

araya getirilen x,, x4, X2, ... , Xm—1, g(xo), ... dizisi x e yakinsar.
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2.5. Laplace Doniisiimleri

Bu kesimde bir f(t) fonksiyonunun F(s) Laplace doniisimiinin nasil
hesaplanacagi ve bu doniisiim i¢in gerekli temel 6zellikler 6rneklerle agiklanacaktir. Bu
doniigiimiin soyle bir faydasi vardir; eger doniisiim fonksiyonu esas fonksiyondan daha
kullanish ise yeni fonksiyonun bulundugu problemi ¢6zmek, esas fonksiyonu iceren
problemi c¢ozmekten daha kolay olacaktir. Laplace doniisiimlerinin en iyi bilinen

kullanim alan1 diferansiyel denklemlerdeki baslangic deger problemleridir.

Tammm 2.5.1 (Miller ve Ross, 1993): f, t € [0,400) araliginda tanimli bir

fonksiyonu verilmis olsun. f in Laplace doniisiimii;

LF ) = f e (u) du = F(s) (53)

0

genellestirilmis integralinin yakinsak oldugu tim s degerleri igin tanmimlanan F

fonksiyonudur ve bu doniisim L{f} sembolii ile gosterilir.

Ornek 2.5.1: L{e™*}, L{x}, L{1} doniisiimlerini hesaplayiniz.

Cozlim:
o0 [oe]
L{e™*} = fe‘”xe‘xdxz fe‘(x“)”du
0 0
u
= lim e~ (x+Dugy
u—00
0
_sx+Du _o—(x+1)t 0
. e . e e
= llm( |t) = llm( + —)
t—oo x+1 0 t—ooo x+1 x+1
. l_e—(x+1)t L x> -1
= llm— = x+1 ’
tooo X+l +oo , x<-1
olur.
x = —1i¢in
(e} (o]
je“e‘”du = fdu= +oo
0 0
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olup 1raksaktir. Su halde

1

He™} = x+1

, x> —1

dir.

(0]

L{x} = f e " udu
0

r

= lim fe‘x“ udu
T—00

0
= L{im (ru — f udr)
Kismi integral uygulansin. Kismi integraldeki u = r olsun.

r=u = dr =du

x > 0 i¢in
_ llm [( te—xt e—xt) ( 0 e—xO e—xO)]
t—oo x x2 x x2
= lim|(Z— ) + ]
t— xeXt  x2ext x2
2

Sonrax = 0 igin

L£{0} = Je"o'“u du = fudu= +00
0 0

o1
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olup integral raksaktir.

x < 0igin

t
= o

0 )

] ue—xu e—xu
lim|— -—
t—oo X X

olup bu ise integralin raksak olmasi demektir. O halde L{x} = =, x>0drm

x2’

(0]

L{1} = fe‘x“ 1 -du

0

(o]
= fe‘x” du
0
t
= lim fe‘x” du
t—oo
0
] _e—xu t ] e—xt e—x.o
= lim = lim| - —
t—oo X 0 t—o0 X X

Ayrica,
x = Oise Jeodu =jdu= +0o0
0

dir. O halde,
1
L{1}==,x>0 .

X

Teorem 2.5.1 (Balc1, 2011): Her a, b reel sayisi igin

L{a f(x) + b g(0)} = aL{f(x)} + bL{g(x)},
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bu 6zellige Laplace doniistimiiniin lineerlik 6zelligi denir.

Ispat:

oo

Llaf () + b g(0)} = f e (af () + bg(w)) du

0
= L{Lrg (fot e ™ (af (w) + bg(u))du)
= L{gzlo (a fote‘x”f(u)du +b fote‘xug(u)du)
= alim [; e f(Wdu + b lim [} e~ g(w)du
= afoooe_x“f(u)du + b fooo e g(uw)du
= aLl{f(x)} + bL{g(x)}

Ornek 2.5.2: £L{2 + 3x — 4e™*} déniisiimiiniin (x > 0) hesaplaymiz.
Cozim: Burada ilk olarak Teorem 2.5.1 de ifade edilen lineerlik 6zelligi kullanilarak,

sorunun ¢éziimii kolayca elde edilir.

L{2 4+ 3x —4e ™} = L{2} + L{3x} + L{—4e™*}
=2 L{1} + 3 L{x} — 4L{e ¥}

1
1+x

=224+3--14
X X

Bu fonksiyonun tanim kiimesi (x > 0 olup) (0, +o) dur.

Simdi de 6teleme 6zelligi adi verilen bir 6zelligi ifade eden teorem verilsin.

Teorem 2.5.2 (Balci, 2011): a bir reel say1 ve L{f(x)} de x > b igin tanimli

olsun. x > a + b i¢in

LIfx)} =Fx) = L{e™ f(x)}=F(x—a)
dir.
Ispat:

L{e™ f(x)}= foooe‘x”ea” fwdu = foooe‘(x‘“)f(u)du =F(x—a)

olur.
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Bu teoreme gore, eger f(x) in Laplace doniisiimii bilinirse e®* f(x) in Laplace

doniistimiinde x yerine x — a yazilarak kolayca bulunabilir.

Ornek 2.5.3: f(x) = x e* fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplansim.

Coziim:

Lixy = =
oldugundan

L{ix e} = (x—11)2
olur.

Simdi de tiirevin Laplace doniisiimii hesaplansin.

Teorem 2.5.3 (Balci, 2011): f fonksiyonu [ 0, +0) {izerinde siirekli tiireve sahip

olsun. Eger tlim e *tf(t) = 0 ve L{f (x)} mevcut ise

LU0} = x LI ()} = £(0) (55)

olur.

Ispat: Laplace doniisiim tanimindan,

(o]

LIF ()} = j e £ (u)du
0

= lim Je‘x” f'(wdu

t—oo
0

yazilabilir. Burada [ Ot e ™" f'(u)du integraline kismi integrasyon metodu uygulanirsa;

t

fe‘xu f'(wdv | =rv— fvdr

0
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= e ™ fw)

t t —Xu
o | ra (xea

=e ™ f(u) —e*f(0) + xf e " f(u)du

0

t
= e ™Mfw)— f(O)+ xfe‘x“f(u)du
0

olur. O halde,

r=e ™ =dr = —xe **du

fdv=jf’(u)du =v=f(u)

Oldugundan

£ (0} = lim ( [ e f’(u)du>
0

t
- f‘l?o [e‘xtf(u) — f(0) + xf e‘x”f(u)du]
0

(o]

— _FO0) +x J e~ f () du

0

= xL{f(x)} = £(0)

olarak elde edilir.

Ornek 254: f(x) = x* fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii yukaridaki

teoremden yararlanarak hesaplansin.
LI ()} = =f(0) + xL{f (x)}
esitliginde f(x) = x2 konulursa

L{2x} = —f(0) + x L{x?}
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bulunur.

1 2
X X

ve f(0) = 0 oldugundan

2 _ xL{x?}

x2
bulunur. Buradan
2
2\ —
L{x*} = 3

elde edilir.

Simdi de integralin Laplace doniisiimii hesaplansin.

Teorem 2.5.4 (Balct, 2011): f fonksiyonu [0, +00) araliginda siirekli olsun.

; 1
L{ | f(t)dt} = = L), (56)
0

dir.
Ispat:

F(x) = [ f(t)dt denirse, F'(x) = f(x)
dir.

L{f(x)}=0+x L{fxf(t)dt}
0
bulunur. Buradan,

X 1
1:{ f f(t)dt} = 2 L{f ()
0

X
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olur.

Ornek 2.5.5: [ ;C e dt integralinin Laplace doniisiimii hesaplansin.

Cozim:

X
1 1
at _ = axy — _ ax
L{fe dt}—xﬁ{e )= = L™ 1)
0

olur.
Bu doniisiimiin tanim kiimesi, a > 0 igin, (a,+) , a < 0 i¢in (0, 4+00) araligidir.
Tanmm 2.5.2 (Miller ve Ross, 1993): L{f(x)} = F(x) ise f fonksiyonuna F

fonksiyonunun Ters Laplace doniisiimii denir.
fG) = LTHF(x)},
ile gosterilir.

Ornek 2.5.6: L{f(x)} = — ise f(x) nedir?

x2

. 1 3 . w11 :
Cozim: L{x} = —  Oldugundan f (x) = x dir. Buna gore L1 {x—z} = x dir.
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3. KESIR MERTEBELI ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
BAZI COZUM YONTEMLERI

Kesir mertebe diferansiyel denklemlerin ¢oziim yollar1 arastirildiginda analitik
¢oziim ve niimerik ¢6ziim olmak {izere iki tip ¢6ziim yaklasimi mevcuttur. Fakat kesir
mertebe diferansiyel denklemlerin analitik yolla tam olarak ¢6ziimlenebilecegi bir metot
bulunmamaktadir (Diethelm, 2010).

Ozellikle Laplace ve Fourier déniisiimleri gibi birgok analitik yaklasim Kesir
mertebe diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kullanilmaktadir. Fakat bu yontemler,
daha ¢ok lineer ve sabit katsayili problemlerin ¢dziimlerinde kullanisli olmaktadir. Ancak
uygulamalarda, lineer ya da sabit katsayili olmayan kesir mertebe diferansiyel
denklemlerle de siklikla karsilasilmasi, matematik¢ileri yeni ¢éziim yollar1 arayisina
yonlendirmistir. Son zamanlarda yapilan ¢alismalarda, Varyasyonel lterasyon Metodu
(VIM), Homotopy Perturbasyon Metodu (HPM), Homotopy Analiz Metodu (HAM),
Adomian Ayrisim Metodu (ADM) ve Diferansiyel Donilisim Metodu (DDM) gibi
birgok yaklagik ¢6ziim metoduna agirlik verilmistir.

1999 yilinda Podlubny yayinladigi kitap ile kesir mertebe diferansiyel denklemler
ve kesir mertebe diferansiyel denklemlerin ¢6ziim metotlarii sunmustur. Ozellikle
uygulamali matematik, fizik, kimya ve miihendislik alanlarinda Kesirli diferansiyel
denklemler siklikla karsimiza g¢ikmaktadir. Bu durumun Kesirli tiirevlerin gergek
sistemleri ve siiregleri tamsayr mertebeli tiirevlerden daha net ve gergege yakin
modellenmelerinde etkisi biiyiiktiir. Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde birden
fazla analitik ve niimerik yontemler kullanilmigtir. Laplace doniisiim yontemi (Kexue ve
Jigen, 2011), Adomian ayrisim yontemi (Hu vd., 2008, Duan vd., 2013), Varyasyonel
iterasyon yontemi (Wu ve Lee, 2010; Wu, 2011; ibis ve Bayram, 2014; Sakar ve
Ergoren, 2015), istel fonksiyon yontemi (Guner ve Atik 2016, Guner ve Bekir 2017;
Rahmatullah vd., 2018) bu yontemlerden bazilaridir.

Bu boliimde Laplace doniisiimii ve kuvvet serisi metodu hakkinda kisaca bilgi

verilerek bazi uygulamalar verilecektir.

3.1 Kuvvet Serileri Ve Laplace Doniisiim Metodu

Kuvvet Serileri Metodu (Edwards ve Penney, 2008): Bir diferansiyel denklemin

¢Oziimii i¢in kuvvet serileri yontemi,



Y = Y=o CnX" (57)

kuvvet serisini diferansiyel denklemde yerine koyduktan sonra, kuvvet serisinin
Co» C1y ) Cp, - Kkatsayilarini, diferansiyel denklemi saglayacak sekilde, belirlemeye
caligmaktir. Bu durum, belirsiz katsayilar yontemini hatirlatmaktadir. Simdi ardigik
belirlenecek sonsuz sayida katsay1 vardir. Bu yontem her zaman basarili degildir, fakat
basarili oldugunda, onceki yontemlerin bize verdigi kapali bigimdeki ¢6ziimlerin aksine,

¢Oziimlerin sonsuz seri gosterimleri elde edilir.

Laplace Doniisiim Metodu (Bilgicli, 2011):
[D1 +aD'2 + bD"] y()=0
denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimii (£) uygulanirsa
1 1
[sY(s) = y(0)] + a [s7 Y(s) = D2 y(0)] + bY (s) = 0
veya
1 1
[s + asz + b] Y(s) —y(0) —aD zy(0) =0
. 1
elde edilir. € = y(0) + aD 2y(0) sifirdan farkli sonlu bir sabit ve P(x),
[p* +ap"2 + bD°|y() = 0

denklemine iliskin karakteristik polinom olmak {izere

Y(s) =

seklinde yazilabilir. P(x) = x? + ax + b karakteristik polinomun sifirlari a ve B

(a # B) olmak iizere ﬁ basit kesirlere ayrildiginda
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P(lx)zaiﬁ(xia_xiﬁ)’

seklinde yazilabilir. Bu takdirde

1 _ 1 T
P(sf) a—p s2—a s2—L

, a2> + aE.(0,a?)

1
2
1 1
L_l{ 1 }=Et(_§,,82>+ﬁ(Et'ﬁz)

oldugu goz oOniine alinarak Y(s) = her iki tarafina ters Laplace dontisimi

uygulanirsa,
y(©) = LY ()} = 2 [aBe(0,a) - E(0,67) + B (=3.02) = Be(=3.6)]

elde edilir. @ # § igin [D* + aD'/2 + BD°| y(t) = 0 denkleminin ¢6ziimii olur. Eger

c

p<s%>

ise

karakteristik polinomun sifirlart « = £ ise, 0 zaman Y (s) =

Y(s) =

seklini alir. Ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
() = C|(1+20*0)E(0,a") + aB, (5, | + 2atE, -5, @

elde edilir. Bu ise @ = B igin [D1 +aD2 + bDO] y(t) = 0 denkleminin ¢dziimii olur.
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3.2 . Ornekler
Bu kisimda hem kuvvet serisi hem de Laplace donilisiim metodunu kullanarak bazi

kesir mertebe BDP nin ¢oztimleri yapildi.

Ornek 3.2.1: Asagida verilen BDP ni ¢oziiniiz.

3

1 8
D2u(t) =——=1t2z, t>0, u(0)=0, 58
®) N (0) (58)

Cozim:

a. Kuvvet Serisi Metodu:

o)

u(t) = Z g

k=0
.. 1. .
kuvvet serisi alinsin. @ = 5 igin

1

3
u(t) = Yoo it = co + 1tz + ot + c3t2 + cyt? + -+, (59)

u(0) =¢, =0

1
dir. Boylece, (59) denklemine Dz tiirev operatorii uygulanir ve lineerlik o6zelligi

kullanilirsa;

DZu(t z D

1

o)

k=1

k

o1

= > abz(t
k

© F(LZ) k-1
“LTED) @

olup (58)-(60) denklemlerinden
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Z”:Ck I“(kZLZ) t%:it%
k=1 F(%) 3Vm

i 5
Cl%to_i_czfz?) t;+c3%t+c4%t;

dir. t nin kuvvetlerine gore katsayilarin denkligi kullanilarak

ra 81

— 2 )
@) ED

c,=1, ¢, =0, k#4.

elde edilir. Bu takdirde, (58) BDP nin ¢6ziimii

[0e]

u(t) = z itk

k=0
4
=0+0+0+cytz +0+--

e tz
olarak bulunur.

b. Laplace Doniigsiim Metodu:

BDP de her tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa;

L {D%u(t)} - % L {5}

1 8 1 5
S2 L{U(t)} = ﬁs_% F(Z)
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dir. Bu takdirde,

218 1 5
L{’U,(t)} =S5 2 ms—% r (E)

_ 8 1 F(S)
~ 3yms3 \2
olup

r@-3r()-ivm

2
oldugundan

2
L{u@®)} = 33

elde edilir. Bu son bulunan esitlige ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;

2
u(t) = L‘l{s—g} =t
olarak bulunur.

Ornek 3.2.2: Basset kesirli diferansiyel denklemi ile verilen

1 81 3
Du(t) + D 2u(®) +u(t) =2t + t2+=——t/2 , t >0, u(0) =0,
T

3Vn
BDP ni problemini ¢6ziiniiz.
Cozim:

a. Kuvvet Serileri Metodu:

o)

u(t) = z itk

k=0
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olsun. Burada a = é ve u(0) = 0dir. u(0) = 0 oldugundan c, = 0 bulunur. Béylece,

o)

u(t) = Z cktk/z ,

k=1

dir. Ote yandan,

Du(t) = u'(t) :i —tTl iTk ﬂ
=1

k=1

ve

[0e]

had F(kj) k-1
DYau(t) = Z oD ") = 2 CkﬁtT ,
I

k=1 k=1 T

olup Basset kesirli diferansiyel denklem de yerine yazilirsa,

NI =
NI?:‘
IVES

() oy S e
=2t+t ——t
ch + L + +3\/_

k=1

esitligi gortiliir. Bu son denklem daha agik ifade edilise,

1 - 3 5
Fat 1/2+czt°+§c3 t24+2¢,th + 5 Cs 72 + 3¢, t2 +

rCh) o I@ 4, T (°/2) re)
+cq (D) +C2 F(3/2) t/2+4 c;3 W c

r(’/,)

re)

t2 4

3
+es 24t t/24 et 4 cat /24 cyt? 4

8 1
=2+ t2 4= —t/

3 Vm

dir. Burada t nin kuvvetlerine gore katsay1 esitlemesi yaparak,

-1
t /2: %Clzo
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0. r) _
t°: cpt+cq o) =0

1 r(2)
t/2: 3+2(3/)+c=0

r(5/,)
r@)
t72:2 c5 + ¢, (S)) + s

r(/y)

re@)

Y2 2c¢+ ¢ + ¢, =2

w |

-

t2: 3cq + cs+c, =1

C1:0 Cz :0 C3:0 C4:1

2 8 1
=-—= ¢ =0, ¢4=0

5
C5+ 1 3\/E

2 il
2

N | W

)

katsayilar1 bulunur. Dolayisiyla,
c,=1, ¢, =0, k+4

dir. Bu takdirde,

o)

u(t) = Z itk

k=0

4
=0+0+0+cytz +0+-

= tz
elde edilir.

b. Laplace Doniigiim Metodu:

Du(t) + D2u(t) + u(t) = 2t + t2 + 81y /2
3vr

BDP de her tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa;

£{pu(®) + 0ou(®) +u(®) } = £zt + 2 + g\%t%}

5
LOu(®)} + £{D2u(®)} + Llu(®)} = 32 33 233\/15 1/ ()
S /2
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ve

2 2 2
L{u(t)}(s+sl/2+1) =S—2+S—3+5_/2 ’
S

olup burada islemler diizenlenirse;

2
Lu®)} = =,

S

olarak bulunur. Bu son bulunan esitlige ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;

2
u(t) = £‘1{5—3} = t?,
elde edilir.

Ornek 3.2.3: Bagley Torvik kesirli diferansiyel denklemi ile verilen

8t°/2

3
D?u(t) + D2u(t) + u(t) = 6t + 6t3 + )
NG

0<t, u(0) =0, u'(0)=0,
BDP ni ¢oziiniiz.

i) Kuvvet Serileri Metodu:

o)

u(t) = Z cktg,

k=0

olsun. Bu takdirde,

o' K E_l
u'(t) = Z ckEtZ

k=0

olup u(0) = 0, u'(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 uygulanacak olursa;
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1 1
C00+C1§t 2+C2t0+"‘=0

C0:C1:C2:0

bulunur. Ote yandan,

u(®) = Z etz , u'(t) = ch Stz
k=3 k=3
" - k k E—Z
u'(t) = zck E(E_ 1)t2
k=3
(o] o8 k
X r\i+s) ks
y = r(z-2)

BDP de yerine yazilirsa;

1
olup tz katsayilarin esitliginden,

5
3 1"(7) 5.3 r(3)
ZC3=O' 2C4+C3F(1)=0, TCS+C4@+O=O’
2
7
64 F(7)+0 ¢ 75 r(4)+ 8
—C c , —c C Cz = ,
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TC8+C7F(3)+C4_O, 4 9+ 8@'}‘6‘5:0,
2
11
@C10+C9F(T)+C6:6 k>11;
4 (4 ’ =4
k+1
k(k —2) F( 7 )
=0
1 Ck + Ch1— 77— T C—4
r(=25)

cz3=c=c=0,c6=1,c,=cg=cog=cp=0Vvec, =0, k>11

dir. Su halde,

6
u(t) = cetz = ¢t3

olarak elde edilir.

(ii) Laplace Dontisiim Metodu:

8t/

3
D?u(t) + D2u(t) + u(t) = 6t + 6t3 + )
NG

BDP de her tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa;

L]D? D% = L{6t + 6t3 Bt /2
{ u(®) + u(t)+u(t)}_ 6L+

L£{D2 L D% L —rlg 663 8t3/2
{D?u(®) } + { u(t)}+ {u(®)} = £]6t + 683 + 7

olup

3 6 6 6
L{u(t)}<52+55+1) :S_2+S_4+S_5

dir. Bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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() =

olarak bulunur ve bu esitlige ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;
u(t) = t3,

elde edilir.
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4. BAZ1 KESIR MERTEBE INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN VARLIK VE TEKLIiK KOSULLARI

Bu béliimde, sabit nokta iterasyon yontemi kullanilarak bazi kesir mertebe integro-
diferansiyel denklemlerin varlik ve tekligi i¢in yeterli kosullar elde edilecektir. Tlk olarak
kesir mertebe BDP nin varlik teklik kosullari i¢in yapilan bazi ¢alismalar hakkinda bilgi
verilecektir.

Al-Bassam (1965) ilk olarak asagidaki BDP ni ele aldu:

y(®) =f(ty@®), O<a<l),

L3%(t) |t=a =b, ; b ER, (61)

f(t,y) nin reel degerli, sirekli ve Lipschitz olmasi kosuluyla C[a,b] sirekli

fonksiyonlarin uzayinda

sup(t,y) €G, |f(t,y)| = by < o,

olmak iizere I+ operatorii uygulanarak,

bi(t—a)* 1 1 ft f(s,y(s))ds

r(a) r(@’a (t-s)i-a ’ (t> a) (62)

y(t) =
lineer olmayan Volterra integral denklemi (62) problemine indirgendi. Ardisik yaklagim
yontemi kullanilarak (62) nin siirekli ¢dziimiiniin varlig1 belirlendi. Ik énce (62) nin
sirekli ¢Oziimiinlin  tekligini  kanitlamak i¢in daralma doniisim metodunun

uygulanabilecegi diisiiniildii ve ispat edildi. Bununla birlikte, (62) den

lim y(t) = o

t-at
oldugundan C[a,b] uzayinda Cauchy tipi (61) problemi b; = 0 olmasi disinda (62)
integral denklemine indirgenemez.

Delbosco ve Rodino (1996) da,

D&y = f(t,y(®), 0<t<1 (63)



lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemini g6z oniinde bulundurarak a = b; =0
iken (62) deki integral operatoriinde Schauder’in sabit nokta teoremi kullanilarak, ele
alinan denklemin uygun bir 0 < § < 1 i¢in y € C[0, 5] daen az bir siirekli ¢oziime
sahip oldugu kanmitlanmistir. [0,1] X R {izerinde bazi1 6 (0 < 0 < a < 1) igin

t? f(t,y) sireklidir. Daralma doniisiim metodu uygulanirsa,

P ~ D) < pgly 2 (64

olup (63) den y(t) € C[0,1] tek ¢Oziimiine sahiptir. Agik¢a y(0) = 0 ¢ézliimi saglar.
Ayrica f(0) = 0ve Lipschitz kosulunu saglayan f(t,y) = f(y) fonksiyonu varsa bu
takdirde agirlagtirllmis Cauchy tipi

Do+ y(®) = f(£.y(®),y(0) =y, limt*~y(t) =c, (65)

0<a<l1l, ceR

BDP nin herhangi bir h > 0 i¢in t1=%y(t) € C[0, h] olacak sekilde y(t) tek ¢dziimii
vardir.

Lakshmikantham ve Vatsala (2008) de,

Dy y(t) = f(t,y(®©)),y(0) = y, (66)

ile verilen kesir mertebeli BDP ni klasik yaklagimlar teorisi kapsaminda ele almiglardir.
Fikr1 oldukea ilging olan bu calismada esitsizlik teorisi, lokal varlik, ekstrem ¢oziimler,

karsilastirma sonucu ve ¢oziimlerin kiiresel varligi kullanilmistir.

Zhang (2009) da,

DSy(®) = f(6y(®), 0<t<t, t'7"%(¢) [— (67)

kesir mertebeli BDP nin varlik ve teklik problemi igin iist ve alt ¢dziimler yontemi ve
bununla iligkili monoton iterasyon teknigini kullanilarak (67) BDP ni asagidaki forma

doniistiirdii.

D& x(t) = f (t,2(6), DI x(1)) , t € (0,T) (68)

x(0) =0, DI x(0) = x,
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burada f € €([0,T] x R%,R), Dg+x(t) standart RL kesirli operatdr ve 1 < g < 2 dir. Ote

yandan, bazi 6zel kesir mertebe BDP i¢inde varlik teklik kosullari tizerine galismalar
yapildi. Ornegin; Cona (2017) de,

da;(tt) +D% x(t) = f(t,x(t)),

0<t<T, 0<a<l, (69)
x(0) =¢.

ve

d2x(t)
dt?

+ D7 x(t) + a(®x() = f(t),
0<t<T, 0<a<l1,
x(0)=0, x'(0)=0.

(70)

(69) Basset ve (70) Bagley Torvik BDP i¢in uygun varlik ve teklik kosullar1 elde edildi.
Bu tez ¢alismasinda ise baz1 integro-diferansiyel denklemler iceren BDP icin uygun
varlik ve teklik kosullar elde edildi. Burada kullanilan yontem kisaca 6zetlenecek olursa:
Integro-diferansiyel denklemi ile verilen baslangic deger problemi, bir T déniisiimii
tanimlayan bir integral denkleme doniistiiriilmektedir. Teoremin kosullari, T nin bir
daralma doniisiimii olmasini garanti etmektedir. Boylece sabit noktasi problemin ¢6ziimii
haline gelecektir. Boylece, sabit nokta teoremi bir integro-diferansiyel denklemi ile
verilen BDP nin varlik ve teklik kosullarinin elde edilmesine olanak saglar. Ayrica sabit
nokta iterasyon yontemi kullanilarak kesir mertebeli integraller igeren diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimii de incelenecektir.

Simdi ilk olarak,
dif) + 1% u(s) = f(s,u(s),
0<s<A,0<a<1, (71)

u(0) =0,

Integro-diferansiyel denklemi iceren BDP ni goz dniine alalim. Asagidaki teorem de (71)

BDP i¢in uygun varlik teklik kosullarini veren teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.1: f, D ={(s,u) : s € [0,4],|u — uy| < o} € R? iizerinde siirekli
fonksiyon olsun ve tiim s € [0, A] i¢in k > 0 dyle ki |f(s,u)| < k dir. f, D lizerinde D
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nin ikinci bilesenine gore Lipschitz kosulunu saglasin. Yani, keyfi se¢ilen (s, u), (s, v) €

D ig¢in bir L pozitif sabiti vardir dyle ki

If(s,u) = f(s,v)| < Llu — v (72)

saglanir. Ayrica,

a+1
h((Z,A, L) = m + LA
olsun ve
h(e, A L) < 1 (73)

oldugu kabul edilsin. Bu taktirde (71) BDP ninu € C[0,A] bir tek ¢6ziimii vardir.
Ispat: (71) Integro-diferansiyel denkleminin her iki tarafinin integrali almir ve

u(0) = 0 baslangi¢ kosulu kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa,

du(q)
o dq

+f Ip+u(q)dq =ff(q.u(q))dq
u@ls+ [ (r( s [@- oo )aq = [ @ u@yaq

u(s) ——m f f (q - % u(O)dtdq + f £ (g, u(@)dg (74)

integral denklemi elde edilir.
Elde edilen bu u fonksiyonu, asagida (75) ile tanimlanan (u,),-, Picard iterasyon

dizisinin limitidir.
Un(s) = ‘ﬁ f (q — % up_1 ()dedq + f F(@tnr(@)da,  (75)

burada uy(s) keyfi siirekli bir fonksiyondur. Hata sinirlart,

n
d(u, ,u) < 1=

h d(uo iul) )
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h
d(u, ,u) < 1Thd(un_l,un) , n€N

olup burada h < 1 dir. (71) BDP de u = Tu kullanilarak f, D iizerinde siirekli bir

fonksiyon olmak tizere T operatorii

T:C[0, 4] —>C[0 A]

Tu(s) = (q — )% tu(t)dtdq + f(q,u(q))dq : (76)
T ( ) Jo

formunda yazilabilir.
[lk olarak teoremin varsayimlar1 altinda (76) da ifade edilen T operatdriiniin C[0, A]
kiimesini kendi tizerine tamimladigini yani, T operatoriiniin iyi tanimli oldugunu

gosterelim:

) = |- e | [ - 0 uoaeaq + | f(q.u(q))dq‘

fo fo (q—t)“_lu(t)dtdq‘ +

< m u(Q))dQ|

1 s q 9 s
Smfo (fo |(q — )] Iu(t)ldt>dq+f0|f(q,u(q))|dq

S
1 5/ (¢
< — _ a—1
< o jo (jo (@ - 01" maxu(o)] dt)dq+ f kdg
0

max |u(t)| fqa

te[0,4]

—— | —d k
< () 2 q+ ks
0

 tejou 4@ gat
'Nao)a a+1
max
e )
Fa+1(a+1)
 refoa [u@®
I'la+2)

lo + ks

st 4 ks

s¥*t1 4 ks .

Boylece eger u € C[0,A] ise Tu € C[0, A] oldugu gosterilmis olur.
Simdi de T operatoriiniin C[0, A] lizerinde bir daralma doniisiimii oldugunu

gosterelim.
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s q

f - 0" u(©)dedq + [ fau(@)dq

0

ITu(s) — Tv(s)| =

FL f f (q — ) tv(t)dtdq — f fla,v(@)dq
00

(g = D1 Hu(®) — v(t)| dtdq

O\Q

o]

+ | |f(q.u(@) - f(q,v(@)|dq

og___\m

< 7o Al - (o) Of Of (g — B)|*dtdq

S

t f Llu(q) - v(q)ldg

0

1 a—1
< 7 e u() = v(o) Oj Oj I(q - )| dedg

N

+thrgg§]Iu(q) —v(q)|dq
0

1 Sq“ p
= T @ —v©l f =
0

+ qrg[glﬁ]lu(q) —v(q)| Ls

a+1l

<
“TI'(a+2)

Sa+1
= <—F(a e + Ls) d(u,v)

d(u,v)+ Lsd(u,v)

olup

a+1

|Tu(s) — Tv(s)| < <m

+ Ls) d(u,v)
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlikte her iki tarafin maksimumu alinirsa,

d(Tu,Tv) < <I"(L:-12) + Ls) d(u,v)
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I'la+2)
= h(a, A, L)d(u,v)

Aa+1
= (— + LA) d(u,v)

olur. Yani,
d(Tu,Tv) < hd(u,v)

elde edilir ki (73) den h(a,A4,L) <1 dir. Boylece T, C][0,A] tizerinde bir daralma
dontigiimiidir. Bu nedenle T, u € C[0,A] tek sabit noktasina sahiptir, [0, A] {izerinde

(74) ile verilen
s q

1 S
u(s) = ~ s Of Of (@ — D "u(t)dedq + f (g u(@)dq,
0

fonksiyonu (75) iterasyon dizisinin limiti olup u = Tu kosulunu saglayan siirekli bir

fonksiyondur.

Ornek 4.1: Sabit nokta teoremini kullanarak asagidaki (77) Integro-diferansiyel

denklem tipindeki BDP nin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini gosteriniz.

1
du(s) L 12 — S
— +4IO+u(s)—1+3ﬁ\/§u(s), o
0<s<1,
u(0) =0.

Ayrica iterasyon metoduyla ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim: f(s,u(s)) =1+ %ﬁ u(s), 0<s<1, a= %oldugundanL = % > 0 dir.

Bu takdirde, Teorem 4.1 den

a+1

h(d,A, L) = m‘F

LA

olup
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1 1
h(a,A,L):<E,1,m)
3
- v
T R(3) 3Vm

r3)

<—t+—1
3V 3Vm

5
= —X<1

3Vm

dir. Dolayisiyla a = % degeri igin [0,1] araligindaki (77) baslangi¢c deger probleminin
Teorem 4.1 e gore ¢oziimii vardir ve tektir.

Simdi (77) Integro-diferansiyel denkleminin her iki tarafinin integrali alinirsa,

s q N

1 4 RS
u(s) = — fof(q —t)* u(t)dtdq + f <1 + Bﬁﬁu(q)> dq,

4T (a)
0 0

elde edilir. uy(s) = 0 ve n € N igin u,(s) iterasyon dizisi

1 s rq s
1 =57 | | @0 s @aed + | Fla,una@)da,

formiilityle tanimlidir. Buradan uy(s) = 0 igin u, (s), u,(s) ve us(s) asagidaki gibi

hesaplanir:

) = - rl(% ; fo S fo "4 = O T up(0)dtdq + fo F(@ruo(@)dg

7l [0 (1 =y
= —— (q—t)_detdq+f <1+ —— q-O)dq
Wty Jo 0 3Vm

=5,

1 s rq 1 s
o =-— m jo fo (@ — )77 w(t)dtdq + jo £ (@ (@))dg

N

]

0

S

q
Of(q—t)-f tdt dq + J(1+$ﬁ.q)dq,

0
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1
olur. Bu son ifadede iki katli integralde ilk olarak foq(q —t) z tdt integraline kismi

integrasyon yontemi uygulanirsa,

u=t ise du=dt

ve

q _1 . zZ=dq— t o - o L. .
Jdv = [ (g—t)"z dt buintegralde (dt _ —dz) degisken degistirmesi

yapilirsa,

v=-2(q—t)"2
olup

q . . q
f(q—t) 2 tdt =uv|0— ]v du
0

0
=t (—2 (g — t)l/z) o~ Zfoqzl/z dz

4 3/
= —— 2
3q

1

1
olarak bulunur. Boylece, u,(s) deki —mf(f foq(q —t)7z tdt dq iki katl integrali

asagidaki gibi hesaplanur,

1 s q 1 N
1 3
- - 2tdtdg=———= | —=q /2 d
47T]J(q ) d N 31 1
00 0
1 N
= - — 3/2d
3y q q
= — 2 55/2
15vm

u, (s) deki ikinci [ (1 + ﬁ\/ﬁ q) dq integral ise;
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Jy(1+5=vaa)da = [jda + 7=J;Jaa da

2 5/
= ] 2
S+15\/ES

dir. Su halde,

2 5
Uu,(Ss) = — S
2(8) 15V7 15V7
olarak bulunur.

1

4 (3)

uz(s) = - fo S L q(q - t)_% u,(t)dtdq + JO Sf (9, u2(q))dq
=5,
dir. Benzer olarak devam edilirse,
uy,(s) =s

olup (77) BDP nin ¢6ziimii

u(s) = limu,(s) = lims=s,
n—oo

n—-oo

olarak elde edilir.
Simdi de asagidaki kesirli Integro-diferansiyel denklem iceren BDP icin uygun

varlik teklik kosullarin1 veren teoremi ifade ve ispat edelim.

d?u(s)

+ 1% u(s) = f(s,uls),u'(s)),
0<s<A,O0<a<1, (78)
u(0) =0, u'(0)=0.

Teorem 4.2: f fonksiyonu D = {(s,u,v): s € [0,4],|u — uy| < oo, |v — vy| <

oo} € R3 iizerinde siirekli ve tiim s € [0, 4] igin k > 0 olacak sekilde |f(s,u,v)| < k

olsun. f fonksiyonu D kiimesi iizerinde ikinci ve lgilincii bilesenine gore Lipschitz
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kosulunu saglasin. Yani keyfi segilen (s, u, z), (s, v, w) € D i¢in bir L pozitif sabiti vardir

Oyle ki
If(s,u,2) — f(s,v,w)| < L(lu — v|[+ |z — w]). (79)
Eger,
a+2 A2
h(a,A L) = m+ L7 ,
olmak iizere
h(a,A,L) <1 (80)

ise (78) BDP ninu € C™[0, A] bir tek ¢oziimii vardir.

Ispat: (78) Integro- diferansiyel denkleminin her iki tarafinin integrali alinirsa;

frdzu(q)
o dq?

du(q) r
dg 0

du(r)
dr

0 du(r) ff <F( )f (g —t)* lu(t)dt> dq

_ j J (@ u(@), v (@))dq

S CT 1 (9 1
w7+ Of [ (7 [ @ - o tuvac) aq

- fsjrf(q,u(q),u'(Q))dq

u(s) = —mf f <f (g —t)* 1u(t)dt) dqdr

dq + f 1%u(q)dq = ] £(au(@), ' (@)dg

+f (r( )f (q — )% 1u(t)dt> dq —f f(q,u(q),u'(q))dq

+f (r( )f (q — )% 1u(t)dt> dq —f f(q,u(q),u'(q))dq
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N

+ f f £(q (@' (@)dgdr @1)

olarak bulunur. Elde edilen bu u fonksiyonu asagida (82) ile tammlanan (u,,) ,~, Picard

iterasyon dizisinin limitidir.

N

1
n(s) = ‘mf

0

f(f(q - t)“—lun_l(t)dt) dqdr

+[ [ (0 s @i @)dadr 82)
00

Ayrica, uy(s) keyfi bir siirekli fonksiyon ve h < 1 olmak tizere hata sinirlari

n

d(u, ,u) < -

d(uO ﬂul)

h
dlu,,u) < 1Thd(un_l ,Up) ,nEN

dir. (78) BDP de u = Tu formuna esdeger olarak T operatorii f, D iizerinde siirekli bir

fonksiyon olmak iizere,

T:C™[0,4] -» cP[0, 4],

1 S Tr q
Tu(s) = —m! ! <L (q - t)“‘lu(t)dt> dqdr

N

¥ f f £(q (@' (@)dqdr (83)

olarak ifade edilebilir.
Ilk olarak teoremin hipotezleri altinda T operatoriiniin iyi tanimli oldugu

gosterilsin:
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| Tu(s)|

r(a)ff (f (g -0 1”(t)dt>dqdr+f ff(q,u(q)u(q))dqdr

ffr <fq(q - t)a—lu(t)dt> dqdr| +
o "0 WO
< %a)]: for (Lq|(q - t)Ia—1|u(t)|dt> dqdr

+ f f (g u(@),w (@) |dq dr

< %fsjr<fq|(q_t)|a—1t,&&§]|u(t)|dt>dqdr + szork dqdr
< Olf(clg(t)l ff— dqdr +J krdr

=tglgjja [u@®] [ g+t | ﬁ|s
r'a)a a+1 0 210

<o J ] £ (@ u(@), ' (@)dq dr

max
B 1L
Fa+1)(a+1) 2
_ kOl ks
I'(a+2) 2

elde edilir. Boylece eger u € CV[0,A4] ise Tu € C[0,A] oldugu gosterilmis olur.
Simdi de T nin ¢V [0, A] lzerinde bir daralma doniisiimii oldugu gosterilsin.

Teorem 4.2 nin hipotezleri altinda,

|Tu(s) — Tv(s)]|

N

_%Jf f(q—t)“-lu(t)dt dqdr +Jff(q.u(q).u’(q))dqdr
0 \0 00

f(f( — et v(ﬂdt) dqdr —fff(q,v(q),v’(q)) dqdr
0 A0 00

r q
f f (g — 1 |u(®) — v(0)] dt | dqdr
0 0

S T

@ |

si)f
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+[ [ 1 (au@u@) = £ (a.v6@.5 @)| daar

s rq

< = max [u(®) - v(O)| f [ [1a-o1raeaq
00

4 f L(lu(@) — v@| + |/ (@ — v (@)|)dgdr
0

1

m maxlu(t)—v(t)lff fl(q—t)l“ tdt |dqdr

+ j f L max Iu(q) —v(g)| + max |u (@) —v (q)l) dqdr
0

a+1

maxlu(t) v(t)| ————= 2@t D

F(a)
, , s?
4 (q@[%m(q) —v(@)+ max ()~ v @l) 15
a+2 2

S
< md(u, v) + L? d(u,v)
Sa+2 52
<—F( 2 >d(u V)
olup

a+2

SZ
e+’ )‘“u V)

|Tu(s) — Tv(s)| < <

elde edilir. Bu son esitsizlikte her iki tarafin maksimumu alinirsa;

Sa+2 2
d(Tu,Tv) < ren[guj <m )d(u V)
Aa+2 AZ p
(F(a e ) (wv)

= h(a, A, L)d(u,v)

olup
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d(Tu,Tv) < hd(u,v)

bulunur. (80) den h(a,A,L) <1 oldugu i¢in T, CV[0,A] iizerinde bir daralma
doniisiimiidiir. Bu nedenle T operatérii bir tek u € CW[0, A] sabit noktasma sahiptir.
[0, A] tizerinde (81) ile verilen

N

u(s) = —%ff(foq(q—t)“‘lu(t)dt) dqdr+fff(q,u(q),u’(q))dqdr

fonksiyonu (82) iterasyon dizisinin limiti olup u = Tu kosulunu saglayan siirekli bir

fonksiyondur.

Ornek 4.2: Sabit nokta teoremini kullanarak asagidaki (85) integro-diferansiyel

denklem tipindeki BDP nin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini gosteriniz.

d? u(s)

+ 12+u(s) =2 +75 2u(s) +u' (s),

0 <s <A,
u(0)=0, u'(0)=0.

(85)

Ayrica iterasyon metodunu kullanarak ¢6ziimiinii bulunuz.

Cozim: f(s u(s),u (s)) =2+ \/_S 2u(s)+u'(s),0<s<1, «a —% oldugundan

1 .
L= N > 0 dir. Bu takdirde,

a+2 AZ

h((X,A,L) :m-FL?

olup

+ N

7\ 12Vm 2
r 2)

- 8 N 1 1

15Vm  12Vm 2
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69 -1
1207

dir.a = > degeriigin [0,1] araligindaki (85) baslangi¢ deger probleminin Teorem 4.2 ye

gbre ¢oziimii var ve tektir. Simdi (85) Integro-diferansiyel denklemin her iki tarafinin
integrali alinirsa;

s Tr

q
1
u(s) = —mbfbf 0f(q —t)* tu(t)dt |dqdr

N

+0foj<2 +Wq 2u(q) +u’ (q))dqdr

elde edilir. Burada u,(0) =0, u, ;(0) =0 dir. Simdi n € N igin u,(s) formiili
asagidaki gibi tanimlansin.

s r q s r
1
) = ~ s Oj Oj ( 6[ (q—t)alun_l(odt) dqdr + f Of (F(@)rtnor (@), 1ty (@) dgdr,

0

olup uy(0) = 0, u,_;(0) = 0 igin u; (s),u,(s) ve uz(s) asagidaki gibi hesaplanur:

S T

u1<s>=—é j j j (4 - O 2up(V)dt | dadr + j f (0. 0@ () dgr
\/%for f(q—t)ZOdt dqdr+ff \/_q 0+0)dqdr

0

S r S

u,(s) = — rl !! f(q—t) 2u, (t)dt dqdr+f

0

[ (r@ i @.:@) dadr
0

r q s r
OJ Of(q—t)-ftzczt dqdr+f0f(

0

)dqdr
T 4 S r

f(ll_z qdr + — ff—dqdr+ff2dqdr

0 00
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N s Tr

r q L
[ [@- 07w |daar + | [ (F@rw@:0@) dadr
0 0

00

1

) =——1~
r(%)f

2521

olarak elde edilir. Benzer sekilde, her n € N icin u,, (s) = s2 oldugu gosterilebilir. (85)

BDP nin ¢éziimii

u(s) = limu,(s) = lim s? = s?,
n—oo n—-oo

olarak bulunur.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez ¢alismasinda, Teorem 4.1 de (71) ile verilen

du(s) B
T g u(s) = f(s,u(s)),

O0<s<4d, 0<axl,
u(0) =0,

ve Teorem 4.2 de (78) ile verilen

d?u(s)
ds?

+ 1% u(s) = f(s,u(s), v (s),

0<s<A4, 0<ax<1l,
u(0) =0, u'(0)=0,

BDP ele alind1. Banach sabit nokta teoremi kullanilarak bu problemlerin varlik ve tekligi
igin yeterli kosullar elde edildi. Ote yandan iterasyon metodu ile kesir mertebeli integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii yapildi.

Bu tez ¢alismasinin literatiirii ve elde edilen bulgular1 incelendiginde;

Farkli tipte kesir mertebe diferansiyel denklemler iceren BDP i¢in varlik teklik
kosullar elde edilerek ¢oziim i¢in sabit nokta yaklasimi yapilabilir.

Ayrica, farkli sabit nokta yaklasimlar1 kullanilarak kesir mertebe diferansiyel

denklemler iceren BDP nin varlik teklik kosullari arastirilabilir.
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EKLER

Ek 1:Tezde kullanilan Laplace doniisiim formiillerinin tablosu

LAPLACE DONUSUMU TABLOSU

ft) = L7HF(s)} F(s) =L{f®)} | f(t) = L YHF(s)} F(s) = L{f(t)}
S S—a
t"n=12,.. o | p> -1 s
1 —
\/f £n3 tn_E, n=12, .. 1.3.5...(2n 11)\/5
252 2ns"*2
sin(at) ﬁ cos(at) ﬁ
3 2as 2_qg2?
t sin(at) GZrazz | teos(at) (:2+:2)2
3 2
sin(at) — at cos(at) (si%)z sin(at) + at cos(at) (522322)2
_ ; s(s*=a®) | cos(at) + at sin(at)
cos(at) — at sin(at) G2rad)
s(s2+3a?)
(s2+a?)2
sin(at 4 b) ssin(ls)zizzcos(b) cos(at n b) scos(:z)-:zzsin(b)
sin h(at) # cos h(at) ﬁ
. b s—a
e sin(bt) e | € cosbD) e
e sin h(bt) (s—a)+—b2 e COSh(bt) (s—;—za—bz
n,at _ n! 1n(s
the®, n=1,.2,.. oo f(ct) -F (C)
u () = u(t —c) e_scs §(t—c) e
Heaviside Function — Dirac Delta Function —

U (DF (t-0) e “F(s) ()9 e~ L{g(t + o)}
e°tf(t) F(s— |[t"f(®),n=12,.. (=1)"FM(s)
c)

1 00 t F(s)
Sf(@® Jy Fadu | [ fw)dv —=
t t
— [Fe Str(t)dt
fo f(t—1)g(m)dr F(s)G(s) ft+T)=f(t) 01_T
f'@® sF(s)—f(0) | f"(0) s2F(s) —sf(0) - f'(0)
F™@® s"F(s) = s"1f(0) = s™2f'(0) — - = sf™72(0) — f™71(0)

Ek 2:Tezde kullanilan ters Laplace doniisiim formiilleri
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TERS LAPLACE DONUSUMU TABLOSU

} = Z?=1 @/ TPE(juv—1,a9) = et

V—a

%]

= > A (G + kv = 2,a7) = (G + kv = 2)E (G + kv — 1,a9))

=1

1
=e(t) xe(t), v=1

s2—a

_ 1 1 L
o {ﬁ} = 2tk (=3.07) + (14 2705(0,0%) + ak (5, a?)

LTHF()G()} = f(s) * g(s)

(Miller ve Ross, 1993)
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