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OZET

Son yillarda uygulamali matematik basta olmak tizere bilimin ¢esitli alanlarinda
kesirli mertebeden tiirevlere rastlanmaktadir. Literatiirde cok sayida kesirli
mertebeden tiirev tanimi bulunmasina ragmen, hangi tanimin matematiksel bir
modelde daha iyi ¢alistigina dair ¢ok az ¢calisma bulunmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda Caputo ve Uyumlu tiirev operatorleri ile ayni yapida iki adet
kesirli gri model olusturulmus ve uygulamalar1 ayni veri setleri lizerinde yer almistir.
Uygulamalarda tiirev tanimmin basitliginden dolayr Uyumlu tiirev operatorii
kullanilan model ile hesaplamalarin daha kolay oldugu goriilmektedir. Ancak zaman
serisine iliskin modellerde hafiza 6zelligi nedeniyle daha etkili oldugu diisiiniilen
Caputo tiirev operatorii, daha karmasik hesaplamalarin yapilmasina yol agmistir.
Caputo kesirli gri modelinde beyazlatma diferansiyel denkleminin ¢ézimu Laplace
doniistimleri kullanilarak elde edildi. Burada ti¢ reel zaman serisinin tahminleri i¢in
Caputo ve Uyumlu kesirli gri modeller uygulanarak tahmin performanslar
karsilastirildi. Bu ¢alisma literatiirde Caputo ve Uyumlu tiirev operatorlerini gri bir
model tizerinde karsilastiran ilk ¢caligmadir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli analiz, Uyumlu kesirli analiz, Kaba kuvvet
algoritmasi, Kesirli gri model, En kiiciik kareler yontemi, Laplace doniisiimleri.
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ABSTRACT

In recent years, fractional ordered derivatives have become increasingly common in
various scientific disciplines, especially in the field of applied mathematics. Despite
the existence of a large number of definitions for fractional order derivatives in the
literature, there is a notable shortage of studies evaluating the effectiveness of
different definitions of derivatives within mathematical models.

In this thesis, two fractional grey models were created with the same structure as
Caputo and Conformable derivative operators and their applications were included in
the same data sets. Applications reveal that the Conformable derivative operator
facilitates simpler calculations due to the inherent simplicity of the derivative
definition. Conversely, the Caputo derivative operator, known for its effectiveness in
time series-related models due to its memory property, requires more complex
calculations. The solution of the whitening differential equation in the Caputo
fractional gray model was provided by Laplace transformations. The comparison was
carried out by applying Caputo and Conformable fractional gray models to predict
three real-time series, and the respective prediction performances were
systematically evaluated. This study represents the first example in the literature
where Caputo and Conformable derivative operators are compared in the context of a
gray model.

Keywords: Caputo fractional analysis, Conformable fractional analysis, Brute force
algorithm, Fractional gray model, Least squares method, Laplace transformations.
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1.GIRIS

Laplace doniisiimii ilk olarak Pierre Simone De Laplace (1749-1827) tarafindan
verilmistir. Laplace doniisiimii integrali alinamayan fonksiyonlarda ve diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde dnemli bir yer tutar. Laplace doniisiimii baslangi¢ kosullar
verilen diferansiyel denklemler i¢in kullanilan basit ve kullaniglt bir doniisiimdiir.
Laplace doniisiimii diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere doniistiirerek
problemleri matematiksel agidan daha basite indirgemektedir. Ardindan cebirsel
denklem ¢o6ziiliip ters Laplace doniisiimii alindiginda baslangi¢ kosullarini saglayan
lineer diferansiyel denklemin analitik ¢6zumini bulmak miimkiin olmaktadir.
Laplace donisiimil yontemiyle literatiirde ¢ok sayida galisma mevcuttur. Kesirli

hesaplarm tarihi, 30 Eylil 1695’te linlii matematik¢i L Hospital’in diferensiyel ve
tiirev hesabinin yaraticist olarak bilinen Leibniz’e yazdigi1 mektupta % mertebeden

tiirevin anlamini sormastyla baslamistir. Leibniz’in yaniti: “Bu durum su anda bir
paradoks gibi goziikse de bir giin ¢cok kullanigh sonuglar1 ortaya ¢ikacak.” seklinde
olmustur. Daha sonralar1 keyfi mertebeden tiirev ve integral adlandirmasinin daha
dogru olacag fark edilse de konunun ismi L’Hospital’dan giintimiize kadar kesirli
hesaplar olarak gelmistir. Euler 1738’de ilk denemeyi yaparak x* seklindeki bir
fonksiyonun kesirli tiirevini Gamma fonksiyonu yardimiyla agiklamaya ¢alismistir.
1820°’de Lacroix, Euler’in fikrine paralel olarak x® seklindeki fonksiyonlarin yarim
(1/2 nci mertebeden) tiirevlerini bir formiille ortaya koymustur. 1822°de Fourier

tarafindan ilk olarak bir fonksiyonun pozitif keyfi mertebeden tiirevinin tanimi;

d‘;];(ax) = % f A%dA f f(t)cos(Ax —tA + ag)dt (1.1)

seklinde yapilmistir. Goriildiigii gibi kesirli hesaplar 300 yili askin siiredir
arastirilmakta olan bir konudur. Ancak karmasik bir konu olmasi nedeniyle bu
aragtirmalarin modern matematikte anlamli ve uygun seviyeye gelmesi ¢ok eski
degildir. Konunun diger bilim dallarina uygulanabilir olgunluga erisip basarili
sonuglar vermeye baglamasiyla gectigimiz yiizyilda Onemi giderek artmustir.
Ozellikle fizik ve miihendislik bilimlerindeki pek ¢ok durumu, en iyi sekilde
aciklayan denklem c¢esidinin kesirli  diferansiyel denklemler oldugunun

anlasilmasiyla bu denklemlerin ¢dziimiine ve davraniglarina yonelik giivenilir, etkin



ve anlagilir metot arayislart baglamigtir. Bu ihtiyaci karsilamak tizere 1974’te
Oldham ve Spainer tarafindan kesirli hesaplarin temel tanim ve metotlarmi ortaya
koyan ilk Kitap yazilmistir. Ardindan Miller-Ross (1993), Samko-Kilbas Marichev
(1993), Podlubny (1999) tarafindan yazilan kitaplar bir¢ok calismada referans
gosterilmigtir. Kesirli hesaplarin gelisimi 1974 yilinda yapilan ilk uluslararasi
konferansla hiz kazanmistir. Bu konferans Bernard-Ross tarafindan diizenlenmistir
ve Amerika’da New Haven Universitesi'nde yapilmistir. ikincisi, 1984 yilinda
Iskogya’da (Glasgow), iigiinciisii ise 1989’da Japonya’da (Tokyo) yapilmustir.
Bunlar1 1999’da Bulgaristan’da (Varna) yapilan konferans izlemistir [1]. 2004
yilindan beri uluslararasi Automatic Control Federasyonu (IFAC) tarafindan her iki
yilda bir diizenlenen “Fractional Differentiation and Applications” isimli 6zel bir
konferans yapilmaktadir [2]. Anlasilacagi iizere bu konu tizerindeki ¢aligmalar hizla
devam etmektedir ve konu giin gectik¢e yeni uygulama alanlar1 bulmaktadir. Fizik ve
miihendislik bilimleri basta olmak tiizere genetik, tip, biyoloji, kimya, jeoloji,
eckonomi, istatistik, eczacilik, psikoloji vb. pek ¢ok bilim dalinda zengin
uygulamalar1 vardir. Kesirli mertebeden tirev ve integral, klasik tlrev ve integral
kavramlarinm genellestirilmis halidir. igerisinde kesirli mertebeden tiirev barindiran
diferansiyel denklemlere kesirli mertebeden diferansiyel denklemler adi verilir [3].
Tamsay1 mertebeden tiirev ve integral kavramlar1 kadar eski bir kavramdir. Kesirli
tiirev ifadesi 1695 yilinda Leibnitz’in L’Hospital’e yonelttigi “Tamsay1 basamaktan
tiirevler kesirli basamaktan tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu ile ilk kez ortaya
cikmustir [4-7]. Kesirli mertebeden tiirevler fiziksel siire¢lere uygulandiginda tamsay1
mertebeden tirevlere gore daha iyi sonug¢ verdigi gorilmistir [8]. Liouville,
Riemann, Weyl, Lagrange, Laplace, Fourier, Euler ve Abel gibi bircok matematikci
bu konu Uzerinde ¢alismis ve Oliver Heaviside tarafindan da miihendislik alanina
tasimustir [9]. Kesirli tiirev i¢in verilmis tanimlardan bazilari; Riemann-Liouville,
Caputo, Grinwald-Letnikov, Weyl, Conformable, Beta, Atangana-Baleanu, Riesz
kesirli tiirevleridir. Bazi c¢alismalarda belirli sartlar saglandiginda verilen bu
tanimlarin esdeger oldugu gosterilmistir. Kesirli tiirev i¢in verilen bu tanimlardan
problemin ¢esidine gdre en uygunu segilir ve bdylelikle problemin en iyi ¢oziimii
elde edilir. Ancak bazi caligmalara gore de Kkesirli diferansiyel denklemlerin
anlasilmas1 oldukga giictiir. Dolayisiyla tamsay1 kuvvetli diferansiyellere gore daha
dogru ya da kesin oldugunu séylemek dogru olmaz [10]. Genel olarak tirev ve

integral dogal ve yapay sistemlerin ¢aligma kurallari1 anlamada ve teknolojide ¢cok



onemli bir yere sahiptir. Admdan da anlasilacagr gibi kesirli diferansiyel
matematiksel analizin 6nemli bir kolu olup tiirev ve integralin tamsayir olmayan
mertebelerle ifade edilmis seklidir. Kesirli diferansiyel, diferansiyel hesap kadar
eskidir ve Leibniz ve Newton’un diferansiyel hesaplama teknigini bulmalarina kadar
uzanir [9]. Dogadaki ve uygulamali bilimlerdeki bir¢ok olay lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerle tanimlanir. Bunun yani sira; uygulamali matematik,
muhendislik, fizik, finans, kimya, biyoloji, biyomuhendislik, elektromanyetik,
hidroloji, stirekli ortamlar mekanigi gibi alanlarda pek c¢ok sistem ve siire¢ kesirli
mertebeden tiirevler kullanilarak gergege daha yakin modellenebildiginden dolay1
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler bu tiir bilim alanlarinda siklikla karsimiza
¢ikar [11-13]. Ayni zamanda fiziksel ve mekanik modelleme problemlerini ¢6zmekte

oldukca etkilidir.



2. LAPLACE DONUSUMLERiI VE DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERI

Literatiirde en sik kullanilan kesir mertebeden tiirev tanimlar1 Uyumlu
(Conformable) kesirli turev, Riemann-Liouville kesirli turev ve Caputo kesirli
tirevdir. Genel olarak kesir mertebeden diferensiyel denklemlerinin analitik
¢cozimlerini elde etmek her zaman kolay olmamaktadir. Cozimu elde edilebilen
diferensiyel denklemlerde de siklikla Laplace doniistimleri kullanilir. Bu baglamda,
bu kisimda Laplace doniisiimlerinin bazi tanim ve temel o6zellikleri verildi. Bazi

diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri Laplace doniisiimleri ile elde edildi.

Bir fonksiyonu integral altinda baska bir fonksiyona doniistiiren doniigiimlere
integral doniisiim denir. Bu integral doniisiimlerden biri de Laplace doniistimiidiir.
Laplace doniistimlerine girmeden oOnce bazi 0zel fonksiyonlar ve Kesirli tirev

tanimlar1 verilecektir.

2.1 Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Tanimlar

Ozel fonksiyonlar matematigin bir¢ok alaninda yaygm olarak kullanilmaktadir. Bu
bélimde Gamma fonksiyonu, Beta Fonksiyonu ve Mittag-Leffler fonksiyonu

hakkinda bazi temel bilgiler verildi.
2.1.1 Gamma fonksiyonu

Tamm 2.1.1.1 Kesirli diferensiyel hesabin temel fonksiyonlarindan biri Gamma
fonksiyonudur. z’nin tamsayir olmayan hatta kompleks degerler almasint miimkiin

kilan, kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsak olan Euler’in Gamma fonksiyonu
r(z)= f e ttz 1dt (2.1)
0

seklinde tanimlanir ve I'(.) ile gosterilir [14].

Euler’in Gamma fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri agagida verilmistir.
i. T(z+1)=2zI'(2),Re(z) >0,z €N,
ii. T(z)=E-1),z€eN,

iii. FG) =+m, Re(z) >0,z €N,



2.1.2 Beta fonksiyonu

Tanmim 2.1.2.1 Matematigin bircok alaninda karsilasilan 6zel bir fonksiyondur.
Bircok durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlar1 yerine

Beta fonksiyonu kullanmak daha uygundur [14]. Beta fonksiyonu,

oo

p(z,w) = j tZ71 (1 — t)¥1dt (Re(z) > 0,Re(w) > 0) (2.2)
0

seklinde tanimlanir.

2.1.3 Mittag-Leffler fonksiyonu

Tamm 2.1.3.1 Gamma fonksiyonu, faktdriyel fonksiyonunun bir genellemesi iken,
Mittag-Leffler fonksiyonu, iistel fonksiyonun bir genellemesidir. Ilk olarak tek

parametreli bir fonksiyon olarak seri ile tanitilmistir [15]. Genel sekli

i k
Z
Ea(Z)—kZ_Om a>0, a €ER, z€C (2.3)

olarak verilir. Daha sonra Agarwal tarafindan iki parametreli genelleme asagidaki
gibi tanitilmistir.

k
Eqp(2) = Z?:om a,f >0, a,f ER. (2.4)

2.2 Kesir Mertebeden Tiirev Tanimlar:

Bu boliimde bazi kesirli tiirev tanimlar1 verildi. Birgok farkli kesir mertebeli tlrev
tamimi vardir ama bu bdélimde bunlardan sadece Riemann-Liouville, Caputo ve
Uyumlu kesirli tiirev tanimlarindan bahsedildi.

2.2.1 Caputo kesir turevi

Tamm 2.2.1.1 Bir f(t) fonksiyonunun a basamaktan Caputo tlrevi, n € N igin

EDEf(t) = ﬁf(t —) el fM()dr, n—1<a<n (2.5)



burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak alinir. Ozel olarak,
a € (0,1) icin Caputo tarev,

1 t
ngf(t) = mf(t —17)7¢ f’(T)dT (2.6)

seklindedir [16].

2.2.2 Uyumlu kesirli turev

Tanmm 2.2.2.1 [0,0] - R diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun f fonksiyonunun

a € (n,n + 1] basamaktan uyumlu kesirli tirevi

fle+ et — £ (&) _ tw_a? (2.7)
t

Ta(f) (t) = }»:l—r% 5

seklinde tanimlanir.

Burada [.] ifadesi tavan fonksiyonudur. [a@], a dan biiyiik en kii¢iik tam sayidir.
Aciktir ki a € (0,1] igin [a] = 1 dir. Boylece denklemi her t > 0 igin

f(t+et™*) = f(t) _ p1-a af(t) (2.8)
€ dt

Ta(f)(t) = él_)nol

olarak yazilir [17].

Ornek 2.2.1.1 u(t) = et fonksiyonunun azé icin a. mertebeden uyumlu tdrevini

hesaplayalim.

Tanim geregi

1

1 u (t + st1_§> —u(t)
Dt3 (u(t)) B lim
-0 &
2
a ec(t+£t§) — et
- lim
-0 &
2
= et lim est® — 1
-0
2
= ctzeCt

olarak kolayca elde edilir.



2.2.3 Riemann-Liouville kesirli tlrev

Tanmim 2.2.3.1 Bir f(t) fonksiyonunun a basamaktan Riemann-Liouville tirevi, n €
N

ReDEf(6) = t—D"* 1 f(D)dr, n-1<a<n  (29)

1 dan
=y
a

olup burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak alinir [18].

Caputo ve Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimlarina dikkat edilirse her ikisinde de
tam say1 mertebeden tiirev ve kesir mertebeden integral operatdrleri kullanilir. Ancak
bu iki tanimmn en O6nemli farkinin bu operatorlerin kullanilis sirasidir. Caputo
taniminda Once tiirev sonra integral operatori kullanilirken Riemann-Liouville
taniminda silama tam tersidir. Uyumlu kesirli tiirev operatoriinde ise bilinen tam say1

mertebeden tlirevin limit tanimina bazi eklentilerin yapilmis oldugu goriiliir.
2.3 Laplace Doniisiimii

Tammm 2.3.1 0 < x < oo igin tamimlanan f(x) fonksiyonu verildiginde Laplace
doniisiimii F(s) su sekilde tanimlanir.

F(s) = LIF] = [7° f(x)e~*dx. (2.10)

Bu durumda Laplace doniisiimii tiim s > ¢ i¢in mevcuttur.

Bu tez calismasinda kullanilan Laplace doniisiimlerinden bazilar1 asagidaki gibidir
[19].
LIf(x)] = F(s) ve L[g(x)] = G(s) olmak lizere,

LIf(x) + gl)] = F(s) + G(s)

ii. £[xf] = 0D

sB+1

i, L[f M ()] = s7F(s) = s"1f(0) — s72f7(0) — -+ — F71(0)
iv. L[x™f (x)] = (=1)"F™(s)
Ly f(tyar] =22

LIS fx — ©)g(®)dt] = F(s)G(s)



seklindedir. Bu Ozelliklerin ispatlarina literatiirdeki bir¢ok kaynaktan kolaylikla

erigilebilecegi i¢in bu kisimda ispatlarma yer vermedik. Laplace doniisiimlerinin bir

diger islemsel 6zellikleri de asagidaki gibidir [20].

i) Lineerlik ozelligi:

c, ile ¢, sabit sayilar ve F, ile F, Laplace doniisiimleri sirasiyla f;(s) ve f,(s) olan

fonksiyonlar ise
L{c,Fi(t) + o F5(6)} = ci LIF, (1)} + . L{F, (1)}
=c1£1(8) + c2/2(s)

olarak yazilabilir.
ii) Birinci kaydirma ozelligi:

L{F ()} = f(s) ise
L{EeYF()} = f(s—a)

seklinde yazilabilir.
iii) Ikinci kaydirma 6zelligi:

L{F ()} = f(s) ve G(t) = {5“ 9 tt<> .

ise
LIG (D)} = e f(s)
seklinde yazilabilir.

iv) Skaler degistirme ozelligi:

LF()} = f(s) ise
L{F(at)}==f ()

dir.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



V) Turevin Laplace doniisiimii:
f(t) = [0,00) araliginda siirekli ve f’(t) aymi aralikta pargali siirekli olsun.
L{f ()} = F(s) olmak tizere tiirevin Laplace doniisiim denklemi

L{f™(©)} = s".F(s) = s"£(0) = s 2f'(0) . = f"(0) (216)

olarak verilir.
vi) Birim basamak fonksiyonu (Heaviside birim fonksiyonu):
to = 0 olmak tizere asagida tanimlanan fonksiyon birim basamak fonksiyonu olarak

adlandirilir;

0,0<t<t,

ut—t,) = {1, £>ty (2.17)

t = t, noktasinda sigrama siireksizligine sahip en basit fonksiyondur. Birim basamak

fonksiyonunun Laplace doniisiimii;

o)

LUGE—t,)} = f e~ Ut — t,)dt

0

o - (2.18)
1
= f 0.e7Stdt + J- l.e Stdt = ;e‘“o
seklinde verilir.
vii) t" ile carpmanin Laplace doniisiimii:
LIF(6)} = f(s) ise
LIt"f(®)] = (- 1)"—F ™ (s) (2.19)
dir.
viii) t ile bolmenin Laplace doniisiimii:
L{F(t)} = f(s) ve hm ) mevcut ise
F
( ) f fw)du (2.20)

dir.



Cizelge 2.1. Bazi 6nemli fonksiyonlarin klasik durumda Laplace doniigiimleri.

F(t) = L7HF(S)}

F($) = L{F(0)}

edt 1
S—A
tN, N=1.23,.. i
SN+1
1 T
Ve s
tVeAt N!
(S — AN+
sin(At) A
ST+ A
cos(At) S
ST+ A
cosh(ft) S
T
sinh(Bt) B
75
e%cos(fBt) (s—a)
(s —a)* + fp2
e%sin(Bt) B
(s —a)* + fp2
tcos(ft) s?—p?
tsin(ft) 2fs
(52 + f2)2
te%cos(Bt) (s—a)> - p*
[(s —a)? + B?)?
te%sin(Bt) 2B(s —a)
[(s —a)? + B?)?
7™ SF(s) = "1 (0) =+ — fOI(0)
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Ornek 2.3.1 f(t) = 3sin2t + 5e~?t fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii
hesaplayalim.
COzum: Lineerlik 6zelliginden

2 1

; -2t1 — ; -2ty — _
L{3sin2t + 5e7?t} = 3L{sin2t} + 5L{e"*t} 352 T2 + 55 T ,s > =2

elde edilir.
Ornek 2.3.2 L{e~?tsin7t} doniisiimiinii hesaplayalim.

C0Ozum: Birinci kaydirma 6zelligi uygulanirsa

7

—2t¢; = =
L{e %tsin7t} (s+2)24+49 s244s+53

elde edilir.
Ornek 2.3.3 L{—9cost — 4t? + 1} Laplace doniisiimiinii bulalim.
L{—9cost — 4t% + 1} = —9L{cost} — 4L{t*} + L{1}
-9 8 1

52+1_s_3+s

L{—9cost —4t*> + 1} =

Ornek 2.3.4 L{e? cos5t + e~*'t3} Laplace doniisiimiinii bulalim.

—_S bt — __s°b
L{cosat} = 5—, L{e cosat} = byea
n . " btenl — n!
‘C{t } T ogn+n? ‘C{e t } - (s—b)n+1
olduguna gore,
s—2 6

L{e**cos5t + e~ *t3} = > 2

G-22+25 (s+a2°

olarak yazilabilir.
2.4 Ters Laplace Doniisiimii

Tamm 2.4.1 Bir F(s) fonksiyonunun ters laplace doniisiimii olan f(t), 0 <t <M
sonlu aralifinda parcali siirekli ve ¢ = m i¢in {listel mertebeden smirl bir fonksiyon

ise F(S)’ nin ters Laplace doniisiimii;
LHF ()} =f(1) (2.21)

olarak yazilir ve tektir [19].
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Ters Laplace doniisiimiiniin 6zellikleri asagida verilmistir [21].

Teorem 2.4.1 (Doniisimiin  Lineerligi) c segilen keyfi sabit olmak (zere,
L7YF}, L7YF,}, L~7Y{F,} var ve [0, 0) Uizerinde stirekli olsun. Bu durumda:

LTHF + F) ()} = L7HF ()} + L7HF,(s)} (2.22)

L7YcF(s)}=cLH{F(s)} (2.23)

esitligi saglamir. £~ 1’e dogrusal (lineer) operatér veya dogrusallik ozelligi olan
operatOr denir.

Teorem 2.4.2 (Birinci Kaydirma Ozelligi)
L~HF ()} =f(®

ise

L7Hf(s—a)} = e™f(t) (2.24)
dir.

Teorem 2.4.3 (Ikinci Kaydirma Ozelligi)

L7HF ()} =f(®)

ise

LH{emF(s)} = {g}(t - a), tt <>; (2.25)

dir.
Teorem 2.4.4 (Skala Degistirme Ozelligi)

L7HF ()} =f(®)

ise
1t
L7YF (ks)} = 7 f () (2.26)
k” k
dir.
Teorem 2.4.5 (Tiiretilmis Fonksiyonlarin Ters Laplace Doniistimleri)

L7HF ()} =f(®)

ise

LHE()) = L R ()} = 1t (o). (2.27)
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Teorem 2.4.6 (integrallerin Ters Laplace Doniisiimleri)

L7HF ()} =f(®)

ise

L1 {fmF(u)du} = uol (2.28)

s t
seklindedir.

Teorem 2.4.7 (Konvolisyon 6zelligi) f(t) ve g(t) nin konvoliisyon tanimy,

t

(f xg)(t) = ff(s)g(t—s)ds f,9:[0,00) > R (2.29)

0

olarak verilir.

LS = ) (O} = LU (O)3IL{g (D)} (2.30)
dir.
Ters Laplace doniisiimii ile ilgili baz1 6rnekler asagida verilmistir.

e—2s
s2-2s5-8

Ornek 2.4.1 £71 { } ifadesinin sonucunu hesaplayalim.

e—ZS

Cozum: L7t {—52_25_8} =L {e‘zs

ifadesi basit kesirlere ayrilirsa,

} biciminde yazdiktan sonra

s2—-2s-8 s2—-2s5-8

1L _ 4 B
s2—-2s—8 s—4 s+2

olup paydalar esitlenirse

1 _A(s+2)+B(s—4)
s2—2s—8  (s—4)(s+2)

elde edilir. Polinom esitliginden
A+B =0
2A—4B =1

olur ve buradan A = % ve B = %1 elde edilir. Bulunan A ve B degerlerini denklemde

yerine yazarsak
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1 1
L_l e—ZS /6 _ /6 =1L—1 {6_25. 1 }_lL—l {8—25 1 }
s—4 s+2 6 s—4 6 s+ 2

elde edilir. Ters Laplace doniisiimii, birim basamak fonksiyonu,
1
LU —t,)} = Set
ve

at —
s—a

Ozellikleri kullanilirsa,

e~ 2s 1 1
By 1 {—} = gu(t —2).e*(t-2) _ gu(t — 2)e2(t=2)

s?2—2s—8
elde edilir.
Ornek 242 L1 {i y —%} ters Laplace doniisiimiiniin  sonucunu
s+3 s“+9 s
hesaplayalim.
Cozum:

lineerlik 6zelliginden her terim ayr1 ayr1 yazilirsa
-1{ 2 -1{ 4 | _ p-1[5
L {s+3} +L {52+9} L {52}'
elde edilir. duzenlenirse
1 s 1
2L71 {—} 4,71 —5L£71 {—}
s+3 + {52 + 9} 52

olup, L{e?} = ﬁ, L{cosat} = 52:?-7' L{t} = siZ ozellikleri kullanilirsa

‘1{ 2 + 4s 5}—2‘3t+4 3t — 5t
s+3 s24+49 s2) € cos

¢6zimi elde edilir.

2.5 Kesirli Tiirev Ve integrallerin Laplace Déniisiimii
Laplace déniisiimii cok kullanishi bir metoddur. Ornek vermek gerekirse bazi
fonksiyonlarm integralini almak bilinen integral alma kurallar1 altinda oldukca

giictlir, hatta imkansiz olanlar1 vardir. Bu gibi fonksiyonlarin integralleri Laplace
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doniigiimil altinda rahatlikla alinip sonuca ulasilir. Bu kisimda kesirli turev ve kesirli

integral operatoriiniin Laplace doniisiimlerini gosterecegiz [22].
2.5.1 Rienmann Liouville kesirli integral operatérinin Laplace doniisiimii

Tanim 2.5.1.1 a >0 mertebesinden Rienmann Liouville kesirli integral

operatorinin Laplace doniistimii

1

LU @] = £ [ [ (e = %L (Ode |77 F ()G () (2:30)

r(a)

seklinde olup, burada

I'la)

Sa

G(s) = L[x% 1] = (2.31)

olarak yazilabilir.
2.5.2 Caputo kesirli tirevinin Laplace Doniisiimii

Tanmmm 2521 m—-—1<a<mmeN igin Caputo kesirli tirevinin Laplace

donisiimii su sekilde elde edilebilir:

e = SFO O =) - e el O B

2.5.3 Riemann-Liouville kesirli diferansiyel operatérin Laplace doniisiimii

Tamim 2.5.3.1 a mertebesinden Riemann-Liouville kesirli diferansiyel operatoriin

Laplace doniisiimii su sekilde verilir:

LDEf ()} =s“F(s) — Z sPEL DR (D)]ey n—1<a<n (2.33)
k=0

2.6 Laplace Doniisiimiiniin Uygulamalan

Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini iceren denklemlere kesirli
diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam say1 tiirevleri

yerine, kesirli turevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir [23]. Bu kisimda
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standart ve kesirli diferansiyel denklemlerin Laplace doéniisiimleriyle ilgili 6rnekler

verildi.

Ornek 2.6.1
Homojen olmayan Bagley-Torvik denklemi ve baslangi¢ kosullari

3
D?y(x) + D2y(x) +y(x) =1+ x
y(0)=y'(0) =1
seklindedir. Denklemin ¢6ziimiinii elde edelim [24-30].

Cozim:
Denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinarak denklem suna dontistiiriiliir:

s?F(s) — sy(0) —y'(0)

S2

1 1
+F(S)=—+—2
S S

s?F(s) —sy(0) —y'(0) +

problemde verilen baslangi¢ sartlar1 kullanilirsa,

s2F(s) —s—1 1 1
s?F(s)—s—1+ ()1 +F(s)==-+—=
o S .S

denklemi elde edilir.

Buradan,

dir.

simdi de ters Laplace doniisiimii kullanilarak bu problemin tam ¢6zUminin

y(x) = 1+ x oldugu kolayca gortliir.

Ornek 2.6.2 t% + 2 % + tx = cost denklemi ve baslangi¢ kosulu,
x(0)=x'(0)=0

verilen probleminin ¢dzimuni elde edelim.

Cozum: Verilen diferensiyel denklem asagidaki gibi yazilir
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tx" + 2x" + tx = cost
Her iki tarafin Laplace doniistimii alinirsa
L{tx"} + 2L{x"'} + L{tx} = L{cost}
olup

LIF©} = f(p)

ve

dTl
LI (O] = (~)" = FO(s)

gosterimleri kullanilacaktir.

Buradan
d 5 , d _p
~a [p*x(p) — px(0) — x'(0)] + 2[px(p) — x(0)] — ™ [x(p)] = 711

elde edilir ve problemde verilen sartlar kullanilirsa,

x(0)=x'(0)=0

KPP D) =
elde edilir ve duzenlenirse
x'(p) = _@+4-1)2
elde edilir. Buradan
dx() _ p
dp (p?+1)?

yazilir ve degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklem ¢oziimii uygulanirsa,

1

R

bulunur. Her iki tarafin ters Laplace doniigiimii alinirsa

L7Mx(p)} =L {m}

17



elde edilir. Dolayisiyla aranan ¢6ziim
1
x(t) = Esint
seklinde elde edilir.
Ornek 2.6.3 tx" + (1 — 2t)x" — 2x = 0 denkleminin
x(0)=1 x'(0)=2

baglangic kosullarini saglayan denklemin sonucunu hesaplayalim [31].
C6zUm: Denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa

L{tx"}+ L[(1 = 2t){x"'}] —2L{x} =0
olup. Asagidaki sekilde diizenlenirse,

L{tx"}+ L{x'}—2L{tx"} —2L{x} =0

olur. Buradan

n

d
n — (_1\n (n)
LIEF(O] = (=) F(s)
ozelliginden,
d d
——L{x"}+ L{x'}+2—L{x'} - 2L{x} =0
dp dp
elde edilir ve diizenlenirse
d d
o [p%x(p) — px(0) — x'(0)] + [px(p) — x(0)] + 2 e [px(p) — x(0)] — 2x(p) =0

elde edilir ve problemde verilen sartlar kullanirsa

_4 [p?x(p) —p — 2] + [px(p) — 1] + Zi[px(p) -1]-2x(p) =0

dp dp
olup duzenlenirse,
dx(p) dx(p)
- pzd—p +2px(p) — 1| + [px(p) — 1] + 2 [’PW‘F x(p)|—2x(p) =0

olarak bulunur ve diizenlenirse
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d
~p-2EE =)

lineer diferensiyel denklem;

dx(p) 1
dp +p_2dp—0

elde edilir. p’ye gore her iki tarafin integrali alinirsa

logx(p) +log(p — 2) =logk
olarak hesaplanir. Buradan

k

x(p) =pT2

elde edilir. Her iki tarafin ters Laplace doniisiimii alinirsa

L x(p)} = £ {p%}
dir. Buradan
x(t) = ke?t
elde edilir. x(0) = 1 baslangi¢ kosulu yerine yazilirsa
k=1
olarak hesaplanir. Dolayisiyla aranan ¢6zim
x(t) = e?t

seklinde elde edilir.
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3. CAPUTO VE VUYUMLU KESIiRLI GRi MODELLERIN
KARSILASTIRILMASI

Tlrev operatorii tanimmnin dogast geregi, dogadaki bircok olaydaki degisimleri
incelemek i¢in kullanilir. Bu durum, dogadaki olaylar1 yoneten diferansiyel
denklemleri veya denklem sistemlerini ortaya ¢ikarir. Uzun yillardir, olaylarin
matematiksel modellenmesinde kullanilan diferansiyel denklemler, tamsay1 dereceli
tiirev operatorleri ile olusturulmus ve etkili sonuglar elde edilmistir [51-52-54]. Son
yillarda, daha etkili sonuglar verdikleri i¢in kesirli matematiksel modeller sik¢a
olusturulmaktadir [32-39]. Riemann-Liouville, Caputo, Atangana-Baleanu ve
Uyumlu kesirli tiirev tanimlar1 ¢ogu ¢alismada kullanilmakta olup, literatiirde farkli

tanimlar da mevcuttur.

Zaman serilerinin giivenilir bir sekilde tahmin edilmesi, bir¢ok alanda kullanilan
onemli bir problemdir. Eski verileri alarak yeni verileri tahmin etmek, 6zellikle
enerji, sanayi, egitim, ekonomi ve saglik gibi bircok farkl disiplin i¢in dnemlidir.
Ilgili disiplinlerde ¢alisan bilim insanlar1 veya yerel yoneticiler i¢in gelecekte hangi
sayisal verilerle karsilasacaklarini tahmin etmek bircok agidan onemlidir. Elbette
eski veriler izlenerek bir tahmin yapilabilir, ancak bu tahminlerin bilimsel temele
dayanarak diisiik hata oranma sahip olmasi son derece Onemlidir. Bunun igin
gelistirilen birgok yontem vardir. Bunlarm en Onemlileri makine Ogrenme
yontemleri, Gri modelleme, ARIMA, regresyon analizi, melez modeller, ampirik
modeller vb. yéntemlerdir. Gri tahmin yonteminin en 6nemli farki, az miktarda bilgi
ile diisik hatali tahmin iretebilmesidir. Ayrica, diger yoOntemlere gore
kullanilabilirlik ve gelistirilebilirlik agisindan avantajli yonlere sahiptir. Gri tahmin
modellerinin ¢esitli alanlardaki uygulamalar1 literatiirde gortlmektedir [32-36,38-
39,53,55].

Bilimsel olarak, matematiksel modellemede kullanilan kesirli tiirev tanimlarindan
hangisinin digerlerine iistiin oldugunu séylemek zordur ve belki de bu karsilagtirma
dogru degildir. Ciinkii bir tiirev operatorii bazi modellerde digerlerinden daha iyi
sonuglar verse bile, durum diger modellerde tersine donebilir. Bu, modelin yapisina,
baslangic veya sinir kosullarina ve kullanilan verilere bagli olarak degisebilir. Bu

konuda literatiirde oldukga az ¢alisma bulunmaktadir [32-36,38-39].
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Bu kisimda, Caputo ve Uyumlu tiirev tanimlar:t kesirli bir gri model iizerinde
karsilastirildi. Elde edilen sonuglar, hangi kesirli tiirev tanimmnin daha iyi tahmin
performanst sagladigini incelemek icin karsilagtirildi. Bildigimiz kadariyla, gri

modellemede boyle bir karsilastirma literatiire ilk kez sunulacaktir.
3.1 Uyumlu ve Caputo Kesirli Operatorlerin Tanimlari ve Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, Uyumlu ve Caputo kesirli tiirevlerinin kisa bir 6zeti ile bazi kullanish
Ozellikleri verildi. Ayrica, [40] de verilen Uyumlu kesirli fark ve Uyumlu kesirli

birikim tanimlar1 0zetlendi.
3.2 Uyumlu Kesirli Tlrev

Tanmmm 3.2.1. f : [0,0) — R tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
a € (0,1] mertebesindeki f fonksiyonunun Uyumlu kesirli tiirevi su sekilde

tanimlanir:[40]

[al-ay _
Ta(f)(t) = }gl_l')%f(t p et - ) f(t) e t[a]—a dj;it) (3.1)

burada [.] tavan fonksiyonudur, yani [a], o dan kii¢iik olmayan en kii¢iik tam sayidir.
Acikga goriilmektedir ki, eger o € (0, 1] ise, [a] = 1 olur. Bu nedenle, denklem (3.1)
su sekilde sadelestirilebilir:

fe+et™) —fO) _ 4 YO (3.2)
< dt

T,(f)(t) = lim
£-0
t > 0 icin bu yeni tanimin (3.1) 6zellikleri asagida verilmistir.

Yiksek mertebeden (a € (n,n + 1]) uyumlu tiirev tanimi da asagidaki gibidir:[42]

f(n)(t + gt[a]—a) S ARO) — t[a]—am_ (3.3)

Ta(f)(t) = £1_I}3 . dentl

vt > 0icin, ae(n,n+ 1],n € N tiirevlenebilir olmak kosuluyla. a € (0,1] ise,
Denklem (3.3) Tanim 3.1'e dondisiir.
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Teorem 3.2.1. Eger f ve g fonksiyonlar: tiirevlenebilir ve a € (0,1] ise

- Y

Ta(f)(t) = dt

i. T,(rf+sg) =rT,(f)+sT,(g9),Vr,s €ER

ii. T,(f.g) = fT.(g) + gTo(f)

ii. T, (ﬁ) = w

iv.T,(k) = 0,vk € R
V. T,(t")=nt"*,vneR

Vi.T,(e**) = kx1~%e** vk € R
dir [42].

3.3 Kesirli Birikim ve Fark
Son zamanlarda, uyumlu kesirli fark ve uyumlu kesirli birikim hesaplamak icin yeni

tanimlar Ma ve digerleri tarafindan sunulmustur [41].

Tamim 3.3.1.Bir f fonksiyonu verildiginde, @ mertebesindeki Uyumlu kesirli fark
(UKF) su sekilde tanimlanir:
A*f(k) = k*=*Af (k) = k**[f(k) — f(k — 1) (3.4)
timk € N*, a € (0,1] igin
A%f (k) = k1= A™1 £ (k) (3.5)
timk € N*, a € (n,n + 1] icin [41].

Tamm 3.3.2. Bir f fonksiyonunun a mertebesindeki uyumlu kesirli birikimi (UKB)

su sekilde tanimlanir:

k
. .
V£ =V (i) = ) e (36)
j=1
timk € N*, a € (0,1] igin
Kk
Vef(k) = vt (k];flT)a) 3.7)
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timk € N, a € (n,n + 1] igin

Bu nedenle, orijinal X°serisi ile(x(@(1),x©(2), ..., x@(n) éncelikle o mertebeden
birikimli toplamlar dizisi asagidaki yazilir:

X@ = (x%(1),x%(2), ..., x*(n)) (3.8)
burada
O Tal 1200
x@O0) = v = > [ 1] 2 c e e 9)

olup [-] tavan (ceil) fonksiyonu ve

[[04]_ Fk—i+[al)  (k—i+][a]=1)!
k—il T Tk—i+Dral) ~ (k- 0!(al- 1!

-
dir [43].

3.4 Caputo Kesirli Tlrev

Onceki bdliimlerle de verilen Caputo kesir tiirev tanimi hatirlatmak amaciyla burada
yeniden verildi. Clnki 6zellikle baslangig-deger problemlerinin modellenmesinde

pratikligi agisindan en sik kullanilan kesirli tiirev tanimi1 Caputo tanimidir.

Tammm 3.4.1. Bir f(t) fonksiyonunun p > 0 dizeyindeki Caputo Kesirli tlrevi
asagidaki gibi tanimlanir:

1 ‘ -p-1¢n
Ofo(t):F(n——p)_]; (t —o)™ P ()dt (3.10)

burada n = 1 igin,

1
r(i-p)

SDLf (D) = 1 fy (6 = D P ' (D)dr. (3.11)

Bu tanima gore, f(t)'nin kesirli tiirevi, hizinin f'(t) agirlikli integraline esdegerdir.
f'(¥)'nin agirh@i, t mevcut zamana t yakm oldugunda yiiksek ve tersi durumda
diisiiktiir. Bu nedenle, Caputo kesirli tlirevi sadece mevcut zamanin durumunu degil,
ayni zamanda ge¢cmis zamanm mevcut zaman tizerindeki etkisini de dikkate alarak

hafiza 6zelligini yansitir.
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Tamim 3.4.2. f'nin « dereceli Kesirli Dereceli Birikimi (FOA) su sekilde tanimlanir
[44].

Vef (k) =

k
—a—1) . (k—j—a) :
( 0= Z RO 61

Tamim 3.4.3. Caputo Kesirli tiirevinin Laplace doniistimii su sekilde verilir:

IIM?V

L{EDL f ()} = sPF(S) = X123 f (0)sP~7L, n—1<p<n. (3.13)

Burada F(s) fonksiyonu f(t)'nin Laplace doniistimiidiir.

Tamm 3.4.4. Tek parametreli klasik Mittag-Leffler fonksiyonu E, (z) tiim karmagik

diizlemde asagidaki kuvvet serisi ile tanimlanir.

© Zk
Ea(Z) =3 ;m (314)

burada Rea > 0.

3.5 Uyumlu Tarevli Kesirli Gri Model

Bu boliimde standart gri model, uyumlu model kullanilarak kesirli sirali bir model
olarak olusturulmustur. Tlrev modelin kisaltilmis adi  .GM(1,1) olarak

belirlenmistir.
3.6 Uyumlu Kesirli Gri Modelin Formulasyonu

Tanim 3.6.1.

d*xM(t)

() = (3.15)
Iia +axP(t)=0»b

FGM(1,1) modelinin beyazlatma diferansiyel denklemi olarak bilinir, burada a

gelisim katsayist ve b ise siiricii katsayr olarak adlandirilir. a = 1 oldugunda,

standart GM(1,1) modelini verir [38].
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3.7 Parametre Tahminleri

Teorem 3.7.1. Verilen veriler ve kesirli diizenin degeri ile, sistemin a ve b
parametreleri

«GM(1,1) modeli sunlardir:
[a,b]T = (BTB)"'BTY (3.16)

burada matrisler B ve Y su sekildedir:

[ —05(x®M(@)+x®() 1] I[Xi“(Z)]I
B | —O.5(x(1)(3:) +xW(2)) 1| Y = ix 1) | p= [Z] (3.17)
l—O.S(x(l) m) +xD(n - 1)) 1 lxl“;‘(n)J

Denklem (3.15)"in sol ve sag taraflarmi k — 1'den k'ye kadar integre ederek ve ikinci
integral igin trapezoid formulind kullanarak, .FGM(1,1) modelinin ayrik formu

asagidaki sekilde bulunur:

ff‘"fk:%dt”aff ---fk:x“)(t)dt“ =ff k:bdt“. (3.18)

[1k integralin degeri asagidaki gibi kolayca elde edilir:[40,45,46]

(1)
[ 1S B ae ~ A% (k) = 1 (k). (319)

Sonra, genellestirilmis trapez formilli kullanilarak, ikinci terim asagidaki sekilde
elde edilebilir:[47]

af [ fp x®@)de* ~ SO +x Ok - 1)). (3.20)

Sag taraf, ise kolayca agagidaki gibi elde edilebilir:[48]

ff ‘ bdt* =b (3.21)
k-1

yani
2D () + 2 (x WU + xD(k — 1)) = b. (3.22)

Burada k = 2,3 ...n icin sistem (3.22) asagidaki sekilde genisletilebilir:
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x=9D(2) = —0.5a(xP(2) + xD(1) + b

x1=9(3) = -0.5a(xPB3) + xD () + b

x1=9(n) = -05a(xP M) +xPV(n—-1)+b

Bdylece, sistem (3.23) su sekilde bir matris sistemi olarak temsil edilebilir:

[ 05 D@ +x®(1) 1] [ )
B = | —O.S(x(l)(3.) +x®(2)) 1 |, Y = ix _(.1(3)| p= a].
| | |

—0.5(xM(n) + xMn-1)) 1

(3.23)

(3.24)

(3.25)

FGM(1,1) modelinin parametre tahmini, en kii¢iik kareler yontemi kullanilarak

gergeklestirilebilir. Parametre dizisi p'nun tahmini degeri i¢in, hata dizisi asagidaki

sekilde yazilabilir:

§=Y—-Bp

§ =166, 61"

(3.26)

(3.27)

ve k =2,3,...,n icin sistem (3.23)'daki her bir denklem i¢in hatay1 belirtir. Daha

sonra, S(p) hata kareleri toplami olarak tanimlanir, bu da asagidaki sonucu verir:

S(p) = i §k
k=2

= &Te
= (Y —Bp)"(Y — Bp)
= (YT =B"p")(Y — Bp)

=YYT —YT"Bp — BTp"Y + B"p"Bp
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=YYT —2BTpTY + BTpTBp

Kismi tiirev, S(p)'yi en aza indiren p = [a, b]" parametre vektoriinii elde etmek icin

almir.
as
— =-2BTY +2B"Bp =0 (3.29)
dp
bu nedenle
BTY = BTBp (3.30)
dolayisiyla
p = (BTB)"'BTY, (3.31)
veya
[a,b]T = (BTB)"'BTY (3.32)

olur. Boylece kanit tamamlanmustir.

3.8 Tepki Fonksiyonu Ve Geri Yiiklenen Degerler

Teorem 3.8.1. .FGM(1,1) modelinin tepki fonksiyonunun ayrik formu asagidaki

sekilde verilir:

* (k) = g + ¢80 (x0(1) - g) (3.33)

burada k = 2,3,...,n.

Ispat: Denklemin (3.15) in ¢ozimii
b _®
xWD (k) = P + Ce "a (3.34)
oldugu asikardir. C'nin integral sabiti olup baslangic kosulu x® (1) = x(©(1)
kullanilarak elde edilebilir. Bu nedenle, yukaridaki denklem asagidaki gibi

yazilabilir.

a

b ; b
*D(E) =~ + et (x<°>(1) - —)
a a
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ve yanit fonksiyonu, asagidaki gibi ayrik formda yazilabilir.

a

x () = 2 4 eaik (x<0>(1) - 9).
a a

Boylece ispat tamamlanir.

3.9 Caputo Turevli Kesirli Gri Model

Bu bolimde, denklem (3.1)'de sunulan kesirli gri model bir kez daha ele
alimmaktadir. Ancak, tiirev operatorii olarak Caputo tiirevi kullanilmaktadir. Sonug

olarak, modelin yapis1 dnceki boliimdekiyle ayni kalir, ancak tiirev tanimi farkhdir.

Modelin kisaltilmig ad1 “FGM(1,1) olarak belirlenmistir.
3.10 Caputo Kesirli Gri Modelinin Formulasyonu ve Parametre Tahmini

Tamm 3.10.1. Kesirli dereceden diferansiyel denklem
SDExD () + ax®(t) = b (3.35)
‘FGM(1,1) beyazlatma diferansiyel denklemi olarak bilinir. @ =1 oldugunda,

standart GM(1,1) modelini verir [38].

Modelleme yapisi degismediginden, parametre belirleme uyumlu tiirevli gri modelde
oldugu gibi gerceklestirilir. Uyumlu tiirevli gri modelde beyazlatma diferansiyel
denkleminin ¢6zimi kolayca elde edilebilir. Ancak, Caputo tlrev operatoru ile
tanimlanan kesirli mertebedeki beyazlatma denkleminin ¢oziimii i¢in Laplace
donlisimii ve Mittag-Lefler fonksiyonlar1 gibi bazi kavramlarm kullanilmasi

gerekmektedir.
3.11 Yamt fslevi ve Geri Yiiklenen Degerler

Teorem 3.11.1. °FGM(1,1) modelinin yanit fonksiyonunun ayrik formu asagidaki
sekilde verilmistir:

N xO) -2\
x1 (k) = Ea(—at“) W +E (336)

burada k = 2,3,...,n.

Ispat: Laplace doniisiimiinii Denklem (3.34)'in her iki tarafina uygularsak:
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L{spPf)} + L{ax® ()} = £{b} (3.37)

denklem (3.13)'den asagidaki denklem elde edilir:

b
S*F(s) —s*1xM(0) + aF(s) = < (3.38)
0<a<1ligin
b % s“1x™(0) (3.39)
F — = a—1,.(1) ) — . .
() (S+S X0 s®+a s“+a+ s®+a

Ters Laplace doniisiimii ve Mittag-Leffler fonksiyonu arasindaki iliskiye gore, her iki

tarafina ters Laplace doniisiimii uygulayarak asagidaki formul elde edilir:

*M(6) = 2(1 — Eq(—at®)x™(0), (3.40)
burada
£ (S(Saa—m) — 1 — E (—at%) (3.41)
ve
. Sa—l
L (Sa " a> = E,(—at%) (3.42)

x M (0) sabiti xM (1) = x(© (1) baslangi¢ kosulu kullanilarak elde edilebilir:

xO(1) -2 (1 - B, (~a))

x@(0) = (3.43)
Ea(_a)
denklemleri yerine yazarak,
" p 2O -2(1-E(-)) b >
= — a —_— — .
xV(t) = Ey(—at®) a+ E,(—a) +a ( )
ve tepki fonksiyonu asagidaki sekilde ayrik formda yazilabilir:
b xOW) -2(1-E(-0)\
xD (k) = E,(—ak®) | —=+ 4 4= (3.45)
a E,(—a) a

ya da
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N x©1) -2\
xB(t) = Ea(—at“) W + E (3.46)

3.12 Tahmin Modelinin Degerlendirme Dogrulugu

Modelden tahmin sonuglar1 elde edildikten sonra, en iyi performansa sahip modeli
secmek icin uygun kriterler kullanmak &nemlidir. Iki degerlendirme metrigi
kullantyoruz: Mutlak Yiizde Hata (APE) ve Ortalama Mutlak Yiizde Hata (MAPE).

Bunlar su sekilde tanimlanir:

2O (k) — x© (k)
RPE(k) = POTES X 100% (3.47)
MAPE = % n_ RPE(k). (3.48)

MAPEs;; ve MAPE,,. metrikleri sirasiyla bir ham dizinin n 6rnegi i¢in uyum ve
tahmin performans metrikleri olarak tanimlanir. Bunlar matematiksel olarak su

sekilde ifade edilebilir:

MAPEy;, = — Y, RPEg, (3.49)
1 n
MAPEp-,-e :m Z RPE(k) (350)
k=m+1

burada m, model olusturmak i¢in kullanilan 6rnek sayisidir. Bu nedenle ham dizinin
kalan n — m terimi, modelin tahmin dogrulugunu 6lgmek i¢in kullanilir. Toplam
MAPE, Denklem (3.37) veya Denklem (3.40)'te verilmistir ve bir modelin tim

performansini degerlendirmek icin kullanilir,

1
MAPEq, =~ ((mMMAPE;;; + (n — m)MAPE,,,) (3.51)
3.13 Brute Force Algoritmasina Dayah Kesirli Sira a'nin Optimizasyonu

Brute Force algoritmasi, belirli bir aralik veya alandaki tiim noktalar1 dikkate alarak
en iyl degere ulagsmay1 amaglayan basit bir algoritmadir. Burada oldugu gibi, tek bir
parametrenin en iyi degeri araniyorsa, en iyi degerin aranacagi bdlge belirlenir.
Ardindan, araligin ilk noktasindan baslayarak, sabit bir adim genisligi h ile son

noktaya kadar tiim noktalar belirlenir. Modeldeki her noktadaki parametre degeri
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kullanilarak MAPE degeri hesaplanir. Tiim aralik tarandiktan sonra, en diisik MAPE
degerini veren nokta optimal olarak belirlenir. Deneylerimiz, o'nin optimum
degerlerinin %90,2'sinin (0,1) araligmin kenarinda ve %9,4'Unin .FGM(1,1) ve
CFGM(1,1) modellerinde 1'de elde edildigini gosterdi. Bu modellerin @ = 1 igin
standart GM(1,1) modeline doniistiiriilebilecegi agiktir.

3.14 Karsilastirma Icin Gergek Uygulamalar

Bu bolumde, .FGM(1,1) ve FGM(1,1) modelleri 3 gergek veri seti kullanilarak
karsilagtirildi. Burada iki modelin tahmin sonuglar1 tartisilacagindan, zaman

serilerinin tahminlerinin yapilmasiyla ilgilenilmedi.

Ornek 3.14.1. Xie ve digerleri tarafindan Cin'in yerli enerji tiiketimi tahminleri
incelendi [49]. Tablo 1'in ikinci sltunundaki gergek veriler dogrudan [49]'dan
alimnmistir. Bu nedenle, .FGM(1,1) ve ‘FGM(1,1) modellerinde kullanilan ger¢ek
veriler. Her iki modelin parametreleri aynidir ve a = —0.06492 ve b =
25586.96438 olarak elde edilmistir. Bu gri modellerin tahmin dogrulugu, ortalama
mutlak yiizde hata (MAPE) kullanilarak degerlendirilmistir. Ik olarak, ham veriler
iki gruba ayrildi. Ik grup, 2005'ten 2015'e kadar Cin'in yerli enerji tiikketiminden
olusur ve her iki gri model i¢in bireysel modeller olusturmak i¢in kullanilir. Bu gri
modellerin tahminlerinin etkinligini degerlendirmek i¢in, ikinci grup, 2016'dan
2017'ye kadar Cin'in yerli enerji tiiketiminden olusur ve kullanilir. Bu boliimde tiim

degerler 0,001 adimiyla (0, 2] araliginda arand1.
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Cin'in yerli enerji tiketimi

I Uyumlu Gri Model
Il Caputo Gri Model
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Sekil 3.1. Cin'in yerli enerji tiiketimi icin modellerin MAPE degerleri.
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Sekil 3.2. Cin'in yerli enerji tiiketiminin gergek ve simiilasyon egrileri.
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Kisim 3.12°de, optimum degeri olarak MAPEf;; degerini minimize eden o'nin
secilmesi amaglanmaktadir. Brute Force algoritmasi kullanilarak optimum a,
GM(1,1) icin @ = 0.998 ve °GM(1,1) icin @ = 0.997 olarak degerlendirilmistir.
Modellerin tahmin degerleri ve MAPE degerleri Cizelge 3.1'de verilmistir. Cizelge

3.1'e gore, ana sonuglar su sekilde ¢ikarilabilir:

I. Cizelge 3.1, .FGM(1,1) ve ‘FGM(1,1) modellerinin MAPEfit degerlerinin
sirasiyla %1.1680 ve %1.1306 oldugunu gostermektedir. Caputo kesirli gri modeli
olan °FGM(1,1), daha diisiik bir MAPE;, degerine sahiptir.

ii. Iki modelin MAPE,,, degerleri swasiyla FGM(1,1) icin %0.6746 ve
CFGM(1,1) icin %0.2512 olarak hesaplanmistir. Bu nedenle, uyum déneminde,
°FGM(1,1) modelinin uyum performansi daha iyidir.

iii. Cizelge 3.1'den gorilebilecegi gibi, tim donem i¢in iki kesirli modelin toplam
MAPE'leri sirasiyla %1.0921 ve %0.9953'tlr. “FGM(1,1) modelinin FGM(1,1)
modelinden daha iyi sonuglar elde ettigi goriilmektedir (Bkz. Sekil 3.1).

iv. Cin'in yerli enerji tiiketimi i¢in iki modelle yapilan simiilatif egriler Sekil 3.2'de

verilmistir.

Cizelge 3.1. Cin'in yerli enerji tiiketimi i¢in karsilagtirmali iki modelin uyum
degerleri ve tahmin degerleri (ton 10* standart kémdir).

Yil Ham Veri JFGM(1,1) CFGM(1,1)
2005 27573 27573.0000 27573.0000
2006 27765 28262.6484 28044.3670
2007 30814 30124.2422 29928.6969
2008 31898 32118.4375 31954.6761
2009 33843 34249.3125 34124.9168
2010 36470 36524.2187 36446.7348
2011 39584 38951.9531 38929.2866
2012 42306 41542.2500 41582.8962
2013 45531 44305.5625 44418.8532
2014 47212 47253.3750 47449.3588
2015 50099 50397.6562 50687.5298
MAPE;;, 1.1680 1.1306
2016 54209 53751.5625 54147.4304
2017 57620 57328.8437 57844.1188
MAPE,,, 0.6746 0.2512
MAPE,, 1.0921 0.9953
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Ornek 3.14.2. Bu bolumde, Cin'deki riizgar enerjisi tretim verilerinin tahmini icin
FGM(1,1) ve ‘FGM(1,1) kesirli modelleri kullanildi. Cin'in 2012-2022 yillar1
arasindaki rizgar enerjisi tretim verileri Liu ve digerleri (2023) tarafindan
yayimlanan makaleden alindi. Dolayisiyla, elde edilen sonuglar iki modelin
karsilastirilmasi i¢in kullanilacak ve ayrica verilerin alindigi c¢alismadaki diger
modellerin sonuglart ile karsilastrmaya da olanak saglayacaktir [50]. 2012'den
2021'e kadar olan veriler model gelistirme icin, 2022 yilina ait veriler ise bu gri

modellerin tahmin dogrulugunu degerlendirmek i¢in kullanildi.

Her iki modelin parametreleri a = —0.18817 ve b = 907.65877 olarak elde edildi.
Brute Force algoritmasina gore, optimum o degeri (0,2] araliginda 0.01 adimu ile
arandi. Her noktada MAPE degerleri hesaplanmis ve optimum a, a = 1.004 olarak
elde edilmistir. Optimum a i¢cin MAPE, .FGM(1,1) modeli icin MAPE = 3.7796
olarak hesaplandi. Ayrica, optimum a, o = 1.004 olarak elde edilmis ve ‘FGM(1,1)
modeli icin MAPE = 3.7809 olarak hesapland:.

Modellerin tahmin degerleri ve MAPE'leri Sekil 3.5'de verilmistir. Sekil 3.5'ye gore

ana sonugclar su sekilde ¢ikarilabilir:
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Sekil 3.4. Cin'in riizgar enerjisi liretimi i¢in modellerin MAPE degerleri.
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Cizelge 3.2. Cin'deki riizgar enerjisi Uretiminin tahmini i¢in karsilastirmali iki
modelin uyum ve tahmin degerleri (100 milyon kWh).

Yil Ham Veri FGM(1,1) ‘FGM(1,1)
2012 943.3 943.3 934.3

2013 1246.2 1194.1365 1195.7703
2014 1411.7 1445.1064 1446.4246
2015 1680.6 1748.1050 1748.7953
2016 2113.2 2114.3687 2113.9872
2017 2695.4 2557.2861 2555.2123
2018 3253.2 3092.9961 3088.3784
2019 3577.4 3741.0078 3732.6873
2020 4146.0 4524.9180 4511.3348
2021 5667.0 5473.2793 5452.3484
MAPE;, 3.7796 3.7809

2020 6867.2 6620.6367 6589.5974
MAPE,,. 3.5905 4.0424

MAPE,; 3.7624 3.8047

i. Cizelge 3.2, .FGM(1,1) ve ‘FGM(1,1) modellerinin MAPEfit degerlerinin
sirastyla %3.7796 ve %3.7809 oldugunu gostermektedir. Uyumlu kesirli gri model,
FGM(1,1), daha diisiik bir MAPE;,degerine sahiptir.

ii. Iki modelin MAPE,),, degerleri sirastyla [FGM(1,1) ve FGM(1,1) icin %3.5905
ve %4.0424 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla, uyum dénemi iginde, .FGM(1,1)
modelinin uyum performansi daha iyidir.

iii.Cizelge 3.2'den goriilebilecegi gibi, tiim ddnem igin iki kesirli modelin toplam
MAPE degerleri sirasiyla %3.7624 ve %3.8047'dir. FGM(1,1) modelinin
‘FGM(1,1) modeline gore daha iyi sonuglar elde ettigi goriilmektedir (Bkz. Sekil
3.5).

iv.Cin'in i¢c enerji tiketimi icin iki modelle simulasyon egrileri Sekil 3.6'da

verilmistir.

Ornek 3.14.3. Bu bélimde, .FGM(1,1) ve ‘FGM(1,1) kesirli modelleri, Cin'deki
kuraklik felaketi alaninin tahmini i¢in kullanilmistir. Gergek veriler Wu ve digerleri
(2022) tarafindan yaymnlanan makaleden alindi. 2010'dan 2017'ye kadar olan veriler
model gelistirme i¢in, 2018'den 2019'a kadar olan veriler ise bu gri modellerin

tahmin dogrulugunu degerlendirmek i¢in kullanildi.
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Her iki modelin parametreleri a = 0.067299 ve b = 15640.51701 olarak elde edildi.
Brute Force algoritmasina gore, optimum a degeri 0 ile 2 araliginda 0.01 adimlarla
arandi. Her noktada MAPE degerleri hesaplanmis ve optimum a degeri o = 0.981
olarak elde edildi, .FGM(1,1) modeli i¢in optimum o degerinde MAPE = 10.1259

olarak hesaplandi. Ayrica, optimum a degeri

a = 0.988 olarak elde edilmis ve “FGM(1,1) modeli i¢in optimum o degerinde
MAPE = 10.15843 olarak hesaplanmistir. MAPE degerlerinin, Wu ve digerleri
(2022) tarafindan yapilan calismadaki modellerden daha diisiik oldugu

gorulmektedir.

Bu tezde uyumlu ve Caputo kesirli gri modelin gri modelleme Uzerinde kapsamli bir
analizi sunuldu. Uyumlu gri modelin ¢6ziimii klasik bir algoritma kullanilarak
kolayca elde edilebilirken, Caputo kesirli dereceli gri modelin ¢6ziimi igin Laplace
dontigiimleri kullanildi. Modellerin parametrelerini belirlemek igin en kiicik kareler
yontemi kullanilmig ve optimum kesirli dereceleri belirlemek i¢in Brute Force

algoritmasi uygulanmustir.

I Uyumlu Gri Model
I Caputo Gri Model

10

MAPE Degerleri

MAPEsimu  MAPEpred  MAPEx i

Sekil 3.5. Cin'in ruzgar enerjisi Gretiminin gergek ve simiilasyon egrileri.
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Sekil 3.6. Cin'deki kuraklik felaketi alani i¢in modellerin MAPE degerleri.

Cizelge 3.3. Cin'deki kuraklik felaketi alanmin (bin hektar) tahmini igin iki

karsilagtirmali modelin uyum degerleri ve tahmin degerleri.

Yil | Ham Veri | FGM@1,1) |  °FGM(1,1)
2010 13258.6 13258.6000 13258.6000
2011 16304.2 14162.1328 14085.7311
2012 9339.8 13120.0840 13089.7022
2013 14100.4 12203.8398 121955111
2014 12271.7 11374.6133 11377.3182
2015 10609.7 10615.0742 10622.7896
2016 9872.7 9914.9063 9924.0867
2017 9874.8 9266.9453 9275.4456

MAPE;; 10.1259 10.1584
2018 7711.8 8665.7266 8672.2639
2019 7838.0 8106.8438 8110.6812

MAPE,,, 7.8999 7.9667

MAPE,,, 9.6807 9.7200

Bu amagla, daha 6nce incelenmis iic gercek veri seti kullanilmistir. Ik uygulama
olarak, Cin'in i¢ enerji tiiketim verileri alimmis ve her iki gri modelin tahmin
performanslar1 bu veriler {izerinde 6l¢iilmiistiir. ilk uygulamada her iki model igin
optimal alfa degerleri birbirine yakin hesaplanmistir. Deneysel simiilasyonlar, tahmin
(‘FGM(1,1)) uyumlu modelden

dogrulugu acisindan Caputo gri modelinin

(.FGM(1,1)) daha iyi modelleme hassasiyeti gosterdigini ortaya koymaktadir. Ikinci
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bir gercek uygulama olarak, Cin'in riizgar enerjisi tiikketim verileri kullanilmistir.
Ilging bir sekilde, her iki model igin optimal alfa degerleri esit bulunmustur. Ancak,
uyumlu kesirli gri model, hem uyum hem de tahmin performansi agisindan Caputo
gri modelinden daha iyi sonuglar tretmistir. Cin'deki kuraklik felaketi alani igin
gercek veriler liglincli uygulama olarak alinmistir. Bu gercek verilere gore, hem
FGM(1,1) hem de °FGM(1,1) modellerinin benzer tahmin performansi sergiledigi
gozlemlenmistir. Tahmin sonuglar1 degerlendirildiginde, uyumlu kesirli gri modelin
Caputo kesirli gri modelinden daha iyi tahminler trettigi gézlemlenmistir. Bu tezde
karsilagtirma testi i¢in Ui gercek veri seti ele alinmistir. Hesaplanan sonuglar, her iki
modelin de birbirine yakin tahminler iiretebilecegini gostermistir. Buna ragmen,
uyumlu gri model, bu {i¢ test probleminin ikisinde daha diisiik tahmin hatalar1
iretmis ve Caputo gri model birinde daha diisiik tahmin hatasi iiretmistir. Bu
sonuglara dayanarak, uyumlu modelin daha etkili oldugunu sodylemek dogru
olmayabilir. Ciinkii baz1 veri setlerinde digerlerine gore daha iyi sonuglar veren bir
gri modelin, tiim veri setlerinde ayni performansi gosterecegi garanti edilemez.
Gelecekte, diger kesirli gri modellerin karsilastirilmasina odaklanilabilir. Ayrica,
zaman serilerinin matematiksel 6zelliklerine en etkili yanit1 veren tiirev operatorleri
arastirilabilir. Zaman serilerini tahmin etmek i¢in, serinin matematiksel 6zelliklerine
en iyi yanit verecek tiirev operatorlerini arastirmak da baska bir ¢alisma konusu

olabilir.
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4. SONUC VE ONERILER

Dort bolimden olusan bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde Laplace doniisiimleri

ve temel literatiir taramasina yer verildi.

Ikinci boliimde ise tam say1 mertebeden diferensiyel denklemlerin Laplace ¢oziimleri
verildi. Burada agik olarak goriildii ki, Laplace doniisiimleri, zaman bolgesindeki

diferansiyel denklemleri s —bdlgesinde daha basit cebirsel denklemlere doniistiiriir.

Bu sayede, diferansiyel denklemlerin ¢6zimu, cebirsel denklemlerin ¢ézimine
indirgenir ve islem daha kolay hale gelir. Laplace doniisiimleri, baslangic ve sinir
kosullarin1 dogrudan denkleme entegre eder. Bunun, ozellikle baslangic deger
problemlerinde biiyiikk avantaj sagladigi goriildii. Baslangi¢ kosullari, Laplace
doniisiimiiniin 6zellikleri sayesinde otomatik olarak cebirsel denkleme yansidi.
Laplace ve ters Laplace doniisiim yonteminin bu Ozellikleri ve avantajlar1 bir¢ok
ornek iizerinde gosterildi. Coziim asamalar1 detayli olarak verildi. Tez ¢alismasinin
ikinci boliimiinde ayrica son yillarda uygulamali matematik ve miihendislik
alanlarinda siklikla kullanilan kesir mertebeden diferensiyel denklemler ele alindi.
Kesir mertebeden diferensiyel denklemler dogadaki birgok olayin modellenmesinde,
basta hafiza 6zelligi yani sonraki agsamalara mevcut ve gecmisteki bilgileri tagiyarak
ulagmasindan dolayr oldukca kullanigli olarak kabul edilmektedir. Bu tiirden
diferensiyel denklemlerin en biiyilk dezavantajlar1 ise ¢6ziimlerine ulasmanin her
zaman kolay olmamasi ya da tam c¢Ozlimlerinin bulunamamasidir. Bu tiirden
baslangi¢-deger problemlerinin ¢éziimleri i¢in, tam sayili diferensiyel denklemlerin
tam cozimleri icin bilinen yontemler kesir mertebeden tirev operatorlerine gore
modifiye edilir. Bu tez calismasmin {igiincii boliimiinde kesir mertebeden Laplace
doniisiimleri detayl olarak incelendi. Kullanilan formulasyonlarin nereden ve nasil
elde edildigi ayrintili olarak verildi. Boylece kesir mertebeden diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in Laplace doniisiim formiil ve teoremlerinin ispatlar1 i¢in

bir kaynak olusturulmus olundu.

Tezin ii¢lincili boliimiinde ise literatiirde ¢ok nadir goriilen bir ¢alisma olarak Caputo
ve Uyumlu kesirli tirev opratorlerinin bir karsilagtirmasi yapildi. Gri model
teorisinin temel yapi taslar1 ve mekanizmasindan bahsedildi. Iki tiirev operatorii de

ayni yapida birer gri model kurulurken kullanildi. Boylece yapisal olarak ayni ancak
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tiirev tanimlar1 farkli olan iki gri model olusturuldu. Elde edilen gri modeller ile
Cin'in yerli enerji tiketimi tahminleri, Cin'deki kuraklik felaketinden etkilenecek
bdlgenin alani i¢in tahminler yapildi. Ayrica Cin’in rlizgar enerjisi tretim verilerinin
tahminleri yapildi. Cin’deki verilerin tizerinde ¢alisiimasinin en dnemli nedeni niifus
ve endiistri agisindan ilgili konularda diinyay1 etkileyen ve siirekli degisebilen bir
potansiyele sahip olmasidir. Uyumlu tiirev ile olusturulan gri modeldeki diferensiyel
denklemlerin ¢ozimleri turev operatriniin kullanislt 6zellikleri yardimiyla kolayca
hesaplandi. Ancak Caputo tiirevle olusturulan modelde aymi seyi sdylemek pek
miimkiin olmadi. Bu modeldeki ¢oziimler kesirli Laplace doniistimleri sayesinde
elde edilebildi. Elde edilen bulgular karsilastirildiginda bazi veri setleri i¢in Caputo
bazilar1 i¢in ise Uyumlu kesir mertebeden tiirevli modelin daha diisiik hatali sonuglar
irettigi goriildi. Boylece bir kesir mertebede gri modelin biitiin veriler icin
digerlerinden daha iyi bir sonug¢ veremeyecegi gosterildi. Aslinda her iki modelin de
oldukc¢a diistik hatali sonuclar verdigi gozlenirken Caputo tiirevli modelin Laplace

coztimlerindeki zorluklar dezavantaj olarak gordlebilir.

Sonug olarak, Laplace doniisiimlerinin, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii biiyiik
Olciide basitlestirdigi ve daha erisilebilir hale getirdigi bir kez daha belirtildi ve
ornekler iizerinde gosterildi. Baslangic ve smir kosullarmin entegrasyonu, lineer
sistemlerin analizi, zaman ve frekans domainleri arasindaki gecis, konvoliisyon
teoremi gibi avantajlari, bu yOntemin miihendislik ve bilimde yaygm olarak
kullanilmasini saglayacaktir. Bu doniigiimler, karmasik dinamik sistemlerin analizini

ve tasarimini daha etkin ve verimli hale getirmektedir.

[leriki caligmalar olarak, diferensiyel denklem sistemlerinin Laplace ¢ozimleri de ele
alinabilir. Gri modelleme yada baska modeller iizerinde diger kesirli gri modellerin
karsilastirilmasina odaklanilabilir. Zaman serilerini tahmin etmek icin, serinin
matematiksel Ozelliklerine en iyi yanit verecek tiirev operatdrlerini arastirmak da

baska bir ¢alisma konusu olabilir.
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