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OZET

Bu calismada kesir mertebeden diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri elde
edildi. Kesir mertebeden diferensiyel denklemler dogada bircok problemin
modellenmesi i¢in son yillarda birgok ¢alismada kullanilmaktadir. Kesirli bir
diferensiyel denklemin tam ¢oziimiinii bulmak, tam sayr mertebeden diferensiyel
denklemlerdeki kadar kolay olmamakla beraber, bazen tam ¢dziimlere ulasmak
miimkiin olamamaktadir. Bu durum sayisal ¢6ziim yontemlerinin kesir mertebeden
tirevli denklemlere modifiye edilmesi ihtiyacini ortaya ¢ikarmistir. Bu calismada
sayisal ¢oziim Yyontemi olarak Adams-Bashforth-Moulton yontemi kullanildi.
Yontemin formulizasyonu i¢in lineer interpolasyon polinomlari kullanildi. Yontemde
ardigik iterasyonlar kullanildig1 ve sayisal sonuclarin hassas ondalikli kisimlar1 goz
ard1 edilemeyecegi icin uygun algoritma dillerinde kodlar yazildi. Elde edilen
¢oziimlerin degerlendirilebilmesi i¢in denklemlerin tam ¢oziimleri Laplace
dontisiimleri ile elde edildi ve sonuglar karsilastirildi. Elde edilen bulgular Adams-
Bashforth-Moulton yonteminin kesir mertebeden diferensiyel denklemlerin ya da
diferensiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerinde oldukga diisiik hata oranlarinda
sonu¢ verdigini gosterdi. Adim genisliginin yeterince kiiciik secildiginde hata
oranlarinin da istenildigi diizeyde diisiik olacagi goriildi. Uygulamalarda kesir
mertebenin farkli degerleri i¢in ¢oziimler elde edildi. Bu sonuglara gore, tam ¢ozimii
bulunamayan ya da hesaplama agisindan zorluklar iceren denklem ya da denklem
sistemlerinin sayisal ¢oziimlerinde Adams-Bashforth-Moulton yonteminin glivenle
kullanilabilecegi goriildii.

Anahtar Kelimeler: Adams-Bashforth-Moulton yontemi, Kesirli Adams-Bashforth-

Moulton yontemi, Sayisal ¢oziim, Kesirli tiirev, Laplace doniistimii.
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ABSTRACT

In this study, numerical solutions of fractional-order differential equations were
obtained. Fractional-order differential equations have been widely used in recent years
to model many problems in nature. Finding the exact solution of a fractional
differential equation is not as straightforward as in integer-order differential equations,
and sometimes it is not possible to reach exact solutions. This situation has led to the
need to modify numerical solution methods for fractional-order derivative equations.
In this study, the Adams-Bashforth-Moulton method was used as the numerical
solution method. Linear interpolation polynomials were used for the formulation of
the method. Since consecutive iterations were used in the method and the accurate
decimal parts of the numerical results could not be ignored, codes were written in
suitable algorithmic languages. In order to evaluate the obtained solutions, the exact
solutions of the equations were obtained using Laplace transforms, and the results were
compared. The findings showed that the Adams-Bashforth-Moulton method provided
results with very low error rates in the solutions of fractional-order differential
equations or systems of differential equations. It was observed that when the step size
was chosen small enough, the error rates would also be sufficiently low. Solutions
were obtained for different values of the fractional order in applications. Based on
these results, it was observed that the Adams-Bashforth-Moulton method could be
safely used in the numerical solutions of equations or systems of equations that do not
have exact solutions or pose computational difficulties.

Keywords: Adams-Bashforth-Moulton method, Fractional Adams-Bashforth-
Moulton method, Numerical solution, Fractional derivative, Laplace transform.
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1. GIRIS

Sayisal analizde diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, bilim ve miihendislikte genis bir
uygulama yelpazesi ile kritik bir 6heme sahiptir. Bu denklemler, doga ve mihendislik
siireglerinin matematiksel modellerinde siklikla karsimiza ¢ikar. Diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerinin her zaman mevcut olmamasi veya pratikte
kullanighi olmamasi nedeniyle, sayisal yontemler bu denklemlerin ¢ézlmlerini elde
etmek i¢in yaygin bir sekilde kullanilir. Baslangi¢ deger problemleri (BVP) genellikle
diferansiyel denklemler ile ilgilidir ve belirli bir baslangi¢ noktasindaki (baslangi¢
degerindeki) ¢Oziimiin bilinmesiyle ilgili problemlerdir. Bu tiir problemler,
miihendislik, fizik, biyoloji ve ekonomide sik¢a karsilasilan problemlerdir. Niimerik
¢coziim yontemleri, analitik ¢ozimlerinin zor veya imkansiz oldugu durumlarda
kullanilir. Matematik tarihinde, baslangi¢-deger problemlerinin sayisal ¢oziimleri ile
ilgili ¢ok sayida yontem gelistirilmistir. Bunlardan bazilari, Euler yontemi, Heun
yontemi, Runge-Kutta yontemleri, Adams-Bashforth Ralston Ydntemi ve Adams-
Moulton Yontemleri olarak verilebilir. Euler yontemi, en basit ve en temel nlimerik
¢Oziim yontemlerinden biridir. Bu yontem, diferansiyel denklemi kii¢iik adimlarla
yaklasiklayarak ¢6zmeyi amaglar. Euler yontemi, basit ve hizli olmasina ragmen
diisiik dogruluk sunar ve hata birikimi problemi vardir. Heun Yontemi Euler
yonteminin iyilestirilmis bir versiyonu olup Euler yontemine kiyasla daha yliksek
dogruluk sunar. Runge-Kutta yontemleri, niimerik ¢6ziimde sik¢a kullanilan ve
yiiksek dogruluk saglayan yontemlerdir. Dordiincii dereceden Runge-Kutta yontemi
(RK4) en yaygin olamidir. Bu yontem, genellikle yiiksek dogruluk gerektiren
uygulamalarda kullanilir.  Ralston Yontemi ikinci dereceden bir Runge-Kutta
yontemidir ve iki ara adim kullanarak ¢6ziim bulur. Bu yontem, 6zellikle baz1 6zel
durumlarda RK4'e gore daha etkili olabilir. Adams-Bashforth ve Adams-Moulton
yontemleri ¢ok adimli yontemler olarak bilinir ve dnceki adimlardaki hesaplamalari
kullanarak ¢ozimii iteratif olarak iyilestirirler. Adams-Bashforth yontemi sadece
onceki adimlar1 kullanarak tahmin yaparken, Adams-Moulton yontemi hem 6nceki
adimlar1 hem de mevcut adimi kullanarak daha dogru bir sonug saglar. Bu baglamda,
Adams-Bashforth ve Adams-Bashforth-Moulton yontemleri, baslangic deger
problemlerinin ¢6ziminde 6nemli bir yer tutar. Adams-Bashforth-Moulton yontemi
literatiirde daha kisa olarak Adams-Moulton olarak da bilinir. Bu tez ¢alismasinda her

iki isim de kullanildi.



Adams-Bashforth ve Adams-Bashforth-Moulton yéntemleri, predictor-corrector
(6ngoruci-diizeltici) yontemler ailesine aittir. Bu yontemler, baslangic deger
problemlerinin ¢oziimiinde yiiksek dogruluk ve etkinlik saglamak amaciyla
gelistirilmistir. Ik olarak 1855 yilinda John Couch Adams ile Francis Bashforth
arasinda gonderilen mektuplarla temelleri atilan bu yontemler, zaman adimini bir
polinom interpolasyon kullanarak ilerletir [1]. Adams-Bashforth yontemi bir agik
(explicit) yontemdir ve ¢oziimiin sonraki adimmi mevcut ve ge¢mis adimlardaki
¢oziim degerlerine dayandirarak tahmin eder. Bu yontem, yliksek dereceli polinomlar

kullanarak adim adim ilerler ve bu nedenle ¢ok adiml1 bir yontem olarak siniflandirilir.

Adams-Bashforth-Moulton yontemi ise hem explicit hem de implicit (6rtiik) bilesenler
iceren bir predictor-corrector yontemidir. Bu yontemde, Adams-Bashforth yontemi ile
elde edilen tahmini ¢6ziim (predictor) bir baslangic noktasi olarak kullanilir ve
ardindan Adams-Moulton yontemi ile bu tahmin dizeltilir (corrector). Adams-
Moulton yontemi, implicit bir yontem olup, bu ozelligi sayesinde daha yulksek
dogruluk ve kararlilik saglar. Bu yontemler birlikte kullanildiginda, diferansiyel

denklemlerin sayisal ¢gozlimlerinde daha iyi dogruluk ve kararlilik elde edilir.

Son yillarda Adams-Bashforth ve Adams-Bashforth-Moulton yontemleri Gzerine
yapilan arastirmalar, bu yontemlerin etkinligini artirmaya ve yeni uygulama alanlarina
yonelik iyilestirmeler yapmaya odaklanmistir. Bu siire zarfinda, bu yontemlerin
performansini inceleyen, ¢esitli problemler i¢in optimizasyonlar Gneren ve yeni
uygulama alanlarina yonelik aragtirmalar yapilmistir. Adams Bashforth — Moulton
algoritmalarinin ¢arpimsal versiyonu carpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal
¢OzUmi icin oOnerilmistir [2]. Kar tarafindan yeni bir predictor-corrector semasi,
0ngora icin ikinci dereceden Adams—Bashforth ve diizeltici i¢in trapezoidal semasini
kullanilarak gelistirildi [3]. Runge-Kutta ve Adams Bashforth-Moulton sayisal
yontemlerinin analizi Segarra tarafindan yapildi [4]. Allen-Cahn ve Cahn-Hilliard
denklemleri icin stabilize Crank-Nicolson/Adams-Bashforth semalar1 Feng vd. [5]
tarafindan olusturuldu. SIR ¢ocukluk hastaliklar1 modelinin kesirli Adams-Bashforth
yontemiyle sayisal simiilasyonu Rahul tarafindan olusturuldu (URL-1). Bazi adi

diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri Shior vd. [6] tarafindan elde edildi.

Kesir mertebeden diferansiyel denklemler, bilim ve miihendislikte ¢esitli alanlarda

Oonemli bir rol oynamaktadir. Bu denklemler, 6zellikle karmagik dinamik sistemlerin



modellenmesinde ve ¢esitli doga olaylarinin matematiksel temsilinde kullanilir. Kesir
mertebeden diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri icin gelistirilen yontemler
arasinda Adams-Bashforth ve Adams-Moulton yontemlerinin kesir mertebedeki
versiyonlar, bu alandaki onemli katkilardandir. Bu yontemler, baslangic deger
problemlerini ¢gdzmek icin uygulanabilir ve etkin yaklasimlar sunar. Kesir mertebeden
Adams-predictor-corrector metodu ilk olarak Diethelm vd. [7] tarafindan olusturuldu.
Daha sonra kesir mertebeden Adams metodunun detayli hata analizi yapildi [8]. Bir
baska hata analizi de Li ve Tao tarafindan yapildi ve uygulamalar1 verildi (URL-2).
Kesirsel Adams-Bashforth-Moulton metodu kullanilarak ¢esitli kesir mertebeden
diferensiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimleri Baskonus vd. [9] tarafindan elde edildi ve
sayisal ¢Oziimlerin tam ¢oziimlere olan yakinliklar1 gosterildi. Literatirde Adams-
Bashforth ve Adams-Bashforth-Moulton yontemleriyle ilgili daha bircok calisma
mevcuttur [1-22].

1.1. Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Tamimlari ve Ozellikleri

Ozel fonksiyonlar matematigin bircok alaninda yaygim olarak kullanilmaktadir. Bu
boluimde Gamma ve Beta fonksiyonlari, Mittag-Leffler fonksiyonu hakkinda bazi
temel bilgiler verildi. Tezin sonraki boélimlerinde, kesir mertebeden diferansiyel
denklemlerin Adams-Bashforth- Moulton metodu ile ¢6ziimiine yer verilecegi igin

burada bazi 6zel fonksiyonlarin tanimlarini ve 6zelliklerini kullanacagiz.
1.1.1. Gamma fonksiyonu

Tanmm 1.1. Kesirli diferansiyel hesabin temel fonksiyonlarindan biri Gamma
fonksiyonudur. n! i genellestiren, n’nin tamsay1 olmayan hatta kompleks degerler
almasint miimkiin kilan, kompleks diizlemin sag yarisinda yakinsak olan Euler’in

Gamma fonksiyonu

o)

I'(z) = f e ttZldt (1.1)

0

seklinde tanimlanir ve T'(.) ile gosterilir [23].

Euler’in Gamma fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri asagida verilmistir.



i) T(z+1) =2zI'(z),Re(z) >0,z €N,
i) T(2) =(Z-1L,z€N,

i) r(%) = 7, Re(2) > 0,z € N,

z

. . nn
iv) ['(z) = ,ll_r,f}o z(z+1)(z+2)...(z+n)’
T
V) T@M(1-2) = 55=,0<z<1.

1.1.2. Beta fonksiyonu

Tamm 1.2. Matematigin bircok alaninda karsilasilan 6zel bir fonksiyondur.Bircok
durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlar1 yerine Beta

fonksiyonu kullanmak daha uygundur [23]. Beta fonksiyonu

o)

B(z,w) = j- t?~1 (1 — t)¥1dt (Re(z) > 0,Re(w) > 0) (1.2)
0

seklinde tanimlanir. Temel bazi 6zellikleri asagida verilmistir.

i) B(z,w) =2 f(? t271(sin?4710)(cos?¥~10)d 8 (Re(z) > 0,Re(w) > 0),

i) Blzw) =W

L(z+w)’
iii) B(z,w) = B(w, z),
v)  Bw) = (jt;w dt (Re(z) > 0, Re(w) > 0),

V) B(z,w) =B(zw+1)=6(z+1w),
vi)  Blzw+1) =Blzw) =,
viiy Bz +1,w) = Blzw) =,

vii)  Bzw)=B(z+w,1—w) =

z

zsin(mw)’
1.1.3. Mittag-Leffler fonksiyonu

Tamm 1.3. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Mittag-Leffler
fonksiyonu oldukca 6nemlidir. Akiskanlarin akisi, elektrik aglari, olasilik, istatistiksel
dagilim teorisi de dahil olmak {izere hem teorik hem de pratik olarak ¢esitli alanlarda

uygulanabilir. Esasinda iistel fonksiyonun 6zel halleridir.



Mittag-Leffler fonksiyonu

Eq(z) = ;m 1.3)

seklinde olup @ > 0, z € C igin bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

¢ zk < zk 1
Eo(2) Z;r(akﬂ) =k2=or(1) “1-2

= z¥ = gk
E@) =) - = e?
LiT(ak+1)  &Tk+1)

2 42k
EZ(Z) = kz_om = coshz

seklinde gosterilir. Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyonu genellestirilmis
kesirli diferansiyel teorisinde énemli bir rol oynar. ilk olarak Agarwal ve Erdelyi

tarafindan bulunmustur [23]. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu;

Eqp(z) = kZ; Tk + ) (1.4)

a >0, > 0ve z € C seri agilimiyla tanimlanir.

- zk o zk
)= ) Ty~ v

e?—1

- Zk - Zk
Ei2(2) = ’; F(ak+B) ; rk+2)  z

d 42k 2, 42k
E,1(z) = Z = Z .= coshz
&~ 'k +1) &~ (2k)!

olarak elde edilir [23].



1.2. Kesir Mertebeden Tiirev ve Integral Tanimlar

Bu bélimde bazi kesirli tiirev ve integral tanimlarindan bahsedecegiz. Kesir mertebeli
tiirev bagimh degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerinin mertebesinin tamsay1
olmayan rasyonel say1 olma durumudur. Bunun birgok farkli kesir mertebeli tirev
tanim1 vardir, ama bu boliimde bunlardan sadece Riemann-Liouville ve Caputo

tirevlerinden ve Riemann-Liouville integral tanimlarindan bahsedecegiz [23,24].
1.2.1. Riemann-Liouville kesirli tlrev ve integrali

Tamim 1.4. f(t) fonksiyonunun (a, t) araliginda siirekli ve integrallenebilir fonksiyon
olmak Uzere, 0 < @ <1 i¢in k —a > 0 olmak tzere f(t) fonksiyonunun (k — @).

mertebeden Riemann-Liouville kesirli tirevi

t
1 d*
DA (©) = o g | (€ =0 F @ (15

seklinde tanimlanir. Burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak
alinir [23].

Tamim 1.5. f(t) fonksiyonunun (a, t) araliginda siirekli ve integrallenebilir fonksiyon
olmak uzere, f(t) fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

a > 0 olmak Uizere

t
1
%mﬂw=ﬁafu—mWVWMx (L.6)

seklinde tanimlanir Burada a baslangi¢ degerini ifade eder ve genelde sifir olarak
alinir [23].

Teorem 1.1. f(t) = (t—a)” fonksiyonunun RLD&f(t) Riemann-Liouville
anlaminda kesirli tiirevi

[v+1)

“aDE(t - @) = [—a+1) (=)™ (1.7)



n—1<a<nné€Za€ R" esitligi saglanir [23].

Ornek 1.1. f(t) = t fonksiyonunun a = % mertebeden Riemann-Liouville tlrevini
hesaplayalim.

r(v+1)

A7itm- RLDA(+ — 4V —
Cozum: “;Df(t — a) To—ziD)

(t—a)%a=0v= 1,a=§

1
D! = — (0 = (0 =2 ﬁ
ri-5+1) r)

olarak bulunur.
1.2.2. Caputo kesirli tlrevi

Tamm 1.6. f(t) fonksiyonu n kez surekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
n—1< a <n sartim1 saglayan a degeri i¢in f(t) fonksiyonunun a. mertebeden

Caputo anlamindaki kesirli tiirevi

SDEF(t) = f (¢ — )" £ () (18)

seklinde tanimlanir [23].

Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile Caputo kesirli tiirevi arasindaki en biyiik
farklardan biri sabit bir fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasidir. Ornegin, sabit
fonksiyonunun Caputo kesirli mertebeden tiirevi sifira esit ama bu sabit fonksiyonun
Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi degerinin sonlu deger olmasi halinde
sifira esit degildir. Clinki sabit fonksiyonun Riemann-Liouville anlamindaki Kkesirli
mertebeden tlrevi

ct™«

Dg = m (19)

seklinde tanimlanir.

Ornek 1.2. f(t) = t fonksiyonunun a = % mertebeden Caputo tiirevini hesaplayalim.



Cozim: n — 1 < a < n sartin1 saglayan n = 1 dir.

DO = )fa—wn“VM@Mx
1 1 -
8%ﬂ0=;6—5]a—@*rwx
1)

1 1 - 1
0210 = [ € -0 2dx

r(3)s
burada x = ut, dx = tdu denirse,

1 t

1 2 1
0210 = —3 [ (1= Fdu

()

1 ,1) 1
Csz(t)—ﬁ(z ) t2
r 7)
ED2F (o) = %

olarak bulunur.

Tanm 1.7. n—1<a<nn€Z'a€eR ve RLJ¥ Riemann-Liouville integrali

olmak {izere Caputo anlaminda tiireve sahip terime uygulanmasi

n-—1

YEIEDEF (O] = F(©) - Zﬂ“@ (1.10)

seklinde tanimlanir [25].



1.3. Laplace Doniisiimii ve Kesirli Tiirevlerin Laplace Doniisiimleri

Laplace doniisiimii miihendislik problemlerinde, baslangi¢ deger problemleri i¢in ¢ok
stk kullanilan bir yontemdir. Bu bolimde Laplace doniistimiinii, ters Laplace
dontigiimiini ve Caputo kesirli tiirevin Laplace doniisiimii tanimini gosterecegiz.
Burada gorecegimiz Caputo kesirli tiirevin Laplace doniigiimii tanimini ilerde Kesirli
Adams-Bashforth-Moulton metodunun goésteriminde ve soru c¢6zumlerinde

kullanacagiz.
1.3.1. Laplace doniisiimii

Tammm 1.8. f(t) fonksiyonu t > 0 i¢in tanimlanmis bir fonksiyon olsun. Laplace

dontisimii F (s) ile gosterilir,

[ee]

F(s) = LIF (D)} = j S (6) dt (1.11)

0

seklinde tanimlanir [26,30].

n —1 < a < n,igin tam say1 mertebeden olmayan f(t) = t% fonksiyonunun Laplace

doniistimii

M(a+1
L{t*} = % (1.12)

seklindedir.

Ornek 1.3. f(t) = 1 fonksiyonunun Laplace déniisiimiinii hesaplayalim.

Gozim: L{f (0} = [, e f(®) de=—2e~| " =2
olarak bulunur.

1.3.2. Ters Laplace doniisiimii

Tamm 1.9. f(¢t),t > 0 icin F(s) fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii F~1(s) ile

gosterilir,



ft)=L7F (1.13)
seklinde tanimlanir [26, 30].
1.3.3. Riemann-Liouville Kesirli tiirevin Laplace doniisiimii

Tamm 1.10. n—1 < a <n icin Riemann-Liouville Kkesirli tirevinin Laplace

dontisiimii,
n-—1
LOUDEF (9} = s9F(s) = ) 5" DK F (6)] g (114)
k=0

seklinde tanimlanir[26, 30].
1.3.4. Caputo Kkesirli tiirevin Laplace doniisiimii

Tamm 1.11. n — 1 < a < n igin Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimi
n—1
LEDEF (D)) = s°F(s) = ) 5"+ F0 o) (1.15)

k=0

seklinde tanimlanir [24].
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2. ADAMS-BASHFORTH-MOULTON METODU

Bu bélimde Adams-Bashforth-Moulton metodunun formiilizasyonu agik bir sekilde
gosterildi. Adams-Bashforth-Moulton metodu diferansiyel denklemleri nimerik
olarak ¢ozmek i¢in kullanilan bir yontemdir. Ayrica Adams-Bashforth-Moulton
metodunun Adams-Bashforth kism1 Adams-Predictor olarak, Adams-Moulton kismi
da Adams-Corrector olarak adlandirilmaktadir. Bu boliimiin bazi uygulamalarinda
Adams-Bashforth-Moulton metodunun uygulanabilmesi icin Runge-Kutta yontemi de
kullanilacaktir. Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bu yodntem tam

¢oziime ¢ok yakin degerler elde etmistir.
2.1 Adams-Bashforth Metodu

y' = f(x), y(xy) = y, baslangi¢ deger problemi verilsin. Denklemi x,, den x,,,, a

integre edilirse,

Xn+h

f O (x) = D(tnys) — D(xn) (2.1)

Xn

elde edilir. Burada @ (x) fonksiyonu denklemin tek ¢6ziimu olup y(x) de yazilabilirdi.
Ayrica X,., Yerine x,,; notasyonunu kullanildi. Aslinda ®’(x) bilinmiyor ve
buradaki amag Py (x) seklinde k. dereceden uygun bir polinomla yaklasim yapmaktir.

Birinci dereceden polinomal yaklagim
Pi(x)=Ax+B (2.2)

seklinde olup Py (x,) = f (xn, ¥n) V€ P1(Xp-1) = f(Xn-1,Yn-1) dir. Burada (xp, y)
ve (xp—1,Yn—1) iki veri noktasidir. Boylece A ve B katsayilar1 agagidaki denklemleri

saglamalidir.
fn = f(xn'yn)
fc1 = f(Xne1, Y1) (2.3)
e (2.4)

Axp_ 1+ B = fra

11



_ fan—fn-1 _ fn—1Xn—fanXn-1

Burada h = x,, — x,,_; dirve A = Ve B = =—————— oldugu kolayca elde

edilir.

Simdi (2.1) denkleminde &'(x)yerine P;(x) polinomunu yazilir ve integral

hesaplanirsa
1 2 2
cI)(xn+1) - cb(xn) = EA(xn+1 - xn) + B(xn+1 + xn) (2'5)

elde edilir. ®(x,, ) yerine y, .1 ve ®(x,,) yerine y,, yazilir, A ve B degerleri de yerine

yazilirsa,

Yrar =V = B (kg — o) + BRI (o )

_1fn—fn

2 h (xn+1 - xn)(xn+1 + xn) +

fn-1Xn—fnXn-1

h (Xnt1 + xp)

- frn—1%n—fnXn—
- Efn_fn—l(xnﬂ +x,) + %h

1 1 1 1

= Efnxn+1 + Efnxn - Efn—lxn+1 - Efn—lxn + fac1Xn — fuXn-1 (26)
1 1 1 1

= Efnxn+1 - Efnxn + faXn — Efn—lxn+1 - Efn—lxn +

fn—lxn - fnxn—l

= %fn(xn+1 - xn) + fn(xn - xn—l) - %fn—l(xn+1 - xn)

1 1
= Ehfn + hfy, — Ehfn—l
3

1
= Ehfn - Ehfn—l

elde edilir. Boylece h sabit bir adim genisligi olmak {izere iki noktali Adams Bashforth

formili olarak,

3 1
Yn+1 = Yn + Ehfn - Ehfn—l (2.7)

elde edilir. Dikkat edilirse birinci dereceden polinomal yaklasim igin iki noktaya

ihtiya¢ duyuldu. Eger ii¢ilincii dereceden bir polinom alinsaydi 4 noktaya yani

12



(X Yy (Xn—1, Yn-1)» (*n—2, ¥Yn-2), (Xn_3, Yn—3) noktalarma ihtiyag duyulur. Bu

durumda (2.1) denkleminden benzer islemlerle

h
Yn+1 = In + ﬁ(San - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3) (2'8)

elde edilir. Onceki hesapta oldugu gibi standart polinom almabilir ancak bu islemleri

cok uzatacaktir. Bu asagida gosterildi.
P;(x) = Ax3+ Bx>+Cx+D (2.9)

Verilen noktalar (xp, vi), (Xn—1, Yn-1)» (Xn—2, Yn—2), (Xn_3,¥n—3) olsun. 4 tane
katsay1 oldugu ic¢in 4 noktaya ihtiya¢ duyulur. Burada sadece (x,yo)’1 biliyoruz.

Digerleri Runge-Kutta yontemi ile yaklasik olarak bulunacaktir. Bu noktalar,

y' =fxy) (2.10)
¢cozlimu y = ®(x) olsun. (2.10) numarali denklemden sol taraf

Xn+h
[ o =06 - o6 (2.11)
Xn
olur. ®'(x)~y' = P;(x) = Ax3 + Bx? + Cx + D dir.
(2.10) dan,
flx,y) = Ax®+Bx>+Cx+D (2.12)
ise

fn =Ax3+Bxi+Cx,+D
fao1 =Ax3_, +Bx?_,+Cx,_1+D (2.13)
fa—a =Ax3_,+Bx%_,+Cx,_,+D
fo-zs =Ax3_3+Bx: 3+ Cxy_3+D

Bu sistemden 4, B, C, D ¢bzllecek ve (2.11) esitliginde ®'(x) yerine yazilarak formiil

elde edilecek.

13



Yani

Xn+1

f (Ax3 + Bx? + Cx + D)dx = V41 — Yn

Xn

x* x3 x?
<Az+B—+C7+DX>

3

Xn

Xn+1

=Yn+1 — Yn

(2.14)

(2.15)

Sistemden A, B, C,D c¢ozulmeli ve (2.13) de yerine yazilmalidir. Cramer kurali ile

denenebilir. Ornegin A y1 bulmak icin,

seklinde hesaplama yapilmalidir.

Ia x121 xXp 1

fa-1 x%—l Xn-11
2

fa—2Xn-2%n-21

fn-3 xrzl_g Xp—3 1

x5 x3 Xn 1
3 2
Xp—q Xp—1¥n-11

3 2
Xn—2 Xn—2 Xp-2 1

3,2
Xp—3 Xp-3 ¥n-31

(2.16)

Elbette bu islemler manuel olarak yapilabilir ancak

bunlar1 diizenlemek vakit alabilir. Bu durumda 3 yol izlenebilir. Birincisi yukaridaki

hesaplama yapilabilir, ikincisi PC yardimiyla hesaplama yapilabilir, tiglincli yontem

ise yaklagim polinomu olarak interpolasyon polinomlari alinabilir. Lagrange bunun

icin iyi bir se¢im olabilir. P;(x) asagidaki gibi alinsin.

P;(x) =

(x - xn—3)(x - xn—z)(x - xn—l)

(xn - xn—3)(xn - xn—z)(xn - xn—l) f

(X = Xp—3) (x — Xp_2) (x — x,)

(xn—l - xn—S)(xn—l - xn—z)(xn—l - xn)

(x — xp—3)(x — xp—1) (x — x7)

(xn—z - xn—3)(xn—3 - xn—l)(xn—3 - xn)

(x — xp—2)(x — xp—1) (x — x7)

f(xn—Z' Yn—z)

(xn—3 - xn—z)(xn—3 - xn—l)(xn—3 —Xn

olup dizenlenirse,

14

) f(xn—S' Yn—B)

f(xn—l; yn—l) (2-17)



P;(x) = (x = xp-3)(x = Xp_2) (X — Xp_1) fn

6h3

—— (= xp_3) (x — x_2) (X — Xp) frn—1

2h3
(2.18)
+ ﬁ (x = xp—3)(x = Xp_1) (X — X)) fr2
1
TS (X - xn—z)(x - xn—l)(x - xn)fn—3
olur. f;"“ P;(x)dx hesaplanirsa,
Xn+1 f( )xn+1
Xn, Y
| Poodx =D [ G s ) - )G - )i
Xn Xn
fC )T
Xn—1,Yn—
It [ = )0 = ) (3 — )
Xn (2.19)
f( )xn+1
Xn—2, Yn—
DI [ () = ) (5 — )
Xn
f( )xn+1
Xn—3,Yn—
SB[ = )0 = ) = )
X
elde edilir. Burada ki her bir integrali ayr1 ayr1 isimlendirirsek,
( . n) n
B = LCnnd (0 (5 — ) (X = X)) (X = Xy )l
( n n— ) n
o = —TEoadnets [P — ) (0 = Xpmg) (8 = xp)ddx - (2.20)
I = —“"”;;'3“-2) [7 (= X3 (= 1) O = X )dlx
L = - Fommagned) (P — ) (8 = o) (= X )dx
olur. Simdi bu integralleri hesaplamak i¢in bir doniisiim yazalim. (x_h—x”) = ¢ olsun. Bu

durum da dx = hda olur.

15



(x - xn) _

h
(x—xp_1) x—(xn—h) x—xn+h_ +1
h h n
(x —xp_2) x—(xn—Zh) x—xn+2h_ (2.21)
A n n =a+2
(x —xp_3) x—(xn—Sh) x—xn+3h_ +3
n n R
olup (2.21) de bulunan degerler (2.20) de yerine yazilirsa ,
g 55
I = f—nhf(a +3)(a+2)(a+1)da = f—"(—)
6 6 \4
0
59
I _In- 1hf(a+3)(a+2)(a)da = 1<E>
(2.22)
37
_In- Zhj(a +3)(a + 1)(@) da _f (ﬁ>
9
_In 3hJ(a+2)(a+ 1)(a) da _f6 (Z)
Boylece (2.22) de bulunan bu degerler (2.19) da yerine yazilirsa,
Xn+1
h
| PiGodx = 5 (55— 591+ 37fz = ) (2.29)
Xn
olur. (2.7) den
Yn+1 = (55fn 59fn—1 + 37fn—z - 9fn—3) (2'24)

elde edilir [26].
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Dikkat edecek olursak, elimizde sadece (xg,y,) baslangi¢c noktasi bulunmasina
ragmen (2.7) ve (2.8) formiillerinde ilave noktalara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu

noktalar1 belirlemek i¢in Euler, Runge-Kutta, ... vb. tek adim metotlar1 kullanilir.
2.2. Adams-Moulton Metodu

Daha Once bahsedilen Adams-Bashforth metodundan daha kesin sonuglar elde ettigi
tespit edilen Adams-Moulton metodunu tanitacagiz. Bu metodun daha iyi sonug
vermesinin temel nedeni, elde edilecek formiilizasyonun hem sol hem de sag tarafinda
Yn+1 bilinmeyeninin yer almasidir. Adams-Bashforth metodunda, noktalar olarak
X V) (X1, Yn-1), ... seciliyordu. Burada temel farklilk bu noktalar,
Xnt 1 Ynr1)r o Y) (61, Yn—1), - gibi segcmek olacaktir. Elbette bu durumda y,, ;4
noktasinin zaten bilinmedigi akla gelecektir. Bu noktanin en uygun degeri Adams-

Bashforth metodunda elde edilen (2.8) formiiliinden saglanacaktir.

[lk olarak birinci dereceden polinom Q;(x) = ax + f kullanilsin. Adams-Bashforth

yontemine benzer sekilde

an+B="f

2.25
ns1+ B = fnsr ( )
ise
— n+1 fn
h
(2.26)
_ fnxn+1 B fn+1xn
h= h
olup @'(x) terimi yerine Q; (x) yazilarak (2.1) denkleminden
h h
Yn+1 = Yn T Efn + Ef(xn+1, Yn+1) (2.27)

elde edilir. Bu formil ikinci mertebeden Adams-Moulton formiiliidiir. Ikinci
mertebeden denmesinin nedeni iki baslangic noktasinin kullanilmasidir. Benzer
prosedr ile daha yiiksek dereceden ve daha iyi sonucglar veren formulasyonlar elde

edilebir. Ornegin dordiincii dereceden Adams-Moulton formali
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h
Yn+1 = Yn T+ 24 (Ofn+1 + 19 = 5fn1 + 9fn2) (2.28)

olarak kolayca elde edilebilir [26]. Burada

(Xn-2Yn-2), Xn-1, Yn-1), (X, ¥n), (Xn41, Yns1) noktalart kullamldi.

Yukaridaki formiilasyonlar Newton geri fark interpolasyon formilleriyle de elde
edilebilir.

dy
= = T Y) yo = y(x0) (2.29)
X
Baslangi¢ deger problemi verilsin. Burada f; i bulmak icin Newton geri fark

interpolasyon polinomunu yazalim.

+1 +1 + 2
fx,y) :f0+nvfo+$vzf0+n(n ;(n )V3fo+“' (2.30)
(2.29) dan
x0+h x0+h
| vax= [ ey
Xo Xo
(2.31)
x0+h
Yoo + 1) = yGo) = [y
X0
(2.31) dlzenlenirse,
x0+h
n=yo+ [ fluydx (2:32)
Xo
olur. (2.30) esitligi (2.32) de kullanilirsa,
XO+h
+1
MADooe 4oy (2.33)

n
3’1:J’0+f (fo + nVfy + >
Xo

Bir Adams-Moulton formilunu elde etmek icin (2.30) da ki ifade f; i¢in yazilirsa

18



fi = f(xo + h,y,) olur.

nn+1)(n+2)
6

(n+1)

flx,y) = fi +nVf; + z 5 V2f, + V3f, + - (2.34)

(2.34) deki denklem (2.32) yerine yazilir. x = x, + hdn olsun. Budurumda dx = hdn

olur.

x0+h

Y1=Yot+ f (fi + an1+MV2f1+---)dx

2

0
nn+1) 5 (2.35)
Y1=Yot f(f1+nvf1+TV fi+-)dn
1
= h 1V 1V2 1V3
Yi=Yot+ <f1_§ f1_ﬁ fl_ﬁ f1+"')

4. ve daha yuksek mertebeden farklar ihmal edilirse

h
3 = o + 57 (Ofi +19fo = 54 + 9f-2) (2.36)

elde edilir ki bu (2.28) ile aynidr.

Tamm 2.1. Gergek sonuglar ile niimerik sonuglarin kiyaslanmasi i¢in mutlak hata

Olciisii kullanildi. Mutlak hata

Mutlak Hata = |Tam sonug¢ — Nimerik sonug| (2.38)
2.3. Adams-Bashforth-Moulton Metodunun Uygulamasi

Bu bolimde ikinci bolimde anlatilan Adams-Bashforth-Moulton metodunun

uygulamalarina yer verilecektir.

Ornek 2.1. z—z = %, y(0) =1 baslangic deger problemi veriliyor. y(0.1) =
1.01,y(0.2) = 1.022,y(0.3) = 1.023 ve h=0.1 olarak biliniyor. Buna gore
Adams-Bashforth ve Adams-Moulton metodu ile y(0.4) degerini bulalim.
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C06zUm: Yukarida verilen baslangic deger problemini ele alalim. Adim genisligi i¢in

h = 0.1 alalim. Verilen noktalar asagidaki gibi olup

Istenen y, degerini oncelikle Adams-Bashforth formili olan (2.8) denkleminde

bulalim.

_ h
Yn+1 =Ynt ﬁ(ssfn —59fn-1+37fn—2 —9fn-3)

Yukarida verilen xg, X1, X5, X3 V€ Yo,V1,Y2 V3 degerleri verilen f fonksiyonunda
yerine yazilirsa (2.8) denkleminde istenen f;, f1, f2, f3 degerleri bulunur. Daha sonra
bulunan bu degerler y ,,; esitliginde yani (2.8) denkleminde yerine yazip bizden

istenen y , degerini bulacagiz.

n = 3igin

_ h
Yn+1 =Yn t+ ﬁ(55f3 — 591, +37f1 — 9fo)

Burada istenen f degerleri,

fo = XOZyO -0
fi= xlzy L —0.0505
fy = xzzyz =0.1022
£y = x32y3 —~ 0.1534

olarak bulunur ve bu degerler (2.8) yerine yazilirsa
- 0.1
y4=1023+ 2 [55(0.1534) — 59(0.1022) + 37(0.0505) — 9(0)] = 1.0408
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Burada (2.8) yani Adams-Bashforth ile istenen y, sonucunu buluruz.

Bu y, Adams-Moulton formulinde kullanilacaktir. Aslinda y, degerini artyoruz
ancak buldugumuz bu y, degerini kullanarak daha iyi bir sonuca ulasilacaktir. Adams-
Moulton formull yani denklem (2.28) den bulacagiz. Burada f, degerini de bulmamiz

gerekiyor.
h
Yn+1 =In t+ ﬁ (fns1 + 19 = 5fn1 + 9fn_2)
olupn = 3i¢in

0.1
Yo=Yzt ﬁ[9f4 + 19f; — 5f, + 911

olup

x5, (0.4)(1.0408)

= = 0.2082
fa > 5 0.208

olarak bulunur. Bu deger de (2.28) de yerine yazilarak yani Adams-Moulton metodu
iley, = 1.023 4+ 0.018 = 1.041 elde edilir.

Ornek 2.2. Z—z= x—7vy?% y(0)=1 ve h=0.1 dir. Baslangi¢ deger problemi
veriliyor. Burada y(0.1) = 0.9117, y(0.2) = 0.8494 olarak biliniyor. Buna gore
Adams-Bashforth ve Adams-Moulton metodu ile y(0.4) degerini bulalim.

C06zUm: Yukarida verilen baslangic deger problemini ele alalim. Adim genisligi i¢in
h = 0.1 alalim. Verilen noktalar asagidaki gibi olup burada hem y;hem de y, degerleri

bilinmiyor. Bu degerleri bulabilmek i¢in Runge-Kutta metodundan yararlanacagiz.

X9 =0 Vo=1
x, =0.1 y; = 0.9117
x; = 0.2 y, = 0.8494
x3 =0.3 Y3 =7
x, = 0.4 V4 =7

(2.8) den,
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h
Yn+1 =Yn+ ﬁ(San - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3)

olup 4 noktanin bilinmesi gerekir. y(0.3) degeri Euler, iki noktali Adams-Bashforth
ya da Runge-Kutta gibi metotlarla bulunabilir. Bu elbette yaklasik deger olacaktir. Bu

ornekte Runge-Kutta yontemini kullanalim.
h = 0.1i¢in
ky = hf(xy,y,) = (0.1)£(0.2,0.8494) = —0.0522

Bulunan k; degeri bir sonraki k, degerini bulmamizda gerekli olacak ayni sekilde

diger degerleri bulurken hep bir 6nceki degerlerden yararlanacagiz.

h ky
h k,
k3 = hf (xZ + E,yz + 7) I _00436

k4 2 hf(xz + h, yz + k3) = _00349

Bulunan biitiin degerleri asagidaki denklemde yerine yazip k degerini buluruz.

1
6
elde edilir. y; degerini bulurken ise y, degerine bulunan k degerini ekleriz.

ys = y(0.3) = y, + k = 0.8494 — 0.0433 = 0.8061

Yukaridaki prosediirde y; degeri arandigi i¢in bir onceki nokta olan (x,,y,)
noktasinin kullanilarak Runge-Kutta yonteminin ¢alistigina dikkat edelim. y; degeri
de yaklasik olarak elde edildigine gore y, degerini hesaplamaya gecelim. Adams-

Bashforth formUlini kullanalim.

(2.8) den
_ h
Yn+1 =Yn Tt ﬁ(ssfn —59fn-1+37fn—2 — 9fn-3)
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n =3 igin

- h
Ya=ys+ ﬁ(55f3 —59f, +37f1 — 9fo)
olup burada f,, = f(x,, y) olup bu degerler f de yerine yazilarak bulunur.

fo=x—y5=-1
fi =x, —y?=-0.73119689
fo = x, —y3 = —0.52148036
f3 = x5 —y2 = —0.34979721

Bu degerler (2.8) de yerine yazilara § , = 0.7789 degeri olarak hesaplanir. Bdylece
fa = (x4, y,) hesaplanabilir.

fo = x, — y2 = —0.20668521

(2.28) den

h
Yn+1 = Yn T ﬁ(gfrwl +19f, = 5fp1 + 9fn—2)

n = 3icgin

0.1
Ya=yst ﬁ(()ﬁ} +19f; = 5f2 + 9f1)
Adams-Moulton formlii olup y, = 0.7785 olarak bulunur.

¥4 =0.7789 ve y, = 0.7785 olarak bulundu ve bunlar birbirlerine yakin olurlar ama

v, genelde gercek degere daha yakindir. Tam ¢oziimden bu kiyaslanabilir.

Ornek 2.3. Z—z =x —y?%,y(0) = 1 ve h = 0.1 baslangig deger problemi verilmistir.

v(0.4) degerini hesaplayalim.

Cozim: h =0.1 igin Adams-Bashforth (2.8) formiiliinii c¢alistirabilmek igin
y(0.1), ¥(0.2), ¥(0.3) degerlerini bilmemiz gerekir. Bunlar1 Runge-Kutta yontemi ile
hesaplayalim. (x,,y,) noktasimi kullanilarak (xq,y;);(x1,y1) kullanilarak (x,,y,);

(x2,y,) kullanilarak (x3,y3) noktalar1 elde edilecektir. Aslinda x; noktalari
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birbirinden h kadar ileride olan belli degerlere sahip oldugu i¢in y;,y, ve y; esas

hedefimizdir.
xO = O,yo = 1 I(;In

ki =hf(xyy;) = (0.1)f(0—1%) =-0.1
ky =hf (x2 +2,5; + ﬁ) = (0.1)£(0.05,0.95) = (0.1)(0.05 — 0.952)

2

N

= —0.08525
ks = hf (2, 42,7, +2) = —0.0867

2

k4_ = hf(x2 + h,yz + k3) = _007341
Bulunan biitiin degerleri asagidaki denklemde yerine yazip k degerini buluruz.
1

Boylece y(0.1) = y; =y, +k =1—0.0883 = 0.9117 olur.
x; = 0.1,y; = 0.9117 i¢in benzer sekilde y, = y; + k = 0.8494 ve

x, =0.2,y, = 0.8494 icin y; =y, + k = 0.8061 clde edilir. Artik (2.8) ve (2.28)

formdallerini kullanabiliriz. Burada f degerleri asagidaki gibi bulunur.

fi =x, —y?=-0.73119689
fo = x, —y% =—0.52148036
fz = x3 —y% = —0.34979721

(2.8) den
_ h
Yne1 =Yn Tt ﬁ(ssfn —59fn-1+37fn—2 —9fn-3)

n = 3igin
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h
Va=ysz+ ﬁ(55f3 —59f, +37f1 — 9f)
¥ 4 = 0.7789 bulunur. Boylece f, = (x4, y,) hesaplanabilir.
fa=x4— yZ = —0.20668521
(2.28) den
h
Yn+1 = In + ﬁ (9fn+1 + 19fn - 5fn—1 + 9fn—2)
n = 3 igin
h
Ya=Y3+ ﬁ(9f4 + 1913 — 5/, + 9f1)

v, = 0.7785 olur. Boylece y(0.4) = 0.7785 dir.

Ornek 2.4.y' = 4xy + 4x , y(0) = 1, h = 0.01 tam ¢6zimi ve Adams-Bashforth-

Moulton ydntemi ile ¢oziimiini bulalim.

C6zUm: Tam ¢6zumd,
y = 2 U 4xe‘2x2dx] = e 2%’ [—2x* + (]
baslangi¢ deger kosulu yerine yazilirsa y(0) = 1 ise ¢ = 1 olur.

y = e 2 [=2x* + 1]

olarak bulunur. Bu tam ¢6ziim ve Adams-Bashforth-Moulton yontemi ile elde edilen

cozimler Cizelge 2.1 de verilmistir.
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Cizelge 2.1. Tam ¢6zuim ve Adams-Bashforth-Moulton (ABM) yontemi ile elde edilen
sayisal degerleri.

n th Tam ¢ozim ABM Mutlak Hata
0 0 2 2 0
1 0.1 1.93650190063591 1.93650182233302 0,00000007830289
2 0.2 1.92289156636845 1.92289146097594 0,00000010539251
3 0.3 1.93882064001478 1.93882053497732 0,00000010503746
4 0.4 1.97377049431978 1.97377039540705 0,00000009891273
5 0.5 2.02173913439246  2.02173904214028 0,00000009225218
6 0.6 2.07904192163005 2.07904183529127 0,00000008633878
7 0.7 2.14328553503297 2.14328545363900 0,00000008139397
8 0.8 2.21284404525692 2.21284396790625 0,00000007735067
9 0.9 2.28657172935415 2.28657165527660 0,00000007407755
10 1 2.36363637533562 2.36363630389085 0,00000007144477
11 1.1 2.44341783829287 2.44341776895190 0,00000006934097
12 1.2 2.52544380182717 2.52544373415216 0,00000006767501
13 1.3 2.60934769630803 2.60934762993445 0,00000006637358
14 1.4 2.69484031282422 2.69484024744638 0,00000006537784
15 1.5 2.78169016039453 2.78169009575410 0,00000006464043
16 1.6 2.86970956468054 2.86970950055754 0,00000006412300
17 1.7 2.95874463215904 2.95874456836474 0,00000006379430
18 1.8 3.04866787502776 3.04866781139911 0,00000006362865
19 1.9 3.13937270428008 3.13937264067529 0,00000006360479
20 2 3.23076925810272  3.23076919439773 0,00000006370499
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Sekil 2.1. Tam ¢6ziim degerlerinin grafigi.
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Sekil 2.2. ABM ¢0ziim degerlerinin grafigi.
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0.004 —

0.003

Mutlak Hata

0.002

0.001 +

0.000

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 2.3. Mutlak hata grafigi.

Sekil 2.1, Sekil 2.2 ve Sekil 2.3 incelendiginde tam ¢6ziim ve Adams-Bashforth-
Moulton yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hatasinin ¢ok kiigiik oldugu
goraldr.

Ornek 25. y' —%z 1 ¥ , y(1) =2, h=10.01, tam ¢6zimi ve Adams-

x2

Bashforth-Moulton yontemi ile ¢6ziimii bulalim.
COzUm: Tam ¢6zumud,

2x
3x2 -1

y = +x

olarak bulunur. Bu tam ¢6zim ve Adams-Bashforth-Moulton yontemi ile elde edilen

cozimler Cizelge 2.2 de verilmistir.
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Cizelge 2.2. Tam ¢6ziim ve Adams-Bashforth-Moulton (ABM) yontemi ile elde edilen
sayisal degerleri.

n th Tam ¢ozim ABM Mutlak Hata
0 0 1 1 0
1 0.1 1.04040268126969 1.04040268207200 0,00000000080231
2 0.2 1.16657414051543 1.16657414506934 0,00000000455391
3 0.3 1.39443476049628 1.39443475171467 0,00000000878161
4 0.4 1.75425555493854 1.75425558357380 0,00000002863526
5 0.5 2.29744254140026 2.29744265057503 0,00000010917477
6 0.6  3.10886665639901 3.10886663127959 0,00000002511942
7 0.7 4.32891319534548 4.32891288372071 0,00000031162477
8 0.8 6.19328109754983 6.19328021445406 0,00000088309577
9 0.9 9.10618410281028 9.10618210451621 0,00000199829407
10 1 13.7781192446164 13.7781150742994 0,0000041703170
11 1.1 21.4917327866202 21.4917243473551 0,0000084392651
12 1.2 34.6285749007827 34.6285579322063 0,0000169685764
13 1.3 57.7416004877242 57.7415660963390 0,0000343913852
14 1.4 99.8010106815495 99.8009397243513 0,0000709571982
15 1.5 179.034520142327 179.034369977263 0,000150165064
16 1.6 333.671300976449 333.670972949489  0,000328026960
17 1.7 646.519640579981 646.518896842269 0,000743737712
18 1.8 1302.94480241983 1302.94304365070  0,00175876913
19 1.9 2731.98505437287 2731.98069878986  0,00435558301
20 2 5960.9273455472  5960.92170032707  0,00564522019
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Sekil 2.4. Tam ¢6zlim degerlerinin grafigi.

1.8

0.0

Sekil 2.5. ABM ¢0zlim degerlerinin grafigi.
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Sekil 2.6. Mutlak hata grafigi.

Sekil 2.4, Sekil 2.5 ve Sekil 2.6 incelendiginde tam ¢ozim ve Adams-Bashforth-

Moulton yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hatasinin ¢ok kiigiik oldugu
goralir.
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3. KESIRLI ADAMS-BASHFORTH-MOULTON METODU
Bu bélimde Adams-Bashforth-Moulton yonteminin kesirli tiirev tanimi verilecektir.
3.1. Kesirli Adams-Bashforth-Moulton Metodunun Formdulizasyonu

Tamm 3.1. Baslangi¢ kosullar ile birlikte verilen kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin sayisal ¢6ziimlerini elde etmek i¢in kullanilan kesirli Adams—Bashforth—

Moulton metodunun genel yapisi asagidaki sekilde ele alinir;

D%y (t) = f(t,¥),y® (%) =y, k = 0,1,2, ..., [a] — 1 (3.1)

kesirli diferansiyel denklemi baslangi¢ kosulu ile birlikte verilmis olsun. Burada D%

Caputo tlrevidir.

(n)
- y ()

Da t) = In aDn t) = 3.2
y(t) y(t) a)f(t—r)”“ - (3.2)
U t y(r) .. . i . . .
IFy(t) = _F(u) Js BT dt burada ki integral Riemann-Liouville integralidir.

(3.1) denkleminin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir.

n-—1
L{D%y(t)} = S*Y(s) — Z sek-1y® )y, n—1<a<n (3.3)
k=0
(3.1) den
Y(s) = S~F(s,Y(s)) + Z §—k=15,00 () (3.4)
k=0

burada F(s,Y(s)) = L{f(t,y(t))} ters Laplace doniisiimii uygularsak

[a]-1

y() = z y(k) r( ) f (t — 1) f(z,y(r))dr (3.5)
olarak bulunur.
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k
I"Drf(e) = f(£) — Xizs £*(0) % ,D™I™ = [ oldugunu biliyoruz.

Yada

1 t
D%y (®) = 1 (6Y) = 75 j ¢ - f(wy@w)du  (36)

ise

[a]-1

y(®) - Z WOE = s f (6 = w1 (,y () du @)

olur. Buradaki integralin hesaplanmasi gerekiyor.

t tk+1
f (tess — D* g (@)dz ~ f (tes1 — D) frsa(2)dz (38)
0 0

olup gy41 ifadesi g nin pargali lineer interpolasyon polinomudur. g(z) bilinmedigi

icin integrali hesaplayabilmek i¢in bu sekilde alindu.

Xj+1—x X = Xj )
x) = fi | L) + frp [ — 3.9
gx) = f]( 1_xj> f}+1<xj+1_xj (3.9)
(3.9) den
Lkt Ui+t
| =2 Gea@dz =Y [ a2 Gea@ddz (310)
0 j=0 tj

Burada (3.10) denkleminde ki g, yerine (3.9) denklemindeki esitlik yazilir.

j+1(tk+1 —2)%! Grs1(2)dz Z fl(tk+1 —z)*! I (%) <t — t]+1>
0 j=0¢;

Rl &
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Daha sonra gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra asagidaki denklem elde edilir.

tk+1

f (test — 2% G (2)dz
0

k
glt; Ljs1 )
- Z % (tisr —2)* (2 - tj+1)dz (3.11)
j=0 ] ]+1 t]
t; Lj+1
+ tg( 1112 f (tgsr —2)* 1 (z— tj)dz
j+1 7 Y e

(3.11) esitligindeki denklemin sagindaki integralin ilk kismi I. ikinci kismi II. olsun.

Oncelikle denklemin ilk kismini ele alalim.

I. kismi

g t: tj+1 _
[ = % (tke1 —2)* 1 (z — tj41)dz (3.12)
j j+1 tj

Burada denklemi diizenleyebilmek igin ¢, ekleyip ¢ikaralim.

g(t) (o=
t] - tj+1 tj

I= (tierr — 2% [(Z = tiar) + (tisr — tjs1)]dz (3.13)

Adm genisligi olan t;,; —t; = h esittir. Burada t; — t;,; = —h esit olur. Sabitler

disar1 ¢ikarilir ve denklem tekrar diizenlenirse denklem asagidaki hale gelir.

tjt1

)

a(t;
—h

I = (trsr — 2)*1 dz] (3.14)

tjt1
] (ty1 —2)%dz + (tk+1 - tj+1)
tj tj

Daha sonra integral alinir gerekli diizenlemeler yapilir.

t; ti
e (trs1 = tjar) (biesn — 27

. a
tj

_ g(tj) (tk+1 — 2)

I
—h a+1

(3.15)

tj
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g(t-) +1
= hae i D |a(tieer =) + =@+ Dt — traa) (s — 1) ] (326)
Denklemin I. kismi1 bu sekilde elde edilmis olur.

II. kism1 benzer sekilde asagidaki gibi yapalim.

g(@+1

tj+1
Il = 2 f (te1 —2)* 1 (z —t;)dz (3.17)
j tj

tit1 —
Burada denklemi diizenleyebilmek igin ¢, ekleyip ¢ikaralim.

g(ty) [+
tj+1 - t] tj

1= (trr1 = 2D (2 = tiar) + (ter1 — tj)]dz (3.18)

Adm genigligi olan t;,q — t; = h esittir. Sabitler digar1 ¢ikarilir ve denklem tekrar

diizenlenirse denklem asagidaki hale gelir.
g(t; tit1 Ljya .
I = % U (teer — 2)%dz + (tgsr — §) (tps1 — 2)*L dz] (3.19)
G t

Daha sonra integral alinir gerekli diizenlemeler yapilir.

_ 9(tj+1) a+1 a+1
1= ha(a + 1) [a(tk+1 —tjp1) A+ (tesr — 1) (3.20)

24
— (@ + D (tiss = ) (b — t41)"|
Denklemin II. kismi bu sekilde elde edilmis olur.

Boylece (3.11) esitligindeki denklemin sagindaki integralin I. kismi ve II. kismini elde

ettik. Bulunan sonugclar1 (3.11) denkleminde yerine yazalim.
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k

k
g t
PNEVIEN ha(iﬂ) a(tiers = 1)+ (tews = t22) ™"

Jj=0 j=0
— (@ + D (trar = tja1) (trss — tj)a]

9( +1) a+1 a+1 (3.21)
ha(a + 1) [ (tiss — tj+1) + (trsr — tj)

— (& + D (trsr — t7) (toer — tj+1)a]]

Daha sonra j indisleri yerine sifirdan k ya kadar degerler yazilarak yukaridaki esitlik
asagidaki gibi agilir.

k
]Z:(;[I +1I] = % [a(trs — t0)*TL + (tgyr — £ — (a

+ D) (teer — t1) (1 — o) %]

I [t = 80+ i — 00— @
+ D) (tksr — to) (trrr — t1)%]

% [ty — ) + (g — ) = (a
+ D) (tesr — t2) s — t1)%]

% [t — )+ (tgpr — ) = (a (3.22)
+ D) (b1 — t) (s — )] +

% [a(tksr — t) T+ (g — ter) ™ — (a
+ D) (k1 — tisr) (Erar — t) 7]

g(trs1)

m [a(tisr — tres) ™ + (g — )™ — (a

+ 1) (k41 — ti) (b1 — trs1)®

Burada (ty;;—.) terimlerini uzunluklarla yer degistirelim. (tj+1 —t]-) = h,

(txe1 —t)) = h(k + 1 —j) olur.
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k a
Z 1410 = 28 st 4 o~k + 1

4 ala+1)
t;)h“
+ % [—2k% 4 (k + D@ + (k — 1)%+1]
a(a + ) (323)
t,)h*
% [—2(k — D)1 + g1 4 (k—2)**1] +
g (trr)h”
ala+1)
olur. BOylece denklem
tie+a k+1
| s =2 Gen@dz =Y gy (3.24)
j=0

0

olur [28].

(k** — (k —a)(k + 1)%,j = 0)

ha
Qi1 =—F——<3(k—j =2 + (k- N —2(k—j+ 1D 1<j<k (3.25)
] “(‘Hl){ 1j=k+1

Boylece kesirli Adams-Moulton metodu asagidaki sekilde elde edilir [29].

[a—1]

Vi1 = Z y(’) k“
(3.26)

F( ) (aj, k+1f(t,y;) + ager, k + 1f(tk+1'3’k+1))

olur. Bu corrector formulidur.

Buradaki yg,, bulmak icin

gx) = f; <L1_x) +f; <L_x’x> (3.27)

17X Xj+1 — Xj

Asagidaki (3.10) denkleminde esitligin saginda ki gy, Yerine (3.27) denklemindeki

esitlik yazilir.
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tk+1 k Gi+1

| Cor =2 en@dz =Y [ G = Genddz @29

0 j=0t¢;
k t]+1
—tivq Z—t
=Y [ =2 o) (F2) ) ()| 0
= Ot] j+1 j+1 j

(3.27) den dolay1 boyle yazildi.

tk+1
](tk+1_z)a_1gk+1(z)dz
0
tjt1
=y tg(t) f (tes1 =2 (2= tia)dz  (3.29)
i~ i+ ,

j=0
tjt1

f (teer — 2% (z — t;)dz

9(4)

tiv1 — ¢t

(3.29) esitligindeki denklemin sagindaki integralin ilk kismi III. ikinci kismi IV.

olsun. Oncelikle denklemin ilk kismin1 ele alalim.

II1. kismi

tit1

'g( ) J (try1 —2)% 1(2_ +1)dz (3.30)

]+1

11 =

Burada denklemi diizenleyebilmek igin ¢, ekleyip ¢ikaralim.

Li+a

1 = f(tk+1—z>“ (2= teed) + (s —Gr0))dz (33)

9(4)
t

j j+1

Adim genisligi olan t;., —t; = h esittir. Burada t; —t;,; = —h esit olur. Sabitler

disar1 ¢ikarilir ve denklem tekrar diizenlenirse denklem asagidaki hale gelir.
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L1 tj+1

f (brs = )%z + (tis — G42) f (tes — )% dz| (332)

J ]

g(

111 =

Daha sonra integral alinir gerekli diizenlemeler yapilir.

. g(tj) (teer — 2)*! e (tr+1 — j+1)(tk+1 - z)* b
1 = - (3.33)
—h a+1 a
tj tj
11 = 9( J) [“(tk+1 )a+1 + (k41 — '+1)0£+1 = (a + 1) (tks1
ha(a + 1) ! (3.34)
— tip1) (tksr — tj)a]
Denklemin III. kismi bu sekilde elde edilmis olur.
IV. kism1 benzer sekilde asagidaki gibi yapalim.
tit1
— g( ) a-1
1V = (tk+1 —z) (Z —t )dz (3.35)
]+1 - t
Burada denklemi diizenleyebilmek igin ¢, ekleyip ¢ikaralim.
tit1
W= f (ters = D (2 = tie) + (teas — tD]dz (336)
j+1

Adim genisligi olan tj,;, — t; = h esittir. Sabitler disar1 ¢ikarilir ve denklem tekrar

diizenlenirse denklem asagidaki hale gelir.
tjy1 tj1

v = g( ) J (tks1 — 2)%dz = (b1 — t)f (tier —2)% 1 dz (3.37)

Daha sonra integral alinir gerekli diizenlemeler yapilir.
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ti t:
_ g(t;) | (tyn — 2T B (tis1 — £) (tgsr — 2|7

h a+1 . a .

v

(3.38)

gt a+l _ - - ¢
Iv_m[a(tk+1_tj+1) F (@ Dt = 5) e~ 1) (3.39)

+ (tk41 — tj)““]

denklemin IV. kism1 bu sekilde elde edilmis olur.

Boylece (3.29) esitligindeki denklemin sagindaki integralin II1. kismi1 ve V. kismini

elde ettik. Bulunan sonuglari (3.29) denkleminde yerine yazalim.

k k
g(t) . a+1
jZO[I”+IV] ZjZO m[a(tk‘*l_tj)a +(tk+1_tj+1)
—(a+ 1)(tgs1 — j+1)(tk+1 — tj)a]
M (3.40)

ha(a + 1) [a(tk+1 = tj+1)aJr1 — (a + 1) (tk+1

— ) (trpr — G+1)* + (tess — )%

Daha sonra j indisleri yerine sifirdan k ya kadar degerler yazilarak yukaridaki esitlik

asagidaki gibi agilir.
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k
g(to)
ZOIIIHV Tt 11 [ = )+t ~ 1) ~ (@
]:

+ D (trr1 — t1) (trer — t1)4]

g(to) at
ha(a + 1) [a(tysr — t)
— (@ + D (tgs1 — to) (trrr — t1)* + (i1 — to) ]
% [a(tisr — t)“ + (tar — t)*H
— (@ + D (g1 — t2) (trs1 — t2)7] (3.41)
I [t — )
— (@ + D (tger — t) (tsr — )% + (s — t) ] +
% [“(tk+1 — )"+ (tegr — o)™
— (@ = D (tgs1 — tirr) (trer — tj)a]
% [a(tker — tk+1)a+1

— (@ + D) (tgr1 — tr) (1 — tor1)® + (terr — )

Burada (tyx;q—.) terimlerini uzunluklarla yer degistirelim. (tj+1 —t

i) =h
(tx41 —t)) = h(k + 1 —j) olur.

k a a
z i+ v =2 2) [(k + 1)* + k%] + g(t;)h [(k — 1)% — k%]

J=0 (3.42)
t)h®
n g(tr)
a
Boylece
(tr+1 k
J (tirr — 2)* 1 g(2)dz = Z by, k +1g(t) (3.43)
0 j=0

biciminde yazilabilir. Burada

a

bk +1= %[(k +1—)%= (k-] (3.44)
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olarak bulunur [29].

n-1 i k
At 1
y,fﬂ = z yéj) k_Tl + m Z bj, k + 1f(tj,; yj,) (3.45)
j=0 J: Y=

Daha sonra (3.45) bulunur ve bu predictor formuludur. Boylece Kesirli-Adams-

Bashforth-Moulton metodunun gosterimi tamamlanmis olur.
3.2. Kesirli Adams-Bashforth-Moulton Metodunun Uygulamasi

Bu boliimde ti¢iincii boliimde anlatilan kesirli Adams-Bashforth-Moulton metodunun
uygulamasina yer verilecektir.

I'(a+6) tS

Ornek 3.1. D%y(t) = y(t) + t**5 — s

, ¥(0) = 0 baslangi¢c deger problemi
veriliyor. Buna gore verilen 6rnegi @ = 0.9, @ = 0.7, @ = 1.2 degerleri i¢in Kesirli

Adams-Bashforth-Moulton metodu ¢ézelim.

CO6zUm: Burada asagidaki Laplace doniisiimlerini kullanarak 6rnegin ¢6zUmuni

yapacagiz.

L{D%y(t)} = S*F(s) — y(0)S** (3.46)
L = r(;z(:ln (3.47)
Ly =2 (3.48)
(A e (3.49)
£ { n} BCEED]

Déniigiimleri verilsin. Burada L{y(t)} = F(s) dir.

Asagidaki esitlikte (3.47) denklemi kullanilirsa gama fonksiyonundan I'(6) = 5! =
120 esittir.
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F(a+6) T(a+6)T(6)
Sa+6 120 S6

S%F(s) = F(s) +

Co6zUm yukaridaki hali alir. Daha sonra F(s) igeren ifadeleri denklemin sol tarfinda
e o . . 9 Dy 1 .
toplanir ve esitligin sag tarafi da diizenlenirse denklem asagidaki hali alir. o yerine

ise (3.49) denklemi kullanilirsa

F(s)(§*—1) =T(a+6) (Sal% - 5—16>

Yukaridaki denklemin sag tarafinda payda esitligi yapilirsa denklem asagidaki hale
dontistir.

1—s@
F(s)(S* = 1) = [(a + 6) (W)

Denklem gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

I'(a +6)

F(S) y Sa+6

Yukaridaki denklemde (3.48) yani ters Laplace doniistimii uygulanirsa,

a+5
y(t) = -T(a +6) R —t+s
Burada I'(a + 6) = (a + 5)! dir.
y(t) = —t*

Daha sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa ¢oziim yukaridaki hale gelir. Bu tam ¢ozim
ve Adams-Bashforth-Moulton yontemi ile elde edilen ¢ozimler Cizelge 3.1, Cizelge

3.2 ve Cizelge 3.3 de verilmistir.
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Cizelge 3.1. @ = 0.9 degeri i¢in tam ¢6zum ve Kesirli Adams-Bashforth-Moulton

(FABM) yontemi ile elde edilen sayisal degerleri.

n th Tam ¢6zim FABM Mutlak Hata
0 0 0 0 0

0.04 -0.578100400E-08 -0.565137269E-08 0.129631305E-09
2 0.08 -0.339342173E-06 -0.337466699E-06 0.187547369E-08
3 012 -0.369998283E-05 -0.369121508E-05 0.876774414E-08
4 016 -0.201773129E-04 -0.201515241E-04 0.257888772E-07
5 0.20 -0.752343777E-04 -0.751756124E-04 0.587653206E-07
6 0.24 -0.220531413E-03 -0.220417629E-03 0.113783777E-06
7 0.28 -0.547505352E-03 -0.547308742E-03 0.196609813E-06
8 0.32 -0.120364245E-02 -0.120333035E-02 0.312099621E-06
9 036 -0.241139445E-02 -0.241093085E-02 0.463599750E-06
10 0.40 -0.448969723E-02 -0.448904490E-02 0.652331409E-06
11 0.44 -0.787805715E-02 -0.787718039E-02 0.876756778E-06
12 0.48 -0.131631748E-01 -0.131620429E-01 0.113192528E-05
13 0.52 -0.211080792E-01 -0.211066704E-01 0.140879799E-05
14 0.56 -0.326837488E-01 -0.326820552E-01 0.169354865E-05
15 0.60 -0.491031975E-01 -0.491012307E-01 0.196683964E-05
16 0.64 -0.718580060E-01 -0.718558029E-01 0.220307154E-05
17 0.68 -0.102757280E+00 -0.102754910E+00 0.236960484E-05
18 0.72 -0.143969020E+00 -0.143966594E+00 0.242595228E-05
19 0.76 -0.198063883E+00 -0.198061560E+00 0.232294046E-05
20 0.80 -0.268061329E+00 -0.268059327E+00 0.200183925E-05
21 0.84 -0.357478133E+00 -0.357476739E+00 0.139345743E-05
22 0.88 -0.470379245E+00 -0.470378828E+00 0.417203162E-06
23 092 0.611431004E+00 -0.611432024E+00 0.101989242E-05
24 0.96 -0.785956670E+00 -0.785959694E+00 0.302418999E-05
25 1 -0.999994284E+00 -0.100000000E+01 0.571649698E-05
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Sekil 3.1. Tam ¢6ziim degerlerinin grafigi.
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Sekil 3.2. FABM ¢oziim degerlerinin grafigi.
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Mutlak Hata
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t

Sekil 3.3. Mutlak hata grafigi.

Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 incelendiginde tam ¢oziim ve Adams-Bashforth-
Moulton yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hatasinin ¢ok kiigiik oldugu

goralur.
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Cizelge 3.2. @ = 0.7 degeri i¢in tam ¢6ziim ve Kesirli Adams-Bashforth-Moulton

(FABM) yontemi ile elde edilen sayisal degerleri.

n th Tam ¢ozim FABM Mutlak Hata

0 0 0 0 0

1 0.04 -0.109472033E-07 -0.107582579E-07 0.188945418E-09
2 0.08 -0.561261441E-06 -0.559258928E-06 0.200251349E-08
3 012 -0.564735396E-05 -0.564070130E-05 0.665266118E-08
4 0.16 -0.290847583E-04 -0.290726019E-04 0.121564437E-07
5 0.20 -0.103732837E-03 -0.103722022E-03 0.108148039E-07
6 0.24 -0.293213935E-03 -0.293227081E-03 0.131467050E-07
7 0.28 -0.705907736E-03 -0.705993624E-03 0.858874003E-07
8 032 -0.151106834E-02 -0.151131460E-02 0.246258397E-06
9 036 -0.295694847E-02 -0.295749660E-02 0.548133345E-06
10 0.40 -0.539083873E-02 -0.539190151E-02 0.106278017E-05
11  0.44 -0.928094570E-02 -0.928282698E-02 0.188128631E-05
12 0.48 -0.152400445E-01 -0.152431616E-01 0.311704716E-05
13 0.52 -0.240508504E-01 -0.240557587E-01 0.490832617E-05
14 0.56 -0.366930599E-01 -0.367004808E-01 0.742089343E-05
15 0.60 -0.543720197E-01 -0.543828705E-01 0.108507498E-04
16 0.64 -0.785489828E-01 -0.785644097E-01 0.154269420E-04
17 0.68 -0.110972918E+00 -0.110994332E+00 0.214144759E-04
18 0.72 -0.153713840E+00 -0.153742957E+00 0.291173322E-04
19 0.76 -0.209197632E+00 -0.209236514E+00 0.388815909E-04
20 0.80 -0.280242336E+00 -0.280293435E+00 0.510986717E-04
21 0.84 -0.370095874E+00 -0.370162083E+00 0.662086930E-04
22 0.88 -0.482475198E+00 -0.482559902E+00 0.847039586E-04
23 092 -0.621606823E+00 -0.621713955E+00 0.107132576E-03
24 096 -0.792268747E+00 -0.792402849E+00 0.134102214E-03
25 1 -0.999833716E+00 -0.100000000E+01 0.166284003E-03
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Sekil 3.4. Tam ¢6ziim degerlerinin grafigi.

0.0 -

-0.2 4

-0.4

-0.6 4

-0.8 4

-1.0 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.5. FABM ¢6zim degerlerinin grafigi.
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Sekil 3.6. Mutlak hata grafigi.

Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 incelendiginde tam ¢oziim ve Adams-Bashforth-
Moulton yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hatasinin ¢ok kiigiik oldugu

goralur.
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Cizelge 3.3. @ = 1.2 degeri i¢in tam ¢o6ziim ve Kesirli Adams-Bashforth-Moulton
(FABM) yontemi ile elde edilen sayisal degerleri.

n th Tam ¢6zUm FABM Mutlak Hata

0 0 0 0 0

1 0.04 -0.220980451E-08 -0.215165158E-08 0.581529296E-10
2 0.08 -0.159242811E-06 -0.158182312E-06 0.106049835E-08
3 012 -0.195979645E-05  -0.195399625E-05 0.580019924E-08
4 0.16 -0.116484054E-04 -0.116290408E-04 0.193646702E-07
5 0.20 -0.464352251E-04  -0.463858985E-04 0.493266050E-07
6 0.24  -0.143757230E-03 -0.143651346E-03 0.105883940E-06
T 0.28 -0.373778684E-03 -0.373576711E-03 0.201979093E-06
8 0.32  -0.855282005E-03 -0.854928639E-03 0.353365719E-06
9 0.36 -0.177507672E-02 -0.177449796E-02 0.578754420E-06
10 0.40 -0.341103777E-02 -0.341013794E-02 0.899830670E-06
11 0.44 -0.615887218E-02 -0.615753082E-02 0.134135712E-05
12 0.48 -0.105627034E-01 -0.105607721E-01 0.193123575E-05
13 0.52  -0.173495549E-01 -0.173468543E-01 0.270057293E-05
14 0.56 -0.274678088E-01 -0.274641250E-01 0.368374225E-05
15 0.60 -0.421297088E-01 -0.421247903E-01 0.491844572E-05
16 0.64 -0.628579735E-01 -0.628515278E-01 0.644577385E-05
17 0.68 -0.915365813E-01 -0.915282711E-01 0.831026502E-05
18 0.72 -0.130465785E+00  -0.130455225E+00 0.105599645E-04
19 0.76 -0.182421411E+00  -0.182408164E+00 0.132464835E-04
20 0.80 -0.250718495E+00  -0.250702070E+00 0.164250581E-04
21 0.84 -0.339279308E+00  -0.339259153E+00 0.201546092E-04
22 0.88 -0.452705811E+00  -0.452681313E+00 0.244978027E-04
23 0.92 -0.596356598E+00  -0.596327077E+00 0.295211102E-04
24 096 -0.776428355E+00  -0.776393060E+00 0.352948714E-04
25 1 -0.100004189E+01  -0.100000000E+01 0.418933576E-04

50



0.0 4

-0.2 +

-0.4 4

-06 4

-0.8 +

-1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.7. Tam ¢6zUm degerlerinin grafigi.
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Sekil 3.8. FABM ¢6zUm degerlerinin grafigi.
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Sekil 3.9. Mutlak hata grafigi.

Sekil 3.7, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 incelendiginde tam ¢oziim ve Adams-Bashforth-

Moulton yontemi ile elde edilen sonuglarin mutlak hatasinin ¢ok kigik oldugu

goralur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasmin birinci boliimiinde baslangi¢c-deger problemlerinin sayisal
cozimlerini elde etmek icin, literatiirde oldukga sik kullanilan Adams-Bashforth ve
Adams-Moulton yontemleri hakkinda temel bilgiler verildi. Bunlarin yani sira tez
calismasinda kullanilan kesir mertebeden tiirev tanimlari, Laplace doniisiimleri ve bazi
0zel fonksiyonlarin tanimlar1 ve temel 6zellikleri verildi. Ayrica konuyla ilgili literatiir

Ozetine yer verilmistir.

Tez ¢alismasinin ikinci béliimiinde Adams-Bashforth ve Adams-Moulton yéntemleri
detayl1 olarak ele alindi. Biri digerinin daha gelismis versiyonu olarak diisiiniilebilen
bu yontemlerin fikir mekanizmalar1 incelendi. Yontemlerin formiillerinin dogrudan
kullanilmast yerine bu formiillerin elde edilisleri genis bir literatiir taramasi yapilarak
teze eklendi. Bu bakimdan sonraki arastirmacilar i¢in oldukg¢a yararl olabilecek bir
kaynak olusturuldu. Ornekler iizerinde Adams-Bashforth-Moulton ya da daha kisa
isimle Adams-Moulton yontemi kullanildi. Sayisal analizde iyi bilindigi gibi,
iterasyonlarda ¢ok noktali iterasyon formiilleri daha etkili sonug¢ verir. Bu tez
calismasinda 4 noktali Adams-Moulton yontemi kullanildi. Daha fazla nokta sayisi
icin formaller tiiretilebilirdi ancak islem fazlaliginin ¢ok fazla olmasina neden olmasi
ve 4 noktali formiillerin yeterince hassas ¢oziimler elde edebilmesi nedeniyle nokta
saymin daha da arttirilmasina gerek goriilmedi. Cikarilislarinin ayrintili olarak
gosterildigi Adams-Moulton yonteminin baslangic-deger problemlerinin sayisal
cozimlerinin elde edilmesindeki guictini goésterebilmek icin birkac drnek verildi. Bu
orneklerden bazilar1 sadece bir baglangig-degere sahipken bazilart da bir sinir deger
problemi 6zelliginde bir den fazla ek sart igermektedir. 4 den daha az noktada aranan
fonksiyonun degerlerinin verildigi problemlerde nokta sayisin1 dérde tamamlamak
icin Runge-Kutta yontemi kullanildi. Verilen 6rneklerde elde edilen sayisal sonuglar
tam ¢oziimlerle karsilastirildi. Elde edilen bulgular Adams-Moulton yonteminin ¢ok
az mutlak hata ile tam ¢6zlime yakinsadigini gosterdi. Hata oraninin genellikle ¢6ziim
araliginin u¢ noktalaria dogru arttig1 gézlendi. Yine de bu artisin dahi kabul edilebilir
derecede diisiik olmasi dikkat ¢ekti. Adim genisligi daha da kiiciiltiilerek, yani ¢oziim

araligindaki nokta sayisini artirarak tam ¢ozlime istenildigi kadar yaklasilacag: aciktir.

Ucgiincii béliimde, son yillarda matematiksel modellemelerde siklikla karsilasilan kesir

mertebeden diferensiyel denklemler g6z oniine alindi. Burada bir 6nceki boliimdeki
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Adams-Moulton yonteminin kesir mertebeden denklemler icin olan formulasyonuna
gecildi. Formiillerin ¢ikarilislarina yer verildi. Bilindigi lizere, sayisal ¢oziim
yontemleri tam ¢ézimi elde edilemeyen denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde etmek
i¢cin kullanilir. Gerek ikinci boliimde gerekse bu boliimde verilen 6rneklerde ise bunun
aksine, tam cozimleri zaten bulunabilen denklemlerin Adams-Moulton yontemi ile
yaklasik ¢Oziimleri elde edildi. Buradaki amag, tam ¢6zim ile Adams-Moulton
¢dziimlerinin kiyaslamasmin yapilabilmesidir. Ugiincii boliimdeki baslangic-deger
problemleri kesir mertebeden diferensiyel denklemlerle kurulu oldugu igin bu
problemin tam ¢dziimiinii bulma gereksinimi yine az once bahsedildigi gibi Kesirli
Adams-Moulton yonteminin yakinsamasini gérmek i¢indi. Kesir mertebeden bir
diferensiyel denklemin tam ¢oziimiinii elde etmek her zaman kolay olmadig1 hatta bazi
durumlarda heniiz miimkiin olmadig1 bilinir. Bu c¢alismada Kesirsel Laplace
doniistimleri yardimiyla bu tir denklemlerin tam ¢6ztmleri elde edildi. Daha sonra
Kesirli Adams-Moulton yontemi ile sayisal ¢6ziim verilerine ulasildi. Verilen
orneklerin tamamai orijinal olarak tasarlandi. Tiim bu verilere ulagmak icin bilgisayar
kodlar1 yazildi. Elde edilen sayisal sonuclar ve tam ¢oziim grafik ve tablolarla

karsilastirildi ve sayisal yontemin ne kadar giiglii ve uygulanabilir oldugu gosterildi.
Tezin dérdunci ve son boliminde sonug ve oneriler verildi.

Tezin galismasi Adams-Bashforth, Adams-Moulton ve Kesirli Adams-Moulton
yontemlerinin detayli analizlerinin yapildig1 bir kaynak olarak olusturuldu. Sonraki
aragtirmacilar igin konuyla ilgili bilinmesi gereken biitiin detaylara yer verildi. ileriki
caligmalar olarak, diferensiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri ve reel
uygulamalara ait modellerinin sayisal ¢oziimsel ¢oziimlerinin elde edilmesi Onerilir.

Bunun i¢in de tiim temel bilgiler bu tez ¢calismasinda mevcuttur.
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