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ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu c¢alisma Matematigin Kesirli Analiz ve Diferansiyel
Geometri gibi iki farkli alt disiplinini birlikte calisma isteginden esinlenerek hazirlanmistir. Ozellikle
Caputo kesirli tiirev kullanarak diferansiyel geometrik yiizeyler incelenmistir. Bu gorece yeni ve ilgi gekici
bir alandir.

Literatirde Caputo tiirev kullanilarak yiizeylerin diferansiyel geometrisini ¢aligma fikri
matematikg¢iler tarafindan ortaya atilmistir. Ancak mevcut fikir bazi matematiksel bosluklar igermektedir.
Bu ¢alismanin esas hedefi bahsi gegen bosluklart miimkiin oldugunca doldurmaktir.
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OzET

Kesirli Analizin Diferansiyel Geometriye Uygulamalari
Akif TURK
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Ocak 2022, Sayfa: ix +34

Diferansiyel geometri teorilerinde kesirli analiz tekniklerinin kullanilmasi ozellikle son on yil
icerisinde oldukga ilgi géren bir ¢aligma alan1 olmustur. Bu yiiksek lisans tezinin amaci da diferansiyel
geometrik ylizeylerin dzelliklerini Caputo kesirli tiirev yardimiyla incelemektir.

Bu tez kapsaminda ilk olarak kesirli mertebeden basit yiizey kavrami ortaya atilmistir. Bu kavram
tizerinden kesirli mertebeden basit yiizeyler Kesirli mertebeden ikinci temel formlar: cinsinden karakterize
edilmistir. Acgik bir sekilde kesirli mertebeden ikinci temel form katsayilar1 6zdes olarak sifir olan Kesirli
mertebeden bir basit yilizeyin geometrik olarak bir diizlem temsil ettigi elde edilmistir. Bu klasik sonugla da
ortiismektedir. Daha sonra kesirli mertebeden geometrik niceliklerin Oklit uzaym hareketler grubu altinda
degismez kaldig1 gosterilmistir.

Diferansiyel geometrik yiizeylerin 6énemli bir smifin1 teskil eden silindirik yiizeyler incelenmistir.
Bu yiizeylerin kesirli mertebeden bir parametrizasyonu tanimlanmis ve kesirli mertebeden flat oldugu elde
edilmistir. Ayrica kesirli mertebeden minimal olmasi durumunda geometrik olarak bir diizlem belirttigi
elde edilmistir. Yine bu da klasik teori ile 6rtiismektedir.

Teoriler, 6rnekler ve sekillerle desteklenmistir.

Bu tezde kullanilan metodun ve elde edilen sonuglarin artilari/eksileri ve literatiire sundugu agik
problemler son boliimde tartisilmustir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli tiirev, Basit yiizey, Gauss ¢atis1, Gauss egriligi, Ortalama egrilik

Vi



ABSTRACT

Applications of Fractional Calculus to Differential Geometry
Akif TURK

Master's Thesis
FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
January 2022, Pages: ix + 34

For the last decade, using the techinques of fractional calculus in the differential geometric theories
has been an interesting field. The aim of this master thesis is to analysis the differential geometric surfaces
via Caputo fractional derivative.

As a first step, in the context of this thesis, the notion of local surface of fractional order is
introduced. Following this notion, the local surfaces of fractional order are characterized by their second
fundamental form of fractional order. Clearly, it is obtained that a local surface of fractional order is
geometrically a part of plane when the components of second fundamental form of fractional order vanish
identically. This coincides with the classical situation. Then we provide that the geometrical quantities of
fractional are invariant under the Euclidean rigid motions.

The cylindrical surfaces representing an important class of differential geometric surfaces are
considered. A parametrization of those surfaces of fractional order is defined, obtaining that those surfaces
are flat of fractional order. In addition, we obtain that a cylindrical surface is a part of plane if it is minimal
of fractional order. This coincides with the classical situation again.

The ideas of this thesis are supported by examples with figures.

In the last section, we discuss pros and cons of the used method and obtained results as well as the
proposed open problems.

Keywords: Caputo fractional derivative, Local surface, Gauss frame, Gauss curvature, Mean curvature
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

AC(R™) : R™ uzayi tizerinde mutlak siirekli fonksiyonlarin uzay1
C(R™) : R™ uzayi tizerinde siirekli fonksiyonlarin uzay1
C*(R™) : R™ uzayi tizerinde diizgiin fonksiyonlarin uzay1
C™(R™) : R™ uzay1 lizerinde n —mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin uzayi
D : Caputo anlaminda kesirli tlirev operatdrii

a() : Oklitsel i¢ carpim fonksiyonu

gi{]‘-z} : @ —mertebeden birinci temel form katsayilari

hg-ﬂ : @ —mertebeden ikinci temel form katsayilari

K< : & —mertebeden Gauss egriligi

H< : a —mertebeden ortalama egrilik

nl@ : & —mertebeden birim normal vektor alani

r(x,y) : Parametrik ytlizey

R" : n —boyutlu standart reel vektor uzayi

a : Kesirli tiirevin mertebesi

Il : Oklitsel norm fonksiyonu

X : Vektorel carpim

Ve : a —mertebeden gradiyent operatorii



1. GIRiS

Leibniz, Bernoulli, L. Hopital, Euler, Laplace gibi birinci sinif matematikgilerin dnciiliigii
ile ortaya ¢cikmis olan Kesirli Analiz bilinen adi diferansiyel ve integral kavramlarmin keyfi
mertebelere bir genellemesidir. Matematigin bu branst1 17. yy. den beri arastirthip
gelistirilmektedir. Bu tarihi siirecin detaylari [1] ve [2] numarali kaynaklarda bulunabilir.

Kesirli Analiz gerek uygulamali gerekse teorik bilimde 6nemli bir konumda yer almustir.
Fiziksel olarak bir fonksiyonun kesirli tiirevi hafiza ya da gecikmeli etkilerle iliskili olan uzayda
ya da tiim ge¢mis tarihte uzun-erimli etkilesimlerle birlikte bir globalite sunmaktadir [3]. Bu
heterojen ya da viskoelastik ortam gibi ¢esitli materyelleri ifade etmek igin kesirli tiirevler daha
avantajlidir. Ornegin Kesirli Analiz viskoelastik teori [4], akiskanlar mekanigi [5], analitik
mekanik [6], dinamik sistemler [7] gibi alanlarda ¢esitli problemlere uygulanmistir.

Bu ¢alismanin amacit Kesirli Analiz teknikleri kullanarak diferansiyel geometrik yiizeyler
(kisaca ylizeyler) teorisini tartigmaktir. Bu amaca binaen kesirli tlirev operatorleri arasinda en
uygun olanlardan biri 1967 yilinda ilk kez Michele Caputo tarafindan literatiire kazandirilmig
olan Caputo kesirli tiirev operatoridir [8]. Bunun sebebi Caputo kesirli tiirev operatoriiniin sabit
fonksiyonu iizerinde sifir etkisine sahip olmasidir [9]. Bu 6nemli bir avantajdir ve kesirli
mertebeden g¢esitli fiziksel problemleri geometrik bir temele dayandirilmasina olanak
saglamaktadir. Bu anlamda kesirli Lagrange mekanigi ve nicelendirilmesi formiiliize edilmistir
[10]. Bu kesirli genelleme yer ¢ekimi teorisinin detayli modellemelerine de uygulanmustir [9].

Bir onceki paragrafta Caputo kesirli tiirevin bahsi ge¢en avantajimnin bu tez agisindan en
onemli katkisi, yiizeyler i¢in tanimlanacak geometrik (metrik, egrilik vesaire) niceliklerin uzayin
hareketler grubu altinda degismezlik ilkesini yerine getirmesine sundugu olanaklardir.

Caputo kesirli tiirev operatorii tanimi aslinda Riemann-Liouville kesirli tiirevinden
esinlenerek ortaya ¢ikmustir [11]. 0 < @ <1 mertebeden bilinen klasik Caputo kesirli tiirev

Operatoriin tanimi asagidaki gibi sunulabilir [11]:

a ) AN 1 * 1 df()
DEfCO = L (a)‘m—a)fo G—0 ar

burada

a 1 f(
Ef(x) = M@ ), (x—t)l_“dt

ile 0 < a < 1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali ve

[ee)

I'(a) =f t* le~tdt
0

ile de Euler gama fonksiyonu gosterilmektedir.



Caputo kesirli tiirev operator kullanilarak diferansiyel geometriye iligskin yapilmis olan
cesitli aragtirmalar mevcuttur ve asagidaki gibi siralanabilir: [9] ve [10] numarali kaynaklarda
Kahler, Finsler, Lagrange and holonomik olmayan manifoldlar, [12] ve [13] numaral
kaynaklarda egrilerin degismezleri Caputo kesirli tiirevlerin 6zellikleri bakimindan incelenmistir.
Ayrica, [14], [15] ve [16] numarali kaynaklarda uyumlu ve Leibniz kesirli tiirev operatorleri

kullamlarak egrilerin ve yiizeylerin geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez caligmasinda ise, [3] numarali arastirma makalesi temel alinarak, Caputo kesirli
tiirev yardimiyla yiizeyler teorisi incelenmistir. R3 3-boyutlu Oklit uzay1, g(:,) Oklit i¢ ¢arpim
fonksiyonu, x vektorel ¢arpimu ve ||-|| standart normu gostermek tizere, [3] numarali ¢aligmada
r:U c R? - R3, (x,y) »r(x,y)
doniistimil i¢in {D,‘C"r, Dy, n“} seklinde Gauss catis1 tammlanmugtir. Burada Dyr ve Dyr ile
r(x,y) nin x ve y degiskenlerine gére @ —mertebeden Caputo kesirli tiirevi ve

3 D¥r X Dyr
" T g xogr]]
dir. Bu ¢at1 yardimiyla a —mertebeden birinci temel form tammlanmistir. ikinci temel form
tanimlanmak i¢in klasik tiirev kullanilmigtir. Yani ardisik tiirev islemlerinde ilk adim igin Caputo
kesirli tiirev ve sonrasi i¢in klasik tiirev uygulanmistir. Bu metot yardimiyla a —mertebeden
ikinci temel form, Gauss ve ortalama egrilikleri formiile edilmistir.

[3] de r(x,y) vektor degerli fonksiyonu diizgiin kabul edilip bir dnceki paragrafta ifade
edilen geometrik kavramlar tammlanmustir. Ancak bu kavramlar matematiksel olarak daha
saglam bir temele ihtiya¢ duymaktadir. Bunun i¢in 4. Béliimde a —mertebeden diizgiin ve diizenli
(regiiler) doniisiim kavramlart tanimlanmigtir (bakiniz Tamim 4.1). @ —mertebeden diizenli
dontisiim Caputo kesirli tiirev ve a —mertebeden birinci temel form cinsinden karakterize
edilmistir (bakiniz Onerme 4.1). Daha sonra bunlara dayanarak a —mertebeden basit yiizey fikri
ortaya atilmistir. ¢ —mertebeden basit yiizeyin ikinci temel formu analiz edilmistir. Ag¢ik bir
sekilde bir « —mertebeden basit yiizeyin ikinci temel form katsayilarinin 6zdes olarak sifir olmast
halinde bu basit yiizeyin geometrik olarak bir diizlem belirttigi ve tersinin de dogru oldugu
ispatlanmustir (bakiniz Teorem 4.1). Bu klasik durumla ortiismektedir. Bir bagka deyimle R3
uzayinda tamamen jeodezik bir yiizeyin diizlem olmasi gergegi ile paralel bir sonugtur.

[3] de tammlanan a —mertebeden geometrik niceliklerin R3 uzayimin izometrileri altinda
ne tiir bir davranis sergiledigi simdiye kadar analiz edilmemistir. Aslinda bu niceliklerin g(-,")
Oklit i¢ carpim yardimiyla tamimlandigindan izometriler, yani Oklitsel doniisiimler, altinda
degismez kalmasi beklenir. Bu beklenti acik bir sekilde, gene 4. Boliimde, ifade ve ispat
edilmistir (bakimz Onerme 4.3). Ayrica @ —mertebeden basit yiizeylerin Oklitsel déniisiimler

altinda basit yiizeylere doniistiigii de gosterilmistir (bakimz Onerme 4.2). Orneklendirmek



maksadiyla bir paraboloid ele alinip x —ekseni etrafinda 3771 radyan kadar dondiiriiliip ve aym

zamanda x —ekseni boyunca 3 birim kadar &telenerek bir goriintii yiizeyi elde edilmistir. Bu basit
yiizeyler arasinda a —mertebeden geometrik niceliklerin degismedigi gézlemlenmistir (bakiniz
Ornek 4.2).

5. Boliimde R3 uzayinda yiizeylerin énemli ve bilinen bir smifin1 teskil eden silindirik
yiizeyler gdz Oniine alinmustir. R3 uzaymin standart baz vektérleri {e;, e,, e3} olsun. c(x) ile bu
uzayda bir parametrik egri ve v € R? ile sabit bir vektor gosterilsin. Kabul edelim ki c(x) egrisi

1 diizleminde yatsm. Koordinatlarin doniisiimii sayesinde v =e, ve c(x) = (x,0,f(x))

%
almabilir. Dolayisiyla e, vektorii ile karakterize edilen o6telemeler grubu ile olusan silindirik
yiizey r(x,y) = (x,y, f(x)) déniisiimii ile ifade edilebilir. Oncelikle bu r(x,y) doniisiimiiniin
a —mertebeden basit yiizey tanimlamast igin sartlar verildi (Onerme 5.1). Daha sonra r(x, y) nin
a —mertebeden flat (yani @ —mertebeden Gauss egriligi 6zdes olarak sifir olan a —mertebeden
basit yiizey) oldugu sonucuna varildi. Bu basit yilizeyin a —mertebeden minimal (yani
a —mertebeden ortalama egriligi 6zdes olarak sifir olan & —mertebeden basit yiizey) olmasi igin
gerek ve yeter sart verildi (Teorem 5.1). Bu yapilirken ortaya ¢ikan kesirli diferansiyel denklem
Laplace déniisiim yardimiyla ¢oziildii. Orneklendirmek maksadiyla bir parabolik silindir alinip
a —mertebeden geometrik nicelikleri analiz edildi (Ornek 5.1).

Bu tez kapsaminda ortaya atilan fikirlerin bilimsel degeri, 6z elestirilerimiz ve

arastirilabilecek yeni problemler altinci boliimde ifade edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Yiizeylerin Geometrisine Dair Temel Kavramlar

Tamm 2.1. R, reel sayilar cismini gostermek tizere R™ = {(pq, 2, ..., Pn)} esitligi ile belirli R™
kiimesinde toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore R™ kiimesi R cismi {izerinde bir vektor

uzay olur. R™ vektor uzaymda p = (p1p2, ..., Pn) V€ ¢ = (P1, P2, .., Pn) Olmak tizere
n

9, q) = z Pidi
i=1

esitligi ile tammlanan g: R™ X R™ — R fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima,
R" uzaymin Oklit i¢ carpimi denir. p € R™ olmak iizere ||p|| = m diyelim. ||-[|: R™ - R
fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gére R"™ vektor uzayi, normlu vektor uzayidir.
d(p,q) = llp —qll bi¢iminde tammlanan d:R™ X R™ -» R fonksiyonu, R"uzaymda bir
metriktir. Dolayisiyla R™ bir metrik uzaydir. Bu metrik ile birlikte R" uzayina Oklit uzay: denir
[17].

Tamm 2.2. R™ uzayinda reel degerli bir fonksiyon eger her bir degiskene gore her mertebeden
stirekli kismi tlirevlere sahip ise diizgiin fonksiyon (smooth) adini alir. R™ {izerinde tanimli reel
degerli diizgiin fonksiyonlarin uzay1 C* (R™) ile gosterilir [17].

Tamm 2.3. nUcCR?-R3 (x,y) - 7r(xy) = (xy)rnxy),rslxy)) dizgin bir

doniisiim olsun.

(dry 01y
dx 0dy

ar, 0nr

Ur)x,y) = ox E
dry 0rs

Ldx Oy

seklinde matris degerli J fonksiyonuna 7(x,y) nin Jakobiyen matrisi denir. Eger
rank(Jr)(x,y) = 2 ise r(x, y) doniisiimiine diizenlidir (regiilerdir) denir [18].

Tamm 2.4. U, R? uzayinin irtibath bir bolgesi olmak iizere r: U —» R3 diizgiin ve diizenli bir
doniigiim olsun. r: U — r(U) doénisiimii bir homeomorfizm (siirekli ters doniigiime sahip siirekli
doniisiim) ise 7(U) kiimesine, R3 uzayinda basit yiizey denir. r: U — R3 déniisiimiine de bu basit
yiizey i¢in bir parametrizasyon adi verilir. M, R3 uzayinin bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p
noktasi i¢in p € r(U) ve r(U) € M olacak bigimde bir r(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M
kiimesine, R3 uzayimnda bir yiizey denir [17].



Tamm 2. 5. M, R3 uzaymda bir yiizey olsun. p € M ve v, € T,(R®) olmak iizere v, vektdrii, M
icinde bulunan en az bir egrinin hiz vektérii ise v, vektorli p noktasinda M yiizeyine tegertir
denir. p noktasinda teget vektérlerinin kiimesi T,, (M) ile gosterilir [20].

Tamm 2.6. Bir diizgiin M yiizeyinin her p noktasinda T,(M) diizlemindeki yon segimi p
noktasimin bir komsulugunda bir yon verir, bagka bir deyisle komsuluktaki her noktanin
cevresindeki yeteri kadar kiiciik kapali egriler pozitif hareket kavramini verir. Eger bu se¢imi her
p € M noktasinda, her iki komsulugun kesisimindeki yonler uyusacak bi¢cimde yapabiliyorsak, M
yiizeyine yonlendirilebilir denir. Eger bu miimkiin degilse M yiizeyine yonlendirilemez denir
[17].

Uyan 2.1. Bir diizgiin M ylizeyi lizerindeki bir p noktasimn bir komsulugunda bir r(u,v)
parametrelemesini sabitleyerek, T,(M) teget diizleminin bir yoniinii, daha agik belirtmek
gerekirse {r,,1,} sirali bazina karsilik gelen yonii belirlemis oluruz. Eger p noktas: baska bir

7(, ¥) parametrelemesinin koordinat komsulugu ise, yeni {73, 75} baz1 ilk baz cinsinden

o,
Tz =xui+xvi
u u

_ d 0y
B =Xy a_ﬁ + Xy 6_1—7
bigiminde ifade edilir. Burada u = u(%, v), v = v(#%, ¥) koordinat degisiminin ifadeleridir. Sonug
olarak {r,,n,} ve {7z 7} bazlarmn T, (M) teget diizleminin ayn1 yoniinii belirlemesi i¢in gerekli

a(u,v)
a(u,v)

ve yeterli kosul, koordinat degisikliginin Jakobiyeninin pozitif olmasidir.

Tamm 2.7. M yiizeyi iizerinde r(u, v) parametrizasyonu igin
I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
ifadesine birinci temel form, E, F, G ise birinci, temel formun katsayilar1 denir ve
E=gnu,n)F=9@mn)6=g9xnmn),
ile hesaplamir [19].
Tamm 2.8. M ile, bir diizgiin ve yonlendirilmis yiizey gosterilsin. 7:U € R? > M
parametrelemesi i¢in 7 (U) i¢indeki her noktaya, r;,, 1;, ve n ile verilen bir dogal {i¢lii karsilik gelir.
Buna gore n ylizeyin birim normali olmak iizere
T = Iin, + an, + 0,
T = Mty + 157 + In,
T = Byt + TAT, + In
Ty = Dony + L, + In,
Ny = Aq17y t az17y,

Ny = Q127 + Az2Ty,



elde edilir. I}f i,j,k =12 katsayllar1 M yiizeyinin r parametrelemesindeki Christoffel
sembolleri olarak adlandirilir. 7, = 13, oldugu icin I}}, = I} ve I3 = I3 olur baska bir deyisle
Christoffel sembolleri alt indislere gore simetriktir. Yukarida verilen sistemdeki ilk dort
denklemin N ile ¢arpimini alarak, M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar1 e, f, g olmak
uzere

L=ehL=L=f=g

elde edilir. Yukaridaki denklemlerden ilk doérdiine Gauss, son ikisine Weingarten formiilleri adi
verilir. a;;, i,j = 1,2 katsayilar1 Weingarten doniisiimiine karsilik gelen matrisin girdileridir.
Christoffel sembolleri, birinci temel formun katsayilart E, F,G ve bunlarin tiirevleri cinsinden
asagidaki gibi hesaplanir:

. GE,—2EF, +FE,

il =
13 2(EG —F?) '’
, _2EF,—EE, +FE,
= 2(EG-F? '

o GE, — FG,

27 2(EG - F?)
2 _ EG, — FE,
27 2(EG — F?2)
. GF,—2GG, —FG,
L; = 2 ’
2(EG — F?)
, EG,—2FF, +FG,

rZZ = 2

2(EG — F?)

Ayrica

ey~ fu=eliy + f(I5 — 1) — g1,

fo— Gu = elp + f(If — Ip) — gl1.

denklemlerine Gauss-Codazzi-Mainardi denklemleri denir [18], [19].

Tamm 2. 9. R3 uzayinda vektor alanlar1 kiimesi y(R3) ile gosterilsin.

V: x(R%) x x(R®) - x(R)

fonksiyonu her bilesene gore lineer olma ve Leibniz sartlarim saglayan doniisiime afin
konneksiyon adini alir. Ayrica X,Y € y(R3) icin

T(X,Y) = Vy¥ — VyX — [X,Y]

ile tanimlanan tensore torsiyon tensorii denir, burada [, ] ile Lie parantez operatérii gosterilmistir
ve diizgiin bir f fonksiyonu igin

(X, Y1) = X(Y(H) =YX ()

ile verilir. Eger T 6zdes olarak sifir ise V konneksiyonuna torsiyonsuzdur denir. Eger torsiyonsuz
bir afin konneksiyon metrikle bagdasabilme ozelligine sahipse yani
Z(X,Y) = (V;X,Y) + (X,V,Y)



ise V konneksiyonuna Levi-Civita ya da Riemann konneksiyonu ad1 verilir [20].

Tamm 2. 10. V ile M yiizeyine indirgenmis Levi-Civita konneksiyonu gosterilmek tizere
R(X,Y)Z = Vixy1Z — Vx(VyZ) + Vy(VxZ)

esitligi ile tamimlanan R doniisiimiine M yiizeyi Ustiinde Riemann egrilik tensorii adi verilir,
R(X,Y)Z yerine RyyZ gosterimi de kullamilir. X,Y € y(M) verildiginde Ryy : y(M) - x(M)
bigiminde lineer bir doniisiim elde edilir. Bu doniisiime M yiizeyi tstiinde egrilik operatérii denir.
1 <i <2 i¢in R(U)istiinde, {0;,0,} vektor alan sistemini géz oniine alalim. R(U) her bir p

noktasinda,  {0;(p),d,(p)} kimesi T,(M) vektor uzaymin bir bazi  olur.

2
R(3,0)0 = ) Rbyd,
p=1

biciminde yazilabilir. Bu esitlikteki R% jk fonksiyonlarma, M yiizeyinin Riemann egrilik tensorii
alaninin katsayilar: denir [17].

Tamm 2. 11. N M yiizeyi ustiinde birim dik vektor alani olmak {izere M nin bir p noktasinda
Sy (vp) = =V, n esitligi ile tammli S,,: T, (M) — T, (M) fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasinda
n birim dik vektor alanina bagh sekil operatérii veya Weingarten doniigiimii adi verilir. M nin p
noktasindaki Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

K = det(S), H =-iz(S)

ile tamimlamr [17].

2.2. Kaesirli Tiireve Dair Temel Kavramlar

Tamm 2. 12. n > 0 i¢in
rin) = fooo x"le™* dx (2.1)
seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu ve bu integrale de Euler integrali denir [21].

Tamm 2. 13. ¢ € (0,1) olmak iizere
t

v 1 [
IO =1 j CERE

0

seklinde tanimli integrale f(t) fonksiyonunun a —mertebeden Riemann-Liouville kesirli
integrali ad1 verilir [21].

Tamm 2. 14. f(t) fonksiyonu, [a, t] kapal aralifinda siirekli ve integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. n, n — 1 < a < n sartim1 saglayacak sekilde bir pozitif tamsay1 ve t > a olmak iizere, bir

f (¢t) fonksiyonunun a—inci mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi



t

DELF)] = L f (de

I'n—a)dth t —x)an+l
0

seklinde tanimlanir. Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimimnin bazi ozellikleri asagidaki
gibidir:

1. Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimi lineer bir operatordiir.

2. n bir tam say1 olmak {izere, eger k = 0,1,2,3, ...,n — 1 degerleri ig:inf(k) (a) = 0 sart1 gegerli
ise

"f ()

L e1r) = b ( =

dt” > =DEf()],n—1<a<n

esitligi saglanmaktadir.

Ornek 2.1. f(x) = x? fonksiyonun a =% mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile

hesaplayalim. Burada a = % oldugundan n = 1 bulunur ve a sifir alinirsa

1 dy" [ —a-1
Daf(x)=m d_> f(x—t) f)dt
formiiliinden

2f(X) = <f (x—t)~ 3t? dt>
1 d t2

1 )
vrdx) o3

x —t = u?,—dt = 2udu doniisiimii uygulanirsa;

0
f —2(x —u?)?du

Vx

0
1 d J‘ —(x — 2)ZZudu_ 1 d
mwdx 7 uZ)E Vrdx
45 25
sz\/_—§x2+5x2

0
—1df —2x% +4 2ut)d 1d[
= d\/_ x xu? u)u—\/_d

_1d[( )%_1d16g]
NCT T5)¥* = Fraxlis”

elde edilir [22], [23].

Tamm 2. 15. n bir pozitif tamsay1 olmak iizere n — 1 < o < n sarti1 saglayan « sayisi i¢in bir
f fonksiyonunun a —mertebeden Caputo kesirli tiirev yaklagimi



u 3 1 ™ (x) dx
Dt f(t) - r(n _ a)_[(t _x)a+1—n

a

ile tanimlidir. Caputo kesirli tiirev yaklagiminin baz1 6zellikleri asagida gibidir:

1. Caputo kesirli tiirev yaklasimi lineer bir operatordiir.

2. m=0,123,..ven—1< a <n olmak iizere

DF(DI*f (1)) = DEF™f(©).
3./9()=0,s=nn+1,n+2,...,mvem=0,123,..;n—1<a<n olmasi durumunda
DE(DI*f (1)) = DI (DEf(£)) = DET™f (1)

esitligi saglanmaktadir [8].

4. Sabit fonksiyonun Caputo tiirevi sifirdir.

Ornek 2. 2. f(x) = x fonksiyonunun %—mertebeden Caputo kesirli tiirevini hesaplayalim. O

halde a = % oldugundan n = 1 olur ve Caputo formiiliinde a = 0 igin integral alirsak;

X

o? j L
t* =7 Tat,
r(a)] c-o

u? = x — t doniisiimii yapilirsa;

X
f u
u

0 Vx
1 1
=-F Zdu—ﬁofwu T(\/— 0)
2Vx

WV
elde edilir [22], [23].
Uyan 2. 2. Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevler asagidaki gibi bir iliskiye sahiptir:

(0+) . _
DEF(E) = DEF(D) — 7ot ™

burada 0 + ifadesi sifira sagdan limit yaklasimim ve DF Riemann-Liouville tiirevi ifade eder. Bu
bagintidan, eger f(0 +) = 0 ise Caputo kesirli tiirev ile Riemann-Liouville kesirli tiirev ¢akisir.
Ornegin, bir f(t) = t? fonksiyonunun kesirli tiirevi

rp+1)
r'p+1-a)

ile verilir, burada p > —1 keyfidir. Ancak f(0+) =0 sarti saglanmadiginda ki genelde

DEtP = DELP = p-a

saglanmaz, Riemann-Liouville kesirli tlirev Caputo kesirli tiirevden farkli sonuglar verir.



Caputo’nun taniminin temel ayirt edici 6zelligi bir A # 0 sabitinin kesirli tiirevi, yani DFA = 0
dir. Oysa Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifirdan farklidir, 6rnegin

At™¢
rd—ay

Tamm 2.16. 0 < a < 1 olmak iizere Caputo anlaminda kesirli tiirev i¢in Laplace operatérii L ile

DIA =

gosterilsin. Bu durumda Caputo anlaminda tiirevlenebilir bir f fonksiyonu i¢in
L(DEF)(s) = s*(Lf)(s) —s*71f(0)
dir [21].

n € Nt ={1,2,3,...} olmak iizere AC[a,b] ve C™[a,b] ile, sirasiyla, [a,b] arahigi
tizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar ve n —mertebeden siirekli tiirevlere sahip kompleks degerli
fonksiyonlarin uzaylar: gosterilsin. Ayrica AC™[a, b] ile (n — 1) —mertebeden siirekli tiirevlere
sahip kompleks degerli f(x) fonksiyonlarmin uzay1 gosterilsin 6yle ki ™~ (x) € AC[a, b] dir.
Teorem 2.1. ne€ NT ve n—1<a <n olmak iizere eger f € AC™[a,b] ise 0 zaman [a, b]
iizerinde hemen hemen her yerde f nin @ —mertebeden Caputo kesirli tiirevi vardir. Ustelik eger

f € C™a,b] ise f nin a —mertebeden Caputo kesirli tiirevi [a,b] lizerinde siireklidir [11].

10



3. KESIRLI TUREVE SAHIP YUZEYLERIN GEOMETRISI

Bu caligma boyunca 0 < a < 1 kabul edilecektir. Boylece a« —mertebeden Caputo kesirli

tlirevi

X

e = - 1 j 1 4@

1-a) | x—0t)* dt
0

ile verilir. Asagida diizglin bir ylizeyin geometrisi Caputo kesirli tiirev kullanilarak formiile
edilmektedir.
R3 3- boyutlu uzayda diizgiin bir r(x, y) basit yiizeyini ele alalim, yani

r(x,y) = (106 y), 1206 y),73(x,))
olsun, burada x ve y bir D € R? bélgesi iizerindeki koordinatlardir.
Uyan 3. 1. Kesirli mertebeden ifade edilecek formiiller igin, yalmizca r(x,y) ylizeyinin Gauss
catis1 Caputo kesirli tiirev ile tanimlanip; diger tiirevler tam mertebeden ifade edilecektir.
Tamm 3. 1. R3 uzayinda bir r(x, y) basit yiizeyi i¢in
e — Dir X Dyr

IDr > Dy
seklinde tanimlanan vektér alanina r(x, y) yiizeyi lizerindeki @ —mertebeden birim normal vektor
alani denir. {D,‘é‘r, Dy, n{“}} tcliisiine de ylizeyin a —mertebeden Gauss ¢atisi adi verilir [3].

Burada iist {a} indisi ile kesirli tirevin @ —mertebesini ifade edilmektedir. Ayrica
(D¥r)(x,y) = (Dgry, Dy, D) (x, y)

Ve
(D;‘r) (x,y) = (Df,‘rl, Dy, Df}rg)(x, y)
gosterilmektedir.

Asagida i,j, k, ... = 1,2 indisleri ve (x,y) = (xq,x3) = (x;) koordinatlar1 kullanilacaktir.

Tamm 3. 2. R3 uzayinda bir 7 = r(x;) basit yiizeyi icin a —mertebeden birinci temel formun
katsayilart gi{]‘?‘} =g (D,?l.r, D,‘C‘jr) seklinde tanimlamir. Burada g(,) ile R® uzaymin i¢ carpim

fonksiyonu gosterilmistir [3].

a=1 igin gi{}} ifadesi r(x;) basit ylizeyinin klasik anlamda birinci temel form

katsayisini ifade etmektedir. Birinci temel formun bilesenlerinin tam mertebeden tiirevleri

295 095 _dgis

+ =g| D r i(D"‘r)—i(D"‘r)
0xy, 0x; 0x; kN Qg N dx; ~ 1

+g <D,‘3‘ir, <667k (D,?jr) - aixj (D,‘}J))) +g (D,‘Z‘jr, <6ixk (Dgr) + aixl- (D,‘g‘kr)>> (3.1)
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ile verilir.
Tamm 3. 3. R?® uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi i¢in a —mertebeden birinci tiirden

Christoffel sembolleri

ad
Ly =g <D§c"kr,a—xi (Da‘c"jr)> (3.2)
olarak tammlanir. Ustelik ikinci tiir Christoffel sembolleri
k
riéa] _ g{a]kl[;gl}’ (3.3)
{a}

ile verilir. Burada g'®*!, g'&’ nin ters matrisini ifade eder [3].

Uyan 3.2. « =1 igin (3.1) denkleminin sag tarafinin ilk iki terimi sifir olur ¢ilinkii farklar
komiitatiftir. Tam mertebe tiirev durumunda, (3.2) ve (3.3) ile verilen tanimlar yiizeylerin klasik
geometrisinden bilinen Christoffel sembolii formiillerini saglar. Ancak Caputo kesirli operatoriin
global manada tamimlanmasi ile bu Christoffel sembolleri, yani (3.2) ve (3.3), i ve j indislerine
gore genelde asimetriktir.

Tamm 3. 4. R3 uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi i¢cin a —mertebeden torsiyon tensérii
bilesenleri

{a} — pla} {a}
Tikj = Fikj _I}ki

formunda verilir [3].

(3.1) ifadesi
{a} {a} {a}
095, %95 %%k @) o _ p@ , pl@
Oy 0x; ox; jki jik = ‘kji ijk
olarak yazilabilir.

G ij vektorini

d
— {a}h
Gy = 5 (pgr) - pg,r.
ile tammlayalim. Dikkat edilecek olursa G;; vektdrii Dy r ve Dy r vektdrlerine ortogonaldir.

Gergekten de

0
g(D,‘?kT, Gij) =9 (ngr'a_xi (D’?jr)> - Fii'a}hg(ngr' Dghr)

_ pfa} {a}h _{a} _ pla} {a} _

—Fik(j' _Fija ghclrc —rikcj' _Fikcj' =0

dir.

Tamm 3. 5. R3 uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi i¢in @ —mertebeden Gauss formiilii

0

seklinde ifade edilir, burada hl{?} asagidaki gibi tammlanan a —mertebeden ikinci temel formun

katsayilaridir ([3]):

12



h{a} 9(56.(% ) n{a})_

l

Uyan 3.3. Kesirli mertebeden tiirevden dolayr ikinci temel form genelde asimetriktir, yani

hg-z] * h]{la Y dir. Dolayisiyla kesirli tiirevin etkisi Christoffel sembollerinde ve ikinci temel formda

hissedilmektedir. Ustelik Dyg;r - n{® = 0 ve Gauss formiiliinden ikinci temel form katsayilari

{a}
B = g ( -Dg 2 ) (3.4)

olarak da ifade edilir. Diger yandan
g(n{“},n{“}) =1

denkleminde tam mertebeden tiirev alinarak

= L’gD;}jr, (3.5)
seklinde yazilabilmesi anlamina gelir. Daha sonra (3.5) denklemi (3.4) denkleminde yerine
yazilirsa

h = -1k g (Dgr,Dgr) = —Ligy

olur ki L¥ katsayisi hi? ile verilir. Bir baska ifadeyle hgg} = g{“}klhgla} = —L¥ olur.

Tamm 3. 6. R3 uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi i¢in

aan—f = —h{*Dg.r. (3.6)

Ifadesine & —mertebeden Weingarten formiilii denir [3].

3.1. Integrallenebilirlik Sartlar1 ve Kesirli Mertebeden Egrilikler

Bu altboliimde kesirli mertebeden Gauss catisi cinsinden bir yiizeyin integrallenebilirlik

sartlar1 arastirilacaktir. Gauss formiiliinden
d

{a}k {a}k {a} {a}
G_M(Dgf )__(D ) = (057 = 5) Dgr + () — ) nle
seklinde yazilabilir. Ustelik, tam mertebeden tiirevler arasindaki asagidaki komiitatiflik ele
alimustir:
Ol (par) =22 (pa,)] =
dxy Lox; (Dx].T)] dx; Laxy (Dx} )] =0. (3.7)
Gauss formiilii ve (3.6) denkleminden, (3.7) denkleminde sol tarafin ilk terimi

{a}l {a}l
o [0 or;; oh;
pa ]_ U_ 4 plemplat _ plaplat) pe Ram @t )yl
9%, [axi( 5r) ( axp T L NP n
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seklinde yazilir. Benzer bir ifade (3.7) denkleminde sol tarafin ikinci terimi i¢inde elde edilebilir.
Boylece asagidaki tanim ifade edilebilir:
Tamm 3. 5. R3 uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi igin a —mertebeden Gauss-Mainardi-

Codazzi denklemleri

or@!  ri@t
i {@ym p{a)l _ pladm {adl {a}p (@}l _ p{a}, {adl) _
a;k - ax’i +0 7 L — LG T —(hif h” — b b )—0 (3.8)
on!Mt  gnidt
i (@}l (@} _ pladly (a) _
a—;k—a—x’iﬂ*i;" he =L R =0, (3.9)

seklinde tanimlanir [3].
(3.8) denkleminde, ikinci tiirden Christoffel sembolleri kullanilarak yazilan asagidaki

ifadeyi ele alalim:

{a}l {a}l

R{a}l — a[;—] — akL + I"{a}mr{a}l — r{a}ml—v{a’}l
jik T dxk Oxt ij km kj im *
{a}R{a}l

O zaman R]{l"l‘,}c = Ymi Rjije ifadesi simetrik olmayan ikinci temel form ile

{a} _ {a},{a} {a}, {a}
Rjgk— hi;'l hk? _hk(j' hi;l

seklinde ifade edilir. Mevzubahis 2- boyutlu yilizeyler oldugundan, R}g,}c

Ritl = Rlfh = KA W

2121

ve
fa} _ plar _ {a}
R1§21 - qulz - _nglz

ile verilir. Boylece asagidaki tanim verilebilir:
Tamm 3. 6. R3 uzayinda bir r = r(x;) basit yiizeyi icin @« —mertebeden Gauss egriligi

{a}
glay — f1212

 detg

ile tanimlanir. Burada detg = gﬁ”g%} - gig} géf} dir. Ayrica @ —mertebeden ortalama egrilik

91555~ 015 (a3 + ht) + 935 i)
2detg

Hia} =

seklinde tanimlanir [3].
Uyan 3. 4. « = 1 durumunda ikinci temel form simetrik olur ve o zaman standart Gauss ve

ortalama egrilikleri elde edilir.
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4. KESIRLi MERTEBEDEN BASIT YUZEYLER

Teorem 2.1 geregince kompleks degerli C! smifindan bir fonksiyonun Caputo tiirevi

sirekli bir fonksiyondur. Ornegin; tek degiskenli reel degerli f(x) = x 6zdeslik fonksiyonu ele

xl—a

ri2-a) ile

alinsin. Bu fonksiyon reel eksenin tamaminda C* smifina aittir ve (DZf)(x) =

hesaplanan a —mertebeden Caputo tiirev fonksiyonu x > 0 degerleri i¢in siireklidir. Ancak
(DZf)(x) tiirev fonksiyonu x = 0 noktasinda klasik anlamda tiirevlenebilir degildir. Bu nedenle
bir 6nceki boliimde tanimlanan geometrik nicelikler igin bir yiizeyin ‘a —mertebeden diizgiin ve
diizenli’ olma kavramlarinin netlestirilmesinin gerekmektedir.

Tamm 4. 1. R3 uzayinda

rUc R - R, (x,y) = r(xy) = (nGey)n@y)nsiy)

doniisiimii verilsin.

(i) Eger her (x,y) € U ver;(x,y), i € {1,2,3}, igin (D%r;)(x,y) ve (D;‘ri)(x, y) tiirevleri mevcut
ve bunlar da siirekli kismi tiirevlere sahip ise r(x,y) dontisimiine a —mertebeden diizgiin
donitistim adi verilir.

(i1) Eger her (x,y) € U igin {(D,‘C"r)(x, ), (Dj}r) (x, y)} lineer bagimsiz bir kiime ise o zaman
r(x,y) doniisiimiine &« —mertebeden diizenli doniisiim adi verilir.

(iif) r(x,y) donisimii hem a —mertebeden diizgiin hem de a —mertebeden diizenli ise o
zaman a —mertebeden basit yiizey adimi alir.

Onerme 4. 1. R® uzaymda 7:U c R? - R3, (x,y) = r(x,y), a —mertebeden diizgiin bir
doniistim olsun. Asagidaki onermeler denktir:

(i) r(x,y) a —mertebeden diizenli doniigiimdiir,

(i) her (x,y) € U igin Dyr X Dyr # 0 dir,

(iii) her (x,y) € U igin detg'® # 0 dir. Burada detg® ile r(x,y) nin @ —mertebeden birinci
temel formunun determinant1 gosterilmektedir.

Ispat: 1k olarak (i) deki nermenin (ii) onermesini gerektirdigi gosterilecektir: (i) saglansimn. O
zaman Tanim 4.1 geregince her (x,y) € U igin {D&r, DJ‘Z‘r} lineer bagimsizdir. Lineer bagimsiz
bir kiime sifir vektoriinii icermeyeceginden (bakiniz [24, Sonug 1-6.1]) her (x,y) € U i¢in Dr
ve Dyr vektorleri sifirdan farklidir. O halde (D,‘C‘r X DJ‘Z‘r) (x,y) # 0. (ii) deki 6nermenin (iii)
onermesini gerektirdigini gosterelim: Her (x,y) € U igin (DZr x D;‘r) (x,y) # 0 ise, (x,y) den
bagimsiz olarak

g(D&r x D&r,D%r x Dgr) # 0

yazilir. Burada i¢ ¢arpim fonksiyonunun pozitif tanimli olmasindan faydalanilmigtir. Lagrange

6zdesligi yardimiyla (bakiniz [24, Teorem 1-8.2])
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g(D,‘}r X Dyr, Dfr X Dgr) = g(Dgr, D,‘C"r)g(Dgr, D;‘r) — g(D,?‘r, D;}‘r)2

oldugundan detg!® # 0 elde edilir. Son olarak (iii) deki nermenin (i) Snermesini gerektirdigi
ifade edilecektir. Eger her (x,y) € U i¢in detg{® # 0, ya da es deger olarak DZr X Dyr #0
ise 0 zaman {D,‘C"r, D;‘r} lineer bagimsiz olup teoremin ispati tamamlamnir.

Ornek 4. 1. x >0 vey > 0 olacak sekilde z = x + y Kartezyen denklemli diizlem parcasi
verilsin. U = {(x,y) € R?:x > 0,y > 0} igin parametrik olarak

rU->R3(x,y)»r(xy) =@&y,x+y)

ile ifade edilebilir. Asagida r(x, y) doniisimiiniin « —mertebeden bir basit ylizey olup olmadigini
inceleyelim. Ayrica @ —mertebeden geometrik niceliklerini aragtiralm. Bunun i¢in 74 (x,y) = x,

r(x,y) =y, r3(x,y) = x +y olmak lizere

a x a
Dxr1=m, Dyr1=0,
1-a
Y
Dg%”z:m, Dir, =0,
Dy, — 1-a 2 yl—a
*BTrR-a’ YB3Tre-a

tiirev fonksiyonlar1 ele almsm. Goriildiigi tizere i € {1,2,3} igin (DZr;)(x,y) ve (Dj‘i‘ri)(x, y)
fonksiyonlar1 C*(U) smifina aittir ve dolayisiyla r(x,y) a —mertebeden diizgiin bir

doniistimdiir. Diger taraftan r(x, y) nin @ —mertebeden Gauss catisinin vektorleri

xl—a xl—a
Da = 'O' )
7 <r(z —a) T2 - a)>
1-«a 1-a
Dﬁ“’T = 0, y ) y )
r2-a)'r@2—-a
(xy)t=
D¥r X Dyr = T —a)2 (-1,-1,1)

seklinde bulunur. Orijin noktasinda

(D&r x D%r)(0,0) =0

oldugundan 7 (x, y) diizlemi Onerme 4.1 geregince (0,0) noktasinda & —mertebeden diizensizdir.
Ancak bizim durumumuzda (0,0) ¢ U oldugundan bir problem tegkil etmeyecektir. Hiilasa
Tanim 4.1 geregince r(x,y) a —mertebeden basit ylizeydir. Temsili olarak Sekil 4.1 deki gibi

resmedilebilir. 7(x, y) nin @ —mertebeden birim normal vektor alani
1
W= —(-1,-1,1)
n ) ) )
V3

dir. Burada dikkat edilirse
Span{D&r, DFr} = Span{D}r, Dir}

ve dolayisiyla n'® = n{3 dir. r(x, y) nin @ —mertebeden birinci temel form bilesenleri
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g{a] _ 2x2—20£
T2 -ay

@ _ (@ e
912 - 921 - I-vz(z _ a)'
g{a] _ 2y2—2a

2 r2Q2-a)
seklindedir. (x, y) nin @ —mertebeden ikinci temel form bilegenleri
1Y =g = 1 = Y =0
olur. Béylece @ —mertebeden Gauss ve ortalama egrilikler K = H{®@ = 0 seklinde elde edilir.

Gauss ve ortalama egrilikler @ dan bagimsiz bir sekilde sifirdirlar ve bu klasik durumla da

ortiismektedir.

Sekil 4. 1. x > 0,y > 0 i¢in z = x + y diizlem pargasi

Ornek 4. 1 ile birlikte sdyle bir soru akla gelmektedir: a —mertebeden ikinci temel form
bilesenleri 6zdes olarak sifir olan bir basit yiizey diizlemsel midir? Bu sorunun cevabi asagidaki
teorem ile ifade edilebilir.

Teorem 4. 1. R3 uzaymda M ile bir a —mertebeden basit yiizey gosterilsin. M nin a —
mertebeden ikinci temel form katsayilarinin 6zdes olarak sifir olmasi igin M nin bir diizlem
parcasi olmasi gerek ve yeterdir.

Ispat: M vyiizeyi r(x;,x,) doniisiimii ile tanmmlansin. r(xq,x;) a —mertebeden diizenli

oldugundan {D,?lr, fozr,n{“}} Uglisii  lineer bagimsiz bir kiimedir. Kabul edelim ki
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a —mertebeden ikinci temel form katsayilar sifir, yani hg.l} = 0 olsun, burada i,j € {1,2}. M nin

bir diizlem parcasi oldugu gosterilecektir. (3.4) esitligi geregince

Y anla)
g(-pgr.2=) =0 (4.)
on'® e {a} an(® a a .
olur. e vektorii ile n'*’ ortogonal olduklarindan - € Span{Dx T, szr] dir ve dolayisiyla
i L

klasik manada diizgiin a; (x4, x,) ve b;(x1, x,) fonksiyonlari i¢in

anla
6xi

= a; (1, x2)DF,7 + bi(xy, x2) DE, 1. (4.2)

(4.2) esitligi (4.1) de yerine yazilirsa a;(xq,x,) Ve b;(xq,x,) fonksiyonlarmin sifir oldugu

{a}
gortlir. O halde i € {1,2} i¢in % = 0 oldugundan n'® vektérii sabit bir vektdr alamdur.

r(a,b) M yiizeyi iizerinde bir nokta ve f(xq,x,) a —mertebeden diizgiin bir fonksiyon olmak

uzere
f Gy, x3) = g(r(xy, x3) — r(a, b), n'™) (4.3)
esitligini goz oniine alalm. r(a, b) ve n'® sabit vektorler oldugundan, x; ve x, degiskenlerine

gore Caputo tlirevleri alinirsa

g(D,‘C"lr, nl@) = DY f=0 (4.4)
ve
g(Dgr,nt®) =Dgf=0 (4.5)

olur. (4.4) ve (4.5) esitliklerinde Tamm 2.16 geregince f(xq,x,) fonksiyonu sabit olur. (4.3)
esitliginde

f(a,b) = g(r(a,b) —r(a,b), n{“}) =0

saglandigindan f(x;,x,) = 0 bulunur ve M yiizeyi birim normali n{®} olan bir diizlem pargasini
ifade eder. Teoremin ispatinin tersi yukaridaki adimlar geri takip edilerek kolayca yapilabilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.1. Kesirli Mertebeden Degismezler

Bu alt boliimde bir r: U € R? - R3, (x,y) » r(x,y), @ —mertebeden basit yiizeyi ile bu
yiizeye Oklitsel kongriient olan bir baska yiizey arasmdaki geometrik iliskiler incelenecektir.
Bunun igin; A ile 3 x 3 tipinde bir ortogonal matris, B ile 3 X 1 tipinde bir siitun matris ve X
keyfi bir noktaya karsilik gelen 3 X 1 tipinde siitun matrisi gostermek lizere F(X) = AX + B
seklinde bir Oklitsel doniisiimii ele alalim (bakimz [25]). Bu durumda r(x, y) yiizeyi iizerindeki
her bir noktanin F doniisiimii altinda olusan goriintii kiimesini
f=For:UcR?->R3 (x,y)»#xy) =F(r(xy)),

doniisiimil ile gosterelim. Buna gore
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7(x,y) = Ar(x,y) + B (4.6)
yazilabilir. Burada A ortogonal bir matris oldugundan det(4) = 1 kabul edilebilir ve r(x,y)
noktasima karsilik gelen siitun matris i¢in de r(x, y) sembolii kullamlmustir.

Asagidaki sonuglarla birlikte r(x,y) ve 7(x,y) basit ylizeylerinin a —mertebeden
nicelikleri arasindaki iligkiler ortaya koyulacaktir.
Onerme 4. 2. R® uzayinda a —mertebeden 7:U c R? - R3, (x,y) = r(x,y), basit yiizeyi
verilsin. Bu durumda 7(x, y) = F(r(x,y)) de a —mertebeden basit yiizeydir, burada F ile uzaym
bir Oklitsel déniisiimii gosterilmektedir.
Ispat: r(x,y) a —mertebeden basit yiizey olsun. Tamm 4.1 geregince Dgr ve Dfr tiirevleri
mevcut ve bunlar klasik manada diizgiindiir. Buna gore (4.6) esitliginde x ve y degiskenlerine
gore o« —mertebeden kesirli tiirevler alinirsa
DZ# = ADZr, 4.7
Dy# = ADyr, (4.8)
bulunur. (4.7) ve (4.8) esitliklerinde A matrisinin girdilerinin sabit oldugu gbéz Oniinde
bulundurulursa DF# ve Dy tiirevlerinin mevcut ve klasik manada diizgiin oldugu ¢ikarim
yapilabilir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden
DE7 x DE# = (ADr) x (ADgT)
yazilir. A ortogonal bir matris oldugundan
DE# x DE# = A(D&r x DEr)
esitligi bulunur (bakiniz [18]). r(x,y) a —mertebeden diizenli oldugundan Onerme 4.1 geregince
D¥r X Dyr vektdr alani her (x,y) € U igin sifirdan farkli olup
D&7 x D&F # 0
elde edilir. Bu son esitsizlik ve Onerme 4.1 den 6tiirii ispat tamamlanmustir.
Onerme 4. 3. R® uzayinda Oklitsel kongriient olan iki yiizey aym a —mertebeden birinci ve
ikinci temel form katsayilarina sahiptir.
Ispat: F bir Oklitsel déniisim ve r(x,y) a —mertebeden basit yiizey olsun. Onerme 4.2
geregince #(x,y) = F(r(x,y)) de a —mertebeden basit yiizeydir. Teoremin ispati igin r(x, y) ve
7(x,y) ylizeylerinin @ —mertebeden birinci ve ikinci temel form katsayilarina sahip oldugunu

gostermek kafidir. Bu durumda (4.6), (4.7) ve (4.8) esitlikleri oldugu gibi ele alinabilir. g{a}

gl{]a} ile sirastyla 7#(x, y) ve r(x, y) nin @ —mertebeden birinci temel form katsayilar1 gosterilmek

uzere
§'% = g(D&, D3%) = g(AD%r, AD%T) = g(D%r, D7) = g'¥
bulunur. Benzer sekilde gi = gi(f} , gg‘j} = gé‘f} , gé;} = g22 esitlikleri gosterilebilir. Simdi

a —mertebeden ikinci temel form katsayilarinin Oklitsel doniisiimler altinda korundugunu ifade
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edecegiz. Bunun i¢in 7% ve n{® ile sirasiyla #(x,y) ve r(x,y) nin kesirli mertebeden birim
normali gosterilsin. O halde
DEF x D7 = (ADEr) x (ADEr) = A(Dgr x Dgr)
olup

DZFx DyF  A(DgrxDyr) DErxDgr
[og7 = ogrll ~ Ta(ogrx ozl ~ “Togr x gl

dir. Egﬂ ve hg-ﬂ ile sirastyla #(x, y) ve r(x, y) nin ikinci temel form katsayilar1 gosterilmek tizere
A = g (2 00,8 = g (42-(Dgr), ant®)) = g (2 (D), @) = Al

0x 0x d0x
olur ve dolayisiyla 2{% = r!® elde edilir. Benzer sekilde Al = pl®9 Rl = {3 pld — plad
gosterilebilir.
Uyan 4. 1. @ —mertebeden birinci ve ikinci temel form katsayilar1 Oklitsel doniisiimler altinda
degismez kaldigindan ve a —mertebeden Christoffel sembolleri, Gauss ve ortalama egrilikleri
birinci ve ikinci temel form katsayilar1 cinsinden hesaplandigindan, Oklitsel kongriient olan
yiizeylerin aynt a —mertebeden Christoffel sembolleri, Gauss ve ortalama egriliklerine sahip
oldugu ¢ikarimi kolayca yapilabilir.
Ornek 4. 2. x,y >0 icin z = x?+y? Kartezyen denklemli paraboloid parcasi verilsin. Bu
paraboloid parametrik olarak U = {(x,y) € R?:x > 0,y > 0} olmak iizere
r:U >R (xy) »r(xy) =y x*+y?)
ile ifade edilebilir. r(x, y) doniisiimiiniin @ —mertebeden bir basit yiizey olup olmadig: incelenip
a —mertebeden geometrik nicelikleri arastirilacaktir. Bunun i¢in 71(x,y) = x, rp(x,y) =y,

r3(x,y) = x24y? denilsin.

1-a
D,?,Tl:m, DJC,ZT:L:O,
yl—a
Dﬁl’”z:m: D¢r =0,
2x2—a 2y2—a
Dfry = —=—,  Dfry = —o——
3= T3 ) YB3TTrG-a)

fonksiyonlar1 ele alinsin. 7y, 75, 13 koordinat fonksiyonlarinin U nin her bir noktasinda Caputo
anlaminda a —mertebeden diizgiin oldugu agiktir. r(x,y) nin a —mertebeden Gauss c¢atisinin

kesirli vektorleri

xl—a 2x2—a
Da = '0' 7
7 <r(2 —a) TG - a)>

1-«a 2 2—«x
D;',T = 0; y 1 y )
r2-a)'r3—-a
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NG h 2x 2y 1
"Tr2-a) <_r(3 —a) TG-a)T2- a))

seklinde bulunur. (0,0) € U oldugundan r(x,y) a —mertebeden basit yiizeydir ve Sekil 4.2 deki

Dgr X Dyr

gibi temsil edilebilir. r(x, ) nin @ —mertebeden birim normal vektdr alan

@ — 1 ( 2x 3 2y 1 )
CPla,x,y)\ TB—a) IT'B-a)'TR-a))

burada;

4(x? +y?) 1 %
1?@-a)+r%z—@]

P(a,x,y) = [

dir. Burada parabolidin standart normal vektor alani

1
ni} = (=2x,-2y,1)

J1+4x2 + 4y2

olup, n'® ve n{1} arasindaki ac1 0(a, x,y) olmak iizere bu agmnin kosiniisii

<4x + 4y? 1 )
P(axy)\/m r@-a F(Z—a)

dir. Bu ise her bir (x,y) € R? — {(0,0)} i¢in r(x, y) nin standart teget diizlemi ve « —mertebeden

cosO(a,x,y) =

teget diizlemi arasinda 8(a, x, y) radyan kadar bir acmin oldugunu ve Ornek 4.1 in aksine
Span{D@r, DFr} #+ Span{D}r, Dir}

olmas1 demektir. @ —mertebeden birinci temel form bilesenleri

(@} xZ—Za 4x4—2a

91 T2 —a) G-a)
@ _ (@ _ 4Gy
912" = Y921 = I"Z(3 _ a)'

2-2a

@ _ y N 4y4—2a
922 "2 ) " T2G - a)
seklindedir. kinci temel form bilesenleri

2x1—a

h{a’} —
L r-ar@-a)p(a,xy)
h{a} 2y1—a

r2—ar 3—a)P(a,x,y)
W% =nl? =0,
olur. r(x, y) nin @ —mertebeden ikinci temel formu simetriktir. Fakat diyagonal elemanlar1 @ ya

baglidir. Boylece @ —mertebeden Gauss ve ortalama egrilikler
4xa—1ya—1

r’@G —a)P*(a,x,y)

[(2 = @)x@ 1yt [x1=@ 4 yl-a  4(x3-a 4 53-a)

r’G—-—a)P3(a,x,y)| r’:2—-—a) r:—a)

Kgla} —

Hiat =
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seklinde elde edilir. Eger @ = 1 ise 0 zaman paraboloidin standart Gauss ve ortalama egrilikleri:

2 2
(1) 1 a_ 2+4(2+yY)

L+4@ +yD)2 [ +4@ +yD)P~

dir. Simdi x —ekseni etrafinda 3?71 radyan kadar donme doniislimiinii temsil eden

1 0 O
A=]0 0 1
0 -1 0
matrisini ve x —ekseni boyunca 3 birim kadar 6teleme fonksiyonunu ifade eden
3
B =10
0

matrisleri i¢in F(X) = AX + B Oklitsel doniisiimii ele alinsin. Buna gére
F=For:U - R3(x,y) » #(x,y) = (x +3,x>+y2,—y)
denirse #(x,y) ve r(x,y) Oklitsel kongriient olan iki a —mertebeden basit yiizeydir. #(x,y)

dontisiimii Sekil 4.3 deki gibi temsil edilebilir. #(x, y) nin @ —mertebeden Gauss ¢atisinin kesirli

vektorleri
xl—a 2x2—a
Da~ = ) IO )
7 (r(Z—a) rG—a) )
2 2—«x 1-a
DJ?’F' = O, y )y y )
rG—a)' Ir2-aw
xy)1=¢ 2x 1 2
par x g7 = 2 (— , s )
r2—-a)\ TGB-a)T2—-a)'r3—a)

olur. Agiktir ki DZ# = ADgr ve Dy ¥ = ADyr dir. Bu ise #(x,y) ve r(x,y) nin a —mertebeden
birinci temel form katsayilarinin esit olacagi anlamina gelir. #(x,y) nin birim normal vektér

alam N9 ile gosterilirse

o 1 3 2x 1 2y
Nt }_P(a,x,y)< F(3—a)'F(2—a)'F(3—a))'

olur. Dikkat edilirse N1@ = An!® dir. O halde #(x, y) ve r(x, y) nin @ —mertebeden ikinci temel

form katsayilar1 da esit olacaktir. Dolayisiyla a@ —mertebeden Christoffel sembolleri, Gauss ve

ortalama egrilikleri de ayni1 olacaktir.

22



Sekil 4. 2. x,y > 0 igin z = x? + y? paraboloidi

paraboloidine Oklitsel kongriient olan yiizey

2

Sekil4.3.x,y > 0ig¢inz =x%+y
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5. SILINDIRIK YUZEYLER

R? diizleminde bir y = f(x), x € (a, b), fonksiyonunun grafigi olan egriyi gdz oniine
alalim. Bu egrinin R uzayinda xz —diizlemine yerlestirilmesinden meydana gelen parametrik
egri
c:(a,b) cR->R3 x - c(x) =(x,0,f(x))
ile ifade edilir. Bu egri ve e, standart baz vektorii ile karakterize edilen Gtelemeler grubu
sayesinde olusturulan silindirik yiizey
M = c(a,b) X Re, = {(x,y,f(x)):x € (a,b),y € R}
ele alinsin. Béyle bir yiizey i¢in standart egrilikler K} =0 ve H{I = % dir burada x'} ile
c(x) egrisinin standart Frenet egriligi gosterilmistir. Literatiirde M yiizeyi invaryant (degismez)
yiizey olarak bilinir ve 6nemli bir smnifi teskil eder [26].

Bu boélimde silindirik yiizeylerin kesirli mertebeden geometrik ozellikleri asagidaki
sonuglar yardimiyla analiz edilecektir.
Onerme 5. 1. R* = {x € R:x > 0} ve (a,b) € R* ve (c,d) c R* acik araliklar olmak iizere
U = (a,b) x (c,d) verilsin.
r:UcR?->R3 (x,y) »r(x,y) = (xy f(x)) (5.1)
donlisimiiniin @ —mertebeden diizgiin olmasi igin f(x) fonksiyonunun (a,b) araliginda
a —mertebeden diizgiin olmasi1 gerek ve yeterdir.

Ispat: (5.1) ile verilen doniisiim igin r;(x,y) = x, r(x,y) =y, r3(x,y) = f(x) olsun. Buna

gore
1-a
D,?,Tl:m, DJC,ZT:L:O,
yl—a’
DJ‘}TZ :m, D,ﬁ‘rl:O,

Dgrs = (DFf)(x), DJC/ZT3 =0

olur. D¢¥r; ve Dyr, fonksiyonlar: U nin her noktasinda C* smifindandir. Ayrica r3 fonksiyonun
a —mertebeden diizgiin olmasi igin f(x) fonksiyonun a —mertebeden diizgiin olmasi gerek ve
yeterdir. Boylece ispat tamamlanur.

Onerme 5. 2. Eger (5.1) ile verilen doniisim o« —mertebeden diizgiin ise o zaman
a —mertebeden basit yiizeydir.

Ispat: (5.1) ile verilen doniisiim i¢in @ —mertebeden Gauss catismin kesirli vektorleri

1-a
DT = (r’(‘z_m 0, (D¢ f)(x)>, (5.2)
a _ yl—(l
pgr = (0,25—=.0), (5.3)
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Dgr X Dyr =

r(z ( (DZ (), 0, r(z a)) (5.4)

seklindedir. Hipotez geregince tamm bdlgesi iizerinde (xy)~% # 0 oldugundan D%r x Dyr
vektorii higbir zaman sifir olamaz. Bu ise Onerme 4.1 geregince ispat i¢in kafi olacaktir.

Simdi (5.1) formunda verilen a —mertebeden basit yiizeylerin @ —mertebeden Gauss ve
ortalama egrilikleri analiz edilecektir. Bunun i¢in asagidaki gibi tanimlamalara gereksinim
duyulmaktadir:

Tamm 5. 1. Her bir noktada @ —mertebeden Gauss (sirastyla ortalama) egriligi 6zdes olarak sifir
olan @ —mertebeden basit yiizeye a —mertebeden flat (sirasiyla minimal) ad1 verilir.

Teorem 5. 1. M ile (5.1) formunda a —mertebeden bir basit yiizey gosterilsin. M yiizeyi
a —mertebeden flattir. Ustelik eger M a —mertebeden minimal ise 0 zaman f(x) lineer bir
fonksiyondur, yani

f)=2x+¢,,LPpeER 1R —-{0}

olur. Dolayistyla M yiizeyi bir diizlem pargasidir. Bu 6nermenin tersi de dogrudur.

Ispat: (5.2), (5.3) ve (5.4) esitlikleri yardimiyla @ —mertebeden birinci temel form katsayilar

2-2a

{a} x
9 gt (DE (0,
93 =g =0,

(@} yZ—Za

9% TG o

olur. @« —mertebeden birim normal vektor alani

1-a
— 7 (-0en@.0rG—)
<r2x(z ot P (X)>

ve Gauss c¢atisinin standart tiirevleri

MWH_(O—@f“OMWﬂ>

nla} =

ox r2—-a) '’ dx
O(Dl‘fr) _(o 1-a)y @ 0

ay \'IrC-a ')
o(Dgr

B _ 0,00,

oy
o(Dyr

B5m) _ (000

ox
seklindedir. @ —mertebeden ikinci temel form katsayilari

x~ ¢ d(DEf)

hy = mh—mwmmﬂ 1

1@ (g + OEG

25



g = =g = 0

bulunur. Bu hesaplamalarla kolayca K@ = 0 oldugu yani M nin a —mertebeden flat oldugu elde
edilir. Ustelik sifirdan farkli tek katsayi hﬁ} oldugundan M nin a —mertebeden minimal olmas1
icin hﬁ] = 0 olmas1 gerek ve yeterdir. Bu ise Teorem 4.1 geregince M nin bir diizlem parcasi

olacag manasini tagir. Simdi hi‘;} = 0 igin

d(D¥
(@-D0ENE +xZED g
dx
olmasi gerek ve yeterdir. (DF f)(x) = u(x) ile gosterilirse
d
x—u +(a—Du=0
dx

seklinde degiskenlerine ayrilabilen adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6zimii
u(x) = Ax1~%, 1€ R—{0} seklindedir. Simdi L ile Laplace operatorii ve L(f(x)) = G(s)
gosterilmek lizere

(DZf)(x) = axt=«

denkleminde her iki tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa

SAG(s) —s®* 1p=Ar(2—a)s* 2, ¢ €R,

ya da

F(s)=Ar(2 - a)slz+¢%

bulunur. Yukarida f(0) = ¢ baglamgig sarti kabul edilerek ¢6ziim yapilmgtir. Ters Laplace
donilisimii uygulanarak f(x) = AI'(2 — a)x + ¢ elde edilir ki bu da ispati tamamlamaktadir.
Ornek 5. 1. f 6zdeslik doniisiimii olmak iizere (5.1) ile verilen & —mertebeden basit yiizeyi ele
alinsin. Bu Teorem 5.1 de A = 1 ve ¢ = 0 durumuna karsilik gelmektedir. Agik bir sekilde
r:UcR? - R3 (x,y) »r(x,y) =(xyx)

dir ve doniisimii a —mertebeden flat ve minimaldir. Onerme 5.1 geregince U = {(x,y) €
R2: x,y > 0} dir ve Kartezyen denklem ile z = x diizleminin x, y > 0 olacak sekilde bir diizlem
parcasina karsilik gelmektedir.

Ornek 5. 2. f(x) = x? olsun. (5.1) ile verilen @ —mertebeden basit yiizeyi

r:U cR? > R3 (x,y) » r(x,y) = (x,y x2)

seklinde ele alalim. Onerme 5.1 geregince U = {(x,y) € R%:x,y > 0} dir. Kartezyen denklem
ile z=x? parabolik silindirinin x,y > 0 olacak sekilde bir silindir parcasina karsilik
gelmektedir. Sekil 5.1 deki gibi temsil edilebilir. « —mertebeden Gauss gati

xl—a 2x2—a
Da = '0' 7
7 <r(2 —a) TG - a)>

yl—a
Dir=(0,———,0
yr < ’F(Z—a)' >'
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1 2x 1
{a} — _
= ( rG-a) Tz = a))'

burada,;
1
Plax) = 4x? N 1 2
= PGy  Pe-a)
dir. @ —mertebeden birinci temel form bilegenleri
(a} _ x2—2a N 4x4—2a
N TrC- G-
8= 4 =0,
@ y2-2a

9% = FE-a
seklindedir. ikinci temel form bilesenleri

h{a} _ 2(3 - Za)xl_“
U r2-aor3-—aP(ax)

= =g = o

olur. « —mertebeden ikinci temel formu simetriktir. Boylece @ —mertebeden Gauss ve ortalama

egrilikler K{¥ = 0 ve

i) (3 - 2a) x ¢ 4x3~ \7
T 2-of G-a)P(@x) (rZ(z —@) G- a)) '

0.0

1000

Sekil 5. 1. x,y > 0 i¢in z = x? parabolik silindiri
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6. SONUC

R3 3-boyutlu Oklit uzaymnda parametrik yiizeylerin geometrik nicelikleri Caputo Kkesirli
tirev kullanilarak analiz edildi. Bunu yaparken [3] numarali arastirma makalesinde ortaya atilan
fikir takip edilmistir. Daha agik bir sekilde bir r(x,y) parametrik yiizeyinin {D,‘fr, Dy, n{“}}
seklinde a —mertebeden Gauss catis1 kavramu ele almmustir. Burada Dgr ve Dyr ile r(x,y)

. . . . DZFrxD%r
vektor degerli fonksiyonun Caputo tiirevleri ve n{® = —~—2_
||D,‘§‘r><D;‘r||

gosterilmistir. r(x, y) yiizeyinin
ikinci temel formuna iligkin nicelikler i¢in bir kez daha tiirev gerekmektedir ve bunun yaparken
de klasik tiirev kullanilmigtir. Bu literatiirde yeni bir uygulama oldugundan mevcut olandan farkli
‘diizgiin’ ve ‘diizenli” doniisiim kavramlar: ihtiyact dogmaktadir.

Bu ihtiyaca binaen a —mertebeden diizgiin ve diizenli doniisim kavramlari bu tez
kapsaminda tanimlanmustir. Bunlar a —mertebeden basit ylizey kavramu ile birlestirilmistir.
Bunun sayesinde diizgiinliige dair ortaya ¢ikacak teknik aksakliklarin oniine gegilmektedir. Daha
sonra a —mertebeden diizenli doniisiimler a —mertebeden birinci temel form cinsinden
karakterize edilmistir. @ —mertebeden basit yiizeyler i¢in ikinci temel form cinsinden de bir
karakterizasyon sunulmustur. Ayrica a —mertebeden geometrik niceliklerin uzayin doniisiimler
grubu altinda degismedigi tespit edilmistir. Son olarak yilizeylerin 6nemli biri sinifi olan
silindiriksel ~ yiizeyler i¢in bir «a —mertebeden parametrizasyon sunulmustur. Bu
parametrizasyonun geometrik 6zellikleri de incelenmistir.

Bu tez kapsaminda elde edilen sonuglar tizerine iki farkli Ozelestiride bulunulacaktir.
Bunlar1 ifade etmeden 6nce Caputo anlaminda kesirli tiirev i¢in Leibniz kurali ve bileske
fonksiyonun tiirevinin sonsuz seriler yardimiyla verildigi burada hatirlanmalidir. Daha agik bir
sekilde f(x) ve g(x) fonksiyonlar i¢in Leibniz kurali

f(@g0) _,
rd-a)”

[ee)

IDIOEDY ()% (bg-tg)) -

=0

ve bileske fonksiyonun tiirevi

= i-a i _
0N (9@) = Z ((: r( f a+1) : f(giSX)) + f(g();)()1 _};()9(0)) x
esitlikleri ile ifade edilmektedir (bakinz [27]).

[k &zelestirimiz ardisik tiirev islemlerinin uygulamasi ile alakal olacaktir. Bu calismada
ilk adim olarak a —mertebeden Caputo kesirli tiirev operatorii ve daha sonraki adimlarda klasik
tiirev operatorleri uygulanmaktadir. Her ne kadar yazili bir kural olmasa da, bu tiirev alma
metodu kesirli analiz cephesinde ¢ok makul karsilanmamaktadir. Yani ilk adimda Caputo kesirli

tirevi kullamldiginda daha sonraki adimlarda klasik tiirev operatorii uygulanmamahdir. Ancak,
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parametrik nesnelerin diferansiyel geometrik 6zellikleri i¢in gerekli olan Leibniz kurali mevcut
haliyle pratikte kullanigsizdir. Bu nedenle her ne kadar makul karsilanmasa da, kullanilan tiirev
alma metodu disinda bir segenek bilgimiz dahlinde yoktur.

Diger yandan klasik anlamda parametrik nesnelerin diferansiyel geometrik ozellikleri
parametrizasyonun se¢iminden bagimsizdir. Bu temel prensip klasik tiirev operatdrleri igin zincir
kuralindan kolayca dogrulanmaktadir. Ancak yukarida Leibniz kuralinda oldugu gibi Caputo
anlaminda bileske fonksiyonun tiirevi de gene sonsuz seri yardimiyla ifade edilmektedir. Bu ifade
pratikte kullanigsiz oldugundan bu tez kapsamindaki sonuglar parametreye baglidir, maalesef!

Hiilasa Caputo kesirli tlirev operatorii yardimiyla yiizeylerin diferansiyel geometrisi
incelendiginde parametrik nesnelerin tercih edilmesi bazi aksakliklar yaratmaktadir. Bu
aksakligin nasil giderilecegi iizerine fikirlerin yani sira bazi yeni problem onerileri bir sonraki alt

boliimde ifade edilecektir.
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ONERILER

Sonu¢ bolimiinde ifade edildigi gibi Caputo kesirli tiirev yardimiyla parametrik
nesnelerin diferansiyel geometrik 6zellikleri ¢alisilirken bazi aksakliklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu
aksakliklar1 bertaraf edebilmek i¢in bu alt boliimde acizane bazi 6nerilerde bulunulacaktir. Bu
oneriler madde madde ifade edilecektir:

Oneri 1: Defaatle vurgulandig1 {izere parametrik nesnelerin diferansiyel geometrik dzellikleri
calisilirken Caputo kesirli tiirev kullanilmasi 6nemli teknik zorluklar yaratmaktadir. Ciinkii klasik
durumda Leibniz kurali ve bileske fonksiyonun tiirevi bu nesnelerin caligilmasinda bilyiik
kolayliklar saglarken, bizim durumumuzda bu kolayliklardan faydalanilamamaktadir. Bu nedenle
parametrik nesneler yerine seviye yiizeyleri (ya da diger adiyla kapali yiizeyler) ele alinabilir
(bakimiz [19]). Daha agik bir sekilde (x, y, z) ile R® uzayinda dik koordinat sistemi gdsterilsin ve

M ={(x,y,z) E R:F(x,y,z) = c} (6.1)
nokta kiimesi ele almsin. V ile R® uzayinin gradiyent operatorii gosterilmek iizere, eger her
(x,v,2) € M igin

O0F OF OF

VF(x,y,z) = (ﬁ@g) (x,y,2) #0

ise M nokta kiimesine bir seviye yiizeyi ya da kapalr formda verilen yiizey adi verilir. VF  vektor
alanina da M nin normal vektér alani denir. F(xg, yo,29) = ¢ Ve P = (xq, Vo, Zo) olmak lizere M

yiizeyinin bir P noktasindaki teget diizleminin Kartezyen denklemi
oF oF oF
(e —20) 5= (P) + (y —yo)@(P) +(z2-20) 5 (P)=0

seklindedir. Simdi bu kavram bizim ¢aligmamiza uyarlanacaktir. Bunun i¢in [28] numarah
kaynaktan faydalanilacaktir. [28] de V¥ ile Caputo anlaminda gradiyent operatorii gosterilmek
uzere
VF(x,y,z) = (DZF, DEF,DEF)(x,y,2)
seklinde tanimlanmistir. Boylece asagidaki gibi bir fikir ortaya atilabilir:
Tamm 6.1. (6.1) ile verilen M seviye yiizeyi ele almsin ve 0 < a < 1 olmak iizere V¥ ile R3
uzayinda Caputo anlaminda gradiyent operatorii gosterilsin. Eger her (x,v,z) € M igin
VeF(x,y,z) = (DZF,DEF,DEF) # 0 ise VEF vektor alanina M nin a —mertebeden normali
denir. Ayrica F(xg, Vo, 2o) = ¢ Ve P = (xg,Vo,20) olmak lizere M yiizeyinin bir P noktasindaki
a —mertebeden teget diizlemi
(x = %) (DEF)(P) + (y — yo) (DFF)(P) + (z — 2)) (DEF)(P) = 0
Kartezyen denklemi ile verilir.

Ornegin orijin merkezli birim kiire ele alinsin. Yani

M ={(x,y,z) € R3:x? +y%2 + 22 = 1}
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olsun. Burada F(x,y,z) = x? + y2 + z? = 1 olmak iizere

2

ap — 2—a ,,2—a 2-a
VeF(x,y,2) F(B—a)(x ¥4 %,z47)

dir. Her (x,y,z) € M i¢in V*F # 0 oldugu agiktir ve dolayisiyla M kiiresinin @ —mertebeden

normal vektor alamdir. Ayrica n{® = ||§Z£|| olmak iizere
1
n@(x,y,2) = (2%, y27%,227%)

\/x4—2a + y4-2a 4 z4-2a
vektor alan1 da M nin @ —mertebeden birim normal vektér alamidir. M nin P = (xg, yo,2) € M
noktasindaki & —mertebeden teget diizlemi
(x = x0)x5™ "+ (Y = yo)ys * + (2 —20)z57“ =0
Kartezyen denklemi ile verilir. @ = 1 oldugunda klasik durumla ortiismektedir. Ayrica M nin
herhangi bir noktada & —mertebeden teget diizlemi ile klasik manada teget diizlemi arasindaki ag1

0(a, x,y, z) olmak lizere bu a¢im kosiniisii
1 1

3 3-a 3-a 3-a
cos6(a, x,y,z) \/x4—2a + yt-2a 4 g4-2a \/xz +y2 + 72 (x ty +2°7%)

dir.

Yukaridaki ifadelere bakildiginda M yiizeyinin teget diizlemi ve normal vektor alam gibi
geometik kavramlar yalmizca @ degerine baghdir. Dolayisiyla Caputo kesirli tirev yardimiyla
seviye ylizeyleri lizerine diferansiyel geometrik calismalar parametrik nesnelerin ¢aligmasina
kiyasla tercih edilebilir.

Tamim 6.1 ile ortaya fikrin 1-boyutlu durumu da diisiiniilebilir. Bunu agagidaki gibi
detaylandirabiliriz:

Oneri 2: (x,y) ile R? uzayinda dik koordinat sistemi gosterilsin ve

C={(x,y) ER%:F(x,y) =c} (6.2)
nokta kiimesi ele alinsin. V ile R? uzaymnmn gradiyent operatorii gosterilmek iizere, eger her
(x,y) € M i¢gin

0F OF
VF(X,}’) = (a,@

ise M nokta kiimesine bir seviye egrisi ya da kapali formda verilen egri adi verilir. VF vektor

)(x,y) #0

oF

alanina da C nin normal vektor alami denir. T(x,y) = (5, - g—i) (x,y) vektor alani da C nin teget

vektor alamdir. F(xg,y,) = c ve P = (xg,yo) olmak iizere M yiizeyinin bir P noktasindaki teget

dogrusunun Kartezyen denklemi
oF oF
G —x0) = (P) + (y —yo)@(P) =0

seklindedir [19].

Bizim durumumuzda asagidaki gibi bir uyarlama disiiniilebilir:
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Tamm 6.2. (6.2) ile verilen C seviye egrisi ele alinsin ve 0 < a < 1 olmak iizere V¥ ile R?
diizleminde Caputo anlaminda gradiyent operatorii gosterilsin. Eger her (x,y) € C igin
VF(x,y) = (DZF,DEF) # 0 ise VF vektor alanma C nin a —mertebeden normali denir.
(D;‘F ,—DZF) vektér alanina a —mertebeden tegeti adi verilir. Ayrica F(xq,yo) =c ve P =
(x9, o) olmak iizere C egrisinin bir P noktasindaki @ —mertebeden teger diizlemi
(x = x)(DFF)(P) + (¥ = yo) (DS F)(P) = 0
Kartezyen denklemi ile verilir.

Ornegin orijin merkezli birim ¢ember ele alinsin. Yani
C={(x,y) e R?:x%? + y? = 1}
olsun. Burada F(x,y) = x% + y? = 1 olmak iizere

2

VaF(X, y) — m (x2—0£’ yZ—a)

dir. Her (x,y) € C i¢in V*F # 0 oldugu agiktir ve dolayisiyla C ¢emberinin a —mertebeden

" VeF ..
normal vektor alamdir. Ayrica n% = V] olmak iizere

1
n*(x,y) = (x%79%,y%7%)

/x4—20l B y4—20l

vektor alam1 da C nin @ —mertebeden birim normal vektor alanidir. @ —mertebeden birim teget

vektor alani

2—a _

t*(x,y) =

—(
[x*2a } y4-2a Y
ile verilir. P = (x,,yo) € C noktasindaki @ —mertebeden teget diizlemi
(x = x)x§ ™ + (v = yo)y§“ =0
Kartezyen denklemi ile verilir. @ = 1 oldugunda klasik durumla ortiismektedir. Ayrica C nin
herhangi bir noktada a —mertebeden teget vektor alani ile klasik manada teget vektor alami

arasindaki a¢1 6(a, x, y) olmak tizere bu agin1 kosiniisii

1 1
— 3-a 3-a
cosB(a,x,y) = \/x4‘2“ = \/xz e (x + y37%)

dir.

Oneri 1 deki gibi gene yukaridaki ifadeler bize C egrisinin teget ve normal vektdr alanlart
gibi geometik kavramlar yalmzca a degerine baglidir. Dolayisiyla egrilerin diferansiyel
geometrik Ozellikleri Caputo kesirli tiirev yardimiyla analiz edilirken seviye egrileri parametrik

egrilere kiyasla tercih edilebilir.
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