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Tablo 2.1. Bazi hastalik modelleri



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

B.D.P.
aDt
aDf
alt
Ll(a, b)
N

N+

R

: Baslangi¢ deger problemi

. a. basamaktan Riemann-Liouville tiirevi
. a. basamaktan Caputo tiirevi

. a. basamaktan Riemann-Liouville integrali
> (a, b) araliginda yakinsak dizi kiimesi

: Dogal sayilar

. Pozitif dogal sayilar

: Reel sayilar

. Pozitif reel sayilar

: Iki boyutlu reel uzay

: Pozitif tam sayilar

: Toplam

- Integral

: Gamma fonksiyonu

. a reel sayisinin taban tamsayisi

: Matrisin transpozu



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler ve SITR Modeli Uzerine
Pelin YAPRAKDAL

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Ilknur KOCA

Nisan, 2019

Bu tez ¢alismasinda uygulamali matematigin 6nemli bir ¢aligma alani olan kesirli
kalkiiliis teorisine giris yapilmis olup, bu alanda en ¢ok kullanilan kesirli basamaktan tiirev
operatorleri ile ilgili genel bilgiler verilmistir.

Matematiksel modellemede 6nemli bir alana sahip olan hastalik modelleri hakkinda
bilgi verilmistir. SITR modelinin matematiksel incelemesi yapilmistir. Kesirli basamaktan
SITR modelinin kararlilik analizi ve ¢oziimlerinin varlik ve tekligi incelenmistir.

Son olarak SITR modelinin ¢6ziimleri i¢in uygun bir iterasyon Atangana-Toufik
yontemiyle elde edilmistir.
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1. GIRIS

Son yillarda kesirli kalkiiliis, teorik matematikte oldugu kadar uygulamali
matematikte de onemli bir yer edinmistir. Kesirli kalkiiliisiin kesirli basmaktan tiirev ve
integrallerle ilgilenen bir dal olduguna dikkat edilmelidir. Bu konuyla ilgili pek ¢ok kitap
yazilmis, bu kitaplarda da kesirli kalkiiliisiin tarihi detayl bir sekilde verilmistir (Miller ve
Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006). Bu boliimde kesirli kalkiiliisiin tarihi ile ilgili
bir 6zet verilecektir.

Kesirli basamaktan tiirev kavrami ilk olarak L’Hospital ve Leibnitz arasindaki
mektuplagsma sirasinda ortaya atilmistir. Leibnitz, bir ¢alismasinda y(x) fonksiyonunun n.
basamaktan tiirevi i¢in d™y/dx™ gosterimini kullanmustir. Bu gosterimle ilgili olarak
L’Hospital, Leibnitz’e n nin bir tamsay1 olmamasi ve hatta n=1/2 olmasi durumuyla ilgili
bir soru yoneltmistir. Bu soruya Leibnitz 30.09.1695 tarihli bir mektupla cevap vermistir
ve boylelikle kesirli basamaktan tiirev literatiire girmistir (Miller ve Ross 1993).

Kesirli tirev kavraminin ilk kez kullanildigt bu mektuptan sonra pek ¢ok
matematik¢i bu konu da calismalar yapmistir (Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999).
Ancak kesirli operatorler bir fiziksel problemi ¢ézmek icin ilk kez Niels Henrik Abel
tarafindan 1823’te kullanilmistir (Abel 1881).

Abel’in uygulamali problemlerde kesirli operatdrleri kullanmasindan sonra
Liouville tarafindan kapsamli bir ¢alisma yapilmis ve konuyla ilgili birgcok makale
yayinlanmistir (Liouville, 1834). 1847 yilinda Riemann, bugiin de en sik kullanilan kesirli
integral olan Riemann-Liouville integralinin tanimini vermistir.

Uygulamali problemlerde 6nemli yer tutmasina ragmen, Riemann- Liouville kesirli
integral ve tiirev operatorlerini geometrik ve fiziksel olarak anlamlandirmak oldukca
zordur. Bu zorluktan kurtulmak i¢in Caputo’ nun 1967 yilinda tanimladig tiirev operatorii
daha sonraki yillarda uygulamali problemlerde siklikla kullanilmaktadir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismina ayrilmistir. ikinci
bolimde matematiksel modelleme ve epidemik modellerin kurulmast ile ilgili genel
bilgiler verilmis olup tezde ele alman modelin denklemi verilmistir. Ugiincii béliimde,
kesirli basamaktan diferensiyel denklemler teorisinde kullanilan bazi tanim ve teoremlere
yer verilmis ve kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Atangana-Toufik

yontemi Caputo tiirevi ile ele alinmigstir. Dordiincii boliimde ise, SITR model i¢in kararlilik



analizi, ¢Oziimlerinin varlik ve tekliginin incelenmesi ve Atangana-Toufik yontemiyle
modelin niimerik ¢oziimi elde edilmistir. Son olarak besinci bolim sonu¢ kismina

ayrilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Matematiksel Modelleme

Matematiksel modelleme, herhangi bir ger¢ek yasam problemine ¢6ziim
bulmaktaki en etkin araglardan biridir. Matematiksel bir model, ger¢ek yasama ait verilere
yakin bir matematik dili kullanilarak sembollerle taklit edilen bir modelleme alanidir.
Matematiksel modelleme de temel ama¢ model olusturmak degil, modeller yardimiyla
herhangi bir duruma agiklik getirmektir.

Matematiksel modelleme gercek yasam ile matematik arasinda bir koprii gorevi
gortir. Blum, matematiksel modellemenin bir yandan ger¢ek yasamdan matematiksel
yasama gecisi, diger yandan ise bu gecisteki tiim siireci temsil ettigini ifade eder (Blum,

2002).

2.1.1. Bazi1 Matematiksel Modeller

Bu boliimde bazi matematiksel modellerden bahsedilecektir.

Li M.Y., Graef J.R.,, Wang L., Karsai J. (1999), yaptiklar1 c¢alismada SEIR
modelinin genel dinamikleri ve salgin hastaliklarin toplam popiilasyon iizerinde neden
oldugu degisimleri incelenmistir.

Nasri M., Dehghan M., Douraki M.J. (2005), bu yaptiklar1 ¢alismada, HIV
enfeksiyonunun yayilmasinin matematiksel (diferensiyel denklem sistemi) modelini
incelemislerdir. Bu calismanin devaminda fark denklemlerle ilgili temel tanim ve
teoremleri vermisler daha sonra ¢alismanin basinda verilen diferensiyel modelini fark
denklem modeline ¢evirerek verilen teoremlere gore incelemislerdir. Daha sonra fark
denklem modelini lineerlestirerek, lineer sistemi incelemislerdir. Calismanin son kisminda
ise niimerik sonuglara yer vermislerdir.

Li G, Jin Z. (2005), yaptiklar1 ¢caligmada SEIR modelinin bagisiklik kazanmis ya
da hastalig1 tasiyip heniiz ortaya ¢ikmamis bireyler i¢in genel dinamikleri incelenmis ve
denge noktasi analizi yapilmistir.

Derouich M. Boutayep A. (2008), yaptiklar1 ¢alismada, kus gribinin insanlar ve
kuslar arasinda yayilmasini belirleyen modeli vermislerdir. Bu modeldeki sistemlerin
kararlilik analizini yapmislar ve degisik parametreler kullanilarak hastaligin yayilmasinin
benzetimini yapmiglardir.

Iwami S.,Takeuchi Y., Liu X. (2009), yaptiklar1 ¢alismada, kus gribinin yayilma

modelini vermisler, hastaligin yayilmasi gelisimi tizerinde durmuslar, hastaliktan korunma,



hastaligin evrimi ve bu evrim siirecinden sonra hastaliktan korunmak i¢in ¢esitli onerilerde
bulunmuslardir.

Acedo L., Gonzalez-Parra G., Arenas A.J. (2010), yaptiklar1 ¢aligmada, klasik SIRS
modeli genel ¢6ziimii i¢in analitik yaklagimlar kullanmiglardir. Ayrica degisik
parametrelerle niimerik simiilasyonlar yapmiglardir.

Dokuyucu M.A., Celik E., Bulut H., Baskonus H.M. (2018), yaptiklar1 ¢calismada,
kanser tedavisi i¢in kKurulmus olan modellerden radyoterapiyle tedavi metodunu kesirli
basamaktan insasin1 yapmislar ve bu model i¢in ilk kez Caputo-Fabrizio tiirevi yardimiyla
incelenmistir.

Koca I. (2018), yaptigi ¢alismada, Ebola modelini, Atangana-Baleanu Kesirli
operatorleri yardimiyla incelemistir. Ayrica ebola hastalik modelinin i¢in ¢odziimlerin
varlig1 ve tekligini Picard-Lindelof metodu ile vermistir. Son boliimde model i¢in niimerik

¢Oziimleri incelemistir.

2.2.  Epidemik Modellerin incelenmesi

Insanoglu yiizyillar boyunca salgin hastaliklarla miicadele etmis, bircok insan bu
yiizden hayatin1 kaybetmis ve bunula birlikte biiyiik ekonomik zararlara ugramislardir. Bu
salgin hastaliklar epidemik salgin hastaliklar olarak tanimlanmaktadir. Epidemik modeller,
belirli bir zaman ve popiilasyon igerisinde hastaliklarin olusmasinda ve yayilmasinda etkili
olan faktorlerin arastirilmasina yonelik bir ¢alisma sahasidir.

Epidemik modellerin incelenmesinde matematiksel yontemler hastaligin yayilimini,
olusumunu, analizini ve kontroliinii saglamakta 6nemli katki saglamaktadir. Epidemik
modeller HIV/AIDS, hepatit C ve grip gibi bulasici hastaliklarla ilgilendigi gibi bulasici
olmayan kanser gibi hastaliklarla da ilgilenmektedir.

SIR ve SIS yaklagimlar1 epidemik modeller arasinda yer almaktadir. Asagidaki

tabloda dort farkli model icin bazi hastalik 6rnekleri verilmistir.

Tablo 2.1. Bazi hastalik modelleri

Sl SIR SIS SIRS

HIV Sugicegi Nezle Bogmaca

Uguk Kabakulak Frengi
Kizamik Salmonellez
Cocuk felci




2.2.1. Modellerde Kullanilan Degiskenler

Matematiksel modeller olusturulurken popiilasyon durumuna gore farkli
degiskenler kullamilmaktadir. Asagida bu modellerde kullanilan bazi degiskenler
verilmistir:

S : (Susceptible) Hasta olmaya yatkin bireyler

I: (Infected) Hastaliga maruz kalmis bireyler

T: (Treated) Tedavi edilen bireyler

R: (Recovered) Bagisiklik kazanip tamamen iyilesen bireyler

2.2.2. SIR Modeli

SIR modeli siirli bir popiilasyon i¢inde hastaliga maruz kalma riski olan bireylerin
zaman igerisindeki degisimini tahmin etmemize olanak saglayan epidemik bir modeldir.
SIR modellerinin en temel olanlarindan biri Kermack-McKendrick modelidir. Kermack-
McKendrick modeli de bulasict bir hastaligin kapali bir toplulukta yayilimin agiklamaya
calismustir.

Bu modelde bulasic1 hastaliga maruz kalan bireyler li¢ gruba ayrilmistir. Birinci
grupta bu hastaliga yakalanmamis ancak bu hastaliga kars1 bagisikliga sahip olmayan yani
hastalia yakalanma riski bulunan bireyler (S) yer almaktadir. Ikinci grupta enfekte olmus,
hastalig1 tasiyabilen ve duyarli bireylere bulastirabilen enfekte bireyler (I) yer almaktadir.
Uciincii grupta ise hastaliga kars1 bagisiklik kazanarak iyilesen veya dlen bireyler (R) yer
almaktadir. Modelde kullanilan gruplarin bas harflerinden hareketle SIR model ismi
verilmektedir.

2.2.3. SIR Modelinin Kurulmasi
SIR epidemik model asagidaki 6n kabuller dogrultusunda kurulur.

Popiilasyon sabittir.

Duyarli (S) gruptan ¢ikmis bir birey sadece enfekte (I) olmus gruba gecer.
Enfekte olmus gruptan ayrilan bir birey sadece iyilesmis (R) gruba geger.
Iyilesmis gruptan ayrilan bir bireyde artik bagisiklik kazanmustir ve bir daha
hastaliga yakalanmaz.

e Yas, sosyal statli, cinsiyet gibi faktorler enfekte olmada etkili degildir.

e Dogustan bagisikliga sahip birey yoktur.

e Popiilasyon iiyeleri homojendir.



SIR modelinde, yukaridakilere ek olarak yine disaridan go¢ olmadigi veya baska
hastaliklardan 6liim olmadig farz edilir (Akpinar, 2012). SIR modelinin kurulmasinda
asagidaki diferensiyel denklemler ve parametreler kullanilir:

S(t) : Hastalanmamug fakat hastaliga kars1 bagisikligi olmayan bireyler,

I(t) : Enfeksiyon bulagmis tasiyici ve bagisikligi olmayan bireylere bulastirabilen bireyler,
R(t) : Tekrar enfeksiyona maruz kalma veya enfeksiyon bulastirma ihtimali olmayan
bireyler,

B : Temas sayis1 ve bulasicilik diizeyini igeren bulagsma hizi,

y : lyilesme hizi

olarak tanimlanir. Burada £ ve y birer pozitif sabittir. O halde asagidaki lineer olmayan adi

diferensiyel denklemi verilebilir:

as

o = —BSI®.
&= BSOI® — 1),
==y,

S(to) = So,1(te) = I, R(to) = Ry.

Bu denklem sisteminde herhangi bir t aninda N(t) toplam niifusu géstermek iizere;

S()+1(t)+R(t) = N(t)

olacaktir.

2.2.4. SITR Hastalik Modeli

Herhangi bir t anindaki toplam niifus (N(t)) dort farkli gruba ayrilir. Herhangi bir t
aninda hastaliga yakalanmamis ve bagisikligi olmayan bireyler (S(t)), enfeksiyon bulagmis
tagiyict ve bagisikligi olmayan bireylere bulastirabilen bireyler (I(t)), tedavi edilen bireyler
(T(t)) ve son grupta tekrar enfeksiyona maruz kalma veya enfeksiyon bulasma ihtimali
olmayan bireyler (R(t)) yer almaktadir. Modelde kullanilan gruplarin bas harflerinden

esinlenerek SITR Model ismini almaktadir.



Ayrica

N() =S@)+1(t) +T()+ R(t)

esitligi saglanmaktadir.

SITR Model asagidaki gibi verilmektedir:

das
S =A-us—psI,

= BSI— Gty +8+u)l,

daT

dR
E—aT+6I—uR.

Baslangic kosullar
S(ty) =S, =0,
I(ty) =1,=0,
T(ty)) =Ty =0,
R(t)) =Ry =0,
H> U

olarak verilir.

SITR modelinde kullanilan parametreler,
A: duyarli bireylerin iyilesme orani
u: dogal 6liim orani

U1 : enfeksiyon nedeniyle insan 6liim oram

(2.1)

2.2)



p: duyarl bireylere bulagsma orani

y: hasta bireylerin tedavi orani

a: tedavi edilen bireylerin iyilesme orani
§: hasta bireylerin tedavisiz iyilesme orani

seklinde verilmektedir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde diger bélimlerde kullanilacak bazi temel teoremler ve tanimlar
verilecektir. Bu teorem ve tanimlar kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerde énemli
rol oynamaktadir. Ayn1 zamanda bu bolimiin son kisminda SITR model denkleminin
¢ozlimi i¢in kullanilacak olan Atangana-Toufik metoduna Caputo tiirevi uygulanarak ele

alinmistir.

3.1. Gamma Fonksiyonu

En basit anlamiyla faktdriyelin biitiin reel sayilar icin genellestirilmesi olan Gamma

fonksiyonu kesirli diferensiyel denklemler ile dogrudan iligkilidir. Gamma fonksiyonu

o]

I'(z) :fe‘“uz‘ldu (3.1)
0

genellestirilmis  integrali  yardimiyla tanimlanmir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Bunun nedeni, Gamma fonksiyonunun
J e “uldu =n! = J ety D-1qy =T (n + 1) (3.2)
0 0

esitligini saglamasidir. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmistir. Halbuki n
nin n > —1 olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral

tanimlidir. Yani yakinsaktir. O halde z > —1 olan herhangi bir reel say1 olmak iizere;
zl = f e *ufdu=T(z+1) (3.3)
0

yazabiliriz. Buradan goriiliiyor ki, -1 den biiyiik olan tim reel sayilarin faktoriyel

degerlerini sonlu bir reel sayr olarak tamimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1
fome_”uz_ldu genellestirilmis integraline genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu denir.

z = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,



0= j e “du=—e™ ® - —-(0-1)=1 (3.4)

dir. Bu sonug 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.
Elemanter matematikte n faktoriyelin n! = n(n — 1)(n — 2) ...3.2.1 ¢arpimmu ile
verildigini biliyoruz. Bu 6zellik, n! = n(n — 1)! Esitligini igerdigine gore, eger z = n bir

tamsayi ise,

I'm+1)=n'=nn-1)!=nl'(n) (3.5)
yazilabilmelidir. Gergekten asagida goriilecegi gibi I' fonksiyonu,

I'(z+1) =zI(2) (3.6)

esitligi tiim z > 0 degerleri i¢in gercekler (Arfen and Weber 1995).

rz+1) = f e *“ufdu = gim f ue “du (3.7)
0 0

= lim (—u%e™)
b—oo

b o0
0 +Zf u?le % duy
0

0

= zI'(2)

I'(z) fonksiyonuna karsilik gelen f e “u?"1du integrali z > 0 icin yakinsak olup,
0

¢ > 0 olmak tizere bu integral her[c,d] sonlu araliginda diizgiin yakinsaktir. O halde
Gamma fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i.  Gamma fonksiyonunun tanim bolgesi {z: z > 0} dur.

ii. ~ Gamma fonksiyonu z > 0 igin siireklidir.
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iii. T(2) ye karsilik gelen integral, her sonlu [c,d] € R* araliginda diizgiin yakinsak
oldugundan z degiskenine gore integral isareti altinda tiirev alarak I'(z) nin tiirevi
elde edilebilir.

Benzer sekilde yiiksek basamaktan tiirevleri de bulunabilir. Boylece T'(z) veI''(2)

tiirevleri i¢in

I'(z) = f wWlnwe%du , T"(2) = f u? 1(lnu)? e %du (3.8)
0 0

yazilabilir. Boylece, z > 0 igin '’ (z) > 0 olup, I'(z) in egrisi z > 0 i¢in yukar1 konkavdir.

I'(z)inz - 0" igin limiti

Zlir£1+ ['(z) = (3.9)

dir. Gergekten

1 1
1
I'(z) > fuz‘le‘” du>e™?! f u?tdu = p (3.10)
0 0
olup, boylece,
lim I'(z) > li ! 3.11
— >
zl>r(1)’lJr z Zl}’(l)’1+ ez (3.11)

olur. Diger yandan, faktoriyel 6zelliginden dolayi,

lIimI(z)=lim(z-1)T(z—-1) > » (3.12)
Z—00 Z—00
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olur.

3.1.1. Genellestirilmis Gamma Fonksiyonu

Simdiye kadar z in pozitif degerleri i¢in tanimladigimiz Gamma fonksiyonunu
negatif z degerleri i¢in de tanimlayabiliriz. Yani ['(z) yi tiim reel eksene genisletebiliriz.
I'(z + 1) = zI'(z) 6zelligini kullanarak 1 < z < 2 i¢in I'(2) in bilinen degerlerinden
yararlanip her z € R i¢in I'(z) ler elde edilebilir. Negatif z degerleri i¢in I'(2)

fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlariz.
-1<z<0ise, I'(z) = F(ZTH) de 0 < z+ 1 < 1 olacagindan ve (z + 1) € (0,1) deki

['(z + 1) degerleri bilindiginden z € (—1,0) igin I'(2) ler bulunabilirler. Benzer sekilde,
—2<z<-1lise0<z+2<1olup,

I['(z+n)

['(z) = zz+1)(z+2)..(z+n—-1)

(3.13)

esitliklerinde I'(z) ler hesabedilebilir.

3.2.  Beta Fonksiyonu

Cogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli kombinasyonlar1 yerine
Beta fonksiyonu olarak adlandirilan bir bagint1 kullanmak daha uygundur.

Beta fonksiyonu ¢ogunlukla;

1

B(z,w) = jrz"l(l — )" 1dr ,Re(z) > 0,Re(w) > 0 (3.14)
0

seklinde tanimlanir.

3.2.1. Gamma ve Beta Fonksiyonu Arasindaki iliski
Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasinda iliski kurabilmek icin Laplace

doniistimiinii kullanacagiz.
t

h,w(t) = f‘cz‘l 1-1)%ldr (3.15)
0

12



integralini gz Oniine alalim. Agik olarak hy,,(t),t* "t ve t¥~1 fonksiyonunun
konvoliisyonudur ve h,,,(1) = B(z,w) dur.
Iki fonksiyonun konvoliisyonunun Laplace déniisiimii, onlarin Laplace ddniisiimiiniin

carpimina esit oldugundan,

['(z) T(w) T(2)I'(w)

SZ SW SZ+W

H,,(s) = (3.16)

olur. Burada H,,,(s), h;,,(t) nin Laplace doniisiimudiir.
Diger taraftan I'(z)['(w) ¢arpimi sabit oldugu icin yukaridaki esitligin sag tarafinin

ters Laplace doniisimii alinarak h,,,(t) orijinal fonksiyonunu yeniden elde etmek

miimkiindiir. Laplace doniistimiiniin tekliginden

F(zrw)

. z+w-1 Nl
['(z+w) t (317)

hz,w (t) =

olup, t = 1 alirsak beta fonksiyonunun en belirgin 6zelliklerinden birini elde ederiz:

_I@rw)

B(z,w) = Tz +w) (3.18)
Ayrica, buradan da
B(z,w) = B(w, z) (3.19)

elde edilir.

Beta fonksiyonunun tanimi sadece Re(z) > 0, Re(w) > 0 oldugu zaman gegerlidir.
Eger Gamma fonksiyonunun analitik genisletmesine sahip isek, yukaridaki denklemdeki
iligki beta fonksiyonunun tiim kompleks diizleme analitik genisletmesini saglar.

Beta fonksiyonu yardimiyla Gamma fonksiyonu i¢in

F(z)(1—-2z) = (3.20)

mmmnz
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onemli bagmtisini elde ederiz. Bu formiilii 0 < Re(z) < 1 kosulu altinda, z # 0, 1, +2,
... i¢in gegerlidir (Podlubny, 1999).

3.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

e? tstel fonksiyonu tamsay1 basamaktan diferensiyel denklemler teorisinde oldukca

onemli rol oynar. Onun bir parametre genisletilmis sekli

Eq(z) = ;m (3.21)

formiilii ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir (Erdelyi, 1955).

3.3.1. Iki Parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonu
Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Ea,B(Z) = ;m (a>0,>0) (3.22)

seri agilimi ile verilir. (3.22) denkleminden,

11(2) Tk + 1) k1 ¢ (3:23)
k=0 k=0
s 7k *® 7k 1 *® Zk+1 p7-1
Ei,(2) = Z = Z .= —Z .= (3.24)
LiT(k+2) L@k+D! zLk+D! z

© Lk © Lk
(2%=1+Z%=e2> (3.25)
k=1

k=0

2 e?—1—z

Ei5(2) i z i z Ly 2 (3.26)
1,3 Z) = —_— —| = —ZZ ' = > .
P I'(k +3) P (k+2) =z e (k +2)! z

ve en genel haliyle

14



k!

m-—2 k

— 1 z z

Evm(2) = 73 {e - —} (3.27)
k=0

dir.
3.4. Kesirli Basamaktan Tiirev ve integral

Bu boliimde kesirli basamaktan tiirev ve integral tanimlarina yer verilecektir.

3.4.1. Riemann-Liouville Kesirli Integrali
a > 0vef €Li(a,b) olmak lizere sol ve sag a. mertebeden kesirli integralleri

sirast ile asagidaki bigimde tanimlanir:

t
JEF(D) = ﬁ [0 (3.28)
1 b
t$ﬂ0=ﬁ5fu—owvumL (329)

o

konvoliisyon operatorii ve

(3.30)

1 (0 ,t<0
q)a(t): {

T(a)t*Le>0

olmak tizere (3.28)’ de tanimi verilen integral, Laplace konvoliisyonu olarak da ifade

edilebilir:

t
JEFO) = B0+ f©) = o [ (€= D@ (331)

Benzer durum (3.29) integrali i¢in de gegerlidir.
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3.4.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi
f(t) € Ly(a,b) fonksiyonu i¢in n—1<a <n (n € Nt) olmak iizere f in

a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevleri sirasi ile

d\" |
GDEF(E) = DM IR Of(t) = ﬁ( dt) f t -1 f(r)dr (3.32)
1 d\" [
D f () = (=D)" IF~%f(t) =m( dt) J (- * 1 f(r)dr (3.33)
t

olarak tanimlanir.

3.4.3. Caputo Kesirli Tiirevi
n—1<a<n(neNT)ve f,n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon

olmak iizere f” in . mertebeden sol ve sag kesirli tiirevleri sirasiyla

SDEF(O) = oD (6) = j =t (LY payar (334)

DEFO) = J DO = ro—s f (ot (-2 f@r (335)

bi¢iminde tanimlanir.

3.4.4. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ve Caputo Kesirli Tiirevi Arasindaki
Mliskiler

Teorem 3.4.4.1. f(t),(a,t) sonlu araliginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon
olsun. m—1 < a <m (m € Z*) olmak iizere f®(t) (k = 1,2,...,m + 1) tiirevleri de
[a,t] iizerinde siirekli ve integrallenebilir ise k = 1,2,..m+ 1 i¢in f®(a) =0 sart1

saglanirsa
oDEf () = GDEf (1) (3.36)
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esitligi gegerlidir.

Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve Caputo kesirli tiirevi arasindaki iligkiyi
incelemek igin, sabit fonksiyonu her ikisini de uygulayip neden Caputo kesirli tiirevini
tercih ettigimizi gorelim:

t ER i¢in f(t) =c ve ¢ €R herhangi bir sabit olacak sekilde f:R — R
fonksiyonunu ele alalim.

Riemann-Liouville kesirli tiirevi igin;

DEf(E) = Jie -0 f@dr (337)

dt F(l a)”0

f(—r)“

dt I‘(1 -a)v0

t

_ i 1 (t__[)—a+1 _|
T dtr-e)\ a-1 0

d c t—a+1
T ar (F(l—a')' 1-a )

¢ zetl i-a+1-1
F(l a) 1-a

—_F¢ -a
T ra-o)’ t

elde edilir.

Caputo kesirli tiirevi igin;

‘DUf(t) = f, & =D f(D)dr (3.38)

F(l a)’0

fot(t —1)7%.0dt

= T-a

=0
elde edilir. (3.37) ve (3.38) sonuglarindan da goriildiigi iizere Caputo kesirli tiirevi

Riemann kesirli tiirevine gore daha gercekg¢i sonuglar vermektedir.
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3.5. Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler i¢in Denge Noktas: ve Kararliik

Analizi

a € (0,1] , olmak lizere

D%, (t) = f1(xq, X2, o, Xg) (3.39)

D%x,(t) = fo(xq, X2, wov, Xi)

Dx(t) = fre(xy, X2, v, xi)

otonom sistemini

x1(0) = x01,%2(0) = xg3, -, % (0) = x¢

baslangi¢ degerleri ile birlikte g6z oniine alalim. (3.39) sisteminin denge noktalari,
filxt, x5, 0, x) =0,i =12, ...,k (3.40)

kosullarini saglayan x7, X3, ..., X noktalaridir.

Denge noktalarinin asimptotik kararligini elde etmek igin,

x(t) = x; + &(t) (3.41)
diyelim. x(t), (3.39) da verilen B.D.P.” in ¢6ziimii oldugundan

D“(ei(t)) =filx] +e, x5+ 6 xp+e), i=12,..k (3.42)
yazilabilir. * denge noktasini gostermek tizere,

filxl + €1, x5 + &5, o, xp + &1)

18



= fi(x1,x3, .., xX1) (3.43)

0fi afll

+_*1+ *2+ +_|€k

ve fi(x1, x5, ..., x;) = 0 oldugundan,

filx] + &1, x5 + &5, e, xp + &) = 2_9];: l.e1 + (;33]:2 ligx + o+ af; | €k (3.44)
yazilabilir. (3.43) ve (3.44)’ den
D*(& (1)) ~— |.&1 +aaf | &2 + - +af‘ lex (0=12,..,k) (3.45)
elde edilir.
£=leg, &, 0, )T (3.46)
ve
air Q2 7 Quk
e O Z—Zh =12, .k (3.47)
Qg1 Qg2 -+ Qgk
olmak tizere, (3.45) ifadesi
D% = Ae (3.48)

§0)=x0)—x , i=12,..k

baslangic deger problemini verir. B, A matrisinin 6z vektorlerinden olusan matris ve

A1, Ay, oo, A degerleri A matrisinin 6zdegerleri olmak iizere,
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A4 0 - 0

c=| % 0 (3.49)
0 O Ak

A = BCB! (3.50)

dir. (3.50) ifadesi (3.48)’ de yerine yazilirsa,

D% = Cn (3.51)

sistemi elde edilir. Burada, Burada, n = B~1e ve n = [nq, 15, ..., 1] dir. (3.51) ile verilen

sistemin ¢6ziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar1 yardimai ile

ni(£) = Z o A SO = Bt m(©) ,  (=12,.,8) (3.52)

seklinde yazilabilir (Podlubny 1999).

Matignon (1996) tarafindan elde edilen sonuglar kullanilirsa,

larg()] > ? =12,k (3.53)

oldugunda 7n; (t) azalandir. O halde ¢;(t) de azalandir.
Yani, |larg(1;)| > % kosullart tiim A;,i = 1,2, ..., k 6zdegerleri i¢in saglaniyorsa denge

noktalar1 asimptotik kararlidir.

3.5.1. Routh-Hurwitz Teoremi
Asagidaki reel katsayili polinomun biitiin koklerinin reel kisimlarinin negatifligi

icin gerek ve yeter sart,

KA =A2"+ag A"+ +aqa, (3.54)
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Karakteristik polinomunun reel katsayilari ile olusturulan Hurwitz matrisinin biitiin esas

kosegen mindrlerinin pozitif olmasidir.

aa 1 0 0 0 O
a; a, a 1 0
H, = | s 44 Az da; oq

(e}
o O O
——

| (3.55)

e pm

000000---/

Hurwitz matrisi H,,” nin ana diyagonallerinin, sirali olarak a,’ den a,,’ ¢ kadar
sayilar1 sirastyla K(A4) polinomunun katsayilari oldugu unutulmamalidir. Bu matristeki
diger siitunlar yalmzca tek sayilarla veya sadece esit indisli katsayilardan olusur. Bu
nedenle, Hurwitz matrisinin H,, = (b;;) elemanlari by, = a,;_y ile verilir, diger katsayilar

sifirlarla degistirilir. Hurwitz matrisinin ana diyagonal minorlerini asagidaki gibi tanimlar:

Dy = |ayl,
D, = a; 1 |
as a
(3.56)
D,, = det(H,,).

Hurwitz teoremi biiyiik n’ ler i¢in pratik hale gelir. Bunu gézlemlemek igin;

Ornegin; ikinci, iigiincii ve dordiincii dereceden polinomlara uygulayalim.

. KD =2+a1+a,
a,>0vea, >0
i. KQOD=2+aq12+a,A+a;
a,>0,a,>0,a3 >0veaa, —az; >0
ii. KQ) =2+ a3+ aA? +azA+ay

a1 > 0, a2 > O, a3 > O,a4 > O, a1a2 _a3 > OVG a1a2a3 _a32 _a12a4 > 0

21



Hurwitz kosullarinda, tim a; > 0, i = 1,...,n oldugu ancak biitiin katsayilarin
pozitifligi K(1)’ nin tim dizilerinin reel kisimlar i¢in negatif olmak yeterli degildir. Bu
koklerin negatif reel kisimlara sahip olup olmadigimi anlamak i¢in gerekli kosul
kullanilabilir.

Teorem 3.5.1.1. K(A) karakteristik polinomunun kokleri negatif reel kisimlara sahipse,
a, a,, ..., a, ler pozitiftir.

Ispat: K(2) polinomu A + a veya A% + B2 + y seklinde alinabilir.

a,B ve y reel sayilari, K(4) polinomunun kokleri negatif reel kisimlara sahipse a > 0,
B > 0vey > 0 dir. Bu K(4) polinomunun katsayilarinin pozitif oldugunu gosterir.

Tanim 3.5.1.1. D(y) = y™ + a,y@ D + ... + a,;y = 0 diferensiyel denklemine ait K (1)
karakteristik polinomunun tiim kokleri negatif reel kisimli ise diferensiyel denklemin

¢Ozliimleri kararlidir.

3.6.  Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler icin Varhk ve Teklik Teoremi

Bu boliimde kesirli basamaktan diferensiyel denklemler igin ele alinan bir baglangi¢

deger probleminin ¢dziimlerinin varlik ve tekligi ile ilgili bilgi verilecektir.

3.6.1. Lipschitz Kosulu
Eger bir D c R? bolgesinde tanimli bir f(t,u) fonksiyonu her (t,u,),(t,u,) €

D ve k > 0 bir sabit olmak {izere;

If (& ug) — f(tux)| < klug — uyl (3.57)

esitsizligini sagliyorsa, f Lipschitz kosulunu saglar denir ve f € Lip(D,K) seklinde
gosterilir.
Tanimin bir sonucu olarak, bir f(t,u) fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglamasi i¢in gerek

ve yeter kosul her (t,u,), (t,u;) € D igin

|f (tur) — f (¢t up)l

luy — uy|

<k, uy #u, (3.58)

olacak sekilde bir k > 0 olmasidir.
Asagidaki teorem Lipschitz kosulunu gercekleyen fonksiyonlar igcin genel bir kriter

vermektedir.
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Teorem 3.6.1.1. f(t,u) fonksiyonu, R = {(t,u): |t — to| < p, lu — uy| < q} dikdortgeninde
tanimli, siirekli bir fonksiyon olsun. Burada p ve q pozitif reel sayilardir. Kabul edelim ki

or

P R de tanimli ve siirekli olsun. Bu durumda f (¢, u), R de Lipschitz kosulunu saglar.

3.6.2. Picard Teoremi

£(t,u) ve 2L tiirevi bir

Qa,b) = {(t,w: |t -t < a,|lu—uy| < b}

bolgesinde siirekli ise bu durumda

D = f£(t,u), ulte) = uo (3.59)

du

bagslangi¢ deger probleminin |t — t;| < h < a araliginda tanimli olan bir tek U(t) ¢oziimii

vardir. Burada

h = min {a, %} M = max(f(t,u)). (3.60)

Lemma 3.6.2.1. f(t,u) fonksiyonu Q(a,b) bolgesinde siirekli ise o zaman (3.59)
baslangi¢ deger problemi

u(t) = ug + fttog(s,u(s)) ds (3.61)

Integral denklemine esdegerdir.
Teorem 3.6.2.1. f(t,u) fonksiyonu Q(a, b) bolgesinde siirekli ve f € Lip(Q,L) ise (3.59)
B.D.P. bir tek u(t) ¢éziimiine sahiptir.

Bu ¢ozim |t — t;| < h, h = min {a, %} araliginda tanimlidir.

3.7.  Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemlerin Coziimii i¢in Atangana-Toufik

Yontemi

Bu boliimde kesirli basamaktan bir Caputo B.D.P.’nin ¢6zliimii i¢in Atangana-

Toufik metodunun incelemesini yapacagiz.
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{ED?U (6) =F(t, U) (3.62)

U(ty) = Uy

Baslangic deger problemini ele alalim.
(3.62) ile verilen kesirli basamaktan Caputo B.D.P. (3.62) integral denklemine
denktir.

U@ —U(t) =

1 [ _
m!(t—r) 1F(z7,U(r))dr (3.63)

(3.63) denkleminde t = t,,, i¢in asagidaki esitlik yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa;

tnta

Ultnsn) = V() = s | (bnon = 0 F(mU@)ar
0

n tk+1

1 -1
= mkzﬂtf (tne1 — T LF(r,U(D))dr (3.64)

[ty tis1] araliginda, F(t, U(z)) fonksiyonu igin Lagrange interpolasyonu uygulanirsa,

Uk

F(ty, Uty) — t;__—t

ty_
k-1 - F(ti_1, U(te_y))

F(r,U(r)) = tTk_——t

k-1

F(tx-1, U(tr-1))
h

_ F(te, Utr)
B h

(T = te—1) — (T — 1)

- F(tk' Uk)
B h

3 F(ty—1,Uk—1)

(T = t-q) A

(T —1t) (3.65)

(3.65) esitligi, (3.64) esitliginde yerine yazilirsa;
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U(tns1) — U(to) =

1 t _ F(t,Ug) F(tg—1,Uk—1)
v Zk=0fy tn — D 1.<%.(r — b)) —— . (T - tk)) dr  (3.66)

t

1 t _ F(tiUp) _
~ T k=0 (ft g — T (T - tk—l)-%d‘[ - ft g D (T -

k k

F(tp—1,Ug—
tk)_%df)

1 F(tr,Up) rt _ F(tg—1,Up—1) rt
= oy (R ey, — 1) (1 — ey )dy — Tenlie)

k-1
I'(a) X h (tn+1

k

)%l (r - tk)dr)

Denklemi daha anlasilir hale getirmek i¢in

t _
Cak1 = ftkk+1(tn+1 —1)* (1 — ty_y)dr (3.67)
ve
Capz = Jo " (tner = DL (¢ — ti)dr (3.68)

esitliklerini goz oniinde bulunduralim.

(3.67) ve (3.68) esitliginde y = t,,,; — T degisken degistirmesi yapilirsa,

tne1—t _
Car = [, y® L (tyoq — tnr +¥)dy (3.69)

thy1—tk

tn+1—lk+1 y“dy + (tk—l _ tn+1) ftn+1—fk+1 y“‘ldy

Ttttk tnt1—tk

— (tn41—trr 1) 1= (g1 —tp)* L (tnt1—tk+1)“—(tnp1—tR)%

a+1 - (tn+1 - tk—l)- o
ve
tne1—th-1 . g—
Cakz = ftn:_tkk "yt = tagr +y)dy (3.70)

tne1—tr— _
= [N Yty — ther) +YO)dy

tne1—tk
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(tn41—tr—1) %= (tns1—t1)% + (tnt1—th—1)* 1=(tny1—tp)* !

= (tk - tn+1) a a+1

elde edilir. (3.66) denkleminde (3.69) ve (3.70) yerine yazilirsa;

1 F(ti,Up) [(n=K)* 1 —(n+1-k)**T  (n—k+2)[(n—-k)*—(n—k+1)%]
Ultns) = Ulto) + g5 Zikeo (T2 |22 R e e

h a+1 a
F(tg—1,Uk-1) (tn+1—thk—1) " —(tn+1—ti)* | (Enp1—tg—1)* 1 —(tns1—tR)* !
L (1~ 1) - + — ) em

elde edilir.

3.7.1. Hata Analizi

Bu kisimda, tanimlanan yontemi kullanarak kesirli kismi diferensiyel denklemlere
yaklasirken yapilan hatayi tespit edecegiz. Bu, agsagidaki teoremle kurulacaktir.
Teorem 3.7.1.1. (3.62)’ de verilen B.D.P. verilen fonksiyonun sinirlt bir ikinci tiirevini
iceren,Caputo kesirli tiirevi ile lineer olmayan kesirli basamaktan bir diferensiyel denklem

olsun. & € [ty, tx+1] icin hata sabiti asagidaki gibi tahmin edilir:

h 92
IRE| < o= maxqor, .. |5 [F (% U(T))]_[:Sk(n“ —(n+ D9 (a—1)n?-3n-4)|.

— 4T (a+2)

Ispat: Daha 6nce tanimlanan algoritmanin tiirev gosterimini ele alalim.

Ultnsn) = Uto) = 15 Jy " (bns = D (5, U(@))dr (3.72)

1 tr B
) k=0 t P(tper — DY LF(r, U(T))dr

1 ¢n (et (F(tkruk) _ _ Ptk Uk—1) . _
I'(a) k=0 ty h (T tk—l) h (T tk) +

— — 2
(t tk)(zr! tk—l)% [F(T,U(T))]ngk) (thg — 71)% Ldt

1 t F(ty,Ug) F(ti_1,Up_1) ~
o o tkk+1< ,;1 (7 - ti—1) — %(T - tk)) (tpe1 — 0% 1dt + R®

26



Burada hata terimi asagidaki gibi verilir,

1 trsr (T—tp) (Tt )a ~
R% F(a) n k+1 T—lg ZT' k-1 [F(T U(‘L’))] (tn+1 _.L.)a 1d‘[ (3.73)

Dikkat edilmelidir Ki [y, tx+1] araligindaki pozitif degerleri i¢in T = (T — ty_1)(tp41 —

7)%~1 dir. Bundan dolay1 & € [t, tx4+1] icin

RE = Tt [F(LU@)] L, S5 [ = ) (ta — DN (374)

- ﬁ k= Oarz [F(T U(T))] (Ek ) 5 Cop1h®*?

(3.69), (3.74)’ deki denklemde yerine yazilirsa

1 (er—tr) [(tne1—the ) =g —t) ¥
IR = | S0 o [F (2, U @), G2 [t =l 00T, —
tk—l)- (tn+1_tk+1)a_(tn+1_tk)a] (375)
1 (ex=t)| |tnar—tie ) =g —t) ***
< @ k o a.L.z [F(‘L' U(T))]T . k—lk | +1"lk+1 — +1~ Lk _ tn+1
tk—l)- (tn+1—fk+1)a—(tn+1—tk)“
S a2y 2 MAX[0 L] 572 [F(‘L’ U(T))] ﬁzo a[(n—k)*t—(n+1-k)*1] -
@+ Dn—k+2)[n-k*—(n—k+ 1)a]|
al(n =kt —(n+1-k)*1] < an®*! — (n + 1)et1) (3.76)

(a+1)(n—k+2)[(n—kK*—(n—-k+ DY <(a+1Dn+2)(n*—(n+ 1)%) (3.77)

(3.76) denkleminden (3.77) denklemi ¢ikarilirsa;
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alm—k**r'—(m+1-k** ) —(a+1)(n—-k+2)[(n—-k)*—-—(n-k+1)*] <
an®* -+ D) - (a+1D)(n—k+2)[n* - (n+ 1)%] (3.78)

<an®**"'—an+1D**"'—(a+1D)n—-k+2n*+(a+1)(n—k+2)(n+ 1)¢
< n“(an —(a+1D)(n—k+ 2)) —(n+ 1)“(a(n +1D)—(a+1)(n—k+ 2))

<n*(an—an+ak—-2a—-n+k—-2)—(n+ D% an+a—-an+ak—-2a—n+k —
2)

<n%(ak—-2a—-—n+k-2)—(n+ D% ak—-2a—n+k—-2+a)
<n%*(ak-2a—n+k—-2)—-(n+ 1% ak—-2a—-—n+k—-2)—(n+1)*
<(ak—-2a—m+k-2)n* -+ 19—+ 1)%

(3.78), (3.75)’ de yerine yazilirsa,

il < M(a +2) 2 X0t [572 [F(T U(T))] =&y (n* =+ 1)) Xi-o(ak —2a—n+
k-2)— (n+1)%]| (3.79)
F(a+2) 2 0% t | :[F (7, U(T))] - (n —(n+ 1% [“n(”“) —2a(n+1) - n(nz+1)

2(n + 1)] —(n+ 1)“a|

aTz [F(T U@)]._, @* =@+ 1)9(a - 1)n*-3n - 4)|

m
= etz 1aX[0,tn.4]

elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. SITR Hastalik Modeli i¢cin Denge Noktas1 ve Kararhilik Analizi

a € (0,1] i¢in asagidaki Caputo diferensiyel denklem sistemini ele alalim:
SDES() = Fi (8, S(®),

CDEI() = Fp(t,1()),

SDET(8) = F3(t, T(1)),

SDER() = Fi(t, R(D)),

Baslangig kosullari

S(tog) = So, I(ty) = Iy, T(ty) =Ty, R(te) = Ro.
Burada,

Fi(t,S(®) = A—puS®) — BSI(D),

Fy(t, 1)) = BSWI®) = (u+y + 8 + u)I(®),
F(t, T(®) = yI(®) = (a + wT(®),

F,(t,R(t)) = aT(t) + 81(t) — pR(t),

dir.

(4.1) sistemine ait denge noktalar1

CDES(t) = 0 = F,(t,5(t)) =0,
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CDEI(t) = 0= F,(t,1(t)) = 0, (4.3
CDET(t) = 0= F5(t, T(t)) = 0,
CDER(t) = 0= F,(t,R(t)) =0,

E, = (5°1°,T° RO) = (% 0,0,0) ve Ey = (I, T, R") dir.

E, = (2, 0,0,0) hastaliksiz denge noktasi i¢in Jakobien matris asagidaki gibi verilir:

[—H B 0 01

jozl—ﬁ—f %—(u+y+5+u1) 14 9 I (4.0)
[ 0 0 —(a+pn) a
l o 0 0 —ul

Teorem 4.1.1. Asagidaki kosul saglandigi taktirde (4.1) ile verilen sistemin E, =

(%, 0,0,0) denge noktas1 asimptotik kararhidir.

___BA
uCut+y+8+uq) <1 (4.5)

Ispat : (4.1) sisteminin E, denge noktasinin kararli olmasi igin bu noktada elde edilmis

Jakobien matrisin tiim A; 6zdegerlerinin
4,<0,i=1,23,4

kosulunu saglamas1 gerekmektedir. Bu 6zdegerler,
A = —u,

Bo=E0 =ty +6+w),
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Ay =—p
N . BA
Burada 44,43, 14 < 0 oldugu asikardir. A1, < 0 olmasi igin Gy oD < 1 olmalidir.
BA C )
Sonug olarak E, denge noktast, Gty oTAD < 1 i¢in asimptotik kararli olur.

E, = (8%, 1", T", R") denge noktasi i¢in Jakobien matris agagidaki gibi verilir:

—u—BI(¢) BI*(t) 0 0
—BS* S*(t) — 1) 14 )

Ji = B 0 (1) S () — (u E)" Y+ +um) @t @ (4.6)
0 0 0 —u

Teorem 4.1.2. Asagidaki kosullar1 saglandigi taktirde (4.1) ile verilen sistemin E; =
(§*,I",T*,R*) denge noktas1 asimptotik kararldir.

() a;>0,i=1,2,3,4.

(i) a,a, —az; > 0.

(iii) ajaya; — a3 —ala, > 0.

Ispat : (4.1) sisteminin E; denge noktasmin kararli olmast i¢in

KQ) =det(Jy —AI)=0

Karakteristik denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilir. Daha agik olarak

—u—pBI) -2 BI*(t) 0 0

_ —BS* S“W)—(u+v+6+ ) 14 )

kw=| O SO-wryrst =t S0 G
0 0 0 —u—A

KD =(p-prre)-N@s ® - @+y+86+u) —D(—(a+p) - D(p-21 -
(BIr@®)(=BS*@®))(—(a+pw) = D(—pu— 1)

=(—u—-pre)-NDES O —-—wu+y+sd+u) —Da+u+DH@u+1) +
Br®S* ) (a+pu+D)u+21)
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=(@+pu+ D+ Dp—-pr@e)-DES O —w+y+d+p) -+
B2 ()S* ()]

=(@+u+DU+D[(u—-pr@) -Dps ) —(—u—-pre)—Du+y+d6+
1) — (—u— BI*(£) — DA+ B2I*(£)S* ()]

=(@+u+DW+D[=pupS*(t) = B2I* (t)S*(t) = BS* (A + pu® + py + ud + ppy +
Bul*(t) + ByI*(t) + BSI*(t) + BuyI*(t) + pd + BI* (A + 2> + B2I*(£)S*(¢)]

= (a +pu+D[=p?BS*(t) — BuS™ (DA + 1 + Py + p?8 + p’uy + pur(6) +
Byul*(t) + BSul*(t) + Buu I*(t) + p?A + Bul* (A + puA* — upS*(H)A — BS*(HA* +
UEA + uyA + ubA + pug A + Bul* (A + ByI* (A + BSI* (A + Bu I (A + ur? +
BI*(t)A% + 23]

= (—p*Ba — p>B)S*(t) + (Bu’a + Byua + féua + Bup,a + Bu® + Byu’® + pSu® +
Butu)I*(t) + pa + pPya + p?Sa + pPuga + pt + 1By + p38 + 1Py + A[(-2Bua —
3Bu)S*(t) + (2Bua + Bya + Béa + Buia + 3Bu* + 2Byu + 2B8u + 2Buu )I*(t) +
2ula + pya + pba + puqa + 3ud + 2u?y + 2u%6 + 2upq] + 22[(—Ba — 3Bu)S*(t) +
(Ba + 3Bp + By + B8 + Bu)I*(t) + 2ua + 4u” + py + pué + ppq] + 23[-S*(t) +
pI*(t) + a + 3u] + A*

K(){) = /14 + all?’ + a2/12 + a3l + a4 = 0 (47)
elde edilir. Burada
a; =a+3u+ (") —S*(©)

a; = (Ba +3Bw)(I" (1) — S* (1)) + (Bya + Bda + Busa + 2Byu + 2B5u +
2Bup)I*(t) + 2p% + a + uya + pda + pap, + 3u3 + 2uly + 2u?8 + 21y,

a; = (+2fua + 3[3#2)(1*(15) — S*(t)) + (Bya + Béa + Puja + 2Pyu + 2p6u +
2Bup)I*(t) + 2p%a + puya + uda + ppqa + 3u3 + 2uPy + 2u?8 + 2u%uy
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ay = (W?Pa+ pdp)(I" (1) — S*(©) + (Byua + Boua + Pupa + Byu? + BSu® +
Bup®I () + Wa + p?ya + pPda + pPuga + pu* + @By + pPs + iy

dir.

a4, a,, az ve a, ler yukaridaki gibi diizenlendiginde eger I*(t) > S*(t) saglanirsa,
a; >0,a, >0,a; > 0vea, >0 olur.a,a, —a; > 0ve a;a,a; — a% — a?a, > 0 olursa
Routh-Hurwitz teoremi saglanir. Dolayisiyla tiim karakteristik kokleri negatif reel

kistmlidir. Sonug olarak E; denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

4.2.  SITR Hastalik Modeli icin Varlik ve Teklik incelemesi

Bu boéliimde SITR model i¢in ¢oziimlerin varlik ve tekligini ele alacagiz.

|t —tol < a,a > 0igin
Rl: IS_S()I < b1,|S(t)| < Cll(bl > 0 ve Cq > 0),
R2:|1_10| < bz,l](t)l < Cz,(bz > OUQCZ > 0),
(4.8)
R3: |T_ Tol < b3 ,lT(t)l <c3 ,(b3 > 0ve Cc3 > 0),

R4:|R _Rol < b4,|R(t)| < C4,(b4 > 0 ve Cy > 0.

(4.1) ile verilen diferensiyel denklem sistemi asagidaki integral denklem sistemine denktir:

S(H) =S, + ﬁ [t =D F (1,5(0)dx,

1) = I + %a) [t = DRy (r,1(0))dr,

(4.9)
T(t) =T, + ﬁfot(t —1)* F5(7, T(7))dr,

R(t) =Ry + %fot(t — T)“"1F4(T,R(T))dr.
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Teorem 4.2.1. F,,F,, F; ve F, ¢ekirdekleri asagidaki kosullar1 sagladig: taktirde Lipschitz

stireklidir denir.
. |F1 (t,S(t)) —F, (t, S: (t))l < L;.|1S(t) — S1(t)| olacak sekilde L, vardr.
i |F(6 1) — F(t, ()| < Ly 11(t) — I(t)] olacak sekilde L, vardur.

iii. |F3(t, T(t)) — F3(t, Tl(t))| < L;.|T(t) — T,(t)]| olacak sekilde L5 vardir.

i |F4(t, R(t)) — F4(t, R, (t))l < L,.|R(t) — R,(t)] olacak sekilde L, vardir.

<

Ispat :
i
|F1(t,S(®) — Fi(6,5:(0)| = 1A — uS(6) — BSOI(E) — A+ uS; (t) + BS1(DI(D)]
= |-u(S(®) = 5,(®) — BIO(S®) — $1(D))]
= |(—u = BI®)(S®) — $,(®)|
< |=u—BI®I.[1SE) = S; ()]
< |u+ BI®)].IS(E) = S1(O)]
< (u+ Bc)|S() = S1 (o)
< L;.|S() — S;(®)]
olacak sekilde 0 < L; < 1 vardir.
i
|F(t,1(®) — B (6 L)) = 1BSOIE) — (u+y + 8 + uDI(E) — BSOL (D) +
(u+ty+6+u)i@)]
=|SOU®) —L®) = (w+y+ 8 +u)(I® — L(©D)|

=|(BS@®) = (u+y + 6 +u))(I® - L©®)|

SIBS@ —(u+y+6+p)l 10 - L)
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< (Bor— (u+y+68+p) 1E®) = LD
< Ly |1(t) — 1, (8]
olacak sekilde 0 < L, < 1 vardir.

|F3(6, T(®) = F5 (6, Ty(0)| = lyI(®) = (@ + )T () = yI(t) + (a + w1 ()]
= |-(a +W(T(®) - T ()|

< (e +wl.IT®) — T1(0)]

< (a+w. 1T — T1 (O]

< L. |T(H) = Ty (D)

olacak sekilde 0 < Ly < 1 vardir.

iv.

|F.(t, R®)) — Eo(t, RL(D)| = 1aT (£) + 8I(t) — uR(t) — aT(t) — SI(t) + pR, (D)
= |-u(R®) - R, D)

< pIR(®) = Ry (D)

< L4 |R(t) — R, (2)|

olacak sekilde 0 < L, < 1 vardir.

1,1 ,ii1 ve iv kosullar1 saglandigindan dolayr F;, F,, F3; ve F, c¢ekirdekleri Lipschitz
stireklidir.

Simdi t’ ye gore siireklilik sart1 ve Lipschitz kosulu altinda sistemin ¢oziimleri i¢in varlik
ve teklik teoremlerini ele alacagiz.

Teorem 4.2.2. ( Sistem i¢in Picard Varhk Teoremi)
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BcR?ve F:B —R;, i =1,2,3,4 i¢in asagidaki kosullar1 saglayan reel bir fonksiyon
olsun.

1) i=1,2,3,4icin F;’ ler B’ de siireklidir.

2) Fl(t,S(t)),Fz (t,I(t)),F3(t,R(t)) ve F4(t,T(t)) fonksiyonlar1 D bolgesinde
Lipschitz sabitleriyle birlikte Lipschitz siireklidir.
(to, So), (to, Iy), (to, To) Ve (to, Ry) B bolgesinde baslangi¢ noktalar1 ve a>0, bi>0 i=1, 2, 3,
4 sabitler olmak iizere R; dikdortgensel bolgeleri asagidaki gibidir:

R1 = {(t,S) |t— tol <a, IS—Sol < bl} C B,

R, ={(tD: |t—to|l <a |l —I)| £b,} CB,

(4.10)
R; ={(t,T): |t—tol <a,|T—Tyl < b3} cB,
Ry ={(t,R): |t —tyl < a,|R — Ryl < b,} CB.
) b;
h = min (ai,E)
ve
fi = max syer, F1(t,S(1)),
f2 = max per, F2(t, 1(t)),
(4.11)

f3 = max;ryer, F3(t, T(t)),
fa = max gyer, Fa(t, R(t))
olarak alirsak, B.D.P. |t — ty| < a araliginda S, I, R, T olacak sekilde tek ¢6ziime sahiptir.

|t — to] < a tizerinde S, (t), L,(t), T,(t), R,(t) Picard ardisik yaklasimlar teoremi ile

ispatlayacagiz.
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Sn(8) = So + 5 Jy (6 = D1 (7, Sp-1 (D),

L,(t) =1, + f (t —1)%" 1F2(T I,_ 1(1))dr

r( )0
(4.12)

T,(t) =Ty + ﬁfot(t — 1)%F;(7, Ty, (1) )dr,

R,(t) =Ry + e )f (t — )% 1F,(7, R, (1) )dr.

Teoremi dort boliimde ispatlayacagiz.
A Bu bolimde {S,(t), [, (t), T, (t), R,(t)} denklemlerinin bazi 6zelliklerini
gosterecegiz.
() Yukarida verilen {S,,, I;, Ty, R, } iyi tamimlidir.
(i)  {Sp, I, Ty, Ry} denklemleri siirekli tiireve sahiptir.
(iii)  [to, to + h] araliginda asagidaki esitsizlikler saglanir.

frt®
150 = ol = 7225

_ fo-t®
() — Iol < 2255

t
I‘(a+1)

|Tn(t) TOl =

t
F(a+1)'

|Rn () — Rol <
(lV) {Fl (t, Sn—l)r F2 (t, In—l)' F3 (t, TTL—l)' F4_ (t, Rn—l)} denklemleri lyl tanimlidir.
Ispat :

() {Sy, I, Ty, Ry} iyi tanimlidar:

S,(t) =S, + o )f (t — 1) Fy(1,S,_1(7))dr (4.13)

(4.13) denkleminde n=1 igin,
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S.(t) = f (t — )% 1 Fy(1,S(7))dr (4.14)

F()

denklemi elde edilir. Denklemi i¢in (ii1) de verilen sart saglanir m1?

15:(6) = Sol = | == J, (¢ = D)% Fy (1, 5 (1)) dr |

I'(a) 70

flf (t —1)* ldr

F(a)

fit®
— I'(a+1)

n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n=k+1 i¢in saglanip saglanmadigini1 kontrol edelim.
1841 (8) = Sol = |55 fo (6 = D%y (7, S, (0)) de|

fit%
— I'(a+1)

dir.

L(t) = Io + )f (t -1 F(r,I,_,(1))dr (4.15)
(4.15) denkleminde n=1 i¢in,

L(t) =1+ e )f (t — 1)1 F(t, Ih(r))dr (4.16)
denklemi elde edilir. Denklemi i¢in (iii) de verilen sart saglanir m1?

I(8) = Io| = | == [ (t = D)% Fy(1, 1o(1))d|

()70

fzf (t —1)* ldr

I‘(a)
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fot%
~ I'(a+1)

n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n=k+1 i¢in saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

esa () = Il = |2 [ (¢ = D By (1, 1 (D) d|

I(t)
fpte
= T(a+1)
dir.
T,(t) =Ty + b )f (t -0 F(7, Ty (1)) dr (4.17)

(4.17) denkleminde n=1 igin,
Ti(6) = To + 1 )f (t —D)* 1 F5(7, To(x))dr (4.18)
denklemi elde edilir. Denklemi i¢in (ii1) de verilen sart saglanir m1?

ITy(8) = Tol = | == f3(t = D) Fy (1, To(1)) de|

I'a )
t _
F(a)f3f (t—7)*tdr

fat®
— I'(a+1)

n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n=k+1 i¢in saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

Tess (6) = Tol = | === [5 (¢ = D)%y (1, Toe(0) ) |

r@©
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fat®
— I'(a+1)

dir.

R,(t) =Ry +— f (t —1)* 1 F (1, Ry (1))dr (4.19)

F()

(4.19) denkleminde n=1 igin,

Ri(t) = f (t = 1)1 F (1, Ry (1)) dr (4.20)

F()

denklemi elde edilir. Denklemi i¢in (iii) de verilen sart saglanir mi1?

|R;(t) — Ryl = |1"(1)f (t—1)* 1F4(T RO(T))d‘[|

< wp fi Jo (=D de

fat®
— I'(a+1)

n=k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. n=k+1 i¢in saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

IRi1(8) = Rol = | == [1 (t = D) Fy(1, R (1)) dr

F(t)

fat®
— I'(a+1)

dir.
Sonug olarak {S,,, I,,, Ty, R, } iyi tanimlidir.
(ii) {Sy, I,, Ty, R,,} denklemleri siirekli tiireve sahip oldugu agiktir.

(iii) Teoremde verilen esitsizliklerin saglandigini ispatlayalim.

152(6) = Sol = |5 Jy (¢ = DR (7, 01 ()|
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I‘(a)f |(t = D)* " Fi (7, Spa(0)|de

AU = DL By (7, S ()

F(a)

1 t _
< @'flfo(t — 1) ldr

< L ((t—r)a—1+1 t

-

0

f1.t%
— I'(a+1)

n(®) = Il = | == f (6 = D F (2, Iy 1 (1)) |

< 15 Jo € = D (5, ey (D) |d

e o€ =D |Fo (3 pa (D) |d

F(a)

1 t _
S mfz fo(t_T)a 1dT

<L((t—r)“‘1+1t

T INa) -a

0
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ITa(0) = Tol = |55 Jy (¢ = D Fs (7, Toa (0) |

F(a)f |t = D) F3 (2, Tps ()| de

e )f |t = D). |F3(7, Tp-a (D) |

f3f (t—1)%dr

F(a)

Sf_s(wt

%4

0

f3.t%
— I'(a+1)

IR (t) = Rol = |== [ (¢t = D)7 F, (1, Ry (1)) dr|

F()

F(a)f |(t_T)a 1F4.(T R, _ 1(‘[))|d‘[

=T )f |t = D7 |Fa(7, Rues (D) de

f4f (t—7)* tdr

F(a)
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(iv) {F,(t,Sp_1), F>(t, I,_1), F5(t, Ty,_1), F4(t, R,,_1)} denklemleri iyi tanimlilig1 agiktir.
B. [to, to + h] araliginda {S,, I,, Ty, R,} fonksiyonlar1 asagidaki esitsizlikleri

saglar.

150(6) = Sus (01 = " ()

n(®) = ha (O] < "7y ()

(4.21)
n-1 n
ITa(®) = Taea (1 < L™ (5s5)
n—-1 n
|Rn(8) = Ra s @] < L fu (7))
Ispat:
S,(t) =Sy + o )f (t—1)%F (1, S,1(1)) dr (4.22)
(4.22) esitliginde n yerine n-1 yazarsak
Sp_1(t) = r( )f (t —1)% 1F1(T Sp 2(1’)) dt (4.23)
elde edilir. (4.22)’ den (4.23) esitligi ¢ikarilirsa
Sy —Sn_q = ra )(f (t —7)* 1! (Fl(r S 1(1)) Fl(r S 2(1))) d‘r) (4.24)
elde edilir. (4.24)’ de her iki tarafin mutlak degerini alalim.
10 = Sn-1l < i (1 = DR (7,501 (@) = Fi(7, S5 (D) d) (4.25)

(4.22)’ de n=1 i¢in
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S,(t) = f (t — )% F(1,5,(1)) dr (4.26)

F()

(4.26) esitliginde her iki tarafin mutlak degerini alip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

|S1(t) = Sol < f1f (t—-n*tdr

R

fit%
— I'(a+1)

elde edilir.
(4.22)’ de n=2 i¢in

1t _
$>(6) = So + 105 Jo & =D F (7,8, (1)) dr (4.27)
(4.27) esitliginde her iki tarafin mutlak degerini alip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
1 t _
1S2(¢) — Sol < @fl Jy&—1)* dr

fit®
— I'(a+1)

(4.24) esitliginde n=2 icin
S, —8, = @ (f (t—1)* ! (Fl(r S, (1)) — Fy(x, SO(T))) dr) (4.29)
(4.29) esitliginin her iki tarafin1 mutlak deger alirsak,

1$2 = 811 < 75 [ ¢ = DM F(1,5:(D) = Fi (5, S0()| dr

ST )f (t = D)* Ly S, (7) = So(D)] dt
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Ly fit? Lo _Na-1
< Hor@indo =D Hdr

< Lyfit%%
- (I‘(a+1))2

elde edilir.

(4.24) esitliginde n=3 i¢in

1

S3—S, = @ (fot(t — )%t (Fl(r, S, (1)) — Fy(x, Sl(r))) dr) (4.30)

Her iki tarafin (4.30) esitliginde mutlak degerini alirsak,

1

1S3 — S| < %fot(t — 1) Y F (7, $,(x)) — Fy(z,5:(x))| dz

= ﬁ [t = D8, (D) = $,(0)| dr

L fit?® t a-1
——7 | (t — d
S F(a)(l"(a+1))2 fo( T) T

L12f1t3a
= (M(a+D)’

elde edilir bu sekilde devam ettirsek;

n-1 t* \"
1S2(8) = Sp1 O < 1" () (4.31)
elde edilir.
(®) = Iy + 75 Jy ¢ = D By (1, [y () dr (4.32)

(4.32) esitliginde n yerine n-1 yazarsak,
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Li () =1y +— f (t — D) F(1, I,_,(x)) dt (4.33)

F()

(4.32) esitliginden (4.33) esitligi ¢cikarilip her iki tarafin mutlak degerini alirsa,
1 t _
In = In-1 = 75 (fo (t—1)*t (Fz(r, I,_1(1)) — Fy(x, In_z(r))) dr) (4.34)

= sl < 57 (o1 = DR (3, lna (D) = B (7, 12 () )
(4.32)’ de n=1 i¢in

L(t) = f (t — )% 1R, (1,Iy(x)) dt (4.35)

F( )-0

elde edilir. Her iki tarafin mutlak degeri alalim.
1 t r

11(t) — ol < @fz Jy& =) dr

fot®
— I'(a+1)

(4.32)’ de n=2 igin

L(t) = f (t — 0% F(r, ,(x)) dr (4.36)

F( )-0
1 t _
|I(t) — Io] S@fz Jyt—D)* dr

fot®
— I'(a+1)

elde edilir. (4.34) esitliginde n=2 i¢in
L—1 = o (f (t—1)*1 (FZ(T L(1)) - Fy(t, IO(T))) d‘[)
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|1, — F( )f (t— )a_1|F2(T' 11(1')) - FZ(T: IO(T))l dt

= ﬁfot(t — )L, (7) — Ip ()] dt

Lyfot® t  _Na-1
= F(a)T(a+1) fO t-1) de

Ly ft%*
= (M(a+1))

(4.34) esitliginde n=3 icin

I;—1,= %a) (fot(t — 7)o 1 (FZ(T, L)) — F(x, Il(r))) dr)

F( ) Jo () - L(”)|drt

LZZthZ(Z t a—1
L —f e —
= F(a)(l"(a’+1))2 fO (t T) dt

< Ly2f,t3%
- (F(a+1))3

elde edilir ve bu sekilde devam ettirsek;

() = a1 < 1"y ()

elde edilir.

f (t — YR (7, L(@) — F(r, ()| dr

T,(t) =Ty + ra )f (t — D) F(1, Ty (1) dr
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Tpo1(t) =Ty + — f (t — ) F5(1, Ty (1)) dr

F()

(4.37) esitliginden (4.38) esitligi ¢cikartilip her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

Ty —Th = ﬁ (fot(t — )t (F3(T' Tn—l(T)) - F3(T' Tn—Z(T))) dT)

1T = Tual < 555 (516 = D |F3(5, Tas () = F3 (5, Ta (@) )

elde edilir.

(4.37) esitliginde n=1 i¢in

T,(t) = f (t — 1) 1F5(1, Ty (1)) dr

F( )-0
1 t d
1T, (8) — Tol < %ﬁ Jyt—D)* dr

fat®
— I'(a+1)

(4.37) esitliginde n=2 icin

T,(t) =Ty + — f (t — )% F(7, Ty (1)) dr

F( )-0
|T,(t) — Tyl < ra )f3f (t—1)*tdr

f3t®
— I'(a+1)

(4.39) esitliginde n=2 icin

T,—T, = @ )(f (t —7)%?! (F3(T T, (1)) — F5(x, TO(T))) dr)
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IT, = Tul < — [ (¢t = D (1, Th (@) — F5(7, To (D) dr

I'(a) 70

= ﬁfot (t — 1) L3I Ty (7) — To(2)| dz

Lafat® t  _Na-1
= F(a)T(a+1) fO t-1) de

L3 f3t?*
= (M(a+1))

(4.39) esitliginde n=3 icin

T;,—T, = = (f (t —1)* 1 (F3(T T,(1)) — F5(, Tl(r))) dT)

|T; —T,| < F( 5 Jo

F( )f (t =) Ty () — T, (v)| dr

L3*f3t3% t a-1
< 3 J3t _
= F(a)(l"(a’+1))2 fO (t T) dt

< L3?fst3%
- (F(a+1))3

elde edilir ve bu sekilde devam ettirsek;

1T () = T (O < L3 7' f5 (r(a+1))n

elde edilir.

f (t =10 Fs(7, T, () — F5(z, Ty ()| dr

R,(t) =R, + ra )f (t — )% F(1,Ry_1 (1)) dr
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R,_1(t) =Ry +— f (t — ) F, (7, Ry, (1)) dr

F()

(4.40) esitliginden (4.41) esitligi ¢ikarilip her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

Ry —Rpq = % (fot(t — )t (F4(T' Rn—l(T)) - F4(Tr Rn—z(T))) dT)

R = Rn-1] < 55 ([51E = D a2, Rpoa (0) = Fa(1, Rz (@) )

elde edilir.

(4.40) esitliginde n=1 icin

R (t) = f (t — 1) F(1,Ry (1)) dr

F( )-0
1 t _
|R1(£) — Rol < @ﬁ}fo(t —0)*tdr

fat®
— I'(a+1)

(4.40) esitliginde n=2 icin

Ry(t) = Ry + — f (t =% F(7, R, (1)) dr

F( )
1 t _
|R2(t) — Rol S@ﬁ}fo(t—r)“ tdr

fat®
— I'(a+1)

(4.42) esitliginde n=2 icin

R,— R, = e )(f (t—1)*? (F4(T R (1) — Fy(x, RO(T))) dr)
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IRz =Rl < )f (t — 1) E,(7, Ry () — Fy(z, Ry(¥)) | dr
< 7 Jo = D4R (@) ~ Ro(D) d

Lyfat® t  _Na-1
= F(a)T(a+1) fO t-1) de

Lyfat?®
= (M(a+1))

(4.42) esitliginde n=3 icin
R; — R, = %a) (fot(t — 7)ot (F4(T, R, (T)) — F4(T, Rl(r))) dr)

|R3 — Ry| < Ma )f( )% 1|F4(T Rz(T)) F4(T R1(T))|dT

F(a) () - R (®)|dr

L42f4t2(1 t a—1
< - —
= F(a)(l"(a’+1))2 fO (t T) dt

< Ly2fyt3%
- (F(a+1))3

elde edilir ve bu sekilde devam ettirsek;

|Rn () = Rpoq ()] < Ly 1f4 (F(a+1))n

elde edilir.
C. Simdi {S,, ()}, {I,(t)}, {T,,(t)} ve {R,,(t)} fonksiyonlar dizilerinin diizgiin

yakinsakligin1 gdsterelim.
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Iy =y g1 (t“ " 4.43
n — n=1=%41 fl I‘(a+1)) ( )

serisini ele alalim. O zaman,

1 o n te n+1
Mo = Zites Lo () (4.44)
olur. Boliim kriterine gore
a \N+1
1 Ya=1Li™Mfi ﬁ p
lirnn—mo | | 11\/11\7/;+|1| = (F +i“) T — limn_)oo Ll |Ft_1| <1 (445)
n |Z;?=1L1n_1f1(r(a+1)) | (a+1)

ise Dir=1(Sk — Sk_1) kismi toplamlar dizisini g6z 6niine alirsak
Sp(t) = So + Do 1(Sk(6) — Sk_1 (1)), Weierstrass M-kriterine geregince S(t)’ye yakinsak

olur.

M, = T2 1" e \" 4.46
n — n=1"%2 f2 F(a+1) (' )

serisini ele alalim. O zaman,

tC{

My = S Lo (o) 4.47
n+1 _Zn=1 2 f2 T(a+1) ( ' )

olur. B6liim kriterine gore

goo 1 "f( L )n+1
n=1%2 J2\r(a+1)

tll
I'(a+1)

limyy gy o2l —
n—->0oo | 2Mn| |

= liMMy g0 Ly [ <1 (4.48)

a N
Z;?:ll'zn_lfz(r(ctxﬂ)) |
ise Yip=q I — Ir_1) kismi toplamlar dizisini goz oniine alirsak

I,(t) =1, + Z;’f’zl(lk(t) — Ik_l(t)), Weierstrass M-kriterine geregince I(t)’ye yakinsak

olur.

3y, _ yoo 7 n-1 t* \"
My = 251 L™ fs (rap) (4.49)
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serisini ele alalim. O zaman,

3 t(x n+1
Mpsr = Xia Ls"fs (s (4.50)
olur. Boliim kriterine gore
Z L f( @ )n+1
3 n=14%3 J3
lim,,_,, sl K Lty Ly |——| <1 (4.51)
| M| n-1 t I'(a +1)
|Z =1l3 f3(r(a+1)) |

ise Y p—q1 (T — Ty_1) kismi toplamlar dizisini goz 6niine alirsak

To(t) = Ty + X1 (T (t) — Ti—1 (£)), Weierstrass M-kriterine geregince T (t)’ye yakinsak
olur.

Son olarak;

n-1 t% %
= T Lo () (452)

serisini ele alalim. O zaman,

a n+1
Mass = Zis L fa (5 (4.53)

olur. B6liim kriterine gore

. Zoo L ‘n_f (L)n+1
M. n=1%4 J4 T( ) .
lim,,_, o, | | 4Mn+|1| a+; = limy 00 Ly |F( +1)| <1 (4.54)
1
" |E n=1la™” f4(r(a+1)) |

ise Yr—1 (R — Ry_1) kismi toplamlar dizisini géz 6niine alirsak

R,(t) =Ry + Z?{’=1(Rk (£) — Re_1(t)), Weierstrass M-kriterine geregince R(t)’ye

yakinsak olur.

53



Picard iterasyonu ile tamimladigimiz {S,,(¢t)}, {I,(t)}, {T.(t)} ve {R,(t)}
fonksiyonlar dizileri [ty to + h] araliginda sirasiyla S(t),1(t),T(t) ve R(t)’ ye
yakinsaktir. (A) kisminda, her bir S, I,,, T, ve R,, dizilerinin [t,, t, + h] araliginda siirekli
olduklarimi séylemistik. Boylece S(t),I(t), T(t) ve R(t)’ lerde siireklidir denir. O halde
B.D.P.’ nin ¢o6ziimii vardir.

D. (4.1) B.D.P.’ lerinin iki farkli ¢oziimii oldugunu varsayalim.

S(H) =S, + %a) [t =D F(7,5(0)) dr (4.55)
ve
S,(6) = Sy + ﬁ [t = D% F(1,5,() de (4.56)

olacak sekilde iki farkli ¢oziim olsun. |t —ty| < h i¢in (4.55) denkleminden (4.56)

denklemini ¢ikarirsak;

S = $1(0) = 55 Jy € = DR (0. 5@) = Fi(z,5:(D) ] d

elde edilir.

SO = 1O < 7= [, ¢ = D* Y Fy (7, 5@) = Fi(5.5:()| dr (4.57)

e A L MO BAOIES

<5 15@ =i @I [yt — ) tde

1S(@) = S1 (O] < [S(®) — So + Sp — S1()] (4.58)
< IS@) = Sol + 151(8) — Sol

f1t% fit%
“ I'(a+1) T(a+1)
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2f; t%
— I'(a+1)

(4.57) esitligi (458) da yerine yazilirsa

_ Ly 2ft% cto g1
1S = $1(D] < Finrarn do =D e

< 2L, f1 2%
= (M(a+1))?

elde edilir. Ve tiimevarimla n’ in pozitif tam say1 degerleri i¢in

5@ - 10 < 22 (22)"

dir. Sag tarafin n — oo iken limitini alirsak,

lim,,_ e 2—f1(

Lyl )" _
Ly

I'(a+1)

oldugundan S(t) = S;(t) dir. Yani ¢6ziim tektir.

1) = I + % [t =D (7, 1(0)) dr (4.59)
ve
1) = I, + %a) [t = D Fy(r, (1)) de (4.60)

olacak sekilde iki farkli ¢6ziim olsun. |t —ty| < h igin (4.59) denkleminden (4.60)

denklemini ¢ikarirsak;

10~ L® =5 [t = D) F(1,1(0) = Fy(t, 1, (D)] dr

elde edilir.
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1) = (O] < 75 Jo ¢ = DR (0, 1) = Fa(r, L (D) dr

<1 )f t =@ - Lh@ldr

— L@ [t - dr

1) — L©O] < 1) — I + I — L (O]

< @) = Iol + [ (8) = Lol

fot% fot%
~ I'(a+1) T(a+1)

2f,t%
~ I'(a+1)

(4.61) esitligi (4.62) da yerine yazilirsa

_ Ly 20t% cte.  _Na-1
H(®) = L] < 15 rim Jo (=D e

< 2L, f5t2%%
- (I‘(a+1))2

elde edilir. Ve tiimevarimla n’ in pozitif tam say1 degerleri i¢in

|I(t) - Il(t)l = Zfz (F(a+1))

dir. Sag tarafin n — oo iken limitini alirsak,

oldugundan I(t) = I,(t) dir.Yani ¢oziim tektir.
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T(t) =T, + #a)fot(t —1)* F(7, T (7)) dr

ve

T,(t) = + e )f (t—1)*F(r, T, (1)) dT

(4.63)

(4.64)

olacak sekilde iki farkli ¢6ziim olsun. |t —ty| < h i¢in (4.63) denkleminden (4.64)

denklemini gikarirsak;

T(6) = Ty(t) = 2 )f (t =D F(r, T(D) — F(7, T1 ()] dr

elde edilir.

IT() - T (O < 1 )f (t — D)%Y F(r, T(D) — F5(r, T, (1) | dt
= e )f (t—D)* T (@) - Th(D)ldr

r( )lT(T) T ()| fot(t —1)* dr
IT(t) — Ty(O] < IT() = Ty + To — T ()]

< |T(@) = Tol + 1T1(®) — Tol

f3t% f3t%
— I'(a+1) I'a+1)

2f3t%
— I'(a+1)

(4.65) esitligi (4.66) da yerine yazilirsa

_ < Ls 2fst® _ ja-1
IT(®) — Ty (O < 2255 [ - D)=t
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2L3f3t2%
- (I‘(ac+1))2

elde edilir. Ve tiimevarimla n’ in pozitif tam say1 degerleri i¢in
IT(0) - Ty (0] < 22 (25)"
1 = Ly \I(a+1)

dir. Sag tarafin n — oo iken limitini alirsak,

. 2 Lyt® \™
L3 F(a+1)

oldugundan T (t) = T, (t) dir.Yani ¢6ziim tektir.

R(t) =Ry + T )f (t — )% F(7,R(z)) dr (4.67)
ve
R (t) = + e )f (t —1)%F,(7,R, (1)) dr (4.68)

olacak sekilde iki farkli ¢oziim olsun. |t —ty| < h i¢in (4.67) denkleminden (4.68)

denklemini ¢ikarirsak;

R(t) = Ry(8) = )f (t =) F(r,R(®)) — Fy(7, Ry (7))] dr
elde edilir.
|R(t) =R, (V)] < M« )f (t - )a_1|F4(T:R(T)) - F4(T; R1(T))| dr (4.69)

—D*R(T) — Ry (D)ldr

F()

< 15 IR@ ~ Ri@I [y (e~ )™ e
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IR(t) = R1 ()] < |R(t) — Ry + Ry — Ry(8)| (4.70)

< [R(®) = Rol + [R1() — Rol

fat® fat®
— I'(a+1) I'a+1)

2f,t%
— I'(a+1)

(4.69) esitligi (4.70) da yerine yazilirsa

Ly 2fyt®

|[R(t) — R (D) < M@ @D

[t =% tde (4.71)

2L, f4t?%
- (F(a+1))2

elde edilir. Ve tiimevarimla n’ in pozitif tam say1 degerleri i¢in

2fs { Lat® \™
R - Ri(O)] < 22 () (4.72)

dir. Sag tarafin n — oo iken limitini alirsak,

. 2fy (Lat® \" _
limy,c, Ly (r(a+1)) =0

oldugundan R(t) = R;(t) dir.Yani ¢6ziim tektir.

Limit fonksiyonlar1 olan S(t), I(t), T(t) ve R(t)’ ler B.D.P.” lerini sagladigini

sirasiyla ispatlayalim.
1t -
S,(t) = Sy + mfo (t — )% F (1, 8,_1(1)) dr (4.73)

i¢in lim,,_,,, S, (t) = S(t) diizgiin yakinsak oldugunu géstermistik. Buradan,

59



Ve>0igindnyg €ENvardylekivn=nyveVte (ty—h, ty + h) igin

1S, (t) —S(t)| < Lilvardlr.
IFL(7,52(0) = Fu(5, S| < Lil$(D) = SMI < L~ < ¢ (4.74)

dir. Oyleyse F; (t, S, (7)), F;(z,5(1))’ ya diizgiin yakinsaktir.

. . 1 ot _
lim,,_,o S,y (£) = lim,,_, (SO 1o € =D (5,854 (D) dr) (4.75)
S(t) =S, + ﬁfot(t — 1)%'F,(1,5(7)) dr oldugundan S,,(t) B.D.P.” ni saglar.

L(@® =1, + ﬁ [t = D Fy (1, Iy (1)) dr (4.76)

icin lim,,_,, I,,(t) = I(t) diizgiin yakinsak oldugunu géstermistik. Buradan,

Ve>0igcindnyg ENvardylekivn=>nyveVte (ty—h, ty + h) igin

|L,(t) —I(t)] < i vardir.
|Fy (7, 1, (7)) — Fo(z, I(0))| < Lyl (7) = I(7)| < L, Li <e (4.77)

dir. Oyleyse F,(t,1,,(7)), F,(t,1(1))’ ya diizgiin yakinsaktir.

limy, o0 I, (t) = limy,_,e0 (IO + ﬁfot(t — 1)% Ry (1, 1,1 (7)) dr) (4.78)
It) =1, + %fot(t — 1)%1F,(7,1(7)) dr oldugundan I,,(t) B.D.P.’ ni saglar.
Ta(8) = To + 575 Jo ¢ = D 2F3 (3, Tt (D) dr (4.79)

i¢in lim,,_,,, Ty, (t) = T(t) diizglin yakinsak oldugunu gostermistik. Buradan,
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Ve>0igindnyg €ENvardylekivn=nyveVte (ty—h, ty + h) igin
|T,(t) —T(t)| < Livardlr.
3

IF3(r, To(0) = B T < Ls|To(0) = T(M)| < Ly - < & (4.80)

dir. Oyleyse F5(t, T, (7)), F53(z, T (7))’ ya diizgiin yakinsaktir.

. . 1t _

hmn—mo Tn(t) = hmn—>00 (TO + m fO (t - T)a 1F3 (T, Tn—l(T)) dT) (481)
T(t) =T, + %fot(t — 1)*F3(7, T(7)) dr oldugundan T, (t) B.D.P.’ ni saglar.

Rn(8) = Ro + 175 o (¢ = D" Fy (v, Ry (D) do (4.82)

icin lim,,_,,, R, (t) = R(t) diizgiin yakinsak oldugunu gostermistik. Buradan,

Ve>0igindnyg € Nvardylekivn=nyveVvt € (t, — h, ty+ h) igin

IR, (t) — R(t)| < ivardlr.
|F (7, Ra(D) = Fy(, R(D)| < Ll Ra(1) —R(DI < Ly~ < & (4.83)

dir. Oyleyse F,(t, R, (1)), F,(1, R(1))’ ya diizgiin yakinsaktir.

limy, e Ry, (t) = limy,_,e0 (RO + %fot(t — 1) F, (7, Ry 1(7)) dr) (4.84)
R(t) =Ry + %fot(t — 1)*"'F,(7,R(7)) dt oldugundan R, (t) B.D.P.’ ni saglar.
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4.3.  SITR Hastalik Modelinin Atangana-Toufik Yontemi ile Niimerik Coziimii

Bu kisimda (3.7) boliimiinde Caputo kesirli basamaktan denklemlerin ¢6ziimii igin
ele aldigimiz Atangana-Toufik yonteminin SITR hastalilk modeline uygulamasi

yapilacaktir. Caputo kesirli basamaktan SITR modeli,

S(t) = + e )f (t — )% F,(7,5(7))dr
I(t) =1, + e )f (t =) F(1,1(x))dr
(4.85)
T(t) = + e )f (t — 1) F5(z, T(7))dr
R(t) = R )f (t —1)* 'F,(z,R(z))dr

S(to) = So, I(to) = Iy, T(to) = Ty, R(te) = Ry

integral denklemleri yardimiyla verilmektedir. (3.66) esitliginde verilen niimerik iterasyon

(4.85) integral denklemlerine uygulanirsa,

(Fl(tk,sk) [(n—k)“+1—(n+1—k)“+1 _ (n—k+2)[(n—k)“—(n—k+1)“]] _
a+l a

Sn+1 = So + Ta)z

Fl(tk—;rsk—ﬂ [(tk _ tn+1) (tnt1—tk-1)%—(tns1—t)* + (tn+1—tk—1)a_1—(tn+1—tk)a_1]) + 1R%

a a+1

n (Fz(tk,lk) [(n—k)"”'l—(n+1—k)‘7‘+1 _ (n—k+2)[(n—k)“—(n—k+1)“]] _

In+1 IO F( ) a+1 a

F(tg—11k—1) [(tk _ tn+1) (tn41—thk—1)%—(tnt1—t)% + (tn+1—tk—1)a_1—(tn+1—fk)a_1]) + ZRS{

h a a+1
(4.86)
1 F3(tiTr) [(n=R)* 1 -(n+1-K)**!  (n—k+2)[(n-K)*~(n—k+D)*]]
Tn+1 + F(a) Z ( a+1 a ]
F3(tg-1,Tk-1) (tne1=ti-1) " =(ne1—ti)* | (tne1—tk—1)  —(tn41—t)* " 3pa
Bt (n — i) . + [)+ R
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n Fu(ti,Ry) [(n=k)*t 1 —(n+1-k)*t1 _ (n=k+2)[(n-K)*~(n—-k+1)*]]
Rn+1 RO F( ) ( h [ a+1 a ]

Fu(t—1,Rk—1) [(tk —t (tn41—thk—1)%—(tni1—tR)® + (tn+1_tk—1)a_1—(fn+1—tk)a_1]) + 4pa
h n

n+1) a a+1

Burada iR,‘if, i = 1,2,3,4 olmak tlizere

R

62
e +2) MaX[o,,] |55 [Fl(r,S(r))]ngk(na —(n+DY(a-1)n%-3n- 4)|

| 2R < s maxoy, - [Fo(z.1)],_, (0 = (0 + D)@ = D(@* = 3n - 4)|
(4.87)

2
| *RE| < sy MaX(0t,1 [z [ (6. T@)], ., (0% = (1 + D)) (@ = D(? - 3n — 4)|

2
| 4p al 41"(Z+2) max[o, .. % [F4(T, R(T))]Tzek(n“ —(n+1DY(a-1)n*-3n- 4)|

seklindedir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda kesirli basamaktan diferensiyel denklemler teorisinin en sik
kullanilan tiirev operatorlerinden olan Caputo ve Riemann-Liouville tiirev operatorleri ele
almmugtir. Kesirli basamaktan tiirev yardimiyla SITR hastalik modelinin  genel
matematiksel incelemesi yapilmistir. Bu anlamda SITR kesirli basamaktan modelin
¢coziimlerinin varlik ve tekligi incelenmistir. Ayrica kesirli basamaktan diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri i¢in 6nemli bir uygulama alanina sahip olan Atangana-Toufik
yontemi Caputo kesirli tlirev operatorii icin yeniden ele alinmistir. Son olarak kesirli
basamaktan SITR modelinin ¢dziimleri i¢in uygun bir iterasyon Atangana-Toufik

yontemiyle elde edilmistir.
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