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KESIRLi DALGACIK DONUSUMU VE BAZI OZELLIiKLERI

OZET

Tez calismamiz bes biliimden olusmaktadsr. Birinci béliimde tez konusunun literatiir
ozeti, ikinci bdliimde tezde kullandifimiz temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Uglincii  béliimde dalgacik doniisimii ve bazi ozelliklerinden bahsedilmistir.
Dordiincii bolimde ise kesirli dalgacik doniisimiiniin tammi ve &zelliklerine
deginilmistir. Beginci béliimiin birinci kisminda w,, w,, R f{izerinde tamimh iki

agirlik fonksiyonu ve a € R* sabit bir say1, olmak iizere;
(FWoid) (®) = {f € i, R|W)f € L1, (R)), 1<p,q <o, ¥ €S(R)

vektér uzayi tammlandi. Bu uzaya, f E(FWf;fJg)a(lR) olmak iizere,

||f||(FW£f,&q2)a = Ifllpw, + ”Wg‘f”q,mz normu yerlestirildi. Daha sonra bu uzayin

Banach uzay: oldugu, &teleme ve karakter operatdrii altinda degismez oldugu

bulundu. Ayrica (F W,fl'ﬁ;g)a(llk) uzayinin Lﬂ,l(lR) uzayi iizerinde her yerde yogun
oldugu ispatlandi. Bulgular béliimiiniin ikinci kisminda ise (F W,fl‘ﬂ;g)a(R) uzayinin

dualinden bahsedildi. Bulgular bslimiinin G¢lincii kisminda da (FWfl'f’,",‘i)a(R)

uzayinin kapsama ozellikleri arastirild.

Anahtar kelimeler: Dalgacik Dontisiimii, Kesirli Dalgacik Doniisiimi, Banach
modiilii, Carpanlar uzayi.



FRACTIONAL WAVELET TRANSFORM AND SOME
PROPERTIES

SUMMARY

Our thesis consists of five parts. A summary of the literature on the subject of the
thesis is given in the first chapter, and basic definitions and theorems that we use in
the thesis are given in the second chapter. In the third chapter, wavelet transform and
some its propertles are mentioned. In the fourth chapter, the definition and
characteristics of fractional wavelet transform are discused. In the five part of the

fifth chapter, the vector space

(FWf,'ﬁ}f)a(R) ={fel, M|Wifell (R}, (1<pg<ow, PpeSR)

are defined where w;, w, are two weight functions on R and a € R* is a fixed
number. Also for f € (FWﬁl‘ﬂ;Z)a(R), the norm "fll("'wzfd?z)a = Ifllpe, +
||W£f "q'mz is placed in this space. Then it is found that this space is Banach space

and it is invariant under translation and modulation operators. Also it has been

proved part (F Wa?l'f,;‘:)a(llk) space is dense in the space L}, (R) . In the second part of
the findings section, the dual space of the space (F Wi’ﬁjg)a(R) is mentioned. The

third part of the findings section, the inclusien properties of space of (F Wfl‘f’(;,qz)a(l}k)

are investigated.

Keywords: Wavelet Transformation, Fractional Wavelet Transformation, Banach

Module, Space of Multipliers
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BOLUM 1. GiRiS

Dalgacik doniigiimii, zaman-frekans analizine alternatif olarak ifade edilir. Dalgacik
teoreminin kurucularindan Y. Meyer (1990) ve 1. Daubechies (1992) calismalar ile
dalgacik teorisi ve zaman-frekans analizi etkilisemini incelemislerdir. Ayrica C. Chui
(1992) ve G. Kaiser (1994) caligmalarinda dalgacik teoreminden bahsetmislerdir. S.
Mallet (1998) c¢alismasinda sinyal analizinde dalgacik doniigiimii tekniginden
bahsetmistir. Dalgacik teoreminin, harmonik analiz, uygulamali matematik, fizik,
mithendislik gibi bircok kullanim alani vardir. Dalgacik déniisiimii, diigiik frekans
bilgisinin 6nem kazandig: arastirmalar i¢in biiyilk zaman araliklannin ve yiiksek
frekans bilgisinin 6nemli oldugu arastirmalar i¢inde, daha kiigiik zaman araliklarinin
kullanimina izin veren farkli 8lgek bolgelerine sahip bir pencereleme teknigidir.
Dalgacik doniisiimii, duragan veya duragan olmayan sinyallerin, zaman-6lgek analizi
icin gelistirilen bir ydntemdir. Dalgacik déniisiimii, sonlu tiireve sahiptirler ve bu
nedenle yerel sinyal &zelliklerinin analizini miimkiin kilarlar. Dalgacik déniisiimleri
tiim sinyal frekans-zaman bilgisini aynmi sekilde korurlar ve bu nedenle duragan
olmayan gercek dogal sinyallerin dalgacik temelli metotlarla islenmesi geleneksel
uygulamalardan daha etkili sonuglar saglarlar. Zaman frekans analizinde x zamani, ©
frekans, s oOlgliyii gostermektedir. Bu g¢alismada dalgacik ve kesirli dalgacik
doniigiimiiniin 6zelliklerinden bahsedilmistir. Ayrica tezin bulgular kisminda w, ve
w;, R iizerinde tanimli iki agirltk fonksiyonu, a € R* sabit bir say1, 1 < p,q < o0
ve PP € S(IR) olmak iizere;

(FWaht) (R) = {f € L5, (R)|WSf € LY, (R))

vektdr uzay! tammlandi. Bu uzayin Banach uzay oldugu gésterildi. Daha sonra bu

uzayin bazi Szelliklerinden bahsedildi. Bulgular béliimiinde ayrica (FWe'p ‘q)a(IR)

Wz

uzayiun duali ve kapsama Szellikleri aragtinldi.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde tezde kullamilan temel tanim ve teoremlerden bahsedilmektedir.
2.1, Tanm: 1 <p <o ve f, R lizerinde tammh, karmasik degerli, dlgiilebilir

fonksiyon olsun. Bu durumda

ﬁﬂwwm<m
R’

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin vektér uzayma Lebesgue uzay: denir ve

LP(R) ile gosterilir. LP(R) uzay) iizerinde tanimlanan

1

IVM=(£K$PY

normuna gore Banach uzayidir. Ayrica p = o igina L”(R) uzayr ise R iizerinde
tanimh, karmasik degerli ve hemen hemen her yerde simirh olan &lgillebilir f

fonksiyonlarinin vektsr uzayidir. L®(R) uzay:
Iflle> = ess suplf (x|
normuna gére Banach uzayidir [1].

2.2, Tanmm: f, R tizerinde tammh karmasik degerli herhangi bir fonksiyon olmak

iizere
M = {x € R|f(x) # 0}

kiimesinin kapamigina f fonksiyonunun destegi denir ve supp f bigiminde gosterilir.
R iizerinde tamimh karmagik degerli, siirekli, tikiz destekli fonksiyonlarin vektor

vzayi C, (R} ile gosterilir. €, (R), LP(R) uzayinda her yerde yogundur [1].

2.3. Tamm: f her mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilen bir fonksiyon ve a,f =

I
0,1,2,.., i¢in f(ﬁ) = :x—‘g olmak iizere



supjx?F®(x)| < oo,
XER

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin vektdr uzay: S(R) ile gosterilir. Ayrica f €

S(R) ise her a, f ve bazi &, g sabitleri igin
[FO)| < Eap(l+1x)7?

olur. S(R) uzayina Schwartz uzay) ve bu uzayin elemanlarina sonsuzda ¢abuk sifira

giden fonksiyonlar denir [1,2,3,4].

2.4, Tamm: f, R iizerinde taniml reel degerli &lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
i) Her x € R i¢in w{(x) = 1,

ii) Her x, ¥y € Rigin w(x + y) < w(x)w(y),

iii) w yerel simirli

kosullan saglaniyorsa w fonksiyona beurling agirhk fonksiyonu denir [5].

2.5. Tanim: 1 < p < o0 ve w fonksiyonu R iizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu

olmak iizere LY, (IR) kiimesini

Lo (R) = {fIfw € LP(R)}
bigiminde tanimlayahim. L?, (R) kiimesi bir vektér uzayi olup

i

P
1fllpw = { f If(x)l”w”(x)}
R

normuna gore bir Banach uzayidir [5].

2.6. Yardimci Teorem: 1 < p < o ve k sabit say olmak {izere herhangi bir w

agirlik fonksiyonu igin w = k olsun. Bu durumda
P (RxR,)=LP(RxR,)
esitligi vardir [6,7].

2.7. Teorem (Holder Esitsizligi): 1 < p < oo ve % +§ = 1 olmak iizere f € LP(R)

ve g€ L(R) olsun. Bu durumda fg € L'(R) olup



Nfglly=h§h,l gl
esitsizligi vardir. Bu esitsizlik Holder esitsizligi olarak bilinir [1].

2.8. Tamm: f ve g € L'(R) olsun. Bu fonksiyonlanin girisimi f * g simgesi ile

gosterilir ve
¢+ )0 = [ 5x— ey
R

bigiminde tanimlanir. Bu girisimin tanimli olmasi igin

f Ifx = Y)ey)ldy < o
R

olmahdir [1].

2.9. Tamm: f, R iizerinde taniml herhangi bir fonksiyon olsun. Herhangi x € R ve

w ER igin

Tef(t) = f(t —x), M,f(t) = e®™tf(t) operatorlerine sirasiyla Gteleme ve

karakter (modiilasyon) operatorleri denir [9,10].

2.10. Teorem: f € L}(R) ve x,w € R olmak iizere T, ve M,, operatdrlerinin fourier

déniigiimleri;

(Txf),\ = M—xf

(Mo )" =Tof

seklindedir [9].

2.11. Tamm: R iizerinde tamimh &lgilebilir fonksiyonlarin uzayr (4, ]. [|4) ile
gosterilsin. Eger her f € A ve her x € R igin T.f(t) = f(t —x) € A ise A uzay
Otelemeler altinda degismez kalir (invaryanttir) denir. A uzay: Gtemeler altinda

degismez ve f € A igin ||Tefll4 = [Iflla esitligi saglamyorsa A Stelemeler altinda

kuvvetli olarak degismez kalir denir {11].

2.12. Tanm: R iizerinde tammh &lgiilebilir fonksiyonlarin bir uzayr (4, |l. |l4) ile

gosterilmek iizere eger her f € A ve her w € R igin M, f(t) = et f(t) esitligi



saglamyorsa A uzayna karakter invaryanttir denir ve ilaveten her f € A igin

[iMyfll4 = |If |4 esitligi varsa A uzayina kuvvetli karakter invaryanttr denir [11].

2.13. Tamim: Herhangi bir f € L'(R) fonksiyonunun Fourier doniisimii, w € R

olmak iizere

) = [ £00 etz
R
bigiminde tanimlanir [12].
2.14. Teorem (Plancherel): f € L' n L? olsun. Bu durumda
fllz = ||j‘°||2 olur. Aynca f,g € L2(R%) ise {f,g) = (f, §) esitligi vardir [2,4,8].

2.15. Tanim: Herhangi bir t € R igin

0 t+0

6((‘.‘):{00 t=0

olmak {izere;
+ 00
f S()dt =1

bigiminde tanimlanan & fonksiyonuna Dirac delta fonksiyonu denir [13].

2.16. Teorem :f € L'(R) olmak iizere Dirac delta fonksiyonu asagidaki ozellikleri

saglamaktadir.

i) jf(t)ﬁ(t —&)dt = f(e) (Kaydirma Ozelligi)
R

ii) ff(u— e)§(u—t)dt =8(e—-t)
R

iii) §, Dirac delta fonksiyonu gifttir [14].

2.17. Tanim: Herhangi (t, w} € R? i¢in €% = ,l_i;:w olmak iizere;



. cotd .
Cget(t2+mz)T—trwcsc9. 0 =+ nm,

1 —it - n
KO(t,w)={ Ve - 8=2
6(t + w), 8=@2n+1m n€Z,

bi¢iminde tamimlanan fonksiyona gekirdek fonksiyonu denir ve
DKt w) = K% w,t) (Simetri),
2) K79(t,w) = K9(t,w) (Kompleks Eslenik),

) K(—t,w) = Kt -w),

4)[K“(t, w)K?(w,x)dw = K2*?(t,x) (Toplanabilirlik),
R

5) f K(t,w)Ka(t,u)dt = 6 (u — w)
R

dzelliklerini saglar [15].

2.18. Tamim: Herhangi bir f € L'(R) fonksiyonunun kesirli Fourier doniisiimii;

FOF() = FO(c) = f KO(t, ) f(0)da

R
f ’1 —ZiTI;OtB ei(t2+m2)c°2w—ftm €s¢8 30 8 # nm,
=<{R 3]

=2nm, neZ
;Eu)-) 0=02n+ m, neEz,
—-u),

seklinde tamimlanir. Bu déniisiim ¢ekirdek fonksiyonu (K9(t,)) tarafindan eide

edilen bir integral operatdriidiir. Eger 6 = -’25 alinirsa FOf = Ff olup kesirli Fourier

doniigiimii Fourier déniisiimiine denk gelir [15,16].

2.19. Teorem ( Parseval Bagmtis1): £, € L2(R), F® ve F9 sirasiyla f(t) ve y(t)

fonksiyonlarinin kesirli Fourier doniigiimleri olmak iizere;

| roF@ae = [ Fepw) Fou(@)do,
R R



[ Feroweae = [ FPv@rdo
R

R

ve
f F(O2de = f Fef ()] deo
R R

esitlikleri vardir [17].

2.20. Tamm: V | K cismi iizerinde vektdr uzay: olmak iizere her x,y € V igin xy €
V olsun. Eger asagidaki sartlar saglamyorsa V kiimesine K lizerinde bir cebirdir

denir.

i) Her x,y,z € V igin x(yz) = (xy)z ,

ii) Herx, v,z €V iginx(y + z) = xy + xz ,

iii) Her x,y € V ve her @, 8 € K igin (af)(xy) = (ax)(By) .

Burada V cebirinde her x € V igin ex = xe = x gartin1 saglayan bir e € V var ise V
birimli cebir adin: alir ve e elamanina da cebirin birimi denir. Bundan bagka her
x,¥ €V igin xy = yx ise V ye degismeli cebir denir. V , K cismi iizerinde bir cebir
olmak iizere eger (V,||.|) bir Banach uzay: ve her x,y € V icin |lxy| < [Ixlllyll
kosulu saglaniyorsa V ye K {izerinde Banach cebiridir denir [18,19].

2.21. Tamm: (B, ||. ||g) bir Banach uzay1 ve (C,||.||.) bir Banach cebiri olsun. Bir
@ islemi asagidaki 6zellikleri saglarsa B ye C {izerinde Banach modiilii veya Banach

C-modiil adi verilir [20].

iyHer f,g € C veherh,k € B igin
F+9)R®h=fRh+g®h
FOh+H=FRh+[Qk,

iiyher f,g€C veherh€B igin(f*g) @h=fR (g h),
(* islemi C {izerindeki ¢arpma islemidir.)

iliyher fE€C ,herhe€B vea€Cicina(f®h) = (af) @ h=f ® (ah),



iviher fECveherh€B||f @ hllg < Ifllclhllz -

2.22, Teorem (Kapah Grafik Teoremi): B ve C iki Banach uzayini gostersin. B
uzayindan C ye tammli bir F dogrusal fonksiyonu verilsin. Eger (x,,),en dizisi B de
bir x elamantna yakinsak ve (Fxp),ey dizisi de C uzayinda bir y elamanina

yakinsak oldugunda y = Fx gergeklesiyorsa F doniisiimii siiceklidir [1,21].

E ve F aym K cismi iizerinde iki normlu uzay olsunlar. x € E ve y € F olmak
lizere £ X F uzay! (zerinde ||.|l;max Ve |l lsum normlarimi asagidaki bigimde

tammlansin.

G, ) lmax = max(lix|l, iy D
NG, ) sum = Nl + NI¥ll

H,E X F uzaymmn kapali bir alt vektdr uzay: olmak {izere E Ay F uzaylr H,
tizerindeki normda ||.||;nex normunun H ye kisitlamasi olsun. Ayrica E vy, F de

(E x F)/H ve iizerindeki norm olmak lizere
lull = inf{llCx, V)l sum: (x,¥) € E X F,u = (x,y)modH}
bigiminde ifade edilsin [22].

2.23. Teorem (Dualite Teoremi): E ve F iki normlu uzaylar olsunlar. Bu uzaylarin
dual uzaylan sirasiyla E' ve F' ile gésterilsin. Bir H uzayi da E % F uzayinin kapali

alt uzaylarim géstermek iizere
K={(s,T) €EE'X Fl:iox+ 1y =0,(x,y) € H}

kiimesini tanimlayalim. Bu takdirde E' Ay F' = (Evy F) ve E' vy F' = (E Ay FY

izometrileri vardir [22].

2.24. Teorem: (B, ||.]|g) bir Banach uzay: ve her f € B ve A c R tkiz alt kilmesi

icin
jwmu<qwm
A

olacak sekilde a, > 0 sayisi varsa (B, ||. ||g) vzayina Banach fonksiyon uzay: denir
[23].



2.25. Tamm: (b,).¢; ad1 (B, . ||g) normlu cebirinde olmak iizere eger her x € B
icin

limbsx =x
ael

saglamyorsa (bg)ge; a8t B normlu cebiri igin sol yaklasik birim denir. Benzer

bigimde
IJE} xby, =x

saglamyorsa (bg)ae; a8 B normlu cebiri igin sag yaklagik birim denir. Her iki
ozellik birlikte saglaniyorsa (b, )qe; agina B normlu cebirinin yaklagik birimi denir.
Ote yandan a € I igin |lbyg, |l < L olacak sekilde bir L > 0 sayisi varsa (bg)ges

agina B normlu cebirinin sanich yaklasik birimi denir [24].

2.26. Teorem: B bir Banach cebiri ve X bir sol Banach B -modiil olsun. Eger

(ba)ags a8t B nin simirh bir sol yakhigik birimi ise
X, =BX ={x € X|limb,x = x}
bulunur {24].

2.27. Sonug: B bir Banach cebiri ve (b;)ae; onun bir simirh yaklagik birimi olmak
iizere X Banach B -modiiliiniin esas B -modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

x € X igin
limby,x = x
olmasidir [24].

2.28. Teorem (Module Factorization Theorem): (C, |l. [I¢) uzay1 simirh yaklagik

birimine sahip olsun. (B, ||.|lg) bir Banach C-Modiil olmak iizere CB,B uzayinda
yogun ise CB = B olur [20].

2.29. Tanmmm: £ bir Banach cebiri ve A ve B Banach E-modiil olsunlar. A dan B ye
bir simirl dogrusal P fonksiyonunu alahm. P fonksiyonu here € E ve a € A igin
P(ea) = eP(a) esitligini sagliyorsa buna A dan B ye giden ¢arpan(multiplier) denir.
Bu P fonksiyonlarinin uzayr M(A, B) veya Homg(A, B) ile gosterilir. Eger burada
A = B ise M(A) ile ifade edilir [25,26,27].



2.30. Tamim: A ve B Banach E-modiil olsunlar. Bu uzaylarin projektif tensor

carpimi A @,, B olmak lizere herhere € E,a € A ve b € B igin
ea@b—a®@eb

bicimindeki elemanlar tarafindan olusturulan A @, B uzayin kapali alt uzayr M
olsun. Bu durumda A &@, B /M boliim Banach uzayina E-modil tensér garpimi

denir ve A®gB ile gosterilir  Ayrnica her t€AQ@gB igin

o
Y llaillibl < oo
i=1

ve a; € A, b; € B olmak iizere

t=Zaf® bi
i=1

olur [26].

2.31. Teorem: A ve B Banach E-modiil olmak iizere Homg(A,B") = (A ®¢ B)"
olur [26].

2.32. Tamim: (X, || }i) uzayr L2, (R) uzayimin;

D U llpw <l llx esitsizligini saglayan ve girisim islemine gére Banach L{,(R)-

modiilii olsun.

ii) Her f € X igin ||f * by — fllx — 0 ve K > 0 sabit say1 olmak iizere her @ € I igin

lbelly,e < K olacan bigimde L., (R) uzayimn bir (b,)ge; yaklagik birimi bulunsun.

O halde bir X kiimesini
X = [f € Lﬂ,(R)‘Va € ligin f * by € X ve sup||f * bglly < 00]
ael

seklinde tanimlayalim. Bu X uzayina X uzaynn relatif tamlamasi denir. Burada X

uzay! bir Banach uzay: olup tanimdaki kosullan saglayan yaklasik birimlerden
bagimsizdir [28].
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2.33. Teorem: X uzayi 1.30. Tanimdaki kosullar: saglayan bir L2 (R) uzayinn alt
vektdr uzayr olmak iizere X uzaymin relatif tamlamasi X, Hom,y Lo (R, X)

uzayina izomorftur [28].

2.34. Tanim (Gabor Déniisiimii): Herhangi bir 0 # g € L2(R) pencere fonksiyonu
verilsin. Bir f € L2(R) fonksiyonunun kisa zamanh Fourier doniisiimii (Gabor

Doniisiimil),

f(nw) = [ FOgE-De s ds,  x0eR
R

biciminde tamimlanir [2].

2.35. Teorem (Yogunluk Prensibi): C; ve C, herhangi iki Banach uzay: X de C;
normlu uzayinin yogun bir alt kiimesi olsun. Ayrica kabul edelim ki f:C; — C,

dogrusal fonksiyon ve her x € X igin

If (e, < Clixlle, (2.1)
olacak bigimde bir € > 0 sayisi olsun. Bu durumda f’nin (2.1) esitsizligini her x €

C, igin saglayan bir F: £; = C, sinirli geniglemesi vardir {2].

11



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Dalgacik Déniisiimii

Dalgacik doniislimii zaman frekans analizinde Onemli bir yere sahip olan
operatdrdiir. Bu operatdr bir sinyalin zaman-frekans bilgisini istenilen &lgekte
(istenilen netlikte) en basanh bicimde veren zaman-frekans operatorierindendir. Bu
nedenle gerek zaman-frekans analizi olsun gerekse dalgacik teorisinde olsun bu
operatdriin iglevi oldukg¢a biiyiktiir. Dalgacik temelli sinyal analizinin, duragan
olmayan sinyaller ile nimerik sinyal isleme iizerine pek ¢ok uygulama olanag
bulunur. Fourier doniigiimiinii temel alan sinyal analizi, bir sinyali zaman alanindan
frekans alanina déniistiiriir. Fourier doniisiimii frekans bilesenlerinin Snemli oldugu
zaman sikga bagvurulan bir tekniktir. Fourier analizinde frekans alanina gecildiginde
zaman alam ortadan kalkar. Duragan sinyallerde Fourier analizi etkili bir yontem
olmaktadir, fakat ¢ogu sinyaller duragan olmayan yapidadir. Dalgacik analizi farkh
frekanslarda duragan olmayan giice sahip zaman serisi sinyallerinin analizinde
kullanilan etkili bir yontemdir. Ciinkii bu tip sinyallerde Fourier analizi yeterli
olamamaktadir [27]. Dalgacik analizi ise daha etkili bir yéntem olup pencereleme
teknigi ile bilytkligii degistirilebilir. Dalgacik ddniigiimii, duraan veya durafian
olmayan sinyallerin, zaman-6l¢ek analizi igin olanak saglarlar. Dalgacik ddniisiimii,
sonlu siirelidirler ve bu nedenle yerel sinyal §zelliklerinin analizini miimkiin kilarlar.
Dalgacik doniigiimleri biitiin sinyal frekans-zaman bilgisini korurlar ve bu nedenle
duragan olmayan gercek dogal sinyallerin dalgacik temelli metotlarla islenmesi
geleneksel uygulamalardan daha etkili sonuglar saglarlar. Dalgacik déniistimiiniin
harmonik analiz, uygulamali matematik ve sinyal analizi gibi bircok bilim alaninda
kullanilmaktadir. Zaman frekans analizinde x zamani, © frekans, s olgiiyii

gostermektedir [2,30].

3.1.1. Tanim: f, R iizerinde herhangi bir fonksiyon ve s # 0,5 € R olmak iizere

12



Dsf(x) = IsI"Y2f(s"'x), x € R bigiminde tammlanan D operatoriine

fonksiyonunun agilma (dilation) operatorii denir [2].

Sekil 3. 1. Dalga [2]

Sekil 3.2. Uzatilrmg Dalga Fonksiyonu {2] Sekil 3.3. Sikistinlmis Dalga Fonksiyonu [2]
Acgilma operatdrii f sinyalin bigimini korur, Fakat Sl¢lisiinii degistirir (Sekil 3.1, Sekil
3.2 ve Sekil 3.3.) [2].

Ayrica f fonksiyonu E C R destekli bir fonksiyon ise D¢f de sE destekli olur. Yine

eger s~1/2 normalizasyon olarak segilirse Dy agilma operatorii L2(R) iizerinde iiniter

bir operat&r olur [2].

13
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3.1.2, Tamm: Herhangi f € L*(R) fonksiyonunun 0=g€ L2(R) dalga

fonksiyonuna bagh Dalgacik (Wavelet) déniisiimii;

W,f(x,5) = |s|9/2 f f(t) g{s~'(t—x))dt (xeR,seR-{0))
R

bigiminde tammlanir [2].

Wyf(x,s) doniisiimii f fonkiyonunun herhangi x anindaki yerel bilgilerini s
bilyiikliigiinde vermektedir. Burada &lgek s yerel ayrintilanin ¢éziiniirliigiinii g6sterir.
Sabitx ve 5 — Qigin W, f(x,.), x anindaki yerel bilgileri bir mikroskop gibi ¢6zer.

Kisa zamanh fourier déniisiimii (Gabor Doniigiimii) ve Fourier déniisiimii bu

mikrolokal dzellikten yoksundur [2].

3.1.3. Teorem: f ,g € L?(R) olmak iizere,

i) I’ng(x. 5) = ()Eo M—xDI/sg)
i) W, f(xs)=(fTD;g)
i) W (x,s) = (f *Dsg")(x)

esitlikleri vardir [2].

ispat: i) Herhangi bir x € R ve 0 # s € R alalim. Eger Plancherel teoremi ve 2.10.

Teorem kullanilirsa;
{f,M_xDy/s@) = (f.M_D5g)
= (f.(TD:9)")
= (f. (TxDsgh
= W,f(x,s)
bulunur.

ii) Herhangi birx € Rve 0 # 5 € R igin

W, f(x,s) = f FOIsIm/2 g(s2(t — x))dt
R

14



= [ £ b, 9((c - 0)a
R’

= [ 10 7.0, g(0)a
R

={f.T:Ds g)
bulunur.

jii) fi, 2 € L2(R) ,herx e Rve 0 # s € Rigin

Wof (x.5) = [ £() Dot =t
R

[ ronsg(--0) ac
R

]

[ rong -0 a
114

= (f*Dsg")(x)
bulunur.

3.1.4.Yardimc1 Teorem: f, R iizerinde herhangi bir fonksiyon olmak iizere

Dif(w) = Dif(w)

1
s
esitligi vardir [2].

Ispat : Herhangi w € R igin

Daf(w) = f D f(x)e™2™9dx
R

= flsl‘”2 f(s~1x)e-2mxwdy ,
R

s 'x = u denirse x =su ve dx = sdu olup,
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Dsf(w) = JISI'I/2 sf(u) e~ 2misuaqy
R

( f s~1/2 5f(y) e=2misuay s >0
=4{R
(—s) 2 sfu) e7?MsUedy s <0
\R
rJ’ s1/2 f(u) e~2misuwgy ,$20
=
j(—l)‘l/zsl/2 f(u) e~2misuogy ,s<0
“ R

j s1/2 f(u) e~ 2misuwqy ,s20
_JR

f(_s)l/z f(u) g2misuw g, s<0

R

= f[SP/Z f(u) e~2msuedy = Isll/zf f(u) e~2misuogy
R R

= |s]'/2f(sw) = D1f(w)
s

bulunur.

3.1.5. Teorem: 0 # g, , g, € L>(R) dalga fonksiyonu olmak iizere
dw
T (w)— < w
n[ G (@)F (@)

olsun. Her f;,f, € L*(R) igin

——dxd d
| [ o ) W R = = ( |G )i
®

RR

)(fvfz)

esitligi vardir [2].
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ispat: f;, f, € L' n L2(R) olsun. Ote yandan W,f(x,s) = (f * D;g")(x) (x € R ve
0 # s €R) oldugundan sabit O0x#seER igin Wy f(..5) € L*(R) olup

Is|*/? f(w)g(sw) fonksiyonunun fourier doniisimii vardir, O halde Parseval

teoremi ve 3.1.3. Teorem kullanilirsa;

— _dxds ds
J [ 50w FEDT = | ( [ e i) wngz(x.s)dx)—z
R R

- | (f (F * Dyg")(x) (cf*Dsg"("”ﬂ“")g
R

=/ ( [+ Da@) D)@y dw)—ﬁ
R’ R

— ds
- | ( [ R@)@00@) @ @027 @) dm)
R R

- A A d
= (f fl(m) (Dsgl‘)(w) f—Z—(-J) (Dsgz')(“’) d“’)s_j
R ‘R

. ————— \d
= f ( f h (w)0191 (w)fz(w)ngz(w)dw) .
R ‘R

1 1
- 172 — 1172 d
= ( F@ ] g ear@l] "g;(sw)dw)s_j
R R

- -, = 7N d
f sl f1 () f2(w)ls1G, (sw) ﬁz(sw)dw)s—z
R

bulunur.

Ote yandan [|ifo[|, < [IAll, 2], = Iilzllfells <o oldugundan fif; € L'(R)

olur. Yine kabulden |[s|™'§,§, € LY(R) olup bu son ifadeye Fubini teoremi
uygulanirsa
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dxds

[ [ 19 o G =
R R

- v [——— d
= [ A B ( | 5ew ﬁz(sw)é‘) dw a.1)
R R
yazilir. Burada t = sw denirse; i =5, ‘:: =ds ,sd—; = %olup ﬁ—:= ;i—sl olur.
Baylece
If“(g, filx,s) W, fz(x S) ff1(w) fz(ﬁ’) (! t) §2(t) |t|)

bulunur. Ote yandan

—d d
j f Wy, 05, ) W, Fi009) g (

|

elde edilir. Ayrica L' n L2 = L2(R) olup yogunluk prensibinden her f;f; € L*(R)

0 50 m) ( [ rw @ dw)

g1(t) 2(t)|t|)(f1-f2)

ﬁu_._, an_._,

i¢in bu esitlik vardir.

3.1.6. Teorem: 0 # g; , g, € L2(R) dalga fonksiyonu, |@| = 1 ve hemen hemen her

@ € Rigin
H R N ds

@) [ B0 w)l T <w (32)
[}

ve
mﬂ ,\ ds ,

b) f gl(sm)gz(sm)? = K, (K, » ' dan bagimsiz) (3.3)
0

kosullan: saglansin. O halde her f; ,f, € L2(R) igin

@w

——dxd
[ | W 1) W, G

0 R

=K (fhfz)
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esitligi vardir [2].

Ispat: Eger 3.1.5. teoremdeki (3.1) esitligi kullanilirsa;

r — _dxds

| [ W fi9) o B o =
R

0

o [ —— d
= [ A@FE@| [ 76w .60)Z | do
R 0

olup wy € R ve |wg| = 1 olmak iizere w = |w]wq yazilsin. Eger t = s|w|degisken

déniistimit yapilhirsa dt = ds|w| = -:-ds olup% = ;i—j yazihr. Buradan da
7 ds [ d
=TT S P U t
| 560,605 = [ GCad, w0 T =K,
0 0
integral esitligi, kabuliimiizden dolayl wy dan bagimsiz olacak sekilde yazilir.

Béylece

[3.4]

— _dxd Do e
[ [ fites) om0 =5 = [ @RIk da
0 R R

=K f fil@f@)do = Kify, f)
R

bulunur. Ote yandan f;,f, € L’(R) oldugundan eger Plancherel teoremini

kullanihirsa;

s ]

— ——dxd
[ [ Wb W, B
0o R

g2

= K{(fi. £) =K (fu.f2)

esitligi elde edilir [2].
3.1.7.Tanmm: 0 # g, , g € L2(R) dalga fonksiyonlari olsun. Hemen hemen her w €
R igin |w| = 1 olmak iizere ;

ds
_< m’
|s|

@) [ 1Ba(s)g: o)
0
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‘ d
b) j §1(5w)§2(sm)?s = K, (K, w ' dan bagimsiz),
0

kosullarina uyusabilirlik kosullar: denir [2].
3.1.8. Sonug: (Dalgacik déniisiimiiniin ters fonksiyonu)

0 # g, ., 8> € L?(R) daiga fonksiyonlar uyusabilirlik kosullarim saglasinlar. Her f €
L2(R) igin

1 r dxds
f=7{'ff M{glf(x-S)TxDsgz_sz_
R O

esitligi vardir [2].
3.2 Kesirli Dalgacik Doniigiimii

Kesirli Dalgacik doniistimii, klasik dalgacik doniisiimiiniin genellestirilmesidir ve
frekans analizi igin oldukg¢a &nemli operatorlerdir. Kesirli Dalgacik doniisiimi,
Dalgacik Doniisiimii ‘niin ¢ok islevli analizinin avantajlarim miras alir ve Kesirli
Fourier déniisiimiine benzer olan bu doniisiim kesirli alanda sinyal gosterimleri
yetenegine sahiptir. Bu operatdr, bir sinyalin zaman-frekans bilgisini istenilen
Olcekte (istenilen netlikte) en basarihh  bigimde veren zaman-frekans
operatdrlerindendir. Bu nedenle gerek zaman-frekans analizi olsun gerekse daigacik

teorisinde olsun bu operatériin islevi oldukea biiyiiktiir [31,32].

3.2.1. Tamm: ¥ € L?(R) dalga fonksiyonunun kesirli dalga fonksiyonu

t—b

Yp.a6(t) = }Ew (T) e ots,  (@>0, bER)

bigiminde tanimlamr [31]. Burada a &lgii parametresini, b de Steleme parametresini
gostermektedir. Eger 8 = E ahmirsa y,  =(t) = T, D, f(x) esitligi elde edilir.
[ fz

3.2.2. Teorem: Y € L*(R) dalga fonksiyonu olmak iizere 1,44 fonksiyonunun

kesirli fourier doniistimii;

- 1 2 z —i _1 2,,2 -_l 2
‘l’g,a,a("-’) =\/EeZ(b +w?) cotf-ibw csc6—3atw cotd £o (ez(.) mtellh)(aw)
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bicimindedir [31].

3.2.3.Tamim: aeR* ve beR olmak iizere herhangi bir f(t) € L2(R) fonksiyonunun

kesirli dalgacik d6niisiimii (fractional wavelet déniisiimii);

WEf(ba) = f F(O) Vpmp (Dt
R

= %ff(t)ﬁ (?) (3(E3-b?) cotd 4,
R

bigiminde tanimlamir. Eger 8 = % ise W‘;'/zf(b. a) = Wy f(b, a) bulunur [31].

3.2.4. Tamm: Herhangi f,ip € L*(R) fonksiyonlarimin siirekli kesirli girisim

déniistimii

(Fro¥)(®) = f FEW(E - Ee 2= eote g
R

. . A o e oo e b1y R
biciminde tamimlanir ve =4 ile gosterilir. Burada &zel olarak 8 == alinirsa girisim
@ 2

tamim elde edilir [31].

3.2.5. Tamm: ¥ € L2(R) dalga fonksiyonu olmak iizere

(o) o

v

dv < oo

Cyo
R

ise ¥ uyusabilirlik kosulunu saglar denir [31].

Bu tez ¢aligmasinda dalga fonksiyonlarinin uyusabilirlik kosulunu sagladig: kabul

edilecektir.

3.2.6. Teorem: { € L2(IR) dalga fonksiyonu ve f € L2(R) olmak iizere;

i i = a .
(ng)f(b, a) — \/E J- e—i(bzﬂu:) cot 84+ibw esc ﬂ+iazw2 cot 93_.9 (e?( )= cutﬂw) (aw)?b (m)dm

-

esitligi vardir [31].
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Ispat: Eger 3.2.2 Teorem, 2.19. Teorem (Parseval Bagintis1) ve 3.2.3. Tammi

kullanilirsa;

W) (b,a) = f () Praa®dt = {f.1hpas)
R

={(f°.9

8 (w) t,bb o e(w)dm

ll
wu._.,

oo
_Loiat L =iy -
\/; f e Z(h +e )mt B+ibm:sc9+§n ar cntﬂ?g (ez(.) cnquJ) (ﬂm)fe(m)dm
ta

elde edilir.

3.2.7. Teorem: Eger | € L2(R) ise herhangi bir f € I2(R) fonksiyonun kesirli

dalgacik doéntistimii

(Wq,f)(b a)=e zb cotﬂ( 2() cota )(b)
ve

(W F)(b,a) = (f *g ) (b)
bigiminde yazilir [33].
Ispat: Herhangi bir f € L2(RR) verilsin. O halde

WEf(b,a) = f (O Upap(Ddt
R

= [ rOPE= Ry
R

= % [ rw (2) ey
R
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- f FOTE=B)ert-p)eote g, (3.4)
R

i [
— e-Ebchtﬂf -'l' cotaf(t)l[)a(b — t)dt

R
— e-_?_—'b2 cotd (e%(.)2 cotaf . ET&-) (b)
bulunur. Son olarak her f € L2(R) igin eger (3.4) esitligi kullanilirsa

Wgf(b,a) = J' f(t)me%(ﬂ-bz)me o
R

B f FOTE(b - eT® I etgy
(1]

= (f *p ¥a)(b)

bulunur.

3.2.8. Teorem: |, , Y, € L2(R) iki dalga fonksiyonu olmak iizere f,g € L*(R)

fonksiyonlarinin  kesirli dalgacik  déniigiimleri sirasiyla (l/t.’lf,’1 f)b.a) ve

(W, 9)(b, a) olsun. Bu durumda;

[re sl d
[ [ W3, 9 eawg)e, 02222 _ 2nsing Cy, y, oif. 0)
-0

esitligi vardir. Burada Cy,, 4, ¢ ifadesi

Ztey2 =z _
Corsns = fom:Fa (ez(.) cotewl)(a)j_-g (EZ(.) cotelpz)(a)a lda < o
bi¢imindedir [33].
Ispat: f, g € L2(R) olsun. Eger 3.2.6. Teoremden

r i i = .
(W‘gl f)(b_ a) = N J' e-i(b1+m2) cot §+ibw ECG-}-Eazw? coté g (eTl”zmwlIh ) (aw)fs(w)dm

=00
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vE
(W$Z g) (b, a) = W/E f eé(bz-h:rz) cut8+ibo'csc9-;-a"‘o'2 cot .0 (“3_-.‘—,-((.)z cotﬁlpz ) (aa)gﬂ(a)da
esitlikleri kullanihirsa;

f

dbda

(Wi, f) .y (W, 9) (b, @)
0

b4 [-JE f ez(h‘+a2)cntB—Ibcr r_r.cﬂ—;‘aigi L-..re}-a (e_T‘(-)chta )(aa)g (J)da] df;da

(=]

\ f ¢ 2 40 omethu by el cotd g (e%'o’ o, ) (am)?“(m)dwl

=0

W o o
— f J’ f e%(rrz-wz) cot9+-2r-a2(r.12a-|.-3) cot & ( f e[b(m—a’) =R gdb) o (e_?!()z cuteqjl) (aw)
-0 0 -wm

X ?9 (w)F? (e_?‘( ¥ ‘°‘“q;2 ) (aa)f?(a)dmdcr -i—a (3.5)

yazilir. Burada

. i
J-eib(w—ajcscﬂdb = fe%wﬁ-yﬂdb
L]

integralde Ei_::_e = u degisken degistirilmesi yapilirsa db = sin 8 du olup

-] £E =
j elblw=olescgh o [ ew=7) gin § du =sin 8 f e™@=eldy =sinf 2 S(w—0) (3.6)
- - —cn

bulunur. Béylece (3.6) ifadesi (3.5) ifadesinde yerine yazilirsa;

[ [ W) oo geass
== 0

W o o
= 2rsin @ f f f e%(a't-wl:lzote-i-%a:{wi—ﬁzj cntBS(m - o) F® (E_Tl(.lz |:r.1t8ll"1 ) (aw)fﬂ(m)
- —oo
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=t — da
x F¢ (e?{‘)2 cotdy, ) (ao)§%(c)dwdo -

= 2msinf f f g (e =) cotd (J -(“ G Ta( () ot )(aa)g (0)6(w - a)da)

0

x F? (.«3:2'0z by ) (aw)f”(w)dwdf (3.7)

olur. Bu son integralde

i 3 =i g
h(a-) o e'i(uz—l)a cmﬂ-?e (e2 () tomwz ) (aa)"g‘ﬁ(a)

denirse; 2.16. Teoremden,
f h(o) 6(w — o) do = f h(c) 8(~(6 —w)) do = f h(o) 6(o — w) do

ez - natd =
— h(OJ) — e‘i(u =1t LUtH?G (ez()zculﬂq'z) (am)ﬁﬂ(m)

olur. Eger (3.7) integraline Fubini teoremi uygulanirsa,

dbda

ffm (Wi, f) by (W, g) b @)
-m 0

=] -]

= Zrsind ffe(m) ?(w) (f _() iy (ac.u).'r’-"9 (ezt) coté )(am)a"da) dw

= 2msin8Cy, y, 8 J’ 7 (w) ?(W)d“’

= 2rsind Cy, y, ,9()?'}' &)

bulunur. Son olarak 2.14. Plancherel teoreminden

f f (Wi, F) @, a)mdf;czia

—wo

= 2msin8Cy y, 0(f.9)

elde edilir.
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3.2.9. Teorem: | bir dalga fonksiyonu olmak fizere herhangi f, g € L2(R) icin;

rr —————dbda
[ f (Wi £) 6. (W g) (b,0)—— = 2m5in 6 Cy 4f, )
- 0
esitligi vardir [33].

Ispat: 3.2.8. Teoreminin ispatinda zel olarak W, = Y, = § alinirsa

o

f f (W4 £) b.a) (WS g) (ba dl;fa
0

—oo

= 2nsind Cy p!f, g}

bulunur.

3.2.10, Teorem: s bir dalga fonksiyonu ve f € L?(R) olmak iizere

(r 2dbda
[ [1wsr) .o 52 = znsing cy ol
wgo [

esitligi vardir [33].
Ispat: Efer 3.2.9. Teoremde f = g

[ [Imnea s
-3

esitligi elde edilir.

3.2.11. Teorem: Y uyusabilirlik kosullarim saglayan bir dalga fonksiyonu ve f €
L?(R) olsun. Bu durumda

dbda
f) =

ZnslnBC ff(wlllf)(b a)lpbae(t)

_mg

esitligi vardir. Bundan baska f fonksiyonunun kesirli Fourier déniistimil

. dbda
folw)y= m}f Wq;f (b a)tl) bas(@)—=

bigimindedir [33].
Ispat: Herhangi f,g € L*(R) verilsin. O halde 3.2.3 Tamim kullanilir ise

2nsin8 Cy of,9) = ff wi £ .a) (W5 ) b, a)dbda

-0 0
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Sk—'—\g 8"—'—18

f (We F)b,a) [ f g(t)wm(c)dt]
0

ff(Wl,,f)(b a) ll)baa(t) ]g(t) dt
—oa ()

=<ff(wlllf)(b a)llibae(t
“w D

bulunur, Burada

(f.9)= 2msin 6 Cy, 9( f ](Wwf)(b a)%ao(t) Z,9(t)
’ e O
Gramocy, 4 ff(W.pf)(b ) ’/’bae(f) =.9(0))
—co 0
olup

dbda

£o) = f f (W3 )b, D0 (0) o

2msin@ C

elde edilir. Ayrica bu son ifadeden

flw) = fK"(t w)f(t) dt

bda
IKG e 21rsm9C B ff(Wq,f)(b a)'mbbaﬂ(t)

- 0

—_— dbd
Zn'smﬂcq, 8 ]I(W‘l'f)(b a) (I KO, “’)wbaﬂ(t)dt)lpbae( )_a

dbda
m ff(Wq,f)(b a)webae(“’)

bulunur.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 (FWE;:’;‘,’Z)“(R) Uzay1 ve Baz1 Ozellikleri

1< p,qg <™ ve wy,w; R iizerinde taniml: agirhk fonksiyonlari , a € R* sabit bir

sayi olmak iizere g € S(R) dalgacik fonksiyonu igin;
(022,.).(B) = {f & 18, R, € 13, (W)

uzayini ele alalim. (Df,‘fwz)a(lfk) uzay! iizerinde
||f||(D£,,;;mz)am) = fllpw, + "ng"mz normu vardir. Ayrica (Df,’fmz)a(R) uzayl
Banach modiilii oldugu biliniyor [6].

4

Bu g¢ahgmamizda (Dw1m2)a(R) uzayinin genellestirilmis halini tammlayip bazi

Gzellikleri sagladigimi géstermeye ¢alisacagiz.

4.1.1. Tanim: w,ve w,, R iizerinde tamimli iki agirhk fonksiyonu ve a € R* sabit
bir sayr olsun. Bir (FWfl'ﬂ;g)a(R) kiimesini 1 <p,g <o ve P € S(R) olmak

iizere;
(FWSE0) (R = {f € L2, (R)|WJF € LY, (R))

b1
biciminde tanimlayalim. Eger 8 = Eahmrsa (FWJ;’::)G (R) uzay (Df,'fm2)a(lf&)

uzay! ile gakigir.

4.1.2. Teorem: (FW‘i'ﬂ;g)a(R) kiimesi K cismi lizerinde (K = R veya K = C) bir

vektdr uzayidir.

Ispat: Herhangi iki f,g € (FW&?;ﬂ;g)a(lR) fonksiyonlar: verilsin. (Fwﬁ,pﬂ)a(m

w2

kiimesinin tanim geregi f, g € L, (R) ve W,gf, W,gg € L7, (R) olup, L}, (R) ve
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L?,,z(lR) birer vektdr uzayi olduklarindan f + g € Lﬂ,l(ﬂkd) ve W,gf + W,gg €
L%, (R) olur. Aynicaher b € R, a € RY

t—b
a

ng(f + g)(b,a) = 'j—af(f + g)(t)lﬁ( ) e';'(tz-bz)cotﬂdt
R

— - b i 2 2
== [ (70 + g (=) 2t
R

1 —ft=>by\ fir2_p2
_ 5(t?—b?) cotd
_'\/Elf(t)w( a )eZ dt
1 —ft—=by
5(t2-b%) cotd
+—\/Elg(t)¢ (==)ez dt
=Wy f(b,a) + W) g(b,a) (4.1)

olup, W,ﬂ(f + g)(b,a) € L, (R) olur. Boylece f + g € (FWS{&Z)G(R) elde edilir.

Ayrica herhangi bir (F wp ;ﬂ;g)a(i}&) ve herhangi A € K verildiginde f € L}, (R) ve
W,gf € LE,E(I}R) olur. Lﬁ,l (R) ve Lﬁ,z (R) vektdr uzay: olduklarindan Af € Lﬂ,l([FR) ve
JlW,ff € LY, (R) yazilir. Yine

1 wft—hby ira2 .2
WA,a) = <= [ AN () eI ae
R

b

= [ 1§ (52 et
R

b

= a% i FOB (=) exlrIeotey;

= AW] f(b,a) 4.2)

bulunur. Boylece Af € (FW,. 'p'q)a(]R) elde edilir. (FW,2 ‘p'q)a(IR) uzayinin vektdr

1@z 1W2

uzayi oimanin diger kosullarim sagladigini géstermek kolaydir.

4.1.3. Teorem: (FW‘f'p'q)a(IR) vektdr uzayinda tanimh

12
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- 0
1l rwazg) =1 mw + 15N,
fonksiyonu bir normdur.
Ispat:

i) Herhangi f € (FWﬁ;ﬁ,z)a(R) igin (FWﬁ?"ﬂ,z)a(R) kiimesinin tammindan f €

L3, (R) ve Wif €, (R) olur. (LY, (R), Il llyw,) ve (L5,(R), | llp,) normiu

uzaylar olduklarindan

"f"(FW‘gfwz)a = 1fllye, + ||W£]""WIJ2 = 0 olur.

ii) Herhangi bir f € (FWu?l'ﬂ;g)a([R) ve A € K verildiginde buradan f € L}, (R) ve

ng € LY, (R) yazilir. (L, (R), |I. llp,e0,) ve (L%, (R), Il. llg,) uzaylarmin normlu

uzaylar olmasi ve (4.2) esitligi kullamlirsa
14y = 12fllpa, + IWERE,

= 1Afllpa, + AWEEI

= [ fllp0, +1AIWESY

= 121 (If o, + IWEAN . )
= || ||f||(,_-,,,,£-1p&;12)ll
bulunur.

iii) Herhangi iki f,gE(FWfl‘ﬁ;g)a(R) fonksiyonlari verilsin. (FWG,D.G)G(R)

Wyl
kiimesinin tamm geregi f, g € L}, (R) ve W,gf, W‘fg € LJ,, (R) olur. Eger ||. ||,

ve || |lg,., fonksiyonlarinin norm olmasi ve (4.1) esitligi kullanilirsa

IF + 9lengy =If + llp, + IWSC + 0,

= IIf + gllpa, + W fb.a) + Wigb.a)|| -
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< Wflpay + Igllow, + [WEFGB.D|  +IWig.a)ll
= 1fllp.w, + W £ (b, ﬂ)"q'mz + lgllpw, + ”W.f,;.g'(b-a)"q'm2
= "f"(FWuBJfthz)a+ ||9||(Fw£-lp&:az)a
elde edilir.
iv) Herhangi bir f€ (FWfl'ﬁ;g)a(R) icin "f"(FW&B).p‘,nq) =0 olsun. Buradan
1z,

Ifllp, =0 ve "W,gf(b,a)"qrwz:O vazihr. Burada |.ll,., ve [llg.w,
fonksiyonlart norm olduklarindan f =0 bulunur. Tersine f =0 ise

||W,f f(b, a)||q‘mz =0 olup |I.l[pw, ve ll-llgw, fonksiyonlari norm olduklarindan

— a8 —
||f||(..,.l,,,‘g,lx:ﬂ;:z)‘l = fllpw, + ||W,‘;,f||‘m2 = 0 bulunur.
. 2.p, - ' .
O halde |i. "(ngfdf'z)a fonksiyonu (F leﬂ,g)a (R) uzayi iizerinde bir norm olup

((FWﬁl‘ﬁ;g)a(R), II. "(FWwefd?z) ) bir normku uzay olur,

4.1.4. Teorem: 1 < p,q < oo olmak iizere ((FW&?I";;‘:)“(R), II. II(Fws,pq) ) normlu
wiwg Jg

uzay1 bir Banach uzayidir.

ispat: (FW,. ;ﬁ;g)a(llk) uzaymnda herhangi bir (f,)nen Cauchy dizisi verilsin. O halde
verilen her £ > 0 sayisina karsilik her n,m = n, icin

£
- 8
"fm - fn"(ngﬁfz)ﬂ = [lfm - ﬁl"p,ml + ”qu (fm - f")”q,mz < E
olacak sekilde n; € N sayisi vardir. Bundan dolayi her n, m = n, igin
£
"fm - f;l";:u,m1 = "fm - ﬁl"(ngf’&fiz)a < i’

vE

£
"thfm — W'gf""q,wz = ||W£(fm - f")"q,wg < fm — fn"(ngT&qu)n < 3

olur ve (f,)nen ve (Wg ﬁ')nem dizileri sirasiyla Lﬁ,l(R) ve L'f,,z (R) uzaylarinda birer

Cauchy dizisi olurlar. Ayrica (Lﬂ,l(R).II. “p,m1) ve (L‘fl,z(llk),ll.||q.m:) uzaylar
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Banach uzay: olduklarindan (f)neny dizisi Lﬂ,l(ﬂk) uzayinda bir f ELﬂh(]R)

fonksiyonuna, (Wg fn) " dizisi de Lﬁ,z (R) uzayinda bir g € Lz,z (R) fonksiyonuna

ne

yakinsar. Boylece herhangi bir £ > 0 sayisi verildiginde her n = n; igin

Ifn = Fllpew, < % (4.3)

olacak sekilde bir n; € N sayisi ve her n 2 nj igin
wif—gll,, <3 (4.4)
U)fﬂ g Qi3 2 *

olacak sekilde bir n; € N sayis1 vardir. Aynica [|. |l < |I. ||, esitsizligi kullanihirsa

ayni £ > 0 sayisi ve her n 2 n, igin
3
Ifa=Fllp = Wfoa = fllpw <3

bulunur. Ayrica Lﬂ,l(lm) c LP(R) oldugundan f € LP(R) olur. Simdi W,f,f =g
oldugunu gosterelim. (Wg f")nem dizisi L, (R) uzayinda g € LY, (R) fonksiyonuna
yakinsadigindan ve L{, (R) € L9(R) oldugundan yine benzer bigimde (Wg f")nem

dizisi LY(R) uzayinda g fonksiyonuna yakinsar. O halde (W£ f")nem dizisinin g

fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsayan bir (Wj,’ f“k)n . alt dizisi bulunur
k

[21]. (W,g fnk) alt dizisinin g fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini
ngeEN

B ile gosterilsin. Buradan p(B) = 0 olur. Bu neden her u € B ve £ > 0 sayist igin

her n = n, oldugunda

Wife, ) - 90| <3 (4.5)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Ote yandan (f,),en dizisi LP (R) uzayinda
bir f fonksiyonuna yakinsadifindan bu dizinin her (f"")nkEN alt dizisi de LP(R)

uzayinda ayni f fonksiyonuna yakinsar. Aym £ > 0 sayis1 ve her n = n, i¢in

e = £, < ——— (46)
27l
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olur. O halde her u € R igin,
(W £ — g = W F () — W fo, () + W f, (u) — g ()]
< W £ ) — W F)| + [W £, () — g ()|

= |Wi (fo, — F)Q| + |Wg for, ) — g ()]

= \/15 l (e = YO (2) 20t 4 |wg, () ~ 9|

< «/161 (f;!k-f)(t)tl'i(-t—;—ﬂ) (6207 coro dt + W fo, (1) — g ()]

- \/ia ! (e = OB ()] e + 15 ) - g0

= % n[l(f;lk - )| |¢: (t—;2)|dt+ W fup () — g ()|

-|= l |(Fue = F)O|ITual®lde + W fo () — ga0)| (4.7)

olur. Ayrica y € S(R) oldugundan %+$ = 1 olmak iizere 1 € LP' olup

1
ITsWell = @ "W, [6], (4.8)
yazilir.

Béylece (4.7) esitsizligine Holder esitsizligi uygulamir ve (4.8) ifadesi yerine

yazilirsa,

1
WEfw) - g(w)| < |ﬁ| f (e = PO IToa(Olde + WEF () = g
R
1
< || 1 = DO WTatbaly + 1 ) = 90
P
—1

1
= (e = OO @™ Wl + W £, () — 9 ()|
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olur. Eger ng = maks{n,, n,} denirse, her n = ng igin

£ 1 E £ €
Wi - g@)| < ————aP Il +5=5+5=¢
27 [l

bulunur. Béylece hemen hemen her yerde W,g f =g olur. Ote yandan ny =

maks{n,,n3} seklinde segilir ve (4.3), (4.4) ifadeleri kullanilirsa aym £ >0

sayisina karsilik her n = ng igin

|/ _f"(r-'wf,f’,;j'z) = = Fllpw, + (WE o - f)"q_wz
= "fn - f"p,w1 + ||W‘ffn - Wugf"q'mz

= lfo = Fllpa, + W35 =gl

bulunur. Béylece fe Lﬂ,l(l}k) ve W,ff =gE€ Lfl,z(IR) oldugundan f €

(FW&?;’:L‘,‘:)“(IR) bulunur. O halde (fi)nen dizisi (FW“?;’:UZ)G(R) uzayinda f €

(FWn?;ﬂ;g)a([R) fonksiyonuna yakinsar. Béylece ((FW(f;ﬂ;‘:)a(lR),Il.II(FWST&) )
a

normlu uzaymin bir Banach uzayi oldugu bulunur.

4.1.5. Teorem: i € S(R) bir dalga fonksiyonu olmak iizere her f € (FWa?l‘ﬁjg)a(R)

veu € Rigin
WOTf = TLWf
esitligi vardir.

Ispat: i € S(R) ve a € R olmak iizere

WET,F)(b,a) = f (Tuf) (P aa (Dt
14

- f F(t —w)Ppag(Ddt
R
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olup t — u = s degisken degistirmesi yapilirsa,

WE(T.f)(b,a) = f F(S)Praals + wds
R

- J’ f(5)Pag(s +u—DbYds
R

= [ Fbasls - = w)ds
R

= [ 1P6nasts)ds
R

=Wgf(b—wua) =T,Wif
bulunur.

4.1.6. Teorem: (FW,. ;ﬂ;g)a(R) uzay! Stelemeler altinda degismezdir.

ispat: Herhangi bir f € (F Wa? ;ﬂg)a(ﬂk) alahm. (F Wfl'ﬁ;g)a(llk) uzayi tanimi geregi

fel’ (R)yvewlf el (R)olur. Ayrica
(5] lp Wy
ITuf N, S @1@flpw, [34],

olup her u€R i¢in T,f €Ly bulunur. Ote yandan 4.1.5. Teoremden

W,g (T.f)(b,a) = W,ff(b — u,a) olup b — u = s degisken degistirmesi yapilirsa

i
q
W3, = | [ TG0 loxorinas
R

&

7
= {ﬂw,f,’f(b -u,a)* Iwz(b)lqdb}

R

1
= [I|ng(5. a)|q lw, (u + s)l‘?ds}q
R
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I=

q

< { f W f(s, )| cuz(u)wz(s)ds]
R

1

8 1q g
= w,(u) f|W¢f(s, a)| w,(s)ds
R
- wlWrll,, 49)

bulunur. Béylece

WTufWpwgna) = WTuflpw, + IWSTNI,

< 03w, + 02 @IWF

olup eger @(u) = maks{w, (u), w,(u)}

denirse

— ~ a
T puzng) = BN U, + BIWIL,,

= @) {Ifllp.0, + W51, ]
= E(u)nfll(ngm) (4.10)

elde edilir. Béylece T,f € (FWﬁ?;ﬂ;g)a(R) olur. O halde (FWa?;ﬂ;g)a(lR) uzay

Stelemeler altinda degismez kalir.

14z

4.1.7. Teorem: Her f € (FWﬁ'p‘Q)a(R) ve her sabit u € R igin f — T, f &teleme

fonksiyonu (FW,; ;ﬂ;g)a(ﬂk) uzayindan kendi {izerine siirek!i fonksiyondur.

ispat: Herhangi bir f € (F Wfl'ﬂ;g)a(lk) fonksiyonu verilsin. f — T, f dogrusal bir
fonksiyon oldugundan ispati fy = 0 fonksiyonu igin yapmak yeterlidir. Herhangi
& > 0 sayis verilsin. Bir § > 0 sayisin1 § = % seklinde alalim. O halde 4.1.6.

teoremdeki (4.10) esitsizligi kullanihirsa
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||Tuf||(,:ngp‘-‘;rz)ﬂ = G(H)Hf"(FW‘gm)a
< @lu) 5(8;1_) =£
bulunur.
4.1.8. Teorem: Her f € (FWflﬂ,‘:) (R) igin
a) (F w2 I'E;‘z’)a(lR) uzayl, L}, ,(R) uzayinda her yerde yogundur.
b) k - T, f teleme fonksiyonu R kiimesinden (F Wml'ﬁ;‘:) (R} uzayina siireklidir.

ispat:

a) Herhangi bir £ € C; (R) alalm. C; (R) < L}, (R) oldugundan f € L}, (R) olur.
Aynica LY, (R) uzay: L}, (R) uzay iizerinde bir Banach modiilii olup [34] ve

=i i i,
(W £)(b,a) = et (20 e ) 1)
esitligi kullanmhirsa,

”ngf"q w = |e-_:‘=—‘b2 cotéd (EE(J: EDtﬂf N E)
Wz

q.wz

{
_ |e5(')2 coth e

4.3

=

l,fdz

e%(.)‘ cotﬂf" "%
gz

= ||f||q,m2||¢5 1. <o
olur. Wf €Ll (R) ve f€Lj, (R) oldugundan f € (Fchlﬂ,‘:) (R) bulunur.
Buradan €. (R) c (FWflﬁ,‘:) (R) yazilir. (FWBI’:,,Z) (R) c L}, (R) ozelligi
kullanilirsa €. (R) < (FWfl'ﬂ;Z)a([R) c LE,I(IR) olup C. (R) = Lﬂ,l(IR) oldugundan

(FWGM LE,I(IR) bulunur.

ah wy
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b) Oteleme fonksiyonu R iizerinden Lﬂl(lR) uzaymna siirekli oldugundan herhangi
£ > 0 sayisi verildiginde her k,u € R igin ||k — u|| < §; igin

£
"ka "’Tuf"p,w1 <z

2

(4.11)

olacak sekilde §,(&) vardir [34]. Benzer sekilde &teleme fonksiyonu R iizerinden
LY, (R) uzayina siirekli oldugundan aym & > 0 sayist ve her k,u € R igin ||k —

ull < &, igin
Wt ~npll,,, = Wins ~winsll,, = Inwgr ~rwgr,, <3

(4.12)

olacak sekilde 6,(€) > 0 sayis) vardir. § = min{é8,, §,} segilirse

olup (4.11) ve (4.12) esitsizlikleri son buldugumuz esitlikte kullamlirsa ayni £ > 0
sayisina karsilik k,u € R icin ||}k — u|| < § oldugundan

£ £
— 8 _
T f — Tuf"(pwzf"fz)ﬂ = ITef — Tufllpw, + "W.p (Tef — Tuf)”q’w2 <3 +E =£
olacak bigimde 8(£) > 0 sayis1 bulunur.
4.1.9 Teorem: (F Wf l'f,;g)a (R) uzayi Banach fonksiyon uzayidir.

ispat: Herhangi bir f € (F Wfiﬂ;‘:)a(ﬂk) ve herhangi 4 € R tikiz alt kiimesi segelim.

Ayrica u(A) < covep = 1igin
[irelax < Bisl, (231 (4.13)
a

olacak sekilde B > 0 sayis1 vardir. Eger (4.13) ifadesini kullanirsa,

1

; !
] ()l dx < B [ f If(x)lf’dx} <8 [ f If(x)l”wi’(x)dx]
A R R
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1

v q
<B [ f | f(x)lpmf(x)dx] + B{ f |W£f(x)|qw§(x)dx]
R R

; e
=B {flf(x)lpwf(x)dx} +lf|W£f(x)| wg(x)dx}
R R

= B {1, + IWEFN, . } = BIF Gy

=

[y

olur. (F Wfl'f;g)a uzay:1 Banach uzayi oldugundan istenen elde edilir,
4.1.10. Yardime: Teorem: Herhangi f,t € (F‘Wa‘p'q)a([ll?.) ve herhangi u € R igin

Wy

Wy (f * )(w,a) = (t+ Wy f)(u,a)
esitligi vardir.

Ispat: Herhangi bir f, ¢t € (FWn?;ﬂ;g)a(ﬂR) ve herhangi u € R alalim.
Wi (f + ) (u,a) = ((f * t) *9 g ) ()

- f(f * t)(f)wa(u _ E)e—i(uz_fz)cotﬂdf
R

= f (J' f@)t(€ —-2) dz) Yalu— §)e'%(uz-f2)cot9df

R ‘R

bulunan integralde { — z = y degisken degistirilmesi yapilirsa —dz = dy olup

Wi(f « t)(we) = f ( f fE = tB) dy)wa(u—E)e‘%(“"fz)“""df
R ‘R

B f f tfE —y) Palu— f)e'%(“z-fz)cotadf dy
R R

- f t() ( f F(E = ) Yl — §)e 20 —E)cotd g ) dy
R
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= f t() U T, £(E) ot — £)e 20~ e0t0 g ) dy

R R
- f tO)(Ty f 6 Wa) (w)dy
R

yazilir. Bu son ifade de 3.2.7. Teorem ve 4.1.5. Teoremi kullanirsa

[ €)1 20 9a) G0y = [ coMET,f 0y

R R

- f LT, WEf (u,a) dy
R

= [ cowgr@-yayay

R
= (t»Wif) )
elde edilir.

4.1.11. Teorem: w, ve w; birer agirlik fonksiyonu olmak iizere w, < w, olsun. Bu

durumda (F Waf ;z;‘:)a(lR) uzayl L},JI(IR) uzayi {izerinde esas Banach modiiliidiir.

ispat: (FWQ?;&Z)Q(R) uzayr 4.1.4. Teoremden Banach uzay) oldugu biliniyor.
Herhangi f € (FWfl'ﬂ;g)a(]R) ve t € L}, (R) fonksiyonlan verilsin. L}, (R) uzay

Ly, (R) uzaymnda girisim islemine gore Banach modiilii oldugundan f * t € L (R)

olup
If * thpw, < 0fllpe,tlhw, (414

yazilir [34]. Ayrica 4.1.10 Yardimci Teoremi kullanihrsa,

Wwger e ol = lle=wirll

f t(u)T, Wg fdu

R q.w2
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- f lecon,wisll, , du
R

= [rclnwgsl ,, au
J ik

< J|t(u)|wz(u)||w'gf"q‘wzdu
R

= [wirll,.., f () wz (uw)du
R

= WAl , el

bulunur. Ote yandan w, < w, oldugundan w,(x) < w,(x) olup

W (f « t)||q‘m2 < ||W,f,f||q'mz jlt(u)lcuz(u)du
R

< ||W,f,f||q'm2 J’lt(u)lml(u)du
i

_ llw®
= [wefll, It <o (4.15)

elde edilir ve W,f(f *t) € L], (R) olur. (4.14) ve (4.15) ifadeleri kullanlirsa

- )

< ffpao ey, + [WHSI e,

< N lpe, Nells e, + ||I’Vx;‘i’f||q‘mz Ntll1,e,

_ 8

= lellyao, {1y, + W31, }

bulunur. Buradan (F Wﬁ;ﬂ;g)a(lR) uzayinin Lg, (R) uzay: izerinde Banach modiilii

oldugu elde edilir.
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T " i R 8.p,
$imdi de 2.25. Modil Factorization Teoremini kullanarak (F leﬂ,‘:)a(lm)
uzayinin esas Banach modilli oldugunu ispatlayahm. Burada L}‘,I(IR) *

(FWfl’ﬂ;g)a(R) = (FW‘f;f,;‘:)a(R) oldugunu gdstermeliyiz. (FWB‘p‘q)a(]R{) uzayl

g

L}, (R) uzay: iizerinde Banach modilii oldugundan L., (R) * (FWe'p‘q)a(lRD c

wyay
(F Wﬁ;ﬁ;g)a(R) kapsamasi vardir. L L(R) uzayinin bir (by)qe; sanirlt yaklagik
biriminin varhg biliniyor [35]. Ayrica 0 € R nin bir L komsulugunu alalim. L{, (R)
uzayinda bir (by)qe; yaklasik biriminin her a € I igin suppb, c L ve ||bsll; = 1
olacak sekilde pozitif sinirls olarak segelim. Ote yandan herhangi bir a, € I indisini
sabitleyelim. Herhangi bir ¢t € (FWtf‘p'q)a segildiginde bu @, € 1 igin

1032

lbes ¢ = el oyang) = || asllTit)ak = [ oy )k
e R

(FWaidh),

= || e 0T — £2)at
R

Al

wza

< [ ey GONTe = ll a0
w
R

bulunur. Ayrica 4.1.8 Teorem b) kismi gerefiince oteleme fonksiyonu siirekli

oldugundan verilen her £ > 0 sayist igin ||T;t — tll( ) < € yazilir. Boylece

8.p.q
FWyios R

lbag <t =l yomay < f bay (Tt = tll ryamgy e < f ba, (K)Edk
192/, wywz/,
R R

=£ f bay (K)dk = E||b,, ||, = €
R

olup LLI(R)*(FW{‘?{&Z)G(R) uzay! (ng;ﬁ;‘:)a([[&) uzay! iizerinde her yerde
yogundur. O halde Modul Factorization teoreminden L}UI(IRD * (F Wfiﬂ;‘i)a(m =

(F Wfiﬂg)a(ﬂk) bulunur. Béylece (F Wf ;zj‘:)a(ﬂi&) uzay: Ly, (R) uzay: lzerinde esas

Banach Modiilii olur.
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4.1.11.1. Sonug: Ly, (R) uzayinn simirh yaklagik birimi (by)qe; ve wz < @, olsun.

Bu durumda (b,) g¢;» (FW:;?.;Z)&(IR) uzayinin bir yaklagik birimi olur.

ispat: L}‘,l(IR) uzayinin yaklasik birimi (bg)ae,” yi 4.1.11 Teoremdeki gibi segelim.
O halde her a € [ igin

Zi2 iey2 —
e 2b coté@ (ez(.) COtﬂba * I'b&)

= |lballp.w, +

qiz

dey2 .
= lballpa, + [|(£2° g « %)

.3z

Liyz —_—
< Iballpa, + ||, |7l
gz

Gt

= "ba"D.&h + "ba"Q-wz"%"q,wz

< Iballp, + Mballyw, [, < o0

olup b, € (FWQ?I"Z;Z)“(R) bulunur. Yani (bg)qee; € (FW‘fl'ﬂ;g)a(R) olur. Ayrica

4.1.11 Teoremden dolay: (F wp ;’,";Z)a(R) uzayi L}, (R) uzay iizerinde esas Banach

modiilii oldugundan ve 2.25. Sonugtan lirgo b, * f = f bulunur.
a-+

4.2, (F Wﬂfﬂz)a(]R) Uzayimn Carpanlar Uzay:

L, (R) x LY, (R) uzay iizerine (. ngf)" = Ifllpw, + ||W,ff||q'm2 normunu

yerlestirelim. Ayrica bir ¥ fonksiyonu asagidaki bigimde tamimlansin.
v (FWSET) (R) - 15, (R) x L, (R),  ¥(f) = (f.Wif)

¥ fonksiyonunun dogrusal izometridir. Ayrica bir

6 = w((Fwlzd) ®) = {(r.wgn|r e (FWED), ®)
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biciminde taimlansin. Burada W: (FWB'p‘q)a(]R{) Sy ((FWB'p’q)a(lR)) =G

Wy Wy iy

fonksiyonu &rten izometri olup (FWf;f;g)a(R) ve q’((FWB-p'q)a(lR)) uzaylar

wyky
topolojik olarak izomorf olurlar. Dolayisiyla ¥ ((F W,fl'ﬁjf)a(llk)) = G uzay' Banach

uzay olacagindan kapali olur. Bagska bir M kiimesi de %+;1-, =1ve i+$ =1

olmak iizere

M={A0) el L)L, (R }

{ f FOMAGY)dy + f Wg f(x,0)8(x,w)dx = 0,¥(f, Wi f) € c;]
R R

seklinde tanimlansin.

L1 1 _ 1 1 _ . 8.pq :
4.2.1. Teorem: Stoi= 1ve 7 + pr 1 olmak iizere (Fwamz)a(R) uzayinin duali

((Pwizd) (®)) = 12, . (R) X 1%, (R) / M
seklinde olur.

ispat: G uzay: kapali oldugundan Duality Teoreminden
G* =18 (R)xLY _.(R)/M

olur [20]. Ayrica W fonksiyonu izometri oldugundan

((ij;ﬂ;‘:)a(n&)) =y ((wa;ﬁ;‘;)a(nx)) = G olur ve ((Fwa‘,’;ﬁ;‘j)a(ua))' =G

bulunur. Buradan
* '
((Pw2zd) @) =12 (R) x LT, ., (R) / M

elde edilir.

44



4.2.2. Teorem: w, < w; iki agirlik fonksiyonu olsunlar. Ayrica %+$ =1ve :1;-+

1

5= 1 olmak tizere Homy, ((FW,fl’ﬂ;g)ﬂ(R), Ly - (]R)) ve Lfd1_, (R) x

L':;z-i(lR) / M uzaylan cebirsel olarak izomorf ve homeomorf olurlar.

Ispat: 4.1.11. Teoreminden dolay: (F Wfl‘ﬂ;g)a(R) uzayi L, (R) uzayi iizerinde esas

Banach modiilii oldugundan

L, (R) * (FWSRT) (R) = (FW5h) (R)
esitligi vardir. Aynica 4.2.1 Teoremden
((Pwizs) ®) =12 (R x LY .(R) / M
esitligi biliniyor. 2.30. Tanim kullanilirsa

Homyy, ((qu?;ﬂj ), (R), LG (R)) = Homyy, ((wa;ﬂ;g ), (B, (L, (R).))

i

((Fw2ze) ) « 11, (m))
= ((rwsnn), ®)
=17 (R)x LY _(R)/M

bulunur.

$imdi de w, < w, olmak iizere L}, (R) uzayindan (FWfﬁ;‘:)a(R) uzayina

tammlanan carpanlar uzayim inceleyecegiz. Oncelikle (FWf;ﬂ;g)a(R) uzayinin
relatif tamlamasini tammlamamiz gerekiyor. Bunun igin de 2.31. Taniminin

kosullanmin  saglandsgim  gdstermeliyiz. (FW,? l‘ﬂ;‘:)a(R) uzayimin  tamimindan
(FW‘E;’:‘;‘:)‘I(R) c L’Z,I(R) oldugiu biliniyor. Herhangi f,t € (FWf;ﬂ;g)a(R) alalim.
O halde an (f),Wtf (t) € L], (R) olur ve L, (R}, L%, (R) uzaylar: birer vektor

uzaylari olduklarindan f +t € Lﬁ,l(]R) , W,f (f+t)= W,f(f) + W,ﬂ(t) olup f +
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te (FWQ?;?‘;E)G(R) bulunur. Ayni zamanda f € (FWa?l'ﬂ;g)a(lR) ve A€ CiginA.f €
Ly, (R), Wg(lf) = A Wlf(f) € L], (R) olupA.f € (FW,,?;E;‘:)“(IR) bulunur. Bu
nedenle (F Wj;ﬁ;j)a(ua) uzayr L%, (R) uzayinmn alt vektor uzayr olur. Ote yandan
4.1.11 Teoremden (F w2 l’ﬂ;‘z’)a(R) uzayl Lﬂ,l(lR) uzay iizerinde bir Banach modiilii

oldugu biliniyor. Ayrica her f € (FWfiﬂ;‘:)a(ﬂR) igin Ifllpw, < ”f"(ng,p‘,‘?) ®
1wz,

oldugu bu normlarin tammindan agiktir, Ote yandan Lﬂ,l(lR) uzaymnin bir (bg)ees
sinith yaklagik biriminin varhigi [35] ve her f € (FWf;ﬁ;g)a(R) igin b * f —

fll¢o82qy — 0oldugudad4.1.11.1 sonugtan biliniyor. Relatif tanimlamanin gerekli
(Fwwlmz)n

kosullar saglandigindan (F Wf ;f;g)a(ﬂk) uzayinin (F—Wﬁ? ;ﬂjg)a(ﬂk) relatif tamlamas
asagidaki gibidir [15].

Va €I igin f » by € (FWJ5T) (R) ve

Wz

supllf * bgll/..opay <@
PIIf = ball pgrs)

(Fon) (R) =1{f € L5, (®)

=, 0.1, .
(FWmlﬂfz’)a(lR) uzaymin "f“(waj'l”‘;?z) = Sl'lzllallf * b“"(rwj'l”,;,"z) normuna gére bir
a a a

Banach uzayi oldugu ve yaklagik biriminden bagimsiz oldugu biliniyor [15].

4,2.3, Teorem: w, < w, iki agirlik fonksiyonu olsunlar. Bu durumda
K (L}‘,I(IR), (F Wﬁ;ﬁ;‘: . ) ve (WVﬁ;ﬁ;g)a(R) uzaylar cebirsel olarak izomorf ve

homeomorf olurlar.

ispat: (FTW,fl'ﬂjg)a(R) uzay (F W‘fl'ﬁ;g)a uzaymin relatif tamlamasi oldugundan

Duyar ve Giirkanhi(2003) ¢aligmasindanki 2.6. Teorem kullamlarak ispat kolayca
yapilir.

4.3.(F ng;',’z)a(ﬁk) Uzayinm Kapsama Ozellikleri

4.3.1. Teorem: w,;,w,, w3 vew, agirhk fonksiyonlar1 olmak {izere & =

maks{w,, w3} ve i = maks{w,, wy} bigiminde tanimlansin. Bu durumda
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(FWomt) (R 0 (FWRRT) (®) = (FWgE?) (R)
esitligi vardir.

ispat: Herhangi bir f € (FWE%"Q)E(R) i¢in

1 ewszg) = 1N + WWEA,,

L

1

»
= Ulf(b.a)lp Iw1(b)l”db] + Ulwgf(b.a)lq Iwz(b)l"db}
R R

[y
L=

T
< [ [ |as(b)|*’db} " { [ wr.al* |ﬁ(b)|*fdb}
R R

= Ifllpz + WA, < oo

bulunur ve f € (FWﬁi’f";f’z)a(IR) olur, Benzer bigimde f € (FWa'p'q)a(R) bulunur.

{ahg gy

Boylece f € (FWffi)a(R) n (FWﬁfi)a(R) olur ve
(Fwaﬂg-")a(ua) < (FWSRE) (R) n (FWoRR) (R) (4.16)
elde edilir. Simdi de herhangi bir £ € (FW2%1) (R) n (FW70) (R) alabm.
i) Efer @ = w, ve fl = w; ise
- ] _ g
"f"(FWaeﬂ"')a =fllps + "szf"qﬁ = 1fllpw, + ||l*l/,;,j"||q.mz < oo
ii) Eer @ = w, ve I = w, ise
1 ygany = Wfllpa + W7 = Wl + 131, <
iii) Eger @ = w3 ve fl = w, ise

W wega) =Wl + W21 o = Wy + WA, < o2
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iv) Eger & = w5 ve I = w, ise

1 gan) = Wflboa + DWEF = Wl + 1WA, <
olurve f € (FW&-i'rf’q)a(R) elde edilir. Dolayisiyla

(FWokil) (R n (FWSER) (R) < (FWE2%) (R) (4.17)

bulunur. (4.16) ve (4.17) kapsamalarindan istenilen elde edilir.

4.3.2. Teorem: w,, w4, w3 ve wy agirhk fonksiyonlar ve w3 < w; ve w; < w,

olmak iizere her f € (F wpra )a(IR) icin

1.3
a,p, 8.p,
(Fwwlﬁﬂi)a(R) c (FW&J:ﬁJ‘Z)a(R)
kapsamasr vardir.

ispat: w,, w,, w5 ve w, agirhk fonksiyonlan ve w3 < w; ve wy < w, olsun. Bu
durumda her b € R igin ws(b) < A;w;(b) ve wy(b) < A,w,(b) olacak bigimde
Aj, Ay >0 sayilan vardir. Herhangi bir f € (FWJ53 )a(IR) aldigimizda f €
Lﬁ,l(R) olur ve

1

P
T { [ir.ar |w3(b)|de] < [ j If (b, a)|P AP |w1(b)|pdb]
R R

| =

r

= Ailfllpw, <o

bulunur. Yani f € L{’I,J(R) olur, Ote yandan W,f;' fE L‘,",Z(R) oldugundan

=

q

1
Werl =1 [ wire.@| loa®itab! = [(Weree,a)[ AL lwye17db
Py
R R

= Alifllgw, <o

bulunur ve Wf,f € LJ,, (R) olur. O halde f € (FW“?;’,",‘:)Q (R) olur. Sonug olarak

(FWERA) (R) < (FWERL) (R) elde edilir
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4.3.3. Yardimai Teorem: w,, w,, w3 ve w, agirhk fonksiyonlar olmak iizere

(Fwf s (R) = (F Wj,_;f’d,‘i)a(ﬁ) ise (FW,2 sy (R) uzayt
N llew = "f"(Fchfﬁz)a + "f"("'WS%JR
normuna gore Banach uzayidir.

ispat: (F Wff,j,q:)a uzayinda bir (f,)nen Cauchy dizisi verilsin. O halde verilen her

£ > 0 sayisina kargihk her m,n = n, igin
— o —_ . <

olacak bigimde bir n, € N vardir. Buradan her m,n = n, igin

Wfa — Fnll 00 < - <&
fao = fn (Fwwma)a Ifn = finllrw

vE

"fn _fmll(FW£££4) = "fn - fm”FW <Eg

olup (fy)nen dizisi (FWa?;f’;.‘L)a(lR) ve (FW&?&,‘DE(R) uzaylarinda sirasiyla

. . ] dre bi izisi ol .

Il (FWS;”,ESJ)Q ve || ”(FW:‘E&),, normlarina gére birer Cauchy dizisi olurlar. Ayrica
f.p.q 8.p.q

(FWml.wg)a(R) ve (Fsz.m)a(R) uzaylart || II(ngms)a ve ”'"(ng‘;ﬁ“)a

normlarina gére Banach uzayi olduklarindan (f,)nen dizisi (F Wj{f’i)a(ﬂk) uzayinda
fe(F Wffd,‘i)a(ﬂ%) fonksiyonuna, (F sz'fﬁ,'i)a(ﬂk) uzayinda ise bir g€

(F sz'f’“',‘i)a(ll&) elamanina yakinsar. Herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her n =

N, igin
If, — g1 <=
" g (ngf;gfi)n 2
olacak bigimde n, € N sayis1 vardir. Ayrica her n = n; igin

£
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olacak bigimde n3 € N sayisi vardir. Burada ||. ||, < ||.||(ng,p£ ) ve || ||, <
13/,

Holl/ .. 609 y esitsizlikleri kullanilirsa ayni & > 0 sayisina karsilik her n = n; igin
(mezvm‘l)a

£
12 = 9l < Wfo = Gl < Wfo = 8l yomey <3
ve her n 2 n; igin
£
Ufa = fllp < W = Fllpw, < Wfn = Fllpyoray <3
ool FF

elde edilir. Burada i = maks{n,, n3} denirse ayn: £ > 0 sayisina karsilik hern = #i

icin

£ £
"f_g"p = ||f_g+fn—fn"p = "fn-gup+ ”fn—f"p <E+E=£

olur ve buradan f = g bulunur. Ote yandan aym £ > 0 sayisina karsihik her n > #

icin

Ifa = fllew = Ifa — f"(F“’gfﬁa)a +f - g||(pwgm4)a
w—— E —
=|fn — fll(pwgﬁg!)a + 1/ -fll(,,wgﬂm;“)‘I <ztz=e
olacak bigimde 7i € N vardir. Boylece ((FWn?l'f:;,z)a(R) , ||f||pw) uzay: bir Banach

uzayidir.

4.3.4. Teorem: ®,,w,, w3 vew, agirhk fonksiyonlarn ve (FWa?l'f’(;,qz)a(R)c

(F W“?:’i)a(llk) ise her f € (F Wa?l’f’,;,'l)a(R) icin

"f"(FW&f&)a < A”f"(ng'l”,;fz)a olacak bigimde A > 0 sayisi vardir.

ispat: (FW./GL), (R) uzayna Nfllrw = If ey y + 1fll(gygpg ) normunu

yerlestirelim. 4.3.3. Yardimc1 Teoremden dolay: (FWj'p‘q)a(lR) uzayt ||fllpw

1802
normuna gére Banach uzay: olur. Ayrica Kapali Grafik Teoreminden her f €

(FWo L) (R) igin
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||f||(,,-w£gt,q4)ﬂ = A"f"(FW‘gﬂhqz)a

olacak bicimde A > 0 sayis1 vardir.

4.3.5. Teorem: w, ve w, herhangi iki agirhik fonksiyonlar olmak iizere her 0 # f €

(FWSRL) (R) igin

A Yr () S Tuf Wpygng ) S (@200 + @2 ytny
esitsizligini saglayan A(f) > 0 sayisi vardir.

Ispat: Her0 = f € (FWfl'f’;,qz)a(ﬂR) icin

AP, (W) < ITufllpw, < @1 (WIfllpw, [33], (4.18)

esitsizligini saglayan A(f) > 0 sayis1 vardir. Ote yandan 4.1.6 Teoremin ispatindaki
(4.9) esitsizligi kullanilirsa,

g @Dl < w0, e
olur ve (4.18) ve (4.19) esitsizliklerinden
A1) < ITuf I, S WTaf lpw, + WSO,

< 01 @I lpw, + @ @IWEF

< 0O N pygmg) + @200 N(ey50)

= {w; (W) + w,(WIIf ”(Fwﬁfcfz)a

elde edilir.

4.3.6. Sonug: @, ve w, iki agirhk fonksiyonu olmak iizere w, < @, olsun. Bu

durumda her0 % f € (F W,f f;,qz)a(lR) igin @ = maks{w,, w,} olmak iizere

k(01 () < WLl g0

< aw(u 8.,
. ( )"f"(FWm,'fﬂz),,

esitsizligini saglayan k(f) > 0 sayisi vardir.
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4.3.7. Teorem: w,,w,;, w3 vew, agihk fonksiyonlan ve (FWfﬂ,qz)a(R)c

(FWn?Spw‘i) (R) olsun. Bu durumda w3 < w; + w, olur.

fspat: Herhangi bir fE(FWﬁl"_’;,"z)a(R) alalm. Kabuliimiizden dolay1 f €

(F Wﬁ?:f‘:i . olup 4.3.5. Teoremden
crw;(u) < ||Tuf||( FwiPg) < (w; (W) + w2 (W)c; (4.20)
c3w3(u) < ||Tuf||(,,-w8pq < (w3 (u) + @y (u))cy (4.21)

olacak sekilde «¢y,¢5,¢c3,¢4 >0 sayilart vardir. 4.3.3 Yardimci Teoremden
(FWHIPJZ) (R) uzayi ||f|lpw normuna gére Banach uzayi olup Kapah Grafik

teoreminden,

17 rwgzs,), < W ewsrsy (4.22)

olacak sekilde ¢ > 0 sayisi vardir. Ayrica (FWfl'ﬂ'fi) (R) uzay: Stelemeler altinda

degismez oldugundan T,f € (FWflpqu) (R) (FWﬂpq) (R) olup (4.22)

W3, Wy

esitsizliginden

I Wygzg) S Il Wong) (4.23)
bulunur, (4.20), (4.21) ve (4.23) esitsizlikleri kullanilirsa

caw3 () < ITuf lpypna) < ETufl(pygns) < ccy(wy(u) + wa(u))

olup

w3(u) < % (1) + wa (1))

yazilir. Burada k = =2 denirse
C3

w3 (W) £ k{w,(w) + w, () olur ve w3 < wy + w,

elde edilir.
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4.3.8. Teorem: w;ve w, iki agirhk fonksiyonu, k4, k, sabit sayilar olmak {izere

w3 = ky, Wy = k; olsunlar. O halde (Fchfd:i)a(R) c (Fsz'f’,;,‘i)a(R) olmasi igin

gerek ve yeter kosul w, < @, olmasidir.

Ispat: w; =~k ve w, = k; kabuliinden ve 2.6. Yardimei Teoremden L, (R X
R,)=LI(R x R,) ve LE,4(IR X R,) = L9(R x R,) olur. Buradan LE,B(IR X R,) =
Lg,4([R xR,)=L"(RxR,) yazilir. O halde 4.3.3. Teorem ve 4.3.7. Teoremden
(F Wﬁf,;,‘i)a(ﬂk) c(F Wf,_jf’,;,‘i)a(ll&) olmasi igin gerek ve yeter kosul w, < w,

olmasidir,
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu galismada dalgacik déniisiimii ve bazi 6zelikleri incelendi. Daha sonra dalgacik
dontisiimiin genellestirilmis bigimi olan kesirli dalgacik doniisimii ve bazi

Szelliklerinden bahsedildi. Ayrica bu ¢ahsmada w, ve w,, R {izerinde taniml iki

agirlik fonksiyonu ve a € R* sabit bir say1 olmak iizere 1 < p,q < © igin Wtf,’f €
LY, (R) olan f € L}, (R) fonksiyonlarinin bir (FWf;f;g)a(R) uzay! tamimlandi.
Tamimlanan (FWfl‘ﬁ;g)a(lR) uzaymnin bazi Ozellikleri incelendi. Bu uzayin esas
Banach modiilii oldugu gosterildi. Daha sonra (FWf;ﬂ;g)a([IR) uzaymnin duali ve

relatif tamlamas) bulundu. Ayrica garpanlar uzayindan bahsedildi. Caligmanin son

kisminda da (F Wa?l'ﬂ;g)a(ll&) uzayinin kapsama ozelliklerinden bahsedildi.
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