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OZET

KESIRLI DIFERINTEGRAL YARDIMIYLA GENELLESTIRILMIS
LAGUERRE DIiFERENSIYEL DENKLEMININ COZUMLERI

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli analiz, tiirev ve integralin tam say1 ol-
mayan mertebelere genigletilmig halidir. Fen ve miihendislikte oldukca genis uygulama
alanina sahiptir.

Amacimiz; ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemler icin kesirli analiz yardi-
miyla 6zel ¢oziimler elde etmektir.

Bu tezde ilk olarak; kesirli analizin tanim, teorem ve 6zelliklerinden bahsedilmistir.
Sonra Fizik ve miihendislik alanlarinda kargilagilan zamandan bagimsiz Schrodinger
denklemi ele alinmigtir. Bu tiir denklemler dogrusal ikinci mertebeden kismi dife-
rensiyel denklemlerdir. Analitik ¢oziimlerini elde etmek igin, degiskenlerin ayrilmasi,
Green fonksiyonlar: ve integral doniigiimler en ¢ok kullanilan yéntemlerdir. Bu calig-
mada kiiresel koordinatlarda degiskenlerin ayrilmasi yontemi kullanilarak acisal ve
radyal kismin sagladigi denklemler elde edilmistir. Radyal kismin sagladigi denklemde,
uygun doniisiimler yapilarak Laguerre diferensiyel denklemi elde edilmistir. Daha sonra
singiiler noktalara sahip, homojen ve homojen olmayan Laguerre diferensiyel denkle-

minin kesirli analiz yardimiyla 6zel ¢oziimleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferintegral, Kesirli analiz, Laguerre denklemi
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SUMMARY

SOLUTIONS OF THE GENERALIZED LAGUERRE DIFFERENTIAL
EQUATION WITH THE HELP OF FRACTIONAL DIFFERINTEGRAL

Fractional calculus, a branch of mathematical analysis, is the generalization of
derivative and integral to the non-integer order. It has quite wide application area in
science and engineering.

Our aim is to obtain particular solutions for the second order linear differential
equations with the help of fractional analysis.

In this thesis; firstly, definition, theorems and properties of fractional analysis are
mentioned. Then, the Schrodinger equation, which is the time-independent in the fields
of physics and engineering, is considered. These type equations are linear and second-
order partial differential equations. Separation of variables, Green’s functions, and
integral transforms are among the most frequently used techniques for obtaining their
analytic solutions. In this study, the equations provided by angular and radial part are
obtained by using the method of separating variables in the spherical coordinates. In
the equation provided by the radial part, Laguerre differential equation was obtained
by making appropriate transformations. Later, particular solutions of homogeneous
and non-homogeneous Laguerre differential equation with singular points are obtained

with the help of fractional analysis.

Keywords: Fractional differintegral, Fractional analysis, Laguerre equation
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1. GIRIS

Kesirli analiz, keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin uygulamalarina iliskin mate-
matiksel analizin bir alanidir. Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarinin ortak adi
olarak bilinen kesirli diferintegral; k pozitif bir tamsay1 olmak {izere, klasik hesabin k.
mertebeden tiirev ve k—katli integral kavramlarinin reel veya kompleks mertebeye bir
genislemesi seklinde tanimlanan keyfi mertebeden tiirev ve integral teorisidir. o € R™
olmak {izere, keyfi mertebeden tiirev; Davis tarafindan kullamlan Dy f (t) notasyonu
ile verilir. n € R* olmak iizere, keyfi mertebeden integral ise; D, " f (t) ile gosterilir.

Kesirli diferensiyel denklemler, tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemlere gére daha
karmagik yapidadir. Bu yapiy1 iyi anlayabilmek icin 6ncelikle énemli bazi tanimlar
(Gamma, Beta, Mittag-Leffler fonksiyonlari, Laplace doniigiimii, Riemann-Liouville
integral ve tiirev operatorleri, Caputo tiirev operatorii, Griinwald-Letnikov tiirevleri
gibi) iyi anlamak gerekir [1, 2].

Kesirli hesaptaki birden fazla tiirev taniminmin varligi, problemin tiiriine en uy-
gun olanmin kullanilmasini ve ¢oziimiiniin elde edilmesini saglar. Riemann-Liouville
tanimlari, kesirli tiirev ve kesirli integral ile onlarin uygulamalarina yonelik mate-
matiksel ¢aligmalara ¢ok onemli katki saglamigtir. Ancak zamanla, baz fiziksel ol-
gular1 modellemede, baslangic sartlarini, fiziksel durumlara en uygun bicimde veren
Caputo tiirevinin daha avantajli oldugu goriilmiigtiir. Caputo tiirevi olarak da bili-
nen Caputo’nun tanimi, Riemann-Liouville taniminin iizerinde baz1 degisikliklerle elde
edilmistir. Tamsay1 mertebeden diferensiyel denklemlerdeki baglangi¢ kogullariyla ayni
baglangi¢ kogullar1 kullanildigindan, 6zellikle baglangic deger problemlerinde Caputo
tiirevi daha kullanigh olmaktadir.

1695’den bu yana, fen ve miihendislik bilimlerinin birgok teori ve uygulama alan-
larinda ihtiya¢ duyulan kesirli analiz konusu ve {izerine yapilan calismalar, mate-
matik, fizik, kimya, biyoloji, miihendislik vb. alanlarda cesitli uygulamalara imkan
saglamistir ve bu durum giiniimiizde kesirli analize ve kesirli mertebeden diferensiyel
denklemlere olan ilgiyi arttirmistir. Bunun temel sebebi; iletim hatlar1 teorisi, izafiyet
teorisi, elektromanyetik teorisi, esneklik teorisi, 1s1 transferi, difiizyon, robot teknolojisi,

akigkanlar dinamigi, kontrol teorisi, ekonomi, mekanik problemleri, optik, sinyal igleme,



Schrodinger denklemi, dalga denklemi, sivilarin kimyasal analizi, ultrasonik dalgalar,
ses dalgalar1, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketi vb. bir¢ok alanda kesirli hesabin
gergege daha uygun modelleme yapabilmesidir [1-18].

Temeli kesirli analize dayanan bu ¢aligmamizda, kesirli hesaba ait énemli tanim
ve teoremler ele alinmigtir. Kuantum mekaniginin en ¢nemli denklemlerinden biri
olan Schrodinger denkleminin ¢oziimii aragtirilirken, kiiresel koordinatlarda indirgen-
mis denklemin radyal kismindan elde edilen Laguerre Diferensiyel Denkleminin 6zel

¢oziimleri, N —kesirli hesap operatorii uygulanarak elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. Aranan fonksiyonun tiirevini iceren denkleme diferensiyel denklem
denir. Aranan fonksiyon yalniz bir degiskene baglh ise, denkleme adi diferensiyel
denklem, birden fazla degiskene bagh ise denkleme kismi tiirevli diferensiyel denklem

denir [19].

Tanim 2.2. Aranan fonksiyon ve onun tiirevine gore lineer (dogrusal) halde bulu-

nan, yani
v +p()y=f(z) (2.1)

seklinde olan denkleme birinci mertebeden lineer (dogrusal) diferensiyel denklem denir.
Burada p (z) ve f(x), belli aralikta tanimli ve siirekli fonksiyonlardir. p (x) = 0 veya
f (z) = 0 durumlarinda (2.1) denklemine degiskenleri ayrilabilir denklem denir. Ayrica

f () = 0 durumunda elde edilen

y+p(@)y=0 (2.2)
denklemine birinci mertebeden lineer homojen (tiirdes) diferensiyel denklem denir [19].

Tanim 2.3. V ve W, aym F' skaler cismi {izerinde vektor uzaylari olsun. Bir

T :V — W doniigiimii her 7,6 € F ve x,y € V i¢in
T (yx + 0y) =T (x) + 0T (y)

ozelligini saglarsa 7" ye bir lineer doniisiim adi verilir. Lineer bir doniigiim aym za-
manda siirekli ise bu durumda lineer doniisiim yerine lineer operator veya kisaca ope-

rator ifadesi de kullanilir [20].

Tanim 2.4. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, kesirli analizin temel

fonksiyonlarindan biri olup a > 0 igin

I'a)= /000 7 Lexp (—7)dr (2.3)

integrali ile tammlanir. (2.3) esitliginde « yerine (« + 1) yazip kismi integrasyon yon-
temini uygulayarak,

I'a+1) = Oz/ 7 Lexp (—7)dr
0

3



seklinde yazarsak,

I'a+1)=oaol(a) (2.4)
formiiliinii elde ederiz ki, bu gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden biridir.
(2.4) esitligindede o = n alimirsa (n =0,1,2,...)

F'n+1) = nl'(n)
= nn—-—1)TCMn-1)
= nn—-1)Mm-2)(n—-3)..1I'(1)
= n!

bagintisi elde edilir. Bu yiizden gamma fonksiyonuna bazen faktoriyel fonksiyon da

denir. Ayrica

I'a)=(a—1)T'(a—1)

olup,

yazdigimizda bu ifade bize I (0), I' (—1), I' (—2), ... i¢in gamma fonksiyonunun degeri-
nin sonsuz oldugunu, ancak oranlarinin sonlu oldugunu gosterir.

Baz1 n degerleri icin gamma fonksiyonu;

[(-3/2)= (4/3) V7 |[T(1)=1
I'(-1) = o0 I'(3/2) = (1/2) /7
T(-1/2) = —27 r(2) =1
['(0) = o0 I'(5/2) = (3/4) /7
T (1/2) = /7 T (3) =2

degerlerini alir [21].

Tamm 2.5. (Mittag-Leffler Fonksiyonu) Tam say1 olmayan mertebeden dife-
rensiyel denklemlerin c¢oziimiinde 6énemli bir rol oynayan Mittag-Leffler fonksiyonu ilk
olarak Gosta Mittag-Leffler tarafindan gosterildi. Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu, o ve [ pozitif reel sayilar olmak {iizere;

Pol@) = 2 T



P ()= 2T a7 9)

olarak tanimlanir. Burada o =1 ve g =1 igin,

171(9:)—;“]{“) —gg—e

iistel fonksiyonunu elde ederiz. Bu yiizden Mittag-Leffler fonksiyonunun, e* iistel

fonksiyonunun genellegtirilmis hali oldugu sonucunu gikarabiliriz [1].

Tanim 2.6. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali) Her sonlu [a, z]
araliginda f siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon, ¢ > 0 bir reel say1 ve m € N,
m—1 < 0 < m sartin1 saglayan en kiiciik deger olsun. f fonksiyonunun o. mertebeden
Riemann-Liouville kesirli tiirevi;

1 am

‘}f'LDgf @) L'(m—o)dz™

/I (x—7)" " f(r)dr (2.5)

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun o kathh Riemann-Liouville kesirli integrali ise;

RLDof (2) = ﬁ / S f(r)dr (2.6)

seklinde tanimlanir [1].

Tanim 2.7. (Caputo Kesirli Tiirevi) m, m — 1 < o < m olacak sekilde pozitif
tam say1 ve f fonksiyonu ise m defa siirekli diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun o. mertebeden Caputo kesirli tiirevi;

1

CD2 (0) = / () () dr 2.7)

seklinde tanimlanir [1].

2.1. Kesirli Tiirev ve Integrallerin Ozellikleri

2.1.1. Lineerlik Ozelligi. f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar

olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri mevcut ise

(hf (x) + kg (7)o = hfa (2) + kga (2) (2.8)

esitligi saglanir. Burada o € R, x € C ve h, k sabitlerdir [1].



2.1.2. Homojenlik Ozelligi. Herhangi bir ¢ sabiti icin

e g
d(z—a)®  d(z—a) (2:9)

esitligi saglanir [10].

2.1.3. Birlesme Ozelligi.

D*DP = D°D* D*DP = D" Df =g — f=D"g

esitlikleri belli durumlarda gegerlidir. o ve 3 pozitif tam sayilar olmak tizere « — 5 < 0
iken

Dg [D. 7 f (x)] =. D3P (2.10)

durumu gegerlidir. Fakat 6nce tiirevin sonra integralin alindig1 durumlarda ise;

-1

D7 D5 f (2)] = Dy P f (2 Z

k=B—a

f(‘”’“ (a) (2.11)

esitligi gecerlidir ([2],[4],[10]).

2.1.4. Indis Kurali. f(z) ve g(z) analitik ve tek degerli fonksiyonlar olsunlar.

Eger (fa)z ve (fs), tirevleri mevcutsa,

(fo ()5 = fars (2) = (f5 (1)), (2.12)
dir. Burada o, 8 € R, 2 € C ve ‘% < oo dur [1].

2.1.5. Genellestirilmis Leibniz Kurali. f(z) ve g (x) analitik ve tek degerli

fonksiyonlar olsunlar. Eger f, ve g, tiirevleri mevcutsa;

[e.9]

(7 -3 5 O @@ @13)

— a—n+1 )T (n+1)

I'(a+1)

| Tamnsnrer | < o0 dur [1].




3. KESIRLi DIFERINTEGRAL YARDIMIYLA GENELLESTIRILMIS
LAGUERRE DIFERENSIYEL DENKLEMININ COZUMLERI

3.1. Laguerre Diferensiyel Denklemi

Erwin Schrodinger (1887-1961), dalga 6zelligine sahip elektronlarin, hareketlerini
kontrol eden bir dalga denklemine sahip olacagini ileri stirmiistiir. Bu dalgalarin
sagladig1 dalga denklemini yazarak, hidrojen atomunun enerji diizeylerini hesaplamigtir.

Kuantum fiziginin anlagilmasi ile birlikte Schrodinger mekanigi kullanilarak atom-
larin ve molekiillerin fiziksel 6zellikleri daha iyi aciklanabilmistir. Kuantum mekaniginde
iki potansiyelin kesin ¢oziimii vardir. Bunlardan birisi harmonik osilator V' = kxz?/2
potansiyeli, digeri ise V = —e?/r Coulomb potansiyelidir.

Coulomb potansiyeli zamandan bagimsiz oldugu i¢in, hidrojen atomunun Schrédinger
dalga denklemi, degiskenlerine ayrilarak coziilebilmektedir. Ilk olarak acilara ve yaricapa
bagh kisimlar degiskenlerine ayrilir ve agilara bagl kisim kiiresel harmonikler, yaricapa
bagh kisim ise radyal denklem olarak adlandirilir. Kiiresel harmonikleri olusturan
fonksiyon, hidrojen atomunda elektronun sabit yaricaph kiire yiizeyi iizerindeki har-
monik hareketini temsil eder. Kiiresel harmoniklerin ¢oziimleri bulunurken, Schrodinger
denklemi, degisken degistirme islemleri yapilarak Legendre diferensiyel denklemine
doniigtiiriiliip bu denklemin ¢oziimleri olan Legendre polinomlar: bulunur. Schrodinger
denkleminin yaricapa bagl kisminin ¢oziimleri de asimtotik limitlerde veya ara bolge
i¢in uygun bir fonksiyon belirlenerek ¢oziilmektedir. Ara bolge i¢in Schrodinger denkle-
mi, baz1 degisken degisiklikleri yapilarak, Laguerre diferensiyel denklemine doniigtiiriiliir.

Fizik ve miihendislik alaninda karsilagilan diferensiyel denklemlerden pek cogu
V20 (T) + B (7) U (F) = F(7) (3.1)

seklinde ifade edilebilir. Zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi

h =

— - VAU (T) + V(7)) (V) = BY (T) (3.2)

seklinde verilir. (3.2) denklemini (3.1) denklemi ile karsilagtirirsak F (77) = 0 ve k
parametresi de

B (7)="%[E-V (7)) (3.3)

olacaktir.



Bu tiir denklemler dogrusal ikinci mertebeden kismi diferensiyel denklemler olup,
analitik yaklagimlar arasinda seriler, degiskenlerin ayrilmasi, Green fonksiyonlar: ve
integral doniistimler en ¢ok kullanilan yontemlerdir.

(3.1) denklemini kiiresel koordinatlarda ve k parametresinin sadece radyal koordinat
r’ ye bagh oldugu durumlarda degiskenlerin ayrilmasi yontemini kullanarak ¢ozecegiz.

Potansiyel enerjinin

V(7T)=V(r) (3.4)

seklinde yazilabilecegi merkezcil kuvvetler igin, zamandan bagimsiz Schrodinger denk-
lemi bu tiir denklemlere ¢ok 6nemli bir 6rnek olusturur.

(3.2) denkleminin r ve (6, ¢) degiskenleri cinsinden
U (r,0,¢) = R(r)Y (6,9) (3.5)

formunda ¢oziimiinii arayalim. Burada R sadece r nin Y ise (6, ¢) nin fonksiyonlar
olup en az ikinci basamaktan siirekli tiirevlere sahip olduklar1 kabul edilmektedir.

V2 kartezyen koordinatlarda,

0? 0? 0?
2 T — — —
Ve = 922 + 92 + 922 (3.6)
seklinde olup
xr = rsinfcos¢
y = rsinfsing
z = rcosf

yardimiyla V? kiiresel koordinatlarda,

10 0 1 0 0 1 0
V2(r,0,0) = =— 1= ————— [ sinf— — 3.7
(r,9,¢) r2or (T (97”) TSm0 00 (sm 88) T sin? 0 9¢? 3.7)
seklinde yazilir. (3.7) ile verilen operator (3.2) denkleminde yerine yazilirsa zamandan

bagimsiz Schrodinger denklemi, kiiresel koordinatlarda

To [P e ey 00| + i [ (o) 0.60)]
1 0

+7’2 sin? 6 W

(R(n)Y (0,0)) + K () R(r)Y (0,¢) =0 (3.8)



bigiminde yazilir. (3.8) denklemini

2

,
R(r)Y (0,9)
ile carpip r bagimlihigi sol ve (0, ¢) bagimlihg sag tarafa gelecek sekilde yeniden diizen-
lersek
1 01,0
N _ ]{Z2 2
R(r)or {T arR (T)} TR )T

B 1 1 oaf[. o 1 Y (0,9)
T sinfY (0, ¢)00 {3111«9%}/ , gb)} ~ sin? QY 0,0) 097

(3.9)

elde ederiz. r ve (0, ¢) birbirlerinden bagimsiz degerler alabildiklerinden, bu denklemin
biitiin r ve (0, ¢) degerleri i¢in saglanmasi ancak her iki tarafinda ayni sabite esit olmasi

ile miimkiindiir. Bu sabite ayirma sabiti denir, A ile gosterirsek (3.9) denklemi

9 | ,0R(r) 27.2 _
o {r r } +7r°k* (r) R(r) — AR (r) =0, (3.10)
ve
1 0. 0Y(0,0¢) 1 0%Y (0, 9)
= Y = A1
sin 6 09 [Sm@ 0 } TaZe ag Y B9 =0 (3:11)
bigiminde iki denkleme indirgenir.
Radyal kismin sagladigi denklem
O | 20R,(r) 27.2 _
o {7‘ R + 7k (r)Re(r) =L (L + 1) Ry (r) =0, (3.12)
seklinde olup,
2m
k2 = ﬁ [E_ V(.ﬁlf,y,Z)]
dir. Burada
Ry (r) = —uEi o) (3.13)
doniigiimii yardimiyla, ¢oziilmesi gereken denklem
n? d*u R (041
— Ot ( ) +V(r)| upe(r) = Euge(r) (3.14)

C2m dr? 2mr?

olarak bulunur. Bu denklemin coziimleri sistemin ac¢isal momentum ve enerji 6zdeger-
lerine bagh olacagindan ug e (r) olarak gosterilmigtir.

Tek elektronlu atom modellerinde potansiyel enerji,

Vir)= _ze (3.15)

r



olarak alinabilir. Burada Z cekirdekteki proton sayisii e’ de elektronun yiikiinii tem-
sil etmektedir. Atom modellerinde elektron cekirdege bagli olacagindan enerji £ < 0
sartim saglayacaktir. (3.14) denklemi seriler yontemi ile ¢oziiliirse ii¢ terimli bir tekrar-
lama bagintisi vereceginden, iki terimli bir tekrarlama bagintisi elde etmek icin denk-
lemin 0 ve oo’ daki davraniglarina bakariz. p = r\/W gibi birimsiz bir bagimsiz
degisken tammlarsak, ¢oziim p — 0 limitinde ~ p*! ve p — oo limitinde de ~ e~* gibi
davranacagindan

upe (r) = p™*e ™ w (p) (3.16)

seklinde bir ¢oziim deneriz. w (p) fonksiyonunun sagladigi denklem de

2m Ze?
Po=\TEl h (3.17)
ve
E p
= =— 3.18
Vi po ( )
tanimlar ile
2w dw
— +2U+1-p)— -2 +1 =0 3.19
P F 20+ 1= ) Tt [y =2+ D]w (319)
olarak bulunur. x = 2p i¢in
d?w dw 1

elde edilir [21].
3.2. Laguerre Diferensiyel Denklemi icin Ag¢ik Coziimlerin Bulunmasi

Bu boliimde homojen ve homojen olmayan Laguerre diferensiyel denkleminin acik
¢oziimleri kesirli analiz yardimu ile elde edilecektir.

Teorem 3.1. y € {y:0# |ye] <00, £ €R} ve ¢ € {1/):07é|1/)§|<oo,§€R}

olsun.
1

wo b RUHD —alty[ga- D] =0 @z G

Laguerre denkleminin
y — {x_<%P0+€+1)€x [wlp()i(z+1)x%p0+z€7:b:| } , (3.22)

’ -1 Z—%Po
R lp —4—1) —=x —x flp +¢ x
y=e {$(2 0=t [(we )*(%Po+€+1)x 2roTe }_1}1 ; (3.23)
3P0t
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y — l,l'{ {x_%p0+£e$ [(1/)$2é+1); +£a’;2p0_é 16—:Ci| } (3'24)
20 -t (1+ P0+5)

ve

y = 7ed% {x%p0+€ex [(wx2£+leiz),lp » x—(%p0+5+l)ez:| (325)
2F0

-1
(o)

seklinde farkl g¢oziimleri mevcuttur. Burada y, = d"y/dz™, (n =0,1,2), yo = y =

y(z), x € C ve {, p, sabitlerdir.

Ispat. i) (3.21) denkleminin her iki yanina N¢ operatoriinii uygularsak
1
V() + N 20+ ) - ol ¥y |G- | b= v o)

elde edilir.

: 1
N (yox) = (yo), = Z Tl _6; F)(n+ 0 (Y2)e_n (),
(Y27)e = Y2reT + Y14¢€, (3.27)
{n200+1) =2} =p1ae 2(0+ 1) — 2] — el (3.28)
{o]sm-v]} =ue5m-ee) (3.20

esitliklerini (3.26) esitliginde yerine yazarsak

3%—@—«ﬂ+n}=wg (3.30)

e+ [€+ 20+ 1) o]+ [

bulunur. & yi

1
=€ (+1)=0

olacak sekilde secelim. Bu durumda
1
€= 2 (C+1) (3:31)
olur. Buldugumuz (3.31) esitligini (3.30) denkleminde yerine yazarsak
1
Yi+dp—eT T Yipy— | 3P0+ C+1—a) =1, (3.32)

elde edilir.
Vg e =0 =0(2) (v="0 1) (3.3)

11



olacak sekilde (3.32) denklemini diizenlersek

1
5P +HL+1 _
q%+ﬁ<11:7———1):¢%owmxl (3.34)

seklinde birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem elde edilir. Bu denklemin
¢ozlimiu

— —(3po+t+1) Lpott, —x
9 = o~ (Grottrl), [z/;%po_(éﬂ)m”o e ]_1 (3.35)

bigiminde olup, (3.35) ¢oziimii ve (3.33) kabulii ile (3.22) ¢oziimii elde edilir.

i)
y=¢"g  (9=g()) (3.36)
olsun.
=19 +e"q (3.37)
ve
Yo = T2 g + 217 g1 + €77 g (3.38)

olur. y ve y’ nin tiirevlerini (3.21) denkleminde yerine yazmakla

G+ (27— Dz +2(0+1)]

bglrr—1)z+@—1)(+1)+ %,00 _ e (3.39)

elde edilir.

7" yu 7 (1 — 1) = 0 olacak sekilde secelim. Dolayisi ile

olur. 7 =0 igin (3.21) denklemi elde edilir. Bu durumda ¢oziim i- deki gibi olur.

7 =1 olsun. (3.39) denkleminden
1
Gpr+alr+2l+1)]+g (5,00 + 4+ 1) = e " (3.40)

elde edilir. (3.40) denkleminin her iki yanina N¢ operatoriinii uygularsak

(g2w)e +{g1 [z +2(£+ 1)}, + {g (%pa + 0+ 1)]5 = (we,x)g (3.41)

olur.

(927)¢ = Gore® + G466, (3.42)

12



{glz+200+ D} = grre [z +2(0+ 1] + g€ (3.43)

{g (%p0+€+1>L:gg (%p0+€+1> (3.44)

esitliklerini (3.41) esitliginde yerine yazar ve diizenlersek

ve

Garet + gure[€ +2(0+1) + o] + ge (;p T+ 1) — (e"),  (345)

bulunur. Burada &’ yi

1

olacak sekilde secersek
1
L <§p0 +4+ 1) (3.46)

olur. (3.46) esitligini (3.45) denkleminde yerine yazarsak

1 —x
91— (Lpp+0)T T 9= (1pp+0) (_§p0 +l+1+ :z:) = (ve )7(%po+£+1) (3.47)

denklemi elde edilir.

I (Rppre) = U= (x) (g = u%pﬁg) (3.48)

olacak gekilde (3.47) denklemini diizenlersek

1
__p0+€+1 o _
u1+u<%+1) = (1/)6 )—(§p0+4+1)x ! (3.49)

bigiminde birinci mertebeden adi lineer diferensiyel denklem elde edilir. Denklemin
¢Ozuimi

o (Epp—t-1) —=x —z —Lpo+e x
u=altn= e [(we) (o, L, o intter] (3:50)

olup, (3.50), (3.48) ve (3.36) yardimu ile (3.23) ¢oziimii elde edilir.

)
y=z"¢  (¢=09(2)) (3.51)
olsun. Bu durumda
Y1 = KT 1P + ¢, (3.52)
ve
Yo =k (K — 1) 2" 2¢ + 262" 1y + 2"y (3.53)

13



olur. y ve tiirevlerini (3.21) denkleminde yerine yazarsak

Gor + P [2(K+ L+ 1) — 2]

+¢{[/~€(KJ—1)—|—2/~€(€+1)]x_1+%p0—(ﬁ—l—l)—/{} = Yx "

bulunur. £’ y1

K(k—1)4+2(l+1)=0

olacak gekilde secersek

k=0, k=—(20+1)

olur. k =0 igin (3.21) denklemi elde edilir, ¢oziim - deki gibi olur.
kK = — (204 1) olsun. (3.54) denkleminde yerine yazarsak

¢25L’ + ¢1 (—25 — I) —+ ¢ (%po + g) — rpr%Jrl

elde edilir. (3.55) denkleminin her iki tarafina N* operatoriinii uygularsak

(@s0)e+ 0 (26— )+ [ (300 + f)L = (),

2
olur.
(P22)e = Poe® + D146k,
(01 (=20 = 2)] = d14¢ (20 — 2) — O£
ve

1 1
esitliklerini (3.56) esitliginde yerine yazar ve diizenlersek
1

elde edilir. & yi
1

olacak gekilde sectigimizde (3.60) esitligi
1 i _ 20+1
¢2+%po+£93 + ¢1+%p0+€ 5/00 —t=r) = (1/’93 )%pOM
bigiminde yazilir.
¢1+%p0+£ =w=uw(z) (Cb = w7<1+%p0+5))
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segimi ile (3.62) denklemini diizenlersek

1oy — 1
wy +w (2'007 — 1) = () 1op+e 7t (3.64)

seklinde birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem elde edilir ve ¢oziimii ile

w =g 2Pt [(wx%“) xépo*g*le"’”] (3.65)

3P0+t -1
bulunur. (3.65), (3.63) ve (3.51) egitliklerinden (3.24) ¢oziimii elde edilmis olur.
iv) Daha 6nce - de (3.51) doniigiimii yardimiyla (3.55) denklemini elde etmistik.

(3.55) denklemi itizerinde

p=e""p  (p=9p(x)) (3.66)
doniigiimiinii yaparsak
¢, =0e""p+ €7y, (3.67)
ve
By = 027" + 20e7 %, + e Fp, (3.68)

elde edilir. ¢ ve tiirevleri (3.55) denkleminde yerine yazilirsa
1
oz + ¢ [(20 =)z =20+ ¢ |(6° —0)z — 200+ 2P0 + 0] = eT"  (3.69)

denklemi bulunmug olur.

Simdi ¢’ y1 02 — 0 = 0 olacak bicimde secelim. Buradan o = 0 ve o = 1 olur.

o = 0 igin (3.69) denkleminden (3.55) denklemini elde ederiz ki bu denklemin
¢Oziimii 214- de oldugu gibidir.

o =1 olsun. (3.69) denkleminde yerine yazarsak

1
0o + iy (. — 20) + ¢ (§p0 — E) = ¥ tle™ (3.70)

denklemi elde edilir. (3.70) denkleminin her iki yanina N*® operatoriinii uygularsak

1
o), + [0y (x — 20)], + —po—L || = (wa* e 3.71
(el o200+ [0 (Gr—0)| =) ey
olup
(902$)g = Poret + 0146, (3.72)
[p1 (& = 20)] = 1y (= 20) + € (3.73)
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ve

(3] =)

esitlikleri (3.71) esitliginde yerine yazilirsa

L —x
Porel + Py (€ — 204+ 6) + @ (5/)0 —{+ f) = (pa®*le),

denklemi bulunur. £ yi

1
5:—§p0+€

olacak bi¢imde segersek (3.75) esitliginden

1 20+1 _—x
902—%P0+€I + 901—%/70'*‘5 <$ - 500 - E) - (¢x € )—%Po'M

denklemi bulunur.

Prlp+e =V =Y (z) (W = U—(l—%ﬂo-f—é))

segimi ile (3.77) denklemi diizenlenirse

3P0+ L

U1—|—U<1—
X

) - (¢I2é+1e—x)_%po+£ 21

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

bi¢iminde birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem elde edilir. (3.79) denklemini

¢ozersek
v = pEPotle [(wx2€+1€f:p) x—(%p0+£+1)ez}

~3po+l -1

(3.80)

elde edilir. (3.80), (3.78), (3.66) ve (3.51) yardim ile (3.25) seklindeki agik ¢oziim

bulunmus olur.

Teorem 3.2. y € {y: 0 # |ye| < 00, £ € R} olsun.

1
wo b D — ] +y 30— (4 D] =0 020
homojen Laguerre denkleminin

y=h {x—(%po-&-f—&-l)ex} ’

5*%/’0

y = he™ {x(%pofffl)e—z}

?
3P0+l

_1
y = ha" {x 2P0 Ze"”}
—(1+3p0+0)
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ve

y = ha"e™ {x%poﬁe’”} (3.85)
(1)

bi¢iminde ¢oziimleri mevcuttur. Burada y,, = d"y/dz", (n=0,1,2), yo =y = y (z),
x € Cve !, py, h sabitlerdir.

Ispat. i) (3.81) denkleminin her iki yanina N¢ operatoriinii uygularsak

N + N G 0 1) =)+ 8 fy |G- | b0 (aso)

elde edilir. (3.27)-(3.29) esitliklerini (3.86) esitliginde yerine yazar ve gerekli diizen-

lemeleri yaparsak

ige +neclH2 (04 1) —al b g =6 - 04D =0 @80
bulunur. & yi
£= 2~ (C+1) (3.89)
olacak gekilde secer ve (3.87) denkleminde yerine yazarsak
Yi4dpo—tT + YLpy o (%pa +/0+1 —x) =0 (3.89)
elde edilir. (3.89) esitligini
Ve =0 =0 (y=Viy,,) (3.90)
olacak sekilde diizenlersek
U+ (w — 1) = (3.91)

seklinde birinci mertebeden diferensiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii
9 = hy~(2r0ttH1) g2 (3.92)
olup, elde edilen (3.92) ¢oziimii ve (3.90) kabulii ile (3.82) ¢oziimii elde edilir.
y=¢e"g  (9=g()) (3.93)
olsun. y ve y’ nin (3.37), (3.38)’ de elde edilen tiirevlerini (3.81) denkleminde yerine
yazarsak
Gr+a|[2r—1)x+2{+1)]

by |7 —1)a+ @r— 1) (C+1) 4 5p0| = O (3.94)
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elde edilir.
(3.94) esitliginde 77 yu 7 (7 — 1) = 0 olacak sekilde segersek

olur. 7 =0 igin (3.81) denklemi elde edilir. Bu durumda ¢6ziim i- deki gibi olur.

7 =1 olsun. (3.94) denkleminde yerine yazarsak
1
ggx+91[$+2(€—|—1)]—|—g(§p0+€—|—1>:0 (3.95)

elde edilir. (3.95) denkleminin her iki yanina N¢ operatoriinii uygularsak

1
(922)e +{g1 [z +2(£+ 1)}, + {g <§p0 +44 1)] =0 (3.96)
3
olur. (3.42)-(3.44) egitliklerini (3.96) esitliginde yerine yazar ve gerekli diizenlemeleri
yaparsak
1
Goye® 4+ Grye [ +2(0+ 1) + 2] + g¢ (§p0 +E+L+ 1) =0 (3.97)

bulunur. Burada &’ yi
1
§=— <§p0 + 0+ 1) (3.98)
olacak gekilde secer ve (3.97) denkleminde yerine yazarsak

1
91,<%p0+z)l’ + gi(%poJrz) (—5100 ti+1+ l’) =0 (399)

denklemi elde edilir.

9 (g0 =0 =u(@ (9= ugpu) (3.100)
olmak iizere (3.99) denklemini diizenlersek

—Lpo+l+1
w2 EEE ) 3.101
o

bigiminde birinci mertebeden adi diferensiyel denklem elde edilir. Denklemin ¢oziimii
T e (3.102)

olup, (3.102), (3.100) ve (3.93) yardimu ile (3.83) ¢oziimii elde edilir.
i)
y=a"9  (o=09(z)) (3.103)
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olsun. y ve y’ nin (3.52), (3.53)’ de elde edilen tiirevlerini (3.81) denkleminde yerine

yazarsak

Gox + D1 [2(K+ L0+ 1) — x]
1
+¢ {[m(f-@— D+2(0+ 1))t + 2P0~ (0+1)— /-@} =0 (3.104)
bulunur. £’ y1
K(k—1)+2s({+1)=0
olacak sekilde secersek
k=0, k=—(20+1)

olur. £ =0 igin (3.81) denklemi elde edilir, ¢dziim i- deki gibi olur.
K= —(20+1) olsun. £’ min bu degerini (3.104) denkleminde yerine yazdigimizda

1
G + ¢y (=20 — ) + ¢ (§p0+£> =0 (3.105)
elde edilir. (3.105) denkleminin her iki tarafina N¢ operatoriinii uygularsak
1
(82 + [61 (=20 — D), + [¢ (5% ¥ f)} 0 (3.106)
3
olur. (3.57)-(3.59) esitliklerini (3.106) esitliginde yerine yazar ve gerkli diizenlemeleri
yaparsak
1
Pyre® + Or e (—20—x)+ o (5/)0 + 10— f) =0 (3.107)
elde edilir. & yi
1
£ = 5po+! (3.108)
olacak gekilde sectigimizde (3.107) esitliginden
1
¢2+%p0+e93 + ¢1+§p0+4 (5% — - 93) =0 (3.109)
elde edilir.
Oy =w=w(@)  (6=w_(1,1,.0) (3.110)
secimi ile (3.109) denklemini diizenlersek
oo — 1
w1+w<2p0 —1) —0 (3.111)
x

seklinde birinci mertebeden diferensiyel denklem elde edilir. (3.111) denkleminin ¢6ziimii
w = ha~2Potet (3.112)
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seklinde olup, (3.112), (3.110) ve (3.103) esitliklerinden (3.84) ¢oziimii elde edilmig olur.
tv) Daha once 74i- de (3.103) doniigiimii yardimiyla (3.105) denklemini elde etmistik.
(3.105) denklemi tizerinde

p=e""p  (p=p(z)) (3.113)

déniigiimiinii yapar, ¢ ve ¢’ nin (3.67), (3.68)’ de elde edilen tiirevlerini (3.105) denk-

leminde yerine yazarsak
1
pot + ¢ [(20 = 1)z =2 + ¢ | (0° —0) & — 200 + SPo L] =0 (3.114)

denklemi elde edilir.

(3.114) denkleminde ¢’ y1 02 — ¢ = 0 olacak bigimde segelim. Buradan o = 0 ve
o =1 olur.

o = 0 i¢in (3.114) denkleminden (3.105) denklemini elde ederiz ki bu denklemin
¢Oziimii #14- de oldugu gibidir.

o =1 olsun. (3.114) denkleminde yerine yazmakla

1
©o + (x—2€)+<p<§p0—€> =0 (3.115)

denklemi elde edilir. (3.115) denkleminin her iki yanina N¢ operatériinii uygularsak

(a2 + L1 (5 — 20)] + {w <%p0 —E)L ~0 (3.116)

olur. (3.72)-(3.74) esitlikleri (3.116) esitliginde yerine yazilirsa

3p0—£+§> =0 (3.117)

PoreT + 014 (=204 E) + @ (2

denklemi bulunur. & yi

1
§=—5p+! (3.118)

olacak bigimde segersek (3.117) esitliginden

1
PoLpgteT T P11y 40 <$ ~ 5Pk~ 5) =0 (3.119)

denklemi bulunur.
Plolpgpt =V =10 (x) ((p = U—(l—%poM)) (3.120)
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segimi ile (3.119) denklemi diizenlenirse

Loo+ 0
v+ v (1 - %) —0 (3.121)

bigiminde birinci mertebeden diferensiyel denklem elde edilir. (3.121) denklemini ¢6-
zersek

v = harotle ™ (3.122)

elde edilir. (3.122), (3.120), (3.113) ve (3.103) yardimu ile (3.85) seklindeki agik ¢oziim

bulunmus olur. Bu ise ispati tamamlar.
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4. SONUC

Fen ve miihendislikte, bir¢cok problemin matematiksel olarak modellenmesinde ke-
sirli analiz ¢cok 6nemli bir yere sahiptir. Bu tezde ilk olarak, Schrodinger denklemine
kiiresel koordinatlarda degiskenlerin ayrilmasi yontemi uygulanarak indirgenmis denk-
lemin radyal kisminindan Laguerre diferensiyel denklemi elde edilmisgtir. Daha sonra
singiiler noktaya sahip, homojen olmayan ve homojen Laguerre diferensiyel denkle-
minin agik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kesirli analizin tanim, teorem ve 6zelliklerinden
faydalanilmistir. Laguerre diferensiyel denklemi singiiler noktaya sahip oldugundan,
bilinmeyen fonksiyonun tiirevi ile polinom fonksiyonun carpimini ihtiva eden terim-
leri mevcuttur. Bu terimlerin kesirli tiirevi genellestirilmis Leibniz kurali yardimiyla

alinmigtar.
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