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BOLUM 1
GIRIS
1.1 KESIiRLI ANALIiZ

Kesirli analiz, 17. yiizyillda Newton ve Leibnitz tarafindan teorik temelleri olusturulan klasik
tirev ve integral kavramlarin1 tamsayir olmayan mertebelere genisletmeyi hedefleyen
matematigin bir dalidir. Kesirli tiirev kavrami ile birlikte dogal olarak su sorular ortaya
cikmaktadir: Bir fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi fonksiyonun egimini veriyorsa yarim
mertebeden tiirevin geometrik anlami nedir? Birinci tiirevi elde etmek igin hangi operatdr iki
kez art arda kullanilmalidir? Bu sorular, ilk olarak 1695 de L’Hospital ile Leibnitz’in
yazigsmalarinda ortaya ¢ikmustir. Sonraki siiregte bircok matematik¢i bu konuya odaklanmis,
ancak uzunca bir siire fazla bir mesafe katedilememistir. Bunun sebeplerinden biri, kesirli analiz
icin matematiksel araglarin mevcut olmamasidir. Diger bir neden ise bu alanin pratik
uygulamalarinin eksikligidir. 19. yiizyildan itibaren ise kesirli analiz teorisinde 6nemli
gelismeler kaydedilmistir: Laplace (1812), Lacroix (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826),
Liouville (1832-1837), Riemann (1847), Griinwald (1867-1872), Letnikov (1868-1872), Sonin
(1869), Laurent (1884), Heaviside (1892-1912), Weyl (1917), Davis (1936), Erdélyi (1936-
1965), Gelfand ve Shilov (1959-1964), Caputo (1969) bu alanda c¢alismalar yapmis
matematikg¢ilerden bazilaridir (Tapdigoglu 2019).

Ross (1975) tarafindan “Kesirli Analiz ve Uygulamalari” {iizerine diizenlenen ilk o6zel
konferanstan sonra kesirli analiz, matematiksel analizin en hizli gelisen alanlarindan biri haline
gelmistir. Cesitli tiirde kesirli diferansiyel denklemlerin birgok uygulamasi hem teorik hem de
pratik nedenlerle bircok matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Ozellikle son 30 yilda hizli bir
gelisim gostermis fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve finans gibi ¢esitli bilimlerde

modellemede giiclii bir arag olarak ortaya ¢ikmustir.

Fiziksel olaylar1 modellerken kesirli tiirevlerin kullanilmasinin klasik tiirevlere gore cesitli
avantajlar1 vardir. Ornegin, kesirli tiirevler hafizali yapiya sahiptir. Tanimindan da gériilecegi

tizere herhangi bir zamanda, zamana gore kesirli tiirevin hesaplanmas1 nceki tiim siireglere



ihtiyag duyar. Aciktir ki fiziksel bir olgunun gergekgi bir modelinin kurulmasi sadece o an ki

bilgiye degil ayn1 zamanda bu olgunun ge¢misteki durumuna da baghidir. (Tapdigoglu 2019).

Hem tam say1 mertebeli tiirevler hem de kesirli tiirevler lineer operatérlerdir. Diger yandan tam
say1 mertebeli tiirevler yerel operatorler iken kesirli tiirevler yerel olmayan operatorlerdir. Sekil
1.1’den de goriildiigii gibi bir fonksiyonun bir noktasindaki tam say1 mertebeli tiirevi sadece
fonksiyonun yerel davranisina baglidir. Bununla birlikte bir noktadaki kesirli tiirevin degeri

fonksiyonun belirli bir araliktaki tiim degerlerine baglidir (Schumer R vd 2009).

C(x)

A
y

(a) (b)
Sekil 1.1 a) Tam say1 mertebeli tiirevler yereldir b) Kesirli mertebeli tiirevler bolgeseldir.

Kesirli analizin giincel uygulama alanlarina 6rnek olarak; viskoelastisite, hafizali malzemelerde
1s1 iletimi, hafizali elektrodinamik problemleri ve anormal difiizyon modelleri verilebilir.
Kesirli integrallerin ve tlirevlerin polimer fizigi, biyofizik, termodinamik, reoloji, kaotik
sistemlere uygulamalar1 Hilfer (2000) tarafindan incelenmistir. Ayrica tipta, biyolojik bir
organizmanin hiicre zarinin kesirli diizeyde elektiriksel iletkenlige sahip oldugu goriilmiistiir.
Son zamanlarda, lojistik denklemi genellestirmek ig¢in Caputo tiirevi kullanilarak kesirli
matematik modeller elde edilmistir. Bu modeller, baz1 kanser tiimorlerinin davranigini ifade

etmesi ag¢isindan onemlidir.

1.2 KESIRLI TUREV TANIMLARI VE ARALARINDAKI ILiSKI

Literatiirde kesirli tiirevler icin gesitli tamimlar verilmistir. Ornegin; Griinwald-Letnikov,
Riemann-Liouville, Caputo ve Riesz-Feller bu tanimlardan bazilaridir. Bunlar tanim olarak
farkli olsalar da hepsi birbiriyle iliskilidir. Griinwald-Letnikov, kesirli tiirevleri tanimlamak i¢in
en agik yaklagimdir. Esas olarak kesirli tiirevlerin sayisal yaklagimlari i¢in kullanilir. Bununla

birlikte kesirli turevleri, kesirli mertebeden farkin bir limiti olarak ele almak matematiksel



karmasiklik nedeniyle uygun degildir. Bu nedenle Griinwald-Letnikov tanimi1 daha ¢ok sayisal
calismalarda kullanilmistir. Riemann-Liouville tanimi teorik ¢alismalarda énemli rol alirken
Caputo kesirli tiirev tanim1 uygulamali problemler igin daha uygundur. Kesirli analizin mekanik
ve ozellikle de viskoelastisitedeki uygulamalar1 ilk olarak M. Caputo tarafindan ele alinmistir.
Caputo tiirevleri, Riemann-Liouville tirevlerinin kullaniminin miimkiin olmadig: fiziksel
olarak yorumlanabilir baslangi¢ kosullarini igeren problemlerin incelenmesine imkan saglar

(Tapdigoglu 2019).

Bu tezde Caputo tiirevi kullanildigindan ve Caputo tiirevini elde etmek i¢in Riemann-Liouville
kesirli tlirev tanimindan yararlanildigindan asagida Riemann-Liouville ile Caputo tiirevi
arasindaki iliski tizerinde durulacaktir. Diger kesirli tiirevlerin sadece tanimlari1 verilecektir.
Giiniimiizde Rieman-Liouville ve Caputo tiirevleri en yaygmn olarak kullanilan kesirli tiirev

tanimlar1 olarak on plana ¢ikmaktadir.

1.2.1 Kesirli Tiirev Tanimlari

Kesirli analiz, tam say1 mertebeli tiirev ve n-kath integral kavramlarini genellestiren ve
birlestiren keyfi mertebeli tiirevler ve integraller teorisinin adidir. Kesirli tiirev tanimlarinda,
Davis (1936) tarafindan 6nerilen ,DZf(t) gosterimi kullanilir. Sabit alt nokta a ve hareketli
tist nokta t ile ,DFf(t) kesirli tirevleri ele alinir. Ayrica, a < t oldugu varsayilir. Bununla
birlikte, hareketli alt nokta ¢ ve sabit iist nokta b ile kesirli tiirevleri ele almakta miimkiindiir.

Bu durum . Df f(t) gosterimi ile verilir (bkz. Sekil 1.2).

f(t) fonksiyonunun, a ve b'nin sonsuz bile olabilecegi [a,b] araliginda tanimlandigin
varsayalim. Dff(t), alt ucu [a, b] araliginin sol ucunda olan kesirli tiirev, sol kesirli tiirev

olarak adlandirilir. Ust ucu [a, b] arahginm sag ucunda olan kesirli tiirev, sag kesirli tiirev

olarak adlandirilir. (Podlubny 1999, s. 88-89).

D1 (0) D5 f (1)

Sol Tiirev Sag Tiirev
l ! I
f(t)’nin “gecmisi” : f()’nin “gelecegi” b

Sekil 1.2 f(t)’nin “ge¢mis” ve “gelecegi” lizerinde islemler olarak sol ve sag tiirevler.



1.2.1.1 Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevleri

f, [a, b] aralig1 iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon ve n — 1 < @ < n (n € N*) olmak
Uzere a. mertebeden sol ve sag Griinwald-Letnikov (GL) kesirli tiirevleri sirasiyla asagidaki

sekilde tanimlanir:

[((t-a)/Rh]
CLDEF(£) = lim h™@ z 0 (5) ree-rh, (1.1a)
[((b—-t)/h]
SEDEf(£) = lim h™a z (—1)" (‘:) £(t +rh). (1.1b)
r=0

1.2.1.2 Weyl Kesirli Tiirevi

0 < a <2 a+# 1olmakiizere Weyl kesirli tiirevi

J_rdi[x@-“f(x)], 0<a<l,
DIf =1 5 (12)
w[xli"“f(x)], 1<a<?2,

seklinde tanimlanir.

1.2.1.3 Riesz-Feller Kesirli Tiirevi

0<a<2(a+1)ve|0| <min{a,2 — a} olmak iizere Riesz-Feller kesirli tiirevi

DEF@): = —[c(@,0) D + c_(a,0) ,DE]f (x) (1.3)

seklinde tanimlanir. Burada cs katsayilar asagidaki sekilde verilir:



sin[(a — 0)m/2]
sin (am)
sin[(a + 0)m/2]

sin (amn) '

(
ci(a,8) =

)

c_(a,0) =

1.2.1.4 Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

f(t) € Ly(a,b) fonksiyonu igin n — 1 < a < n (n € N*) olmak Gzere f’nin a. mertebeden

sol ve sag Riemann-Liouville (RL) tiirevleri sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir:

1 noc L

MDEF©) = s () | - @ (1.49)
1 Ok ’

RLpa f(t)_m(—%) f (r — "1 (1) dx. (1.4b)

1.2.1.5 Caputo Kesirli Tiirevi

n—1<a<n(neNT)ve f,n. mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

f’nin a. mertebeden sol ve sag kesirli tiirevleri sirasiyla

CDEF(E) = j -t (L) oy, (L5a)

DEF(®) = j - oot (- 2) foyar (15b)

olarak tanimlanur.
Bu c¢alisma boyunca sol Caputo kesirli tiirevi igin

cCpna . AQa
aDt ‘_at



gosterimi kullanilacaktir.

Lemmal.l0 < a < 1li¢ing € AC([0,T]) olsun ve ¢(0) = 0 saglansin. O zaman df ¢ tiirevi

[0, T] de hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayrica, 1 < r < %i(;in ofp € L.(a,b) ve

1 [t s
0P =1ta—a atfo (0 D (16)

dir (Xu vd. 2011, s. 1357).

m,n € N i¢cin 3["0l ¢ = 0" "¢ esitligi baz1 kosullar altinda kesirli mertebeden tiirevler icin

de gecerlidir. Bunun i¢in asagidaki lemmayi verebiliriz.

Lemma 1.2 ¢ € AC([0,T]) olsun ve ¢(0) = quo(O) = 0 saglansin. Bu durumda

029%p =09, 0<a+p<1 (1.7)

dir (Xu vd. 2011, s. 1357-1358).

Ispat. Caputo kesirli tiirevinin tanim1 ve Lemma 1.1'den

1 aftafw(n)
0

anBr) — 9
atat(p(t)—r(l_a)at (t—r])“dn
_ 1 1 a (L[ (" '@ . s
_F(l—a)r(1—ﬁ)ﬁfo UO Wdfl(t—n) dn (1.8)
1 1 al

“TA-a)T(1-p)at

T'(@)r'(B)
T'(a+p)

yazilabilir. Burada B(a,f) = olmak tizere (1.8)’de [ i¢in integrallerin sirasi

degistirilirse

— K (p'(T) — _ _ ‘ ’ _ \1-(a+p)
I—jo fo (t—n)“(n—r)ﬁdrdn =B(1—-a,1 ﬁ)JOgo (-1 dt (1.9



elde edilir. (1.9)'u (1.8)'de yerine koyarak, « + f < 1 i¢in Lemma 1.1 ile

Bl-a1-p5) @
I'(1—a)(1-p)at

ozl () = [ j @' (Dt -1 (‘”ﬁ)dfl
A—-a-PRe®)

TQ-a-pat U DR

1 @(t)
F(l —a—-pB)ot U (t —1)2*F dTl
=9 p(t)

elde edilir. Eger a + B = 1 ise ¢(0) = 0 oldugundan
I=BA-a1-p)[ ¢'@dr=B1-a1-pe()
olur. Bundan dolay1

B(1l—a,1-p)

aqb
90, p(t) = T —ard=p5)

@'(t) = ¢'(t)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

1.2.2 Riemann-Liouville ve Caputo Tiirevi Arasindaki Iliski

(1.4a) ve (1.5a) tanimlar1 arasindaki iliskiyi gosterelim. Buradaki iliski 0 < a < 1 araliginda
sol tarafl1 tiirev tanimlar1 igin gosterilecek olup sag tarafl tiirev tanimlari i¢in de benzer islemler

kolayca uygulanabilir.

u € C1[0, T] olsun. Bu durumda integralin temel teoreminden u(x) = u(0) + f: u'(t)dr olur.

Bu ifade (1.4a) da 0 < a < 1 i¢in yerine yazilarak

N fu(0) + [fu'(D)dr
oDiux) = 77— a)aof D7

1 d [ u(0) ) 1 d [[u@dr
T TA-@dr) G-o" t+r(1—a)ﬂo G — D)7

ve buradan t = mx, dt = xdm degisken donilisiimii yapilirsa,



t

u'(t)dr

(- @dx) xd—m) Tra

a B u(0) d 7 xdm 1 d xf
aDt u(x) - T j — a)a!

211+12

elde edilir. Simdi I, ve I, ifadelerini ayr1 ayr1 hesaplayalim:

1
__uw©® d ., a0
0
ifadesi
a—1l=—-a — a=1-aq,

b—1=0—>b=1

dontisiimii ile Beta fonksiyonu cinsinden yazilirsa

u®© d _,_T1-ar@)

h=ti-o&®  Te-o
u(0) (O
B L Ve

elde edilir. Diger yandan

1 d xfotu’(r)dr
(1 - a)ao (x —t)e

1 d [, ([ 1
“r-ai] “O(], o)

ifadesi igin

I

x—t=s — —dt=ds

degisken doniisiimii yapilirsa

1 dg 0 1
12 :ma!u (T) <J;_Ts—a(—dt)>d‘[

EEDE



1 dfx o ledt .
T T(1-a)dx wir o S¢ '
0
X
1 d —a+1|X"T
=——fu’(r) > dt
I'1l—a)dx 1-af,
0

-1 d fu,@wm

r(1—a)ﬁ0 1—a
1 df
=F(2—_a)afu’(r)(x—r)1_“dr

0

oldugu goriiliir. Leibnitz integral formiiliinden

X

1.0 — 0.u(x,0) + f uw' (@)1 —a)(x—1)"%dt
0

1
IZ_F(Z—a)

1 : u'(7)

=F(1—a)0 (x—r)“dT

elde edilir. Sonug olarak, R-L tiirevinde u € C*[0, T] ise

aDgu(x) =L+

B u(0)x=* 1 ; u' (1)
Tl -a) F(l—oc)0 (x —1)2

dt

_u(0)x™
T T(1-a)

+ GDfu(x)
esitligi saglanir. Ayrica u(0) = 0 ise R-L tiirevi Caputo tiirevine esittir, yani

oDfu(x) = gDfu(x)

olur.

1.2.3 Tam Say1 Mertebeli Tiirevin Ozelliklerinin Kesirli Tiirevlere Genellemesi

Kesirli tiirev, klasik tiirevin bir genellemesidir ancak klasik durumda saglanan temel
ozelliklerin bir ¢ogunu kaybeder. Buna oOrnek olarak; geometrik ve fiziksel yorum, iki

fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi ve zincir kuralimi sayabiliriz. O halde kesirli tiirevleri bazi



karmasgik sistemleri modellemek i¢in bu kadar uygun kilan 6zellikler nelerdir? Bu soruya cevap
olarak sunu sOyleyebiliriz: kesirli tiirev yerel bir operatér olmadigi igin yerel olmayan

dinamikler igeren hafizal siireglerin veya sistemlerin modellenmesinde biiyiik avantaj saglar

(Baleanu 2010).

(1.4) ve (1.5) dahil yukarida verilen tiim kesirli tiirev tanimlar1 lineerlik 6zelligini saglamaktadir
ve bu durum birinci tirevden miras olarak alinan tek ozelliktir. Bununla birlikte, klasik tirevle

karsilastirildiginda géze ¢arpan eksikliklerden bazilar1 asagida verilmistir (Khalil vd 2014):

i) a bir dogal say1 degilse, Riemann-Liouville tiirevi D§(1) = 0 esitligini saglamaz. Caputo

tirevi i¢in D (1) = 0 dir.

ii) iki fonksiyonun garpimmin tiirevi igin bilinen klasik formiil saglanmaz:

Dg(fg) # fDg(g) + gDa (f).

iii) Iki fonksiyonun bdliimiiniin tiirevi icin bilinen Klasik formiil saglanmaz:

DE(f) — fD&
pa(f/g) 2 (f) 2f (9)

iv) Klasik tiirev igin bilinen zincir kurali saglanmaz:

DE(f e )(® # f @ (9()g ™ (©®.

V) Bazi kesirli tiirev tanimlar1 genel olarak asagidaki esitligi saglamaz:

DeDBf + Da*Ef,

vi) Caputo kesirli tiirev tanimi, f fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugunu varsayar.

Diger taraftan, tam say1 mertebeli tiirevin dogal bir uzantis1 olarak Khalil vd (2014) de verilen
asagidaki kesirli tiirev taniminin yukarida bahsedilen ilk dort 6zelligi sagladig goriilmektedir.
Bu tanim, polinomlar i¢in diger bilinen kesirli tiirevlerle cakismaktadir.

Tanmmm 1.1 f:[0,00) - R ve t > 0 olsun. O halde f'nin t'ye gore tiirevinin tanimi % =

lim 227 4y Buna gore dd—ttn = nt™ 1 yazilabilir. Oyleyse 0 < & < 1 oldugunda veya

e-0 £

genel olarak a € (n,n + 1], n € N igin a dereceli kesirli tiirev igin benzer bir tanim yapilabilir

10



mi? a mertebeden kesirli tiirev olarak adlandirilan operatérii belirtmek i¢in T, yazalim. a = 1

icin klasik tlireve karsilik gelen T; asagidaki 6zellikleri saglar:

i) Her a, b € R ve T;’den alinan f, g i¢in T; (af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.

ii) Her p € R igin T, (t?) = ptP~1 dir.
i) T1(f9) = fT1(9) + gT:(f) dir.

iv) T, (5) = %f“@ dir.

V) Tiim sabit f(t) = A fonksiyonlari igin T; (1) = 0.

Simdi a € (0,1) mertebeden kesirli tarevin tanimmi verelim. Bu tanim herhangi bir a'y1

igcerecek sekilde genellestirilebilir.

Tamm 1.2 f: [0, 00) — R fonksiyonu verilsin. O halde her t > 0,a € (0,1) i¢in @ mertebeden

f'nin "uyumlu kesirli tiirevi"

ft+et™) —f()

&

T,(F)(®) = lim

seklinde tanimlanir. Eger f fonksiyonu a > 0 i¢in (0, a)'da a-tiirevlenebilirse ve tlir(’g f@

varsa, 0 zaman

@0y = li (@)
F@0) = Jim £@()
olarak tanimlanir.

Asagida a mertebeden f nin uyumlu kesirli tiirevlerini belirtmek amaciyla T, (f)(t) igin
@ (t) yazilacaktir. Eger a mertebeden f nin uyumlu kesirli tiirevi varsa, o zaman basitce f

fonksiyonu a-tiirevlenebilirdir denilecektir. Ayrica T, (tP) = ptP~* dir.
Yukaridaki tanimin bir sonucu olarak, asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 1.3 Eger f: [0, ) — R fonksiyonu t, > 0'da a-tiirevlenebilirse, a € (0, 1] i¢in f, t,

'da sureklidir.

Ispat. Eger

11



1—ay_
e + et = f(tg) = eI,

&

esitligi goz oniline alinirsa

(to+eto™*)—f(to) lim &
& &-0

lgi_r)%[f(to + ety ™) = f(to)] = !ei_f)%
yazilir. Burada h = t}~% olsun. Bu durumda

lim[f (to + h) = f(to)] = £ (t0). 0

ve boylece

}li_r)r(l) f(to +h) = f(to)

olur. Dolayisiyla f, t,'da siireklidir.

Teorem 1.4 a € (0, 1] ve f, g fonksiyonu t > 0 noktasinda a-tarevlenebilir olsun. O halde

1)Hera,b € Rigin T, (af + bg) = aT,(f) + bT,(g) dir.
2) Her p € Rigin T, (tP) = ptP~* dir.

3) Tiim siirekli f(t) = A fonksiyonu igin T, (1) = 0 dur.
) T, (fg) = fT.(g) + gT.(f).

f 9Ta(f)=fTa(g)
5) T (g) == 2

6) Ek olarak, f diferansiyellenebilir ise, 0 zaman T, (f)(t) = tl‘“Z—{(t) dir.

Ispat. 1k ti¢ 6zellik tanimdan agik olarak goriilmektedir. (4) ve (6)'y1 6nemli olduklart igin

ispatini verelim. Sabit t > 0 igin

T.(f9 ) = Lil%f (t+etm™")g(t +g€t1‘“) - f(©)g®)

- ft+etr gt +et?™*) — fO)gt + et ) + fF(Og(t + et?) — () g(¢)

1-a) _ 1-a) _
i <f<t+et ) f(t)g(t+gt1_a)) i it (0

12



= To(f)Olimg (¢t + et™™%) + f()To(9) ()

yazilabilir. Ayrica g, t'de siirekli oldugundan, }ginég(t+ et'™®) = g(¢) olur. Bu, (4) numaral

boliimiin kanitin1 tamamlar. (5) benzer sekilde kanitlanabilir. (6)'y1 kanitlamak i¢in, Tanim

1.2'de h = £t~ ve ardindan & = t“'h yazilabilir. Oyleyse,

(0 =l EHEE :‘) ~f®)
limf(t +h) — f(¢)
h—0 hta-1

_ -ay fE+h)—f()
- a0 h

_ -9
BT ©

elde edilir.

Bazi fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri asagida verilmistir:
1) T,(tP) = ptP~% p € R.
2) T,(1) = 0.
3) T, () = cxl~%e,c € R.
4) T, (sinbx) = bx'~%cosbx,b € R.
5) T,(cosbx) = —bx'~%sinbx, b € R.
1
Ek olarak asagidaki drnekleri de verebiliriz:
: 1 1
i) T, (sm;t“) = cos;t“.
. 1 1
i) T, (cos;t“) = —sm;t“.

i) T, () = ee"”.
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Bir fonksiyonun bir noktada a-tiirevlenebilir olabilecegine ancak tiirevlenemeyecegine dikkat

edilmelidir, f(t) = 2/t buna &rek olarak verilebilir. Daha sonra t > 0 i¢in T1(f)(t) = 1
2
oldugunda T1(f)(0) = tlir(§1+ T1(f)(t) = 1 olur. Ama T, (f)(0) mevcut degildir. Bilinen klasik
2 - 2

kesirli tiirevler i¢in durum boyle degildir.
Bir n dogal sayisi i¢in & € (n,n + 1] durumunda asagidaki tanim verilmektedir.

Tanmim 1.3 a € (n,n+ 1] ve f,t > 0 olmak Gzere t'ye gore bir n-tirevlenebilir fonksiyon

olsun. O zaman, a mertebeden f'nin uyumlu kesirli tarevi

f([al—l)(t + gt([al—a)) — fUal-D(p)
€

T, (F)(t) = lim
£-0
olarak tanimlanir, burada [a], a'ya esit veya bliylik en kiigiik tam sayidir.

Tanim 1.3n bir sonucu olarak, « € (n,n + 1] ve f, t > 0 igin (n + 1)-tiirevlenebilir bir
fonksiyon olmak iizere T, (f)(t) = t{al-®) £Ual () dir,

Khalil vd (2014) de verilen kesirli tiirev tanimi, Rolle teoremi ve ortalama deger teoremi gibi

temel analiz teoremlerini kanitlamay1 miimkiin kilmaktadir.

Teorem 1.5 (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Rolle Teoremi) a > 0 ve

f : [a, b] = R asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun:
1) f, [a, b] lizerinde siireklidir,

i) f baz1 a € (0,1) igin a-turevlenebilirdir,

i) f(a) = f(b).

O halde, f@(c) = 0 olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.

Ispat. f(a) = f(b) oldugunda f,[a,b] iizerinde siirekli oldugundan, bir yerel ekstremum
noktast olan ¢ € (a,b) vardir. Genelligi kaybetmeden, c'nin bir yerel minimum noktasi

oldugunu varsayalim. Boylece

fle+ec™) —f() _ I flc+ect™) = f(o)
= 11m

() — i
F9(e) = lim : :
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olur. Ancak birinci smir negatif, ikinci smir ise pozitif degildir. Bu nedenle f(®(c) = 0 elde

edilir.

Teorem 1.6 (Uyumlu Kesirli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi)

a > 0ve f:[a,b] = R asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun:

1) f, [a, b] lizerinde stireklidir.

i) f baz1 a € (0, 1) igin a-turevlenebilirdir.

O halde, f@(c) = M olacak sekilde ¢ € (a, b) vardir.

lZ lZ

Ispat. Asagidaki fonksiyonu ele alalim:

9G) = f0) = fl@ =52 (Gxe — o).

a

Bu durumda g fonksiyonu Rolle teoreminin sartlarmi saglar. Dolayisiyla g(®(c) = 0 olacak

sekilde ¢ € (a b) vardir. Son olarak T, (i t“) = 1 esitligi kullanilirsa istenen sonug elde edilir.

1.3 TERS PROBLEM

Matematiksel fizikte, bir bolgede denklem ve kosullar verildiginde problemin ¢6ziimiiniin
bulunmasina diiz problem denir (Yildiz 1995). Pratikte karsilasilan dyle problemler vardir ki,
bu problemlerin ¢odziimleri i¢in ayrica ek bilgiye ihtiya¢ duyulur. Ayni ek bilgiye gore
problemdeki denklemin bir veya birkag¢ katsayisini veya sag tarafin1 ya da sinir kosullarindan
bir veya birkagini ¢ozlim ile birlikte bulmak gerekir. Béyle problemlere ters problemler denir.

Ters problemler genellikle kotii konulmustur.

20. yiizyilin baslarinda Fransiz matematik¢i Hadamard, énemli bir fiziksel problemin iyi bir
sekilde ortaya konulmasi gerektigini, yani problemin her zaman verilere siirekli bagli olmasi ve
tek bir ¢oziimiin mevcut olmasi gerektigini savunuyordu. Bu fikir 20. yiizy1l ortalarina kadar
devam etti. Ancak kuantum mekaniginin ortaya ¢ikis, 1s1 iletimi ve jeofizik gibi klasik fizigin
pek ¢ok alanindaki yeni problemler, cok gegmeden matematikgileri ve diger bilim insanlarini
bilimsel bilginin ve matematiksel teorinin sadece iyi konulmus diiz problemlerden ibaret
olmadigma ikna etmistir. Ters problemler teorisi, Tikhonov liderligindeki Sovyetler Birligi

matematikgileri tarafindan gelistirilmeye baslandi. Ozellikle bu teori, meydana gelen fiziksel
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veya biyolojik olaylardan kaynaklanan verilerin Olglimlerinden ve goézlemlerinden diiz
problemin matematiksel modelindeki parametreleri ve verileri belirleme sorununa

odaklanmustir.

Glgcli bilgisayarlarin ortaya ¢ikisindan sonra ters ve kotii konulmus problemler teorisinin
uygulama alani matematiksel yontemleri kullanan hemen hemen tiim bilim dallarina
yayilmustir. Bu tiir problemler manyetik rezonans goriintiileme, bilgisayarli tomografi ve sinyal
isleme gibi bir ¢ok alanda gesitli problemlerin modellenmesinde ortaya g¢ikarlar. Ters
problemlerin ¢o6ziimleri, belirli bir sistem i¢in dalga yayilimmin yogunlugu veya hizi,
elastikiyet parametreleri, iletkenlik, dielektrik gecirgenlik ve manyetik gecirgenlik,
erisilemeyen alanlarda homojen olmayan ortamlarin 6zellikleri ve konumunun belirlenmesi

gibi 6nemli bilgilere ulagsmay1 saglar.

1.4 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 1.4 (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, z € C ve Re(z) > 0 i¢in

oo

I'(z) = J x? le *dx (1.10)

0

integrali olarak tanimlanir. Burada x%~1 = e~V dir ve Re(2) < 0,z # 0,—1,—2, ..., i¢in

yakinsaktir (Samko vd. 1993, s.15).

Gamma Fonksiyonunun Ozellikleri

1) Re(z) > 0 olmak lizere

I'(z) = f x? e *dx
0

(o)
_ A2
=2]x221exdx
0

veya
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Iz) = f |im (%)]_1 dx

0

olarak tanimlanabilir.

2) z € C\{0,—1,-2,-3,...}i¢in I'(1 + z) = zI'(2) esitligi saglanir.
3)n € NiginI'(n) = (n — 1)! esitligi saglanir.

4) z € C\{0,1,2,3, ...} i¢cin I'(1 — z) = —zI'(—2) esitligi saglanir.

5) (Limit Gosterimi) Re(z) > 0 igin

. n!'n?
(z) = e z(z+1D(z+2)..(z+n)

limitini saglar. Gamma fonksiyonunun limit gésterimi asagida verilen,
z

e (@)

gl (1+@)

Euler’in sonlu ¢carpim denklemine esittir.

6) (Weierstrass Tanimi) z € C\{0, —1, —2, —3, ... } olmak iizere Gamma fonksiyonu

esitligi ile de tanimlanir. Esitlikteki y sabitine Euler sabiti denir.
7) Her z € C\{0,—1,—2, -3, ... } i¢cin Gamma fonksiyonu analitiktir.
8) Gamma fonksiyonu higbir zaman sifira esit olmaz.

9) Tam sayidan farkli her z € C i¢in Gamma fonksiyonunun yansima formiilii

Fr2)r(1—2z) =

ve ['(2)['(-2z) = ~ zsin(nz)

/s
sin(mz)
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seklindedir.

10) n € N olmak tizere Gamma fonksiyonu

(n—2)IVm
(3) = "o

seklinde 6zel bir forma sahiptir. Burada n!!, ¢ift katl faktoriyeldir ve

n.(n—2)..53.1, n > 0 tek tam sayt
nll = {n. (n—2)..64.2, n > 0 ¢ift tam sayt
1, n=0,1
seklinde tanimlanir (Weilbeer 2005, s. 36-37).

Tamim 1.5 (Beta Fonksiyonu) Re(z) > 0,Re(w) > 0 igin

B(z,w) = f xZ71(1 —x)" ldx (1.11)
0

ile tanimlanan fonsiyona Beta fonksiyonu denir (Samko et al. 1993).

Teorem 1.7 Beta fonksiyonu, Gamma fonksiyonlarinin cinsinden,

_T@rW)

= ot (1.12)

B(z,w)

seklinde ifade edilir (Samko vd. 1993).

Tanm 16 (Cg(Q) Uzayn) C;°(Q),Qc R®™ kimesinde tanimli sonsuz defa

diferansiyellenebilir ve supportu (suppe(x) = {x | x € 2,¢(x) # 0}) Q nin kompakt alt

kiimesi olan tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir (Mikhailov 1978, s. 10).

Tanim 1.7 (Genellesmis Fonksiyon) C;° (Q) tizerinde asagidaki yakinsaklik yardimu ile verilen

topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayi denir ve D(£2) ile gosterilir:

i) Oyle bir K © 2 kompakt kiimesi vardir ki her k € N i¢in suppg, c K dir.
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i) Her = (ay, ay, ..., ;) ve k = oo D%, (x) - D%p(x) yakinsamasi Q bolgesinde diizgiin

. .. D() .
ise k — oo i¢in ¢, —> ¢ yakinsar denir.

D(2) topolojik uzayinda tanimli, siirekli, lineer fonksiyonellere genellesmis fonksiyon denir.

Genellesmis fonksiyonlar sinifi D'(2) ile gosterilir (Vladimirov 1984, s. 81).

Tanim 1.8 (Genellesmis Tiirev) f € D'(2) olmak iizere f genellesmis fonksiyonunun D¢ f
(genellesmis) tiirevi,

(D*f,9) = (=DI(f,D%), ¢ € D)
esitligi ile tanimlanir (Vladimirov 1984, s. 94).

Tamm 1.9 (H*(2) Uzaylar) H*(Q), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri
L,(2) ya ait olan tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. Bu kiimeye ait bazi 6nemli

ozellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978, s. 121):
i) H* () lineer uzaydir ve H°(2) = L, () olarak tanimlanir.

i) H*(Q), iizerinde tanimlanan

oty = ., | DRGIDF G

|al<k * 2
i¢ carpimina gore bir Hilbert uzayidir. Yukarida verilen i¢ ¢arpim ile tanimlanan norm
1/2
11y = ( > ID"‘fIde)
|a|lsk
bi¢imindedir.
iii) 9Q € C* ise C*(Q) uzay1 H*(2) da her yerde yogundur.
iv) 9Q € Ck ise H*(Q) ayrilabilir uzaydir.

Tamm 1.10 (Sobolev Uzayr) m pozitif bir tam say1, 1 < p < oo ve [|-]|,, de L, () uzayinda bir

norm olmak tizere, uygun her u igin,
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1/p
||u||m,p=( > ||D“u||§) , 1<p<o, (1.13)
o<|alsm

— a
lullmeo =  max ID%ull, (L.14)

seklinde bir ||*|[,5,, fonksiyoneli tanimlansin. Baz1 durumlarda bolgeler ile ilgili ¢ikabilecek
karisiklig1 dnlemek igin ||ul,,,, sembolii yerine ||ull, o de kullanilmustir. (1.15) veya (1.16)

normu ile verilen asagidaki uzaylar Sobolev uzayi olarak adlandirilir:
i) H™P(Q) = {u € C™(Q): |[ullpyp < 00} kiimesinin ||*||;, , normuna gére tamlans,
i) WP (Q) = {u € L,(Q): D%u € L,(Q),0 < |a| <m},

iii) WP (Q) = W™P(Q) uzayinda C5°(Q) uzaymin kapamisi (Adams and Fournier 2003).

Tamm 1.11 (Leibniz Integral Formiilii): Smirlar1 diferansiyel degiskenin fonksiyonlar1 olan

belirli bir integralin tiirevi igin asagidaki esitlik gecerlidir (Abramowitz ve Stegun 1972, s.11):

b(z) b(z)
d d db d
% (f) f(x,z)dx = (f) a—jzrdx +f(b(z),z)E — f(a(2),2) d—CZI. (1.15)
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BOLUM 2

TERS PROBLEMLERIN COZULEBILIiRLIGINE iLISKiN ONEMLi SONUCLAR

VE YONTEMLER

Bu boliimde difiizyon denklemleri igin gesitli ters problemlerin ¢dziimlerinin varlik, teklik ve

kararliligina iligkin bu zamana kadar elde edilmis olan 6nemli sonuglara ve bu arastirmalarda

kullanilan yontemlere yer verilmistir.

2.1 Cheng, Nakagawa, Yamamoto ve Yamazaki (2009)

Cheng, Nakagawa, Yamamoto ve Yamazaki (2009) da

d d
ofu(x,t) =a<p(x)£(x,t)), 0<x<l 0<t<T,

denklemi,
u(x,0) = 8(x),

baslangi¢ kosulu ve

u u
—(0,t)=—(t)=0, 0<t<T,
dx 0x

(2.1)

(2.2)

(2.3)

homojen Neumann sinir kosullari ile birlikte ele alinmaktadir. Burada T > 0,1 > 0 olup & (x)

Dirac delta fonksiyonudur.

(2.2) baglangi¢ sart1 deneylerin x = 0 da odaklanan bir yogunlukta basladigini, (2.3) sinir sart1

ise u¢ noktalarda bir akimin s6z konusu olmadigini ifade etmektedir.

Burada ele alinan ters problem sudur:
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Problem 2.1 (Ters Problem) u(0,t),0 < t < T smur verisinden a € (0,1) tiirev mertebesini

ve p(x) difiizyon katsayisin1 bulunuz.
(2.2) baslangig sart1 nedeniyle (2.1)-(2.3) probleminin bir zayif ¢6ztimii diistiniilmelidir.

Teorem 2.1 Kabul edelim ki p, g € C%[0,1],p,q > 0,a, 8 € (0,1) olsun. Ayrica u fonksiyonu
(2.1)-(2.3) probleminin zayif ¢6ziimii, v ise (2.4) denklemi i¢in yine ayn1 (2.2), (2.3) baslangig-

sinir sartlart ile verilen problemin zayif ¢6ziimii olsun:

0

afv(x, t) = —(q(x)

9
v(x,t)), 0<x<l 0<t<T. 2.4)
0x X

dx
Bu durumda u(0,t) = v(0,t),0 <t <T,T >0 esitligi a = ve p(x) =q(x), 0<x <1

olmasini gerektirir.

Kesirli difiizyon denklemleri i¢in baslangic-sinir deger problemlerinin ¢oziimleri 6zfonksiyon
acilimlar1 veya Laplace donilisiimii kullanilarak formal olarak ifade edilir ve daha sonra bu
¢Ozlimiin tek zayif ¢6ziim oldugu ispat edilir. Ancak burada baslangi¢ sartinin diizgiin oldugu
kabul edilir ki bu durum Dirac delta fonksiyonunu igermez. Bu nedenle eger bir problemde
(2.2) singiiler baslangi¢ sart1 s6z konusu ise burada “zayif ¢6ziim” tanimi verilmeli ve formal
olarak elde edilen ¢dziimiin gergekten de (2.1)-(2.3) probleminin probleminin bu anlamda bir
zaylf ¢Ozimii oldugu gosterilmelidir. Teklik teoreminin ispati baslangic-sinir deger
probleminin zayif ¢6ziimiiniin 6zfonksiyonlar ac¢ilimma ve Gel’fand-Levitan teorisine

dayanmaktadir.

2.2 Liu ve Yamamoto (2010)

Liu ve Yamamoto (2010) da asagidaki sistem igin bir ters zamanli problem ele almistir:

atr  ax?’
u(0,t) = u(mt) =0, t €[0,T] (2.5)

u(x, 0) = uy(x), x € [0, m].

Jayu 0°u
(x,t) € (0,7) X (0, T)

Burada y € (0,1) ve uy(x) de baslangigtaki durum olup
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up(0) = ug(m) =0
uyumluluk sartin1 saglamaktadir.
Burada ele alinan ters problem sudur:

Problem 2.2 (Ters Problem) u(x, T) kesin sicaklik 6l¢iimlerinden elde edilen u® (x) giiriiltiilii

verilerinden, yani § giiriiltii seviyesi i¢in

[P =uC D 2y <6 (2.6)

olmak iizere u(x, t) sicakligmin belirlenmesidir. Ozel olarak, u(x, 0) baslangi¢ durumunun u®

verilerinden belirlenmesi problemi ele alinmistir.

Caputo kesirli tiirevinin, t zamanina gore bir sistemin hafiza etkisini ve kalitsal 6zelliklerini
modelize etmedeki islevi (2.5)-(2.6) ters zamanli probleminin ¢oziimiinde biiyilk Gnem
tasimaktadir. Bu acidan 1s1 denklemi ig¢in klasik ters zamanli Cauchy problemi ile
karsilagtirildiginda kesirli diflizyon denklemi igin baslangi¢ durumunun belirlenmesi daha
kolaydir. Burada temel zorluk 9, ve 8, y € (0,1) operatdrleri arasindaki farktan
kaynaklanmaktadir. Ciinkii t' = T — t doniistimii altinda 0, = 0,/ ve 62’ #* 62’, olmaktadir. Bu

durum logaritmik konvekslik gibi bazi standart araglar1 gegersiz kilar.

2.3 Nakagawa, Sakamoto ve Yamamoto (2010)

Nakagawa, Sakamoto ve Yamamoto (2010) da
ofu(x,t) = (Lu)(x,t) + F(x,t), x€Q,t € (0,T),a € (0,1) (2.7)

kesirli difiizyon denklemini ele almistir. Burada 2 < R™ smirh bir bolge olup 9Q diizgiin
sinirina sahiptir ve d¢ operatori t’ye gore Caputo kesirli tiirevi gostermektedir. Burada L

simetrik diizgiin eliptik bir operatordiir:

n

9 d
(Lu)(x) = Z %<aij(x)a—;(x)) +c(@ulx), x €9,
{ J

ij=1
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a;; = Qj; S Cl(ﬁ),c S C(S—l),

zn: a;j(x)4;{; = lizn: €
i,j=1 i=1

vx € Q,¢, ..., {, € Rolacak sekilde bir u > 0 sabitinin oldugu kabul edilmektedir.

Kesirli difiizyon denkleminin klasik difiizyon denkleminden kesirli tiirevin 6zelliklerinden

kaynaklanan bazi farkliliklar1 vardir ve bu nedenle 6zel olarak incelenmesi gerekir.

a € (0,1) mertebeden Caputo kesirli tiirevine 1. mertebeden Klasik tiirevin bir anlamda

genisletilmesi olarak bakilabilir: Her g € C2[0, T] i¢in
dg
i a = — <t<
Ll_rg Dfg(t) - (), 0<t<T.
Gergekten de kismi integrasyon yardimiyla, keyfi t € [0, T] i¢in @ — 1 iken
1 t
a - = ’ 1-a N\ 1-a 1 ’
DES(O) = 15— (g @e=+ [ (= sg (s)ds) —g'®

oldugu goriiliir.

Ayrica Caputo tiirevi integral ile tanimlandigindan yerel bir islem degildir ve klasik analizin

bazi1 6zellikleri saglanmaz.

Bu makalede (2.7) denklemi
u(x,t) =0, x € 9Q, t e (0,7), (2.8)
u(x,0) = a(x), x €N (2.9)

baslangi¢-sinir kosullari ile birlikte ele alinmaktadir. (2.7)-(2.8) i¢in maksimum ilkesi Luchko
(2009) tarafindan ispatlanmistir. Ek olarak Luchko (2010) da (2.7), (2.8), (2.9) diiz probleminin

iyl konulmuslugu ispatlanmistir.

Nakagawa vd (2010) ise 6zellikle ¢ozlimiin regiilerligi ve niteliksel 6zelliklerini incelemistir.
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Ters problemle ilgili tartismalar i¢in (2.7)-(2.9) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢éziimiiniin
Ozfonksiyonlar yardimiyla formal ifadesine ihtiya¢ vardir. Bu ¢alismada, Fourier metodu ile
verilen ¢oziimiin iyi konulmuslugu gosterilmis ve ters problem igin teklik teoremleri

sunulmustur.

2.4 Sakamoto ve Yamamoto (2011)
Sakamoto ve Yamamoto (2011) de
ofu(x,t) = Lu(x,t) + F

kesirli difiizyon dalga denklemi i¢in bir baslangi¢ sinir-deger problemi ele alinmistir. Burada L
simetrik diizgiin eliptik operatordiir ve katsayilar1 t’den bagimsiz diizgilin fonksiyonlardir. Bu
calismada ilk olarak zayif ¢oziimiin tek olarak var oldugu ispatlanmis ve ¢6zlimiin asimptotik
davranis1 incelenmistir. Burada ispat 6zfonksiyonlar agilimma dayanmaktadir. Ikinci olarak,
a € (0,1) i¢in ters zamanli problemin ¢6ziimiiniin kararliligi ve baslangi¢ degerin belirlenmesi

probleminin ¢éziimiiniin tekligi arastirilmistir.

Sakamoto ve Yamamoto (2011),

ofu(x,t) = (Lu)(x,t) + F(x,t), x€eNte(0,T),0<a<?2 (2.10a)
denklemini,
u(x,t) =0, x € 0Q,t€ (0,7), (2.10b)

siir-degeri ve

u(x,0) =a(x), x €Q, (2.10c)

o;u(x,0) =b(x), xeQ1<a<?2, (2.10d)

baslangic sartlariyla birlikte ele almiglardir.
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0 < a < 1ise (2.10a) denklemi kesirli difiizyon denklemi olarak adlandirilir, eger 1 < a < 2
ise bu durumda (2.10a) denklemine kesirli dalga denklemi adi verilir. Kesirli difizyon
denklemleri fizikte, fraktal geometriye sahip ortamlardaki difiizyon olaylarini tasvir etmek i¢in

Nigmatullin (1986) tarafindan onerilmistir.

Bu c¢alismada (2.10) probleminin ¢oziimii i¢in Ozfonksiyon ag¢ilimi verilmis, ©n
degerlendirmeler alinmis ve ¢oziimiin asimptotik davraniglart incelenmistir. (2.10) probleminin

1yl konulmuslugu tartisilmis ve bu sonuglar bir ters probleme uygulanmistir.

Bu ¢alismada

dfu(x,t) = Lu(x,t) + f(x)p(t), x€Q0<t<T, (2.11a)
denklemi

u(x,t) =0, XxX€IN0O<t<LT, (2.11b)

sinir kosulu ve

u(x,0) =0, x€Q (2.11c)

baslangig sart1 ile birlikte ele alinmistir. Burada

d d
0 0
Lu(x) = Z— ZAij—u(x) + C(x)u(x), X €Q,
- axl- 4 ax]
i=1 j=1
Aij :AjiJl < l,] < d

olarak tanimlidir. Ayrica £ operatdrii Q da diizgiin eliptik operatdr olup katsayilar diizgiindiir:

d
N
i=1

A;; € CH(Q), C € C(Q), C(x) <0, x € Q.

d
Aj;(0&EE,  xeEeRY,
Jj=1

i,j
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Yukarida verilen £ operatorii yardimiyla
(Lw)(x) = (Lu)(x), X €N, D(-L) = H?>(Q) n H}(Q)

lullp-Lyry = (=LY ull,2q). ¥ € R,

D((-L)") = {w € 2@ ) AV @I < oo
n=1

tanimlamalar1  yapilir. Burada ¢, € H*(Q) N H}(Q), A, 0Ozdegerine karsilik gelen

Ozfonksiyondur.

Ek olarak, f verilen bir fonksiyon, x, € Q da verilen bir nokta olsun. Ele alinan kaynak ters

problemi asagida sunulmustur:

Problem 2.3 (Ters Problem) Yukaridaki bagintilar1 saglayan p(t) fonksiyonunun 0 < ¢t < T

araliginda u(x,, t) ek bilgisinden bulunmasi problemi ele aliniyor.

Parabolik denklemler igin bu tiir ters problemler Canon ve Esteva (1986), Saitoh, Tuan ve
Yamamoto (2002) tarafindan incelenmistir. Problem 2.3 i¢in asagidaki kararlilik

degerlendirmesi elde edilmistir.

Teorem 2.2 > 1+% olmak iizere f € D((—L)?) olsun. Ayrica p € C[0,T] icin u

fonksiyonu (2.11a)-(2.11c) problemini saglasin. Kabul edelim ki f(x,) # 0 olsun.

O halde C;, C;; > 0 sabitleri vardir, dyle ki;
C1o||atau(xo,')”c[o,T] = ||P||c[o,T] = C11||agu(xo;')”c[o,T]- (2.12)

Bu teoremdeki f(x,) # 0 sart1 ¢ift tarafli Lipschitz kararliliginin elde edilmesini saglar.
f(xo) # 0 sartinin fiziksel anlami gézlem noktasinin kaynagin icerisinde olmasidir ve bu
durum yani gozlem noktasinin segimi gercek¢i bir yaklasim degildir. Ciinkii pratikte
karsilagilan ters kaynak problemlerinde goézlemci kaynaga ulasamaz. Dolayisiyla, kaynagin

disindan 6lgliim yapilmasi gerekir.
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2.5 Xu, Cheng ve Yamamoto (2011)

Xu vd. (2011) de Kesirli difiizyon denklemi i¢in asagidaki baslangi¢ sinir/deger problemi ele

alinmstir:
1
(63 - 612> u=f(xt), (x,t) € (0,0) x(0,T), (2.13a)
u(x,0) =0, x € (0,0), (2.13b)
u(0,t) = g,(t), u(l,t) = g,(t), te (0,7). (2.13c)

1

2 . 4 B : ] ]
Burada d;sembolii % mertebeden Caputo kesirli tiirevini géstermektedir ve 9, = —, d; = — Ve

at’ ox
f € c([0,T]; L2(0, 1)) dir.

Parabolik denklemler igin uygulanan yontemlere benzer bir yolla, problem (2.13)’iin uygun

¢ozlim siniflari iginde iyi konulmus oldugu kanitlanabilir.

Bu calismada asil hedef u(0,t),0,u(0,t), 0 <t < T bilgisinden ¢o6ziimiin belirlenmesi

probleminin ¢dziimidiir. Kullanilan temel arag ise Carleman degerlendirmesidir.
Carleman degerlendirmesi i¢in asagidaki teorem sunulmustur:

Teorem 2.3 Bir A, > 0 vardir 6yle ki her A > A, igin s > 0 ve C > 0 sabitleri segilebilir 6yle

Ki tim s > s, VeuEHé4'1)(Q) i¢in
1 2 2021731112 4 <3 143114 A2 12 4 o5 36,956 2
(§|atu| + sA%puc|07ul® + s° A u*loful® + s° 1°¢@°u |61 u|
Q
+s7 /’lscp7,u8u2> e?sPdxdt

SCf
Q

esitsizligi saglanir.

2

e®s?dxdt + C e2s?dxdt

1 2
(af + af) Flx, ) fQ If &, 01" (x’to)l
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Carleman degerlendirmesi elde etmek icin gerekli olan kismi integrasyon kurali tam say1
mertebeli olmayan tiirevler i¢in uygulanamadigindan, orijinal kesirli difiizyon denklemini
klasik kismi diferansiyel operatorlii bir sisteme doniistirmek amaciyla Caputo tiirevi iki kez

uygulanmakta ve d, — 97 operatdriine ulasilmaktadir. Daha sonra bu degerlendirme ,0 < t <
T i¢in u(0,t) ve Z—?u(O, t) O<t<T verilerini igeren bir Cauchy probleminde kosullu kararlilig

kanitlamak i¢in kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada yapilan ispat, uzaysal boyutun 2'den biiyiik veya 2'ye esit oldugu durumda gegerli
degildir. Bu nedenle, ele alinan makalede Carleman degerlendirmesinin ¢ok boyutlu
durumlarda yar1 mertebeden bir kesirli diflizyon denklemi i¢in gegerli olup olmadigi konusunda

bir sonuca varilmamastir.

2.6 Yamamoto ve Zhang (2012)

Yamamoto ve Zhang (2012) de bir baslangi¢ kosulu ve Cauchy verileriyle asagidaki kesirli

diftizyon denklemi bir boyutlu durumda ele alinmistir:

(6;/2 — 82 u(x, t) = p()u(x, ), (x,t) € Q,
u(x,0) = a(x), x€(0,)=Q, (2.14)
u(0,t) = g(t), o,u(0,t) =h(t), te(0,T).

Burada

Q={(xt)0<x<[,0<t<T}, Q=(0,0)

olmak tizere Q'da a # 0 ve (0,T)’de g, h Z 0 olacak sekilde a(x), g(t), h(t) verilmektedir ve

aj /2 Caputo anlaminda kesirli tiirev olarak tanimlanmaktadir.
Bu ¢alismada asagidaki problem ele alinmustir:

Problem 2.4 (Ters Problem) u(:, ty),t, > 0 ek bilgisinden (2.14)’deki p(x) katsayismnin

belirlenmesi problemi incelenmektedir.

Coziim ve katsay1 ile ilgili baz1 kabuller altinda, p(x) katsayisinin u(x,ty) ek bilgisinden
belirlenmesi problemi i¢in kosullu kararlilik teoremi ispatlanmistir. Burada kullanilan anahtar

yontem Carleman degerlendirmesidir ancak kesirli difiizyon denklemleri igin Carleman
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5 : : 5 a ot : . ..
degerlendirmesi mevcut olmadigindan, bas kismi Friaiews olan bir denklemi elde etmek i¢in t-

ye gore tiirev alinir.

2.7 Miller ve Yamamoto (2013)

Miller ve Yamamoto (2013) tarafindan sinirli bir  bolgesinde bir kesirli diflizyon denklemi
i¢in baslangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir: dFu = Au + p(x)u olmak tizere, burada d;
Caputo tiirevi ve 0 < a < 2, # 1 dir. Ayrica p(x),x € Q katsayisinin ve kesirli tiirevin
mertebesinin |, o1 verisinden belirlenmesi ters problemi tartigilmustir, burada w < Q bir alt
bolgedir. Baglangic degerinin pozitif ve w alt bolgesinin de d€) siniriin bir komsulugu olmast
sart1 altinda ¢oziimiin tekligi ispat edilmistir. Ispat u ¢dziimiiniin dalga denkleminin ¢dziimiine

doniistiiriilmesi yardimiyla yapilmistir.

Daha agik ifadeyle, bu caligmada

ofu(x,t) = Au(x, t) + p(x)ulx, t), x €N t>0, (2.15a)
u(x,0) = a(x),x € Q, d;u(x,0) =0,x € Q, eger 1 <a<2 (2.15b)
u(x,t) =0,x €0Q,t>0 (2.15c¢)

baslangi¢-sinir deger problemi ele alinmistir. Burada 0 < a < 2,a # 1, ve dF Caputo tiirevini
gostermektedir. « = 1,2 olma durumlar1 parabolik ve hiperbolik denklemlere karsilik
gelmektedir. Burada (2.15a) denklemi heterojen bir ortamdaki anomali difiizyonun bir modeli

olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

(2.15) baslangig¢ smir-deger problemi ile ilgili literatiirde ¢alismalar mevcuttur: Luchko (2009),
Luchko (2010), Sakamoto ve Yamamoto (2011). Ornegin Sakamoto ve Yamamoto (2011)’de
p € C(Q) ve Q dap < 0 olma sart: altinda asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1. durum: 0 < a < 1 icin, eger a € H2(Q) N H}(Q) ise bu durumda (2.15) probleminin bir
tek u € C([0,0); H2(Q) N H3(Q)) ¢dziimii vardir. Ayrica dFu € C([0,); L?()) dur.
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2. durum: 1 < a < 2 igin, eger a € H2(Q) N H(Q) ise bu durumda (2.15) probleminin bir
tek u € C([0,0); H2(Q) N H3(Q)) n C1([0,0); L?(Q)) ¢bziimii vardir. Ayrica 0fu €
C ([0, o0); L?(Q)) dur.

Bu caligmada ilgili katsayilarin pozitif olmadig1 kabul edilmistir. Fakat bu kabulii biraz daha
esnetmek miimkiindiir. Verilen bir p katsayisi ile baslangig¢ sinir-deger problemi direkt problem
olarak adlandirilir. Diger taraftan pratikte p katsayist ve kesirli tiirevin a mertebesi siklikla
bilinmemektedir ve bunlar1 uygun ¢6ziim hakkindaki verilerden belirlemek gerekmektedir. Bu
bir katsay1 ters problemidir ve bu konuyla ilgili olarak Cheng vd (2009), Sakamoto ve
Yamamoto (2011), Xu vd (2011), Yamamoto ve Zhang (2012) tarafindan 6nemli sonuglar elde

edilmistir.

a = 1,2 i¢in katsayr ters problemi, yani hiperbolik ve parabolik tip kismi diferansiyel
denklemler i¢in, Bukhgeim ve Klibanov yontemi genel olarak kullanilmaktadir. Bukhgeim ve
Klibanov (1981)’deki yontem L?-agirhikli bir yaklasim olan Carleman degerlendirmelerine
dayanmaktadir. Bununla birlikte, daha dncede belirtildigi gibi 5, « € N kesirli mertebeden

tirevi icin klasik kismi integrasyon formiili gecerli degildir. Bu nedenle (2.15a) kesirli

diflizyon denklemi i¢in Carleman degerlendirmesi direkt olarak uygulanamamaktadir. a =

)

N |-
W

gibi oldugunda ise bir boyutlu durumda (2.15a) denklemi x’e ve t’ye gore tiirevlerin
mertebelerinin  dogal say1 oldugu durumlara indirgenebilir ve bunlar i¢in Carleman
degerlendirmeleri elde edilebilir. Buna 6rnek olarakta Xu vd (2011), Yamamoto ve Zhang
(2012) deki sonuglar verilebilir. Bu ¢alismalarda, Carleman degerlendirmeleri elde edilmis,

kesirli difiizyon denklemlerindeki fonksiyonlarin bulunmasi ters problemi ele alinmig ve sarth
kararlilik ispat edilmistir. Son olarak Cheng vd. (2013) de « =% oldugunda genel boyutlu
durum i¢in Carleman degerlendirmesi elde etmislerdir. Ancak genel a i¢in genel boyutlarda
Carleman degerlendirmesinin ispat edilmesi ¢ok zordur. Bu sebepten dolay1 a = % veya a’nin

diger 6zel degerleri disinda katsayi ters problemleri i¢in literatiirde bir sonug yer almamaktadir.

Bir boyutlu durum i¢in bile bdyle bir sonug yer almamaktadir.

Bu makalede, (2.15a) denklemindeki p(x), x € Q katsayisinin ve a € (0,1) U (1,2) tiirev
mertebesinin belirlenmesi ters probleminin ¢6ziimiiniin tekligi, u|y,x o1 i¢ verisi yardimiyla
ispatlanmaktadir, burada T > 0 verilmistir ve w € € uygun bir alt bolgedir. Bu sonuca gore,
s0z konusu gozlem verisi sadece p(x) in belirlenmesi igin degil ayrica @ nin belirlenmesi igin

de bilgi saglamaktadir.
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w, 0w D 0Q sartin1 saglayan Q nin bir alt kiimesi olsun. Keyfi secilen M > 0 sabiti ve n diizgiin

fonksiyonu i¢in

Uy = {p W™ (Q);Qdap <0, lIpllyiog <M, pl,=n} (2.16)

kiimesi tanimlansin. Ayrica kabul edelim Ki

a € H3(Q) N HA(Q), Aa € HL(Q) 2.17)
ve
a(x) >0, x € Q\w (2.18)

olsun. Buna gore asagidaki teorem verilmektedir.

Teorem 2.4 a, B € (0,1)U(1,2) olsun. (2.17) ve (2.18) sartlarinin saglandigin1 kabul edelim,
ayrica p, q € Uy, olsun.

(i) Eger w X (0,T) de u(p, @) = u(q, @) ise bu durumda Q da p = q dur.

(i) Ayrica
a<0veya =0, Z0

oldugunu kabul edelim. Eger w X (0,T) de u(p, a) = u(q, B) ise bu durumda Q da a = p ve
p = q dur.

Bu teorem katsay1 ters problemindeki ¢oziimiin tekligini garanti etmektedir. Bunun iginde
(2.18) sartinin kabul edilmesi yani a baslangi¢c degerinin ilgili alt bolgede (yani katsayilarin
bilinmedigi bolgede) pozitif olmasi gerekiyor. Hiperbolik ve parabolik denklemler i¢in katsay1
ters problemlerinde de ayni sarta ihtiyac vardir. Burada sunu vurgulamak gerekir ki T gdzlem

zamani keyfidir. Bu da hiperbolik ters problemlerden farklidir.

Teoremin ispatt u(p,2)(x,t) den u(p, a)(x,t) ye bir integral doniisiimiine dayanmaktadir.
Hiperbolik denklemin ¢6ziimiiniin (yani &« = 2 durumu i¢in) integral doniisiimii yapilarak

parabolik denklemin ¢6ziimiine (yani @ = 1 durumuna) indirgenmesi Reznitskaya doniistimii
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olarak bilinir ve bu doniisim yardimiyla hiperbolik denklem icin katsay:1 ters probleminin

¢Ozlimiiniin tekligi parabolik denklem igin ilgili ters problemin ¢6ziimiiniin tekligine indirgenir.

2.8 Li, Zhang, Jia ve Yamamoto (2013)

Li, Zhang, Jia ve Yamamoto (2013)’de

ayu—a<D()au> 0<x<1 0<t<T
oy~ oax\" N ox) x ’ ’

denklemi
u(x,0) = f(x), 0<x<1
baslangi¢ kosulu ve

u,(0,t) =u,(1,t) =0, 0<t<T

(2.19a)

(2.19b)

(2.19¢)

homojen Neumann sinir gart1 ile birlikte ele almmigtir. Burada f, D € €*[0,1] olup [0,1] aralig:

tizerinde D > 0 kabul edilmistir. Birgok durumda (2.19a) denkleminde kesirli tiirevin mertebesi

ve difiizyon katsayis1 bilinmemekte ve basit olarak da 6l¢iilememektedir. Bu ¢alismada (2.19a)

denkleminde y mertebesinin ve D (x) katsayisinin x = 0 ve x = 1 deki 6l¢iim verilerinden yani

u(0,t) velveya u(1,t),0 <t <T degerlerinden elde edilmesi problemi ele alinmistir ve

¢Oziimiin tekligi ters 6zdeger problemi yardimiyla ispat edilmistir.

Bu amagla

d

d
Lo)(o) = a(u(x)auj(x)), 0<x<1,

D(Lp) = {y € H*(0,1); ¥'(0) =’ (1) = 0},

(2.20)

seklinde L,(0,1) de tanimli bir L, operatorii tanimlanmistir. L, operatOriiniin sadece reel

{1, (D) }en Ozdegerleri oldugu ve
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n—->oo

saglandig1 bilinmektedir. ¢,,(D) fonksiyonlar1 —L, operatériiniin A, (D) ye karsilik gelen ve
¢,(D)(0) =1: — LpA,(D) = A,(D)A,,(D) bagintilarin1 saglayan 6zfonksiyonlaridir.

Sonug olarak asagidaki teklik teoremi verilmistir.

Teorem 2.5 x € [0,1] ve y4,¥, € (0,1) i¢in D;, D, € C?[0,1] ve D, (x),D,(x) > 0 oldugunu
varsayalim. Kabul edelim ki u(yj, Dj), j =1, 2 fonksiyonlari

aYi

t;f’ (x,t) = — (D ()5 (x t)) 0<x<1 0<t<T, (2.21a)
ou; du;
—20,t)==—-2@1t)=0, 0<t<T, (2.21b)
d0x d0x
ui(x,0)=f(x), 0<x<1 (2.21c)

bagintilarin1 saglasin. Ayrica

feH*0,1), f"(0)=#0, f/(0)=f'(1)=0 (2.22)
ve
(f,on(D)) =0, n€N, (f,@n(D2)) #0, n€N, (2.23)

olsun. Eger0 <t < T,T > 0 igin

u(y1,D1)(0,t) = u(y,, D;)(0, 1)

ve

u(y1, D1)(1,t) = u(y,, Dx)(1,t)

ise, 0 zaman x € [0,1]i¢in y; =y, ve D;(x) = D,(x) olur.
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2.9 Li ve Yamamoto (2014)

Li ve Yamamoto (2014), bu galismalarinda, (2.24) bagintilarindan denklemdeki Kesirli

tiirevlerin a; mertebesini ve bazi katsayilarmm belirleme problemini incelemislerdir:

qjafju(x, t) = 0,(p(x) 0, u(x, t)) + c(x)u(x,t), (x,t) € (0,1) x(0,T),

]u(x, 0) =6(x), x€(0,D),

o,u(0,t) =ad,,u(l,t) =0, t € (0,7).

(2.24)

Burada T > 0, [ > 0 sabittir ve §(x) Dirac fonksiyonudur. Denklemde c € C[0,1],c < 0 ve
p € C*[0,1] pozitif bir fonksiyon olup 0 < ay,..a,_4,a, <1,q; >0,j =1,..,n sabit
sayilardir. Baglangi¢ kosulu, x = 0 da odaklanan bir yogunlugun oldugu anlamia gelirken,
sinir kosulu ise her iki u¢ noktada hicbir aki degisiminin s6z konusu olmadigi anlamina

gelmektedir.
(0,T) icinde bos olmayan bir agik aralik I olsun.
Problem 2.5 (Ters problem) Sinir dl¢iimii u(0,t), t € I 'dan kesirli tiirevlerin a; mertebeleri

icin n say1sini, {a]-}?_l mertebelerini ve {q f}?—1 sabit katsayilarini belirleyiniz.

Bu problemin ¢éziilebilirligini arastirmak i¢in ilk olarak L? (0, [) de bir A, operatérii

d d
((Apl/’)(x) = —a(p(x)§¢(x)> —c()Ykx), 0<x<lI

d d
D(a,) = fp e 120,0; 20 = L0 =0}

olarak tamimlanir. Ayrica {4y, @i }y=1, Ap eliptik operatoriiniin bir 6zsistemi olsun. Daha agik
olarak, 0=1,<1,< ---,]lim A = 0, A@, = 4,0, Olup  {@}re,; € H?(Q) sistemi

L?(Q)’nin ¢, (0) = 1 sartin1 saglayan bir ortogonal tabanidur.

Simdi ozsistem {1, }r-, aracilifiyla (2.24)’in zayif ¢ozimil icin asagidaki teoremi

verebiliriz:
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Teorem 2.6 (Teklik) Kabul edelim ki [0, [] iizerinde p > 0,c < 0, p € C2[0,1] ve ¢ € C[0,1]
sartlar1 saglansin. Ayrica u fonksiyonu, (2.24)in bir zayif ¢6ziimii ve v fonksiyonu ise (2.24)

ile ayn1 baslangi¢c ve sinir kosullarina sahip asagidaki (2.25) probleminin bir zayif ¢oziimii
olsun:

z nafjv(x, t) = 0,(p(x)0,v(x,t)) + c(x)v(x,t), (xt) € (0,1) x(0,T),
j=1

(2.25)
v(x,0) =8(x), x€(0,D),

0,v(0,t) = d,v(l,t) =0, t € (0,T).

Burada 0 < f8; < - < B, <1ver;>0,j=1,..,m sabitlerdir. O halde I daki u(0,t) =

v(0,t) esitligi m = n,q; = B; ve q; = 13,j = 1, ...,n olmasin gerektirir.

Ikinci olarak, diizgiin dQ smirina sahip sinirl bir @ € R® bolgesi ele almmustir. Burada T > 0

keyfi bir sabittir. Ayrica ajveq;>0,j=1,..,nign
0<a < <a,<1, (2.26)

olup a;; = a;;, 1 < i,j < d ve Q dac < 0 olarak kabul edilmistir. Buna gore

n a
Z qjafju(x, t) = Z 0;(a;j0;u(x,t)) + c(ulx,t), (xt) € Qx(0,7T),
=1 ij=1 (2.27)
u(x,0) = a(x), X EQ,
u(x,t) =0, (x,t) €00 x (0, T)

baslangig-smnir deger problemi ele alinmustir. (2.27)°de a;; € C 1(Q), c € C(Q) olup

d d
R a@E ¥ €Dyt ERE
i=1 ij=1

sartini saglayan bir u > 0 sabiti vardir.

Burada H2(2) N H1(Q)'da bir A operatorii asagidaki gibi tanimlanur:
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d

AP == Y (@) - P,  x€Q e HI @) nHI(®).

ij=1

{Ak, ©i} =1, A eliptik operatoriiniin bir dzsistemi olsun. O halde 0 < 4; < 4, < -+, Ilim A =
o Ve Apy = Ay, olup {drlre; € H2(Q) N H1(Q), L*>(Q)'mn bir ortonormal tabanini
olusturur.

Burada ele alinan ters problem sudur:

Problem 2.6 (Ters Problem) x, € Q sabit bir nokta ve I c (0, T) bos olmayan bir agik aralik

olsun. a; kesirli tiirev mertebeleri i¢in n sayisini, zaman tiirevlerinin {aj}j_lmertebelerlnl ve

kesirli tiirevlerin {g j};-lzl sabit katsayilarmi u(x,, t), t € I i¢ 6l¢iimiinden belirleyiniz.

Teorem 2.7 (Teklik) Kabul edelim ki Q da a = 0 ve a # 0 olsun. Ayrica a € D(AY) olsun.
Buradaegerd = 1lisey =0ved > 2isey > g — 1 olarak tanimlanir. u fonksiyonu (2.27)’nin

bir zayif ¢oziimii ve v fonksiyonu ise (2.27) ile ayn1 baslangi¢ ve sinir kosuluna sahip (2.28)

probleminin bir zayif ¢6ziimii olsun:

n d

lfz rjatﬁjv(x, t) = Z 0;(a;;0,;v(x, 1)) + c(v(x,t), (x,t) €Qx(0,T),
y= = (2.28)
v(x,0) = a(x), x €Q,
Lv(x, t) =0, (x,t) €00 x (0,7).

Buradar; > 0,i = 1, ..., m sabitlerdir ve

0<fy < <PBm<l. (2.29)

Bu durumda her sabit x, € Q i¢in u(xy, t) = v(xy, t),t €1 esitligi, m =n,a; = B;,q; =

13,1 = 1, ..., n olmasin gerektirir.

Sonug olarak, Li ve Yamamoto (2014)’te noktasal gozlem yoluyla ¢oklu zamansal kesirli
tiirevler iceren diflizyon denklemlerinde kesirli tiirev mertebelerinin ve bazi katsayilarin

belirlenmesi ters probleminin ¢oziimiiniin tekligi arastirnlmistir. Ozfonksiyon acilimi ve
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Laplace doniisiimii araciligiyla, bu problem bazi 6zel fonksiyonlarin ag¢ilimlarinin tekligine

indirgenmistir.

2.10 Jin ve Rundell (2015)

Son otuz yilda, ortalama kareler varyansinin Gauss siirecinden daha yavas veya daha hizli

PR

degistigi diizensiz difiizyon siirecleri genis kullanim alani bulmustur. Makroskobik 6l¢ekte bu
tiir stiregler kesirli diferansiyel denklemlerle tasvir edilebilir. Kesirli tiirev mikroskobik 6lgekte

pargaciklarin hareketinin ya gegmis mekanizmasini ya da uzun siireli etkilesimlerini ifade eder.

Jin ve Rundell (2015) de Q = (0,1) olmak iizere

0%u—SDPu+qu=Ff (xt)eax(T), (2.30)
denklemi ele alinmistir. Burada T > 0 sabit bir zaman olup a € (0,1) ve § € (1,2) dir. Ayrica
a¢ = SDE sembolii a € (0,1) i¢in zamana gére Djrbashian-Caputo tiirev operatdriinii, (C)Df ise

B € (1,2) igin uzaya gore Djrbashian-Caputo tiirevini gostermektedir. y mertebeden sol tarafli

Djrbashian-Caputo kesirli tiirevi
1 X
oDYf = F(n——y)fo (x = )"V F(s)ds, (2.31)

seklinde tanimlanir. Buradan —1 <y <n,n € Nve f € H"(0,1) dir.

Bu ¢alismada iki 6zel fonksiyon olan Mittag-Leffler ve Wright fonksiyonlari ile ayrik kotii

konulmus problemleri analiz etmek i¢in singiiler deger ayrisim yontemi kullanilmastir.

Ilk olarak Q x (0, T] bdlgesinde
Ofu— U, +qu=7f, a €(0,1) (2.32a)

denklemi
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u(0,t) =u(1,t) =0 (2.32b)
homojen Dirichlet sart1 ve
u(0)=v (2.32¢)

baslangic sartiyla birlikte ele alinmustir.
Burada ele alinan ters problem sudur:

Problem 2.7 (Ters Problem) g =u(T) son zaman verisinden v baslangi¢c sartinin

bulunmasidir.

Cozliimi formal olarak elde etmek amaciyla degiskenlere ayirma yontemi ve negatif Laplace
operatoriiniin Q) aralig1 tizerideki {(/1]-,¢ ])} 0zdeger ve Ozfonksiyon ciftleri kullanilir. {qu}
ozfonksiyonlar1 L2(Q) uzayinda bir ortonormal baz olusturur. Bdylece E, p(z) Mittag-Leffler

fonksiyonu yardimiyla
w8 = ) Eay (<469 (v, )5 ()
j=1
¢Ozlimii ve buna bagli olarak g = u(T) verisi
90) = D Eaa (~4T) (v, )5 ()
j=1

seklinde elde edilir. Buradan da v baslangig verisi formal olarak

olarak yazilabilir. « = 1 i¢in

o)

v= z "7 (g, 0;)

j=1
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olur ki, bu durum klasik diflizyon denklemine karsilik gelir. Son esitlik ters zamanli difiizyon
probleminin karakteri ile ilgili 6nemli bir bilgi vermektedir: g verisindeki hata e*7 iistel
carpanina bagli olarak artmaktadir yani problem kotii konulmustur. Ancak kesirli durumda,

E, 1(z) Mittag-Leffler fonksiyonu R™ negatif reel ekseninde sadece lineer olarak azalmaktadir

ve bu nedenle m carpani 4; ye gore lineer olarak biiylimektedir. Bu sonug¢ a = 1
a1\~4j

durumundaki iistel biiyiime ile karsilastirildiginda ¢ok az bir artistir. Ayrica
Ivll2py < cllu(M) gz (2.33)

degerlendirmesi elde edilir.

Ikinci olarak (0, ) X (0, ) bdlgesinde
Ofu—Uy =0, x>0, t>0
denklemi ve

u(x,0) =0 veu(0,t) = f(t)

CaX

baglangi¢-sinir deger sartlari ele alinmistir. Burada |u(x, t)| < c;e i oldugu kabul edilmistir.
Sol smir sartt olan f bilinmemektedir ancak u ¢6ziimii x =L > 0 ara noktasinda

oOlgtilebilmektedir: h(t) = u(L,t). Ele alinan ters problem sudur:
Problem 2.8 (Ters Problem) h giiriiltiilii verisinden, f sinir sartin1 bulunuz.

Bu problem klasik durumda oldugu gibi kuvvetli kotli konulmustur. Ancak sayisal olarak iyi

sonuclar elde etmek miimkiindiir.

Ugiincii olarak ters kaynak problemi incelenmistir. Diflizyon denklemi igin yan smir
verilerinden veya son zaman verisinden f kaynak fonksiyonunun elde edilmesi klasik bir
problemdir. Agiktir ki sinirin bir pargasindan veya son zaman aninda verilen bilgiden genel
kaynak teriminin tek sekilde belirlenmesi boyut farkliliklarindan dolayr miimkiin degildir. Bu
nedenle f kaynak teriminin sadece uzaysal bilesene veya sadece zamansal bilesene bagli kismi
bulunmaya calisilir. Verilerin ve kaynak terimin farkli kombinasyonlarina gore farkli ters
problemler ortaya ¢ikar. Diiz problemin lineerligi goz Onilinde bulundurularak genelligi

bozmadan v = 0 baslangic verisi ve sifir potansiyel g = 0 alinmistir.

40



u ¢oziimiiniin t = T son aninda Sl¢iilebildigi kabul edilerek f kaynak fonksiyonunun uzaysal
veya zamansal bileseninin bulunmasi hedeflenmektedir. Yine degiskenlere ayirma yontemi
kullanilir. Sadece uzay degiskenine bagl bir f(x) kaynak fonksiyonu i¢in, diiz problemin u

¢cozumu
Ot
— _ a_lEaa —:(t —7)% oy d
u(t) ]ZJO“ D5 B o (2t~ D) (F, ;)
o 1
=D (1= Eaa(=4t9) (£.9));
olarak elde edilir ve boylece g = u(T) dl¢iimii

g= i % (1 — Eaa(-479)) (£, 8;)¢;

j=1

bulunur. Her iki tarafin ¢; ile i¢ ¢arpim1 alinirsa f* kaynak fonksiyonunun g verisine gore

temsili ifadesi
0 (g ¢,] (2.34)
f= 2’111 Eq. (- AT“)d)j

j=1
olarak elde edilir. E,;(t) Mittag-Leffler fonksiyonunun R* pozitif reel ekseninde
monotonlugundan
1> Eg1(—4T%) > Eq(—2,T)

yazilabilir ve buradan (2.34) formiiliiniin her T > 0 i¢in iyi tanimli oldugu goriiliir. Ayrica bir

kaynak terimin varligina iliskin sart1 ortaya koyar. Ek olarak

1fl2py < cllgllpzcay

oldugu gosterilebilir. Daha sonra zamana bagli durum yani f (x, t) = p(t)q(x) formundaki bir
f kaynak fonksiyonu ele alinmistir. Burada g(x) bilinen bir fonksiyondur. Ek bilgi ise g =

u(T) dir. Matematiksel olarak, bu tiir ters problemler klasik difiizyon denklemi i¢in bile tam

41



olarak analiz edilmemistir. Burada q(x) teriminin mevcudiyeti dnemlidir. Ciinkii bu terim

olmadiginda teklik bozulacaktir. Bunu agik olarak gormek i¢in (0,1) X (0, T) bdlgesinde
Up = Uy = f(T)

denklemini u(x, 0) = 1 baslangig¢ ve

—u,(0,t) =u,(1,t) =0

homojen Neumann sinir sartiyla birlikte ele alalim. Bu durumda u(x,T) = g(x) = 1 sartim1

saglayan bir ¢coziim u(x,t) = 1ve f = 0 dir. Ancak u(x, t) = cos (%) ve f = %sin%

de

bir ¢oziimdiir. Keza kesirli tiirev durumunda ikinci ¢éziim olarak u = cos (%) ve f de onun

zamana gore o« —mertebeden Djibashian-Caputo kesirli tiirevi olarak alinabilir.

Onceki durumda oldugu gibi
2t
u(t) = Z[ (t — T)“‘lEa,a(—Aj(t — T)“)p(r)dr(q, qu)cpj
— Jo
j=1
yazilir ve buradan g(x) = u(x, T) igin
S
900 = Y [ (=D (4T = D@ (0,9)5 ()
— Jo
j=1
elde edilir. Her iki tarafin ¢; ile i¢ garpimu alinirsa

T
(9.¢,) = (0.9)) fo (T = 0% Eg o(~4,(T — D)p(D)dr

bulunur. @ = 1 durumunda yukardaki esitlik

(9.9)) = (0.6,) j e HT-Dp(1)dr

olur. Son esitlik sonlu-zamanli Laplace doniisiimiine benzemektedir. Buradan ters problem

kuvvetli kotii konulmus olur.
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Sakamoto ve Yamamoto (2011) de p(t) fonksiyonunun belirlenmesi problemi ele alinmis ve

kararlilik degerlendirmeleri elde edilmistir. Cesitli kabuller altinda
lpllcror < cllof gllcrom
oldugu gosterilebilir.

Jin ve Rundell (2015) de ayrica bir ters potansiyel problemi incelenmistir: g = u(T) son zaman

verisi kullanilarak Q) bolgesinde
0fu—uUy +qu=0

denklemi ile homojen Neumann sinir sart1 ve v baglangig sartindan g potansiyelinin bulunmasi

problemi.

Kesirli durumda, Cheng vd (2009) a € (0,1) mertebesinin ve difiizyon katsayisinin yan sinir
Olctimlerinden belirlenmesi problemini ele almistir. Bu ¢alisma kesirli diflizyon denklemi icin
ters problemlerle ilgili yapilan ilk ¢alismalardan biridir ve pek ¢ok ¢alismaya da ilham kaynagi
olmustur. Carleman degerlendirmesinin kullanildigi ¢alismalara ornek olarak Xu vd (2011),

Cheng vd (2013) verilebilir.

2.11 Jiang, Li, Liu, ve Yamamoto (2017)

Jiang, Li, Liu, ve Yamamoto (2017) de, A ikinci mertebeden simetrik eliptik operatér, B(x) =
(bl(x)! b2 (x)l ey bd(x)) ve

Pu(x,t): = Z qjataju(x, t) + Au(x,t) + B(x) - Vu(x, t) (2.35)

j=1
olmak tlzere
Pu=F, (x,t) €0Q,

u=a, (x,t) € Q x{0}, (2.36)
u=0, vedyu=0, (x,t) €9Qx(0,7),
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seklindeki difiizyon-taginim denklemi i¢in bir baslangi¢ sinir deger problemi ele alinmistir.
Yukarida d_4u sembolii A eliptik operatoriine karsilik gelen normal tiirevi gostermektedir. Tek
terimli durum yani m = 1 durumu igin temel teori Luchko (2010) ve Sakamoto ve Yamamoto

(2011) tarafindan gelistirilmistir.

Luchko (2010) maksimum ilkesini, Sakamoto ve Yamamoto (2011) ise iyi konulmuslugu,
analitikligi ve asimptotik davranislar1 ispat etmislerdir. Daha sonra bir¢ok 6zelligi ¢ok terimli

duruma genellestirilmistir.

Literatiirdeki ¢aligmalarin 6nemli kismi sadece simetrik eliptik operatorii igermektedir yani
B = 0 olarak alinmistir. Boyle bir durumda 6zfonksiyonlar sisteminin varligi biiyiik bir avantaj

saglamaktadir.

Ayrica tek tiirli devamlilik (unique continuation) o6zelligi parabolik denklemlerin 6nemli
karakteristik 6zelliklerinden biridir: Bir agik alt kiimede ¢6zlimiin sifir olmasi tiim bolgede sifir
olmasini gerektirir. Tek tirlii devamlilik 6zelliginin kontrol ve ters problemler alaninda da

onemli uygulamalar1 vardir. Ancak kesirli difiizyon denklemleri i¢in bu 6zellik ile ilgili sinirh

calisma yapilmistir. Yani (2.35)’te ; mertebeden kesirli diflizyon denklemi i¢in, m = 1, ; =
%, A = —A olmasi durumunda tek tiirlii devamlilik 6zelligi Xu vd (2011) tarafindan d = 1 igin,

Cheng, Lin ve Nakamura (2013) tarafindan d = 2 i¢in 9, — A? operatoriine gore Carleman
degerlendirmesi kullanilarak ispatlanmistir. (0,1) araligindaki genel tiirev mertebesi i¢in Lin
ve Nakamura (2016) pseudo-diferansiyel operatorlerin hesabmna dayali bir Carleman
degerlendirmesiyle tek tiirlii devamlilik 6zelligini elde etmislerdir. Ancak bu yaklasim homojen

baslangi¢ sartina ihtiya¢ duymaktadir.

Jiang vd. (2017) tarafindan difiizyon-tasinim denklemleri igin zayif tek tiirlii devamlilik 6zelligi
elde edilmistir. Ispat Laplace doniisiimiine, eliptik ve parabolik denklemler igin tek tiirlii
devamlilik 6zelliklerine dayanilarak yapilmaktadir. Bu sonug, parabolik duruma gore daha
zayiftir ¢linkii homojen sinir kosullart gereklidir. Ayrica (2.35)°te F(x,t) = f(x)u(t) olmak
tizere i¢ Ol¢iim verisinden f (x) kaynak fonksiyonunun belirlenmesi ters probleminin ¢éziimiin

tekligi ispatlanmistir. Ek olarak bir sayisal ¢oziim algoritmasi verilmistir.
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2.12 Li, Luchko ve Yamamoto (2017)

Li, Luchko ve Yamamoto (2017) tarafindan asagidaki baslangig-sinir deger problemi cle

alinmstir:

flaf‘ u(®)u(a)da = Lu(x, t) + b(x)u(x,t), (x,t) €2 x(0,T],
u(x,0) = a(x), X €N (2.37)

u(x,t) =0, (x,t) € 002 x (0,T].

Buradaa € L2(2),b € C(2),b(x) < 0,x € 0 ve L operatdrii bir diizgiin simetrik operatordir:

e
0 d
LpGi= ) %<aij(x)g¢<x>), b € HZ(2) 0 HY(®),
ij=1 " J

Bu makalede (2.37) baslangig-sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin varligi, tekligi ve analitikligi
ozfonksiyonlar ac¢ilimi ve Laplace donilisiimii kullanilarak ispatlanmigtir. Ayrica ¢oziimiin
analitikliginin bir uygulamasi olarak i¢ nokta verilerinden agirlik fonksiyonunun belirlenmesi

ters probleminin ¢oztiimiiniin tekligi aragtirtlmistir.

2.13 Kian, Li, Liu ve Yamamoto (2021)

Kian, Li, Liu ve Yamamoto (2021) de Oklidyen bir bélgede ve bir Riemann manifoldunda ¢ok
boyutlu kesirli bir evrim denkleminin bilinmeyen katsayilarinin ve/veya tiirevin mertebesinin

es zamanli olarak bulunmasi ters problemleri incelenmistir.
Bu kapsamda, T € R, := (0, ), a € (0,2) ve a-inci Caputo tiirevi d*
1 b flab(s)

off():={T(Jal — a) J, (t —s)*~lal
f’(t)! a = 1,

ds, a € (0,2)\{1},

seklinde tanimlanmistir. Burada |-| ve [:] swrasiyla taban ve tavan fonksiyonlarini
gostermektedir. Ayrica O € R? (d = 2,3,...) 0Q siur1 CY* den olan sinirli ve baglantili bir

bolgedir.
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Ik olarak, p € L*(Q),a € C*(Q),B = (B, ...,B,) € (L°°(Q))d,c € L*(Q), p ve p sabitler

olmak lizere

pP=p=p, Q‘da
a>o, Q‘da (2.38)
>0, Q‘da

oldugu kabul edilerek kesirli difiizyon-dalga denklemi i¢in homojen olmayan Dirichlet sinir

sartll agagidaki baslangi¢-siir deger problemi ele alinmistir:

pdfu —div(aVu) + B-Vu+cu =0, (t,x) € (0,T) x N,
0fu=0(m=0,[a] — 1), (t,x) € {0} x N, (2.39)
u=ao, (t,x) € (0,T) x an.

Ikinci olarak, (M, g) diizgiin kompakt baglantili bir Riemann manifoldu, u € C*(M),c €
L®(M), u>0, c=0ve

Ay = ptdivguVg,

Laplace-Beltrami operatdrii olmak tizere

ofu — Ay u+cu=0, (t,x) € (0,T) x M,
'u=0(m=0,[a] —1), (t,x)€{0}xM, (2.40)
u=ao, (t,x) € (0,T) x oM

formunda M manifoldu tizerinde bir baslangi¢-sinir deger problemi ele alinmistir.
Kian vd (2021) asagidaki ters problemin ¢dziimiiniin tekligini aragtirmistir.

Problem 2.9 (Ters Problem) u fonksiyonu (2.39) (veya (2.40)) bagmtilarin1 saglasin ve [},
[oue, 0Q (veya M) smirmin agik alt kiimeleri olsun. [0, T] X [}, alt sinir1 {izerinde uygun
sekilde verilen Dirichlet sinir verisi @ i¢in (p, a, B, ¢) (veya (c, u, M)) kiimesinden miimkiin
olan en ¢ok sayida katsaymin ve/veya a mertebesinin [0, T] X [, alt sinir iizerinde verilen tek

d,u 6l¢iimiinden bulunmasi problemi ele alinmistir.
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Burada v, 0Q (veya M) sinirinin birim dis normal vektoriidiir. Calismada kullanilan temel
ara¢ ¢Oziimiin analitikligi olup frekans bolgesinde Dirichlet-Neumann doéniisiimiiniin ve ters

spektral teoremin yardimiyla teklik ispat1 gerceklestirilmistir.

2.14 Yamamoto (2021)

Yamamoto (2021) de asagidaki baslangi¢-sinir deger problemi ele alinmistir:

dfu(x,t) = —Au(x,t), xENO<tT,
U|a ) =0

e (2.41)
u(x,0) = a(x), xXeENO<a<l,

u(x,0) = a(x), d,u(x,0) =b(x), xENI<a<?2.

Burada A operatorii

d

(—Av)(x) = Z 0,(a;()Av(x) + c()v(x), xEQ

ij=1

seklinde tamimlanmus olup a;; = a;;,1 < i,j <n ve c(x) <0 fonksiyonu Q da yeterince

diizgiindiir. Ayrica bir ¢ > 0 sabiti vardir dyle ki her x € Q ve {j, ..., {; € Rigin

d d
> ay0igzo )y & 242)
ij=1 i=1

esitligi saglanir.
a € (0,2) — {1} i¢in (2.41) denklemine kesirli difiizyon denklemi denir.

Bu ¢alismada u nun uygun goézlem verilerinden a mertebesinin ve/veya baslangic degerlerinin

bulunmast ters probleminin ¢oziimiiniin tekligi ispatlanmustur.

[lk olarak, A operatdrii igin D(A) = H2(Q)NHE(Q) tanim bdlgesi belirlenmistir. Bu durumda
A, L?(Q) da pozitif

0<A4,4, .. >
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seklinde Ozdegerlere sahiptir. Ayrica Ker(A—A,) ={v € D(A); Av = A,,v} olarak

tanimlanmig ve bu kiimenin ortonormal bazi {¢ }1<k<q, 0larak alinmistir.

(2.41) baslangig-sinir deger probleminin matematiksel analizi Kian ve Yamamoto (2017),
Kubica vd (2020), Luchko (2011), Sakamoto ve Yamamoto (2011) ve Zacher (2009) tarafindan
yapilmistir. Bu ¢alismalardan 0 < a < 1 icin a € L2(Q)) ve 1< a <2 i¢in a,b € L*(Q)

oldugunda
u € C([0,T]; L2(@))NC([0, T]; H*(Q)NHE(Q)) (2.43)

sartini1 saglayan bir tek u ¢oztiimiiniin varlig1 bilinmektedir. @ € (0,2) — {1} durumu Sakamoto
ve Yamamoto (2011)’de ele alinmis olup & = 1 durumu parabolik denklem i¢in klasik bir

problemdir.

Ters problemde ii¢ farkli veri kullanilmistir:

1) w € Q keyfi segilen bir alt bolge olmak tizere
F(u(,t) =u(, |, 0<t<T.

i) I' € 9Q keyfi secilen bir alt sinir olmak iizere
F(u(,t)) =0,,uCt)lr, 0<t<T.

Burada v(x) = (v,(x), ..., v4(x)), 9Q siir1 x noktasindaki birim dis normal vektordiir.

iii) M € N ve py, ..., pm € L2(Q) olmak {izere

F3(u(-, t)) = (Lpl(x)u(x, t)dx,...,prM(x)u(x, t)dx)

seklindeki dagilimli veri.

Sonuglarin ifadesi i¢in v = v(x, t) asagidaki problemin bir ¢6ziimii olsun:
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(afv(x, t) = —Av(x, t), XENO<t<T,
v|aaxor) =0
v(x,0) = d(x), XENO<KB<T,
v(x,0) = d(x), 9,v(x,0) =b(x), x€N1<BL<2.

(2.44)

Burada @,b € L2(Q) dur.

Teorem 2.8 a,b,d,b € L2(Q) ve 0 < a, B < 2 olsun. Bu durumda, w x (0, T) alt bolgesinde

u=v (2.45)

dir ancak ve ancak Q x (0, T) bolgesinde

a=pveu=v (2.46)
dir veya

u=v=20 (2.47)
dir.

Teorem 2.9 a,b,d,b € L>(Q) ve 0 < a, f < 2 olsun. Bu durumda I x (0, T) alt sinirinda

Oy, U = 0,V (2.48)

dir ancak ve ancak (2.46) ve (2.47) saglanirsa.
Benzer sekilde (iii) verisi i¢in de teklik teoremi verilmektedir.

Teoremler Ozfonksiyon acilimlart ve  Mittag-Leffler fonksiyonlar1  kullanilarak

ispatlanmaktadir.
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BOLUM 3

KESIRLI DiFUZYON DENKLEMI ICIN BiR TERS PROBLEMIN COZUMUNUN
KARARLILIGININ ARASTIRILMASI

Bu boliim Ren ve Xu (2014) ¢alismasi esas alinarak hazirlanmastir.

Bu calismada, difiizyon miktarin1 yani ortamin heterojenligini belirlemek i¢in mevcut sonlu
Ol¢timler yardimryla bir ters katsay1 probleminin ¢6ziilebilirligi aragtirtlmigtir. Bu amagla ilgili
denkleme karsilik gelen tamsayr mertebeli denklemler igin elde edilen iki Carleman
esitsizligine dayali olarak lokal Holder tipi bir kosullu kararlilik teoremi ispatlanmustir.
Carleman esitsizligi, bir kismi tiirevli denklemin ¢oziimii i¢in agirlikli L, uzayinda elde edilmis
olan, ¢6ziimiin tekliginin ve kararliliginin ispati i¢in kullanilan ve bilylik parametre i¢eren bir

esitsizliktir.

3.1 FORMULASYON VE ANA TEOREM

Bu ¢alismada,

1
02u(x,t) = 9y (p()dulx, ), (x,t) €Q (3.1a)

%. mertebeden kesirli diflizyon denklemini

u(x,0) =0, x€Q (3.1b)
baslangi¢ kosulu ve
ou
u(0,t) = hy,1(t), a(o, t) = hy,(t), t€(0,T) (3.1c)
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1

sinir kosullari ile birlikte ele alacagiz. Burada Q = (0,1), Q = (0,1) x (0, T) olup E)Eu gOsterimi

u fonksiyonunun t’ye gore ; mertebeden Caputo anlaminda tiirevini ifade etmektedir.

0 < ty < T olmak iizere asagidaki ters katsay1 problemini ele alalim:

Problem 3.1 u(x, t,) ek bilgisi ve hy ;(t), hy,,(t) Cauchy verisinden p(x), x € Q katsaysi

belirlenebilir mi?

Bu soruya olumlu cevap Cheng vd. (2009)’da verilmektedir. Cheng vd. (2009)’da Gel’fand-
Levitan teorisi kullanilarak, Cauchy verisinin p(x)’i tek tiirlii belirledigi ispatlanmigtir. Ancak
kararliliga iliskin bir sonug¢ verilmemistir. Ren ve Xu (2014)’te ise s6z konusu problem ig¢in bir
lokal Holder kararlilik degerlendirmesi elde edilmistir. Degisken katsayili denklemler igin
Carleman degerlendirmesi elde edilirken uygulanan temel fikir Xu vd (2011) tarafindan sabit
katsayili denklemler icin kullanilan yonteme ve parabolik denklemler i¢in Yamamoto

(2009)’da izlenen metedolojiye dayanmaktadir.

3.1.1 Lokal Holder Kosullu Kararhhk

Bu ¢alisma boyunca, (3.1a)-(3.1¢) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimiinii "u(p)" ile ve
asagida belirtildigi sekilde, benzer bir problemin ¢oziimiinii de "v(q)" ile gosterecegiz. Burada

yardimci problemi:

1
0Zv(x,t) = 0, (q()d,v(x, 1)), (x,t) €Q, (3.2a)

—. mertebeden kesirli difiizyon denklemi

v(x,0) =0, x €N (3.2b)
baslangi¢ kosulu ve
ov
v(0,t) = h, 1 (1), a(o, t) = h,,(t), t€(0,T) (3.2¢)
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siir kosullart ile birlikte ele alacagiz.

Ispat i¢in @ > 0 olmak iizere

HO@) 1= u00: ) [[DIul] ;< o0

j=a
Sobolev uzayi1 ve

c*3(Q) = ¢? ([50, T]; C4(§)) nc? ([50, T]: Cz(ﬁ)), 8o € [0,T],
Cy*(Q) = {u € c**(Q): suppu < Q},

H*3(Q) = H?(8,, T; H*(Q) N HE(Q)) N H3(8,, T; H2(Q) N HE (),
Hy*(Q) = {u € H*3(Q): 0kdtu(., 8,) = aFatu(.,T) = 0,k,1 = 0,1,2}.
seklinde tanimli uzaylar kullanilacaktir.

Carleman degerlendirmesi i¢in d(x) € C 4(5) ve 2 da u(x) = d,d # 0 olmak iizere

P(x,t) = d(x) — Bt — tp)% p(x, ) = eVED, (3.3)

seklinde bir agirlik fonksiyonu tanmimlayalim. Burada; t, € (0,7), f >0 olup "Q," ile

asagidaki sekilde verilen bir lokal alt kiime gosterilmektedir:

Q¢ = {C):y(x, t) > g}, Qe =0 N {t = to}- (3.4)

Uygun 8 > 0 ve d(x) > 0 eger

()l cro,n 4”d(x)||c[0,l]}

ldC)lcpo; <1, > max 2 ) 2
to T

max{ sup Ip(x' t), sup lp(x' tO)} S CD, CD > 0 bll’ Sablttll’,

(x,t)€Qo X€Qe

olarak segcilirse Q. € Q, € Q ve Q. c Qy C ( oldugu goriiliir.
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Denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin katsayist olan p(x)’in bulunmasi problemi i¢in

elde edilmis olan kosullu lokal Holder kararliligina iligskin temel sonug¢ asagida sunulmustur:

Teorem 3.1 p(x), q(x) € H3(Q) pozitif fonksiyonlar ve 6,{p(0) = a,{q(O), j =0,1,2 olmak
lizere; kabul edelim ki u(p),v(q) € H*3(Q) swrasiyla (3.1a)-(3.1c) ve (3.2a)-(3.2c)

problemlerinin ¢oziimleri olsunlar. Ayrica kabul edelim ki x € Q igin d,v(x,t,) >0 ve

hy1(6), hya(t), Ry (t), hyp(t) € H*(O,T) ve

2
F = ur® = b © gy F = G t0) = vC 0,y + F
k=1

olsun. Bu durumda bir g5 > 0 vardir, dyle ki her € < g, i¢in
Ip(x) = qC)ly3(q,, < C(F + M'°F°) (3.5)

esitsizligi 8 € (0,1) ve C( &, 0,) i¢in saglanir.

Burada M = ||[u(.)]| 143 (@) €le alinan problemin ¢dziimii i¢in bir 6n sinirdir. Genel olarak (3.5)

degerlendirmesi ¢6ziim hakkinda boyle bir 6n sart olmaksizin elde edilemez. Bu nedenle burada

elde edilen kararlilik degerlendirmesi kosullu kararlilik olarak adlandirilir.

Agciklama 3.1 Teoremin daha iyi anlasilmas1 i¢in asagidaki agiklamalar1 veriyoruz:
i) (3.1a)-(3.1c) diiz problemi i¢in ¢dziimiin regiilerligi yani u € H*3(Q) olmasi, eger p(x)

katsayis1 ve hy, 1 (t), hy, »(t) Cauchy verileri yeterince diizgiin ve asagidaki

hu,1(0) =0, hu,1(to) = u(0, ty), hu,2 (to) = 0,u(0,ty)

uyumluluk kosullar1 saglaniyorsa miimkiindiir.

ii) Dikkat edilmelidir ki, son gbzlem verisi tizerindeki kabul yani 9, v(0, t,) > 0 olmas1 makul

. 0 .
bir durumdur. z = i olmak tizere;

1
02v(x, t) = 0,(q(x)d,v(x, 1)) ifadesinde her iki yanin x’e gore tiirevi alinirsa

020, v(x,t) = 3y (0:(4(0)0,w(x, 1)) )
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= 0y (axq(x) + 0, %v(x, t))

= 02q0,v + 0,q02v + 0,q0%v + qd3v
= 02qz + 0,90,z + 0,90,z + qo%z

= 0,(q0,2) + 0,q0,z + 02qz

bulunur. Eger x = [’de pozitif sinir kosulu eklersek; yani 0 < t < T i¢in
v —
z(l,t) = a(l, t) = hy,,(t) >0

ayrica z(0,t) = h,,(t) > 0 olsun. v(x, 0) = 0 oldugundan

v
z(x,0) = &(x, 0)=0

olur ve kesirli denklemler i¢in maksimum prensibinden z(x, t) > 0 yani d,,v > 0 elde edilir.
Iil) @ ‘nin agik ifadesi bir sonraki boliimde verilecektir.

Iv) (3.5)’te yer alan Qs, alt kiimesinin yerine, Carleman esitsizliginde kullanilan kesme
fonksiyonu nedeniyle Q) yazilamaz. Bu nedenle (3.5)’teki degerlendirmeye lokal kararlilik adi

verilir.
V) Bu argiiman daha genel olacak sekilde genisletilebilir; yani w cc Q alt kiimesi igin,

€ > 0 vardir oyle ki w < Q3.’dir ve bu nedenle:
Ip(x) = g3y < D) = g3,y < C(F + MP7OF).

3.1.2 Ana Teoremin ispat

Bu bolimde Teorem 3.1°in detayli bir ispatin1 vermeyi amagliyoruz. Kullanilan metodoloji
parabolik denklemler icin klasik bir Carleman esitsizligine dayahdir. Oncelikle (3.1a)-(3.1c)
diiz probleminden (3.2a)-(3.2c) yardimci problemi ¢ikarilarak ana problemimizi ters kaynak

problemine (lineer problemine) indirgeyelim: Baslangic olarak Q ’da

Y= y(x, t) = u(x' t) - v(x, t)! f = f(x) = p(x) - Q(x)

gosterimleri kullanilarak
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agy(x, t) = af(u(x, t) — v(x, t))

= at%u(x, t) — at%v(x, t)
= 0, (p(X) 0 u(x, 1)) — 0, (q(x) O, v (x, 1))
= 0,p(x)0,u(x,t) + p(x)0zu(x, t) — 9, q(x)9,v(x,t) — q(x)0zv(x,t)
= 0,p(x)05u(x, t) — 0xp(x) 0, v(x, t) + p(x)d7ulx, t) — p(x)dzv(x,t)
+ 0, p(x) 0, v (x, t) — 0, q(x)0,v(x, ) + p(X)AZv(x, t) — q(x)dZv(x, t)
= xp(x)ax(u(x, t) —v(x, t)) +p(x)02(ulx, t) — v(x, t))
+ 0, (p(x) — ()0, v(x, t) + (p(x) — q(x))0Zv(x, 1)
= 0,p()0,y(x, t) + p()0y (x, £) + 05 f ()0, v (x, t) + f(x)0Zv(x, t)
= 0, (p(X) 0,y (x,£)) + 0, (f (X) Oy v (x, 1))

elde edilir. Burada

hy (8) = hy1(€) = hy1 (), ha() = hyo(t) — hy2(0)
ve

y(x,0) = u(x,0) —v(x,0) =0, v(x,0)=0

olduguna dikkat edelim. Burada

1

02y (x,0) = 9, (p(x)dy(x,0)) + 3 (£ (x),v(x,0)) = 0

sonucunu elde ederiz. Bu durumda (3.1)-(3.2) katsay1 ters problemi

(62y(x,0) = 0, (P D,y (x, ) + 0. (F QB (x, 1), (x,0) € Q,
J y(x,0) =0, x € Q, (3.6)

d
o =noO, Z0n=no, te 1)

kaynak ters problemine doniistiiriiliir. O halde yukardaki ters kaynak problemi i¢in Lemma 1.2

ile dogrudan hesaplama su sonucu verir:
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1/ 1 1
0ry = 0/ <0tz y) = 07 (0x(p0,y) + 0x(f0,v))

=0, <p6x6§y> + 0, <f6x6§v>
= 0, [P0, {0, (P0xy) + 05 (f0,v)}] + 0x[f0:{8:(q0,v)}]
= 0x[p0,{0,p0xy + POy + 0xf0,v + fOZV]]
+ 0, [f0,{0xq0,v + qOZv}]
= 0, [p0Zpd.y + 0,ppd3y + pOxpd5y + 0}y + pdifoxv + 0y fpdZv
+ poxfozv + fpdiv]
+ 0,[f02q0,v + 0xqf 07v + f0,q07v + qf 03v]
= 0,p07p0xy + p8ipdyy + PA7pdZy + 07ppdZy + 0,p0xpIZy
+ 0,pp0Zy + 0xp0xpIZy + pAZp05y + pOxpdiy + 2p0,pd3y
+p?07y + 0xp0Zf0,v + pdZfO,v + pdfOZv + 87 fpdiv
+ 0, f0,p02v + 0, fpd3v + 0, p0, fO2v + pd2foiv
+ 0, fO3v + 0, fpI3v + fO,pO3v + fpogv + 0, f02q0,v
+ f03q0,v + f02q02v + 02qf 020 + 0,q0,f02v + 0,qf 03V
+ 0, f0,q02v + f02q02v + f0,q03v + 0,qf 03V + qO,fI3v
+ qfoiv
= p?0gy + 4pdpdiy + (3(3Zp)p + 2(0xp)*) 95y
+ ((02p)p + (92p) (9xp))0xy + PO, VIZf
+ (Bpdgv + 0xpdxv)dZ f
+ (Bp + Q)03v + 2(0,p + 0,q) 02V + 02q0,v)0y f
+(( + @)02v + (0xp + 30,q)93v + 302q0Zv + 33 q0,v)f. (3.7)

Burada y(x, 0) = 0 ve y(0,£) = hy(£), 22 (0,t) = h,(¢)"dir

(3.7) denklemi sabit bir t = t; zamani igin f(x)’e gore ti¢lincii mertebeden bir diferansiyel

denklem olarak diisiiniilebilir; 6rnegin:
a(x) = u(‘xl tO) - U(x, tO) = )’(x; to), b(x) = U(x, tO)' x € Q.

(3.7) denklemi asagidaki denkleme indirgenebilir:
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Pyo f :2 pd,baif + (3pdZb + 0xpd,b)o5 f
+ ((Bp + q)33b + 2(0,p + 0,q)2b + 02q0,b)d. f
+ ((p + Q)02b + (0xp + 30,q)33b + 302qd2b

+02q0,b)f
= 0,y (x,ty) — p*0ya — 4pdypdia — (3pdip + 2(0,p)*)d7a
— (p03p + 07p0yp)o,a. (3.8)

Basitlik a¢isindan, (3.8)’deki katsayilar i¢in asagidaki diferensiyel operatorleri tanimlayalim:
(C3 (X) = pax'
C(x) = 3pa)§ + 0xp0y,

Cy(x) = Bp + q)03 + 2(0xp + 0,q) 0% + 07q0,,

\Co(x) = (p + q)03 + (0xp + 30,q)0; + 307q0% + 05 q0,.

Boylelikle, (3.8) yeni denklemi igin uygun bir Q alt kiimesinde f ye gore bir Carleman
esitsizligi elde etmemiz gerekir.

P, q Ve u, v’nin (sonug olarak a, b’nin) regiilerligi hakkindaki 6n kabule dikkat edelim. (3.8)’de
en yiiksek mertebe tiirev igeren 93 f” in pd, b katsayisinin pd, b € H3(2) sartin1 sagladigini
gorliyoruz. Ancak daha diisiikk mertebeden tiirevleri igeren diger terimlerdeki katsayilar
sinirlidir. Bu durumda

Lg = L3(x)6,?g + Lz(x)afg +Li(x)0, g+ Lo(x)g (3.9)

seklinde tanimli 3. mertebeden bir genel £ diferansiyel operatorii i¢in asagidaki Carleman
esitsizligi elde edilir. Burada L3 (x) € H3(2), L;(x) € L®(2),j = 0,1,2’ dir. Ek olarak agirlik
fonksiyonunu asagidaki sekilde ifade edelim:

(x,ty) = eMX) Y(x,ty) = d(x), ulx) = dd(x).
(3.9) formunda bir Carleman esitsizligi i¢in asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.2 Kabul edelim ki g(x) € C5°(Q) ve suppg € D < Q olmak iizere (3.9) saglansin.
Ayrica her x € D igin

ulx) #0, Ly(x) #0

olmak iizere bir s; > 0 ve C > 0 sabiti segebiliriz; dyle ki her s > s; i¢in:
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f (102917 + 5%102g1* + 5°10,g)* + s*|g)?)e?* ™0 dx

D (3.10)

< Cj |Lg|?e?s¢(:to) dx
D

saglanir.
Ispat Bu ispat ii¢ adimdan olusmaktadir.

Adim 1 Ik olarak Pg = 0, g birinci mertebe diferansiyel operatérii igin Carleman esitsizligini
ispatlayalim.

w=e%giseg=-e%w
oldugundan g, Pw da yerine yazilirsa

Pw =e’%%0,.g
=e%%0, (e %%w)
= eS¢ (—swo,pe ¢ + e 5?0, w)

= —swo,@ + 0,w
elde edilir. O halde
IPWIIZ ) = 1=swieliZ2 ) + 10:Wl1Z2py + 2(—sW, Wy

yazilabilir. Dikkat edilirse

S 2732
(—swo, @, 0,w)p = Eflwl i pdx

ve
02¢p = 12eM(0,)? + 1oy (3.11)

esitlikleri saglanir. Ayricayp € C*(Q) ve 9,y # 0 varsayimu ile, A yeterince biiyiik secilebilir,

dyle ki d2¢ > 0 olur. Daha sonra 92 g’ye ayn1 islemleri uygulayarak sunlari elde edebiliriz:
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f (10,9)% + s?lgl?)e??dx < Cj |0,91%e*%dx, (3.12)
D D

f (102g|? + s%|0,g1?)e?s?dx < C.f |02g|?e?5?dx. (3.13)
D D

Adim 2 Simdi, (3.9)’daki bas terime gidelim; burada L;(x) € H3(2) & C?(Q) olmak iizere
Log = L3(x)03g olsun. Bir énceki adima benzer sekilde, § = d2g olsun, w = e5?§ olarak

diisiindiigiimiizde:
PW = e5?L3(x)0,§ = 5P L3 (x)0, (e 5¢W) = —sL3(x)Wd, @ + L3 (x)0, W

yazilabilir. O halde

~ 2 —~ g ~ ~
”PW”LZ(D) = ||_SL3(x)Wax¢||i2(D) + ||L3(x)axW”22(D) + 2(—=sL3(x)W0,, L3(x)0,W)p

ve

~ ~ S 2 ~
(=sL3(x)W0,, L3(x)0,W)p = 2 (J (L3 (x)) w20z pdx + 2 f L3(x)0,L3(x) WZ) Oxpdx
D D
oldugu goriiliir. Burada d,¢ = Ae*¥ a1 ve (3.11)’e dikkat edelim. Boylece yeterince biiyiik 1
igin

f (102g]% + s?|02g|?)e*%dx < Cj |Log|?e®¢dx (3.14)
D D

bulunur. Sonug olarak, yeterince biiyiik s > 0 ‘1 segerek (3.12)xs2+(3.13)xs+(3.14) seklinde
bir hesaplama ile

j (102g]2 + s2(02g 2 + 53[0, g ]2 + s*1g]2)edx < C j |£og]2e?50dx
D D

elde edilir.

Adim 3 Son olarak;

60



1£0g1? < 2 (1£g) + |L ()22 () + Ly ()0, g() + Le()g@)|*),

dikkate alindiginda, (3.10) kolayca ispatlanabilir. L;(x) € L* () oldugu i¢in, L,(x)02g(x) +
Li(x)d, g(x) + Ly(x)g(x) yeterince biiylik s parametresi ile (3.10)’un sol tarafina dahil

edilebilir.

(3.10)’da s’ye iliskin agirlik fonksiyonunun mertebesinin dogrudan L; (x)d3 g i¢in elde edilen
klasik Carleman esitsizliginden farkli oldugunu gérmekteyiz. Ancak, Teorem 3.1’deki ana

sonug acisindan ¢ok biiyiik bir fark yaratmamaktadir.

Simdi (3.8)’teki f(x) i¢in bir degerlendirme elde edelim. Lemma 3.2’de verilen Carleman
esitsizligini uygulamak igin fonksiyonun kompakt bir supporta sahip olmasi gerektiginden, bir
kesme fonksiyonu tanimliyoruz: X (x,t) € C;°(Q),0 < X <1,

1, x€Qy,
X(x,t) = (3.15)
0, x € Q\Q,.

Burada; Q. ve Q,, sirasiyla (3.4)’teki gibi tanimlanir. Eger

QezQen{tztO}

durumu dikkate alinir ve X' f, (3.8)’in sol tarafinda f nin yerine yazilirsa,
Py o (Xf) = C3b03(Xf) + C,b02(Xf) + C1bd, (Xf) + Cob(XS) (3.16a)
elde edilir. Ayrica
0,(Xf) =0, X.f + X0,f, (3.16b)
02(Xf) = 0x(02(X[)) = 0 (09X f + X0 f)
= 02X.f + 0, X.0.f + 0,X.0,f + X.0%f

= 02X.f + 20, X.0,f + X.02f,
(3.16c)
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03(XSf) = 0, (02(Xf)) = 0, (d2X. f + 28, X. 0, f + X.02f)
= 03X.f 4+ 02X.0,f +202X.0,f + 20, X.02f + 0, X.0%f
+ X.03f
= 03X.f +302X.0,f + 30, X.02f + X.33f (3.16d)

tirevleri (3.16a) ifadesinde (3.16b), (3.16¢) ve (3.16d) yerine yazilirsa

Py o (Xf)

= C3b[03XCF + 302XD,f + 30, X0Lf + XB2f] + Cub[02XS + 20, X0, f + XO2f]
+ Cyb[3,Xf + X0, f] + Cob(Xf)
= XC3b03f + X Cybd2f + X C1bd,f + X Cobf + 3Csbd, X02f
+ (3C3b02X + 2C,b0, X) 0, f + (C3b03X + C,bAZX + C, b, X)f
= XPyof

+ 3C3bd, X Of + (3C3b0ZX + 2C;b0,X)8,f + (C3bOZX + C;bOZX + €13, X)f  (3.16)
g3(ai‘x’anCx'axx’a}ch'axfrf'axp!p!aazfq'axqrq'a)?éb'a)zcb’axb)

bulunur.

X fonksiyonunun tanimindan, g;’tin Q,.’de sifir oldugu ve sadece Q,\Q,.’de var oldugu

gortlir.
Ayrica Teorem 3.1°deki p, q, b fonksiyonlarinin regiilerligi ve Sobolev goémme teoreminden
193(87X, 02X, 0, 0%f, 0xf, f,0xp, D, 074, 04, q, 3 b, 05D, 0,b)| < CM

esitsizligine ulasilir. Burada; x € Q,\Q,, olup Teorem 3.1’deki M sabiti kullanilir. Boylece,

Lemma 3.2°deki Carleman esitsizligini (3.16)’daki Py o (X f)’e uygularsak tiim s > s; i¢in

IFCENI + 520X + s310, (X + 5*1(XF)|2)e? 0@ dx
Q.

< C.l- (XPO of)ZeZS(p(x,to)dx + CeZSexp(Zle)f |g3|2dx
Q¢ Qe\Q2e
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<C | X?|0py(x,ty) —p*dsa — 4pd,pdia — 3(07pp + 2(0,p)*)dza
Q.

— (0ipp + 07p0xp)dyal?e?* ¢t dx

+ CeZSexp(z/ls) J |93 |2dx
Q\ Q2

(3.17)

<C| |0:y(x, t0)|2325<ﬂ(x,to)dx + CeZSexp(/1<1>)||a”1214m£) + Ce2sexp(24e) 2
Qg

elde ederiz. Simdi [ [0,y (x, to)|?e?s¢®to)dy ifadesi icin bir degerlendirme yapmamiz

gerekir. Bu amagla Xu vd (2011)’de elde edilen Carleman esitsizliginden faydalanabiliriz.
Ancak mevcut duruma uygun olmasi igin, 07y (x,t) ikinci mertebe tiirevi igin baska bir
diferansiyel denklem bulunmalidir. Bundan 6nce, Lemma 3.3’te (3.1) i¢in ikinci bir Carleman

esitsizligi verilecektir.

Lemma 3.3 (Tu i¢in Carleman Esitsizligi)

T =0, — p?03 — 4p0,pd3 — (3(97p)p + 2(9,p)*)97 — ((0Zp)p + (97p)(9:P));

olmak iizere, bir A, vardir dyle ki her 1 > A, i¢in s, Ve C sabitleri secilebilir dyle ki
L G |0,ul? + sA%@|03u|? + s32%@3|02u|? + s> 1°p>ub|o,u|? + S7AS¢7|u|2> e?sPdxdt

< CfQITuIZeZS‘dedt

esitsizligi tim s > sy ve u € Cg 2 (Q) igin saglanir.

Ispat. 11k olarak,

Tu = 0,u — a,(x)0gu — az(x)03u — ay(x)92u — a, (x) 0 u — ag(x)u

olmak iizere

a,(x) € C3[0,1] ve infa,(x) > 0, az(x), a,(x),a,(x),ae(x) € L°(0,1)

sartlar1 saglansin. Aciktir ki, Lemma 3.3 igin, a,(x) = p?, az(x) = 4po,p, a,(x) = 3pdip +
2(0,p)% a,(x) = pd3p + 0,pd2p ve ay(x) =0 olarak almmas: yeterli olur. 7 nin ana

bolimunt
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Tou = 0,u — a,(x)0fu
ile gosterelim. Lemma 3.3’ ispat etmek igin, ana kisim olan 7 i¢in
1 2 =7121A3,,12 =3974172,,12 =576 2 =778 2
J. (§|atu| + 54|10 ul” + §°A*|0gul* + §°A°|0,u|” + §7A°%|u] )dxdt
Q

(3.18)
< Cfl%ulzezs"’dxdt,
Q

formunda bir esitsizlik elde etmeliyiz. Burada § = s (x) ve 1 = Au(x)’dir.

Ikinci olarak, w = e5®u ve Pw = e5? (0, — a,(x)93)(e*?w) olsun. 9,¢ = Apu,d,¢p =
—2L(t — ty)Ae oldugundan

es?d.(e™5%w) = 2sB(t — ty)Apw + 0w
ve

e5¢(a,(x)0g(e~5%w))
= a,(x) (6§W — 45103w + (65212 + 0(5‘1§212)) 0Zw

— (4538 + 0(s71531%) ) dw + (542 + 0(s715%74) ) w)

yazilabilir. Bu nedenle, (ST’, i) parametrelerinin mertebesine gére Pw’ yi iki terime bolebiliriz:

Pw = P,w + P,w, burada:
Piw = —a,(x)0gw — a,(x) (65212 + 0(5‘1§212)) 02w — a,(x) (5414 + 0(5‘15414)) w,
P,w=0,w + 4a,(x)5103w + a,(x) (45313 + 0(5‘1§3i3)) O W.

Q tizerindeki i¢ ¢carpimi
(f,9) = ff(x. t)g(x, t)dxdt
Q

olmak tzere
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9
(Piw, P,w) = Z]k
k=1

ifadesini hesaplayalim. Asagida, (s, 4) yeterince biiyiik oldugu zaman sinirli olan fonksiyonlar
bj(x,t) ve b(x,t) ile gosterilmistir. O halde A > 1,s > 1 biiyiik parametreler olmak iizere,

kismi integrasyon yontemi kullanilir ve u € Cg°(Q) oldugu goz 6niinde bulundurulursa

J1 = (040w, 0,w) = j

a463W6x6twdxdt+]axa46,§watwdxdt
Q Q

1
= Ejat(a4)|6,§wlzdxdt +f@£a46,fwatwdxdt + ZJOxa46,§W6twdxdt
Q Q Q
= f6§a46,?watwdxdt + Zfaxa46,§watwdxdt
Q Q

é]11 +]12 (319)

elde edilir. Burada

oW = Pow — 4a,$103w — a, (45313 + 0(s_1§313)) 0w

= P,w — 4a,5103w — 453 23a,(1 + s~'b,)0,w

oldugundan
Jig = JQ 02a,02w(P,w — 4a,5103w — 4532%a,(1 + s~ 1b,)d,w)dxdt = | + ] 4 j&
bulunur. ¢ kiigiik pozitif bir sabit olmak iizere

|]1(?| = ‘ j 02a,02wP,wdxdt
Q

1
< C(ay) <EJ |P,w|?dxdt +—J |6,§w|2dxdt>,
Q 4eJg

1(? = —4f§16,‘§a4.a46,§w. 3wdxdt
Q

= 2J§Zza,§a4a4la,§wlzdxdt+ 2]§6x(16,§a4.a4)|6,§w|2dxdt,
Q Q

1(? = —4j§3i3a4.0§a4(1 + s71b,)02w. 0, wdxdt
Q
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= 6f§414a4.a;a4(1 + s71b,)|02w|?dxdt
Q
+ 2L§3ax (Bas.02a,(1 +s7'b,)) |93wl2dxdt
yazilabilir. Boylece agagidaki esitsizlik elde edilir:
Ji1 = —C(a,) <sz|P2W|2dxdt +4l£fQ|6,§W|2dxdt) + 2 L§/’126§a4.a4|6§w|2dxdt
+2 f 50,(102a,. a,)102w|?dxdt
Q
+6 f §31%0%a,.a,(1 + s71b;)|02w|?dxdt
Q
+2 fQ 530, (13a,02a,(1 + s7'by) ) |0, w|?dxdt.
J11 e benzer sekilde, J;, i¢in su sonucu elde ederiz:

]12 == 2 J axa4a;,W(P2W - 4§Za4a;W e 4‘53/:{3614(1 + S_lbl)axW)dxdt
Q

— 74 4@ 4,3
=)z 1otz

burada

|]g)| = |2 fQ axa46,§wP2dedt| < C(ay) (s fQIPZWIdedt + ﬁleafwlzdxdt),

13 = 8,510, a,0,103w|?dxdt,

1(2) = —8f§3i3a4a4(1 + s71b)d3wo, wdxdt
Q
= 8f§3i3a4a4(1 + s71b,)|02w|?dxdt — 36f§3ZSaxa4a4(1 + s7b,) |0, w|?dxdt
Q Q
— 12JQ§36,C (Z3a4a4(1 + s‘lbl)) |0,w|?dxdt
— 12fQ§3i U0, <i36xa4a4(1 + s‘lbl)) |0,w|?dxdt

- 4f 5302 (i3axa4a4(1 + s‘lbl)) |0, w|?dxdt.
Q
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J1’in tiim bilesenleri géz oniine alindiginda
C C
Ji = —Cej |P,w|?dxdt ——J |02w|?dxdt ——] |03w|?dxdt (3.20)
0 4e J, 4e Jo

oldugu goriiliir.

J, ile Jy arasindaki diger terimler i¢in asagidaki degerlendirmeler yapilir:

], = —4f§iaﬁa,§wa,‘c‘wdxdt > f§}fzaﬁ |03w|%dxdt, (3.21)
Q Q

J; =—18 f §31%aZ(1+ s7'b; + A71b)|02w|?dxdt
Q

(3.22)
+ 54f§SZ6aﬁ(1 + s7b, + A71b)|0, w|?dxdt,
Q
Jo =]+ 12[;3(1: — t0)§2A1%a,(1 + s~ b, + A71b) |0, w|?dxdt
¢ (3.23)
- 3J§ 1%a,|0,w|?dxdt,
Q
burada
] = —ef |P,w|%dxdt
Q
1 -
— 4—€f 1445*2%a2(1 + s™ b, + A7 1b)?|0,w|?dxdt
¢ (3.24)

+ 48f§3Z4a4|a§w|2dxdt —48[5516aﬁ|axw|2dxdt
Q Q

—C f §32%az2|0,w|?dxdt
Q
olarak tanimhdir. Ayrica,
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Js = 36[@61253/14(/)3#4(1 + s b, + 171b)|02w|?dxdt,

Je =60 JQSSA6(,05;16a£((1 +571b)(1 + s71by) + A71h) |02 w2 dxdt,
J; = CJ;?§4/1/T4a4|W|2dxdt,

Jg =-30 L§515a2|axw|2dxdt + 250 L§518a2|w|2dxdt,

Jo = 14] azs728(1 + s~bA1b)|w|?dxdt
Q
yazilabilir. Yukaridaki tiim degerlendirmeler dikkate alindiginda

§12a% |03w|?dxdt + 18f§3i4|a,§w|2dxdt

(Pyw, P,w) = f
Q

Q
+ 30f§516aﬁ|6xwlzdxdt + 54f§3i6aﬁ|6xwlzdxdt
Q Q
+ 14f§718aﬁlwlzdxdt+ 250fa£§518|W|2dxdt
Q Q

-C f §* A0 %a,|w|?dxdt
Q

+12 f B(t —to)52A2%a,|0,w|?dxdt
Q

. a.b
_3J§3,12a4 ‘S3|axw|2dxdt +J, + )9
Q

esitsizligine ulasilir. Ek olarak, (3.21) ve (3.24) kullanilarak
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144 - Cc
1+ = —COSJ- |P,w|?dxdt ——J.§4/16aﬁ|6xwlzdxdt ——f |02w|%dxdt
0 4¢e 0 4e 0

c
——J |02w|2dxdt — C]§/1|0,§W|2dxdt
4e 0 0

(3.31)
+47f§314a£|6,§wlzdxdt — 48f§516a£|6xwlzdxdt
Q Q
— CJ§3/T6aZ|8xw|2dxdt
Q
elde edilir. (3.31) esitsizligi (3.30)’da yerine yazilirsa
1 ~ ~ .
Zf§/12aﬁ|6§'w|2dxdt + 63f§3l4aﬁ|6,§w|2dxdt — 17f§5/15|6xwlzdxdt
Q Q Q
. 144 [ .
- Cfs3/16a2|8xwlzdxdt ——fs“)f’aﬁlaxwlzdxdt
Q 4 Jo
(3.32)

+ 13f§7/~18aﬁlwlzdxdt
Q

< Cy| (Pw,Pow) + sf |P,w|?dxdt
Q

oldugu gériiliir. (3.32)’de |9, w|? ifadesinin isareti negatiftir, bu nedenle baska bir esitsizlik

elde etmek gerekmektedir. Asagida, | 0 §516a?|0,w|?dxdt integralini degerlendirmek igin

) o(Piw) X § 3J*a,wdxdt ifadesinden yararlanacagiz:

3
j (Pw)$3 1*a,wdxdt = z I
Q k=1

Kismi integrasyon yardimiyla ve w € C3°(Q) oldugu goz 6niine alinarak:
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I, = —f§3i4aﬁ|6,§w|2dxdt+ 18f §51°a?|0,w|?dxdt
Q Q

(3.33)
—81[ §328aZ|w|?dxdt,
Q

I, = 6[ §51°a2|0,w|?dxdt — 75[ §528aZ|w|?dxdt (3.34)
Q

yazilabilir. (3.33) ve (3.35)’i birlestirdigimizde su sonucu elde ederiz:

f55/16(p5u6aﬁ|8xwlzdxdt
Q

1 2
<Pl + |
Q

(3.35)
§7ZSaZ|w|2dxdt+f§3/~14aﬁ|6,§w|2dxdt.
Q

Boylelikle, (3.35)x5+(3.32) seklinde bir islemle

1
4j §1%a? |63w|2dxdt+58j~3/14a |02w|%dxdt
Q Q

+ 8J§516ai|6xwlzdxdt + 7j§7i7aﬁlwlzdxdt (3.36)
Q Q

—_

< SIPwl? + Co((Pyw, Pow) + el Pawll?)

bulunur. Eger Cy > 1ve 0 < e < % olarak alinirsa
1 2 2
§||P1W|| + Co(Pyw, Pow) + Coel| Py |

1 1
< Go <§ IPawil? + > I1PawlI? + (Pyw, PzW)>

1
S—ColeouIZezs"’dxdt
2%, (3.37)
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elde edilir. (3.36) ile (3.37)’yi birlestirerck asagidaki esitsizlige ulasiriz:

1 ~ -
Zf@lzaﬁlafwlzdxdt + 58f§3l4aﬁ|6,§wlzdxdt
Q Q

+ 8J§Si6aﬁ|8xwlzdxdt + 7f§7i7aﬁ|w|2dxdt
Q Q

1
S—CflLoulzeZS‘dedt.
2 Q

Son olarak, d,w ve 9w tiirevlerini degerlendirelim.

.. 1 4 ,
Bunun i¢in € = JVes > = olmak tizere
0

|0,w|? < C;|P,w|? + C15%2%aZ|d3w|? + C,5%1%aZ|0,w|?,

esitsizliginden

1
f < 10,w[*dxdt
Q
1
< le — |P,w|?dxdt + les/lzqmzaﬁlafwlzdxdt
Q5P Q
+ le55/16<p5u6aﬁ|6xwlzdxdt
Q
< Gy 2 1 2 2
=7 I1Pwl|* + C; 2 |Pw]|* + C(Pyw, P,w) + Ce||Pw||

1 1
< CGy (g + &) 1Pl + 5 1Pl + (Pyw, Pw)]

1
SEClelLoulzezs‘pdxdt
Q

yazilabilir. Son olarak, (3.40)’1n (3.38)’e eklenmesi ile
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1 ) )
f (E |0, w|?dxdt + $A%|03w|?dxdt + §3A*|02w|?dxdt
Q
4+ $575(0,w|2dxdt + §718|w|2> dxdt (3.41)

< leLoulzezs‘dedt
Q

elde edilir. Eger w = e*?u esitligi kullanilirsa istenilen Carleman esitsizligine ulagilir.

Benzer sekilde, Lemma 3.3’te sinir integrallerini dahil etmeden lokal Carleman esitsizligini
kullanmak i¢in, yine (3.15)’te tanimlanan X (x,t) € C5°(Q),0 < X < 1 kesme fonksiyonuna
ihtiyag duyulur. € = 0 iken Q, tanimina dayali olarak Q, cc Q oldugundan ve X (x,0) =0
esitligini dikkate alarak:

10,y (x, to)|2e25¢®t)dx = | X2(x,to) |0y (x, to)|2e259 o) dx
Q¢ Qe

to a
=f 6_< X2(x, t)]0,v(x, t)IZeZS‘p(x't)dx> dt
o 9t \Jq,

<C| (2X0,X|0,y(x,t)|> + 2X2%0,y(x,t).0%y(x,t)
Q¢

— 4sAB(t — to) X 2|0,y (x, t)|2)e??* D dxdt

<C | (slmyl? + |m,|?)e***Ddxdt
Q¢

< C| (slmyl? + s|m,|?)e25et) dxdt
Qe
(3.42)
yazabiliriz. Burada, m; = d,y(x,t), m, = 02y(x,t), s = 1 ve A bir sabittir. |m,|? teriminin
yanindaki s parametresi ispat1 daha tutarli bir hale getirmektedir ancak bu parametre olmadan

da ayn1 sonuca ulasilabilir. (3.42) esitsizligi (3.17)’de yerine yazilirsa

(103(CH)I% + s2102(CF)|? + s310, ()| + s*|(C)[2)esPto) dx
Q.
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<C (S|m1|2 + Slmzlz)e25<ﬂdxdt + CeZSexp(leg)Mz

¢ (3.43)
+ CeZSexp(AdD) ||a”12-14(95)

esitsizligi bulunur.

) 0 (s|mq|? + s|m,|?)e?$?dxdt terimini degerlendirmek i¢in (3.7)’ nin her iki yaninda zamana

gore tiirev alinarak elde edilen asagidaki denklemleri ele alalim:

dgm; — p?dym; — 4pdypdim; — (3(05p)p + 2(0,p)*)dim;
— ((@Zp)p + (02p) (9xp))0xm;
= C30083f + Co0lvd%f + C,01vd,.f + Codivf
=Pof,i=1.2. (3.44)

(3.44) denklemi, Xu vd (2011)’de yer alan m;’ye gore dordiincii mertebeden diferensiyel
denkleme benzerdir. m; igin bir Carleman degerlendirmesi elde etmek amaciyla asagidaki

dontigiimleri tanimlayalim:

ny(x,t) = X(x, )(my(x, t) —myo(x, 1)), ny(x,t) = X(x, t)(my(x, t) — myo(x, 1))

Burada {mijo(x, t)}l,zzlfonksiyonlarl i=1,2vej=0,1,23i¢ind3 (mi - mi,0)|x=0 = 0 olacak

sekilde secilmistir. Boylece, X (m; —m;,) € C5°(Q) olup Lemma 3.3’te Carleman
degerlendirmesi elde edilirken kismi integrasyon islemi esnasinda sinir integralleri otomatik
olarak sifir olacaktir. Basit hesaplamalarla

2 3

x x
m;o(x, t) = m;(0,t) + 0,m; (0, t)x + d5m; (0, t)? + 93m; (0, t)?, i=12

esitliklerini elde edebiliriz. Daha agik olarak y i¢in (3.6) esas alinarak, 6,{;9(0) = aiq(O), j=
0,1,2,3 kabulii yardimiyla asagidaki katsayilar elde edilir:

p(0) ¢ p(0) ha(6), 0y (0,8) = hy(0),

20,p(0) 2 (a,%pm) 2(0,p(0))?
2 atzh’ (t) - 2
) " p(0) " (p(0))

Jml (0,t) = hy(t), 02m,(0,¢t) = Laihrl (t) + 0,p(0)

1
02hy (1),

Lafml(o, t) =— )h’z(t) +

p(0)
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— h!! 2 1 II ()
m,(0,t) = hy'(t), 9fm,(0,t) = — ) f 1()+ (0

20,p(0) 3 oz 0xp(0)  2(8,p(0))*\ 1 3.
hi' () — <p(0) + () )h ) + 92hy (t).

hy (t), 0,m,(0,t) = hj(t),

I a,‘?mz(o, t) = -

\ (p(®)°

p(0) ¢

Ayrica hy,;(t), hy,; (t) ve 0ip(0),i = 0,1,2 i¢in 6n sinir kabuliine dayal olarak

2 2 4 2
D oG Ol sy = € D D MOy < € D IHOory
i=1 i=1

=1 =1

elde edilir. (3.44) denkleminde m; yerine n; kullanildiginda, i = 1,2 ve (x, t) € Q igin su sonug
elde edilir:

d;n; — p2agn; — 4pd,pain; — 3((82p)p + 2(9,p)?)dn;

— (@2p)p + (02p) (0:p) ) 01y
=X(P;of)+ (mi - mi,o)atx — Xom;,

— p? (i — my0) 032 + 403X (0,m; — O,y 0)

+602X0(02m, — 02my,) + 40, (93m, — 03m0)) (345)
— 4p0xp ((mi = M) + 307X (0,m; — D)

+30,X(03m; — 03m; ) — X0Zm; o)

— ((03p)p + (029)0,p) ((m; — My0)0. X — XDy, )
ve

X(P; o f) = Pyo (Xf) — 3C30{vd, X0z f
— (3C30vd2X + 2C,0tv0,X)d. f (3.46)
— (C30/va3X + C,0{vd2X + C,0{vd,X)f.

Basitlik agisindan, i = 1,2 olmak iizere

9:(x,t) = 3C30[v0, X 02f + (3C30{v02X + 2C,0lv0, )0 f
+ (C30/v03X + C,0[vd2X + C,0{vd, X)f
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seklinde tanimlama yapalim. i = 1, ...,4 i¢in 6,‘;)( , 0:X fonksiyonlarinin sadece € < Y(x,t) <
2¢ araliginda etkili oldugu g6z 6niinde bulunduruldugunda, yeterince biiyiik A > 0 i¢in Lemma

3.3’ii Q, iizerinde {n;}?_,’e uygulamak su sonucu gosterir:

f s7(Inq|? + [n,|?)e?s?dxdt
&

2

< Clles®(Pyo Q)+ Pyo (XN,

2
+C ) 1109, 0m;(x DI, g,
i=1

2 4
+ sz Z||es<pa§xa,{"‘mi(x, t)”iz(Q )

i=1 j=1k=1

2 2
+0 ) l1e%0g,Ge DI, g + Ce?P0 Y il
i=1 =1

3
: 2
<c f e259 2|a;(xf)| dxdt + Ce2exp(229) )2 (3.47)
£ j=0

+ CeZSexp(Z)ltb)FZ

buradaki M, F degerleri Teorem 3.1°de tanimlanmaktadir.

X (x, t) fonksiyonunun tanimindan Q. iizerinde n; = m; — m; ¢ oldugundan tiim s > s, i¢in

2

f s7(Imy|? + Imy|?)e? P dxdt < C f 57(2
€ i

€ i=1

2
(Inil2 + |mi,0| )) e2S?dxdt

< Cf s7(Inq|? + [n,|?)e?s?dxdt

&

2
+ Ce2sexp(2AP) Z || h; (t) “12-14(0,T)
k=1

3
i 2
<C f e®% > |0 (Xf)| dxdt + Ce?sexp(22e) 2
& ]'=0
+ CeZSexp(Ad:-)Fz (3-48)
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yazilabilir. (3.48) esitsizligi (3.43)’de yerine yazilirsa tim s > § £ max{s,, s; } i¢in su sonucu
elde ederiz:

f (192 QCIZ + 52102017 + 521 (X2 + s* (AP P)es? =10 dx
Q¢

C
SS_6
Q

3
es® Z |aé (Xf) |2 dxdt + £6 eZSexp(Z/le)Mz + CeZSexp(zﬂe)Mz
S
j=0

&

C
n S_6€2sexp(/1¢)F2 + Ce?sexp(A®) ||a||§14(o,r)

3
CT ; 2 C
< S6f eZS<p(x,t0) E |ai(xf)| dx+s_6€2$exp(ZA£)M2 +C825exp(2/1£)M2
Qe j=0
C

n s_6 eZSEXp()Lq))FZ + CeZSexp(MD) ||a”[2_14(98).

(3.49)

Burada; sag taraftaki ilk terimler sol tarafa dahil (absorbe) edilirler.

Ayrica, Q3. € Q, ve Qs lzerinde Y (x, ty) > 3¢ oldugu igin, (3.49)’un sol tarafin1 su sekilde
degerlendirebiliriz:

j (102(X)I? + s2[02(X? + 53|10, (XO? + s*(Xf)|P)e* P dx
Q.

> 250w [ (0300H + PECNI + 5o epr B0
Qe

+ s*(XH)?)dx.

(3.49) ve (3.50)’yi birlestirip her iki tarafi e25¢*P(348) jle bslersek, § > 0 yeterince biiyiik bir

say1 olmak lizere tiim s > § i¢in

CM? CM? CF?

2 2sexp(A(®P-3¢)))
”f(x)”H3(93g) = s6p2sexp(Ae) + e2sexp(le) + €

s6
2

- M ~ _ (3.51)
+ C||a||z4ms)625exp(/1(d> 3¢)) < e + CF2e2sexp(A(®@-32))

2 Ce 25V M2 4 CeCoSF2
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bulunur. Burada, F = ||allfsq, ) + F,v = exp () ve C, = 2sexp(A(P — 3¢)) olup &, —

3e > 0 olacak sekilde yeterince kiigiik secilebilir.

F = 0 oldugu kabul edilip (3.51)’de s — oo i¢in limit alindiginda Q,, iizerinde p(x) = q(x)
esitligi elde edilir. Boylece ters katsay1 probleminin ¢6ziimiiniin lokal olarak tekligi ispatlanmis

olur.
Eger F > M ise, belirli bir s > 0 sabiti i¢in (3.51)’den
If Ol o,y < CF

oldugu goriiliir.

Eger F < M ise,
__ - l >0
ST e, 9F
secilerek
Co _ 2Uu
If (Ol 2 q,,) < V2ZMZv+Co F2utto (3.52)

bulunur. Boylelikle, Teorem 3.1’in ispati tamamlanmis olur.

3.2 SONUC

Kesirli difiizyon denklemleri i¢in baslangi¢c-sinir deger problemleri ve 06zel olarak ters
problemler, bu denklemlerin fiziksel, kimyasal ve biyolojik siiregler ile miihendislik
alanlarindaki potansiyel kullanimlari nedeniyle son yillarda biiyiik ilgi gérmektedir. Bu tez
kapsaminda, kesirli difiizyon denklemleri igin gesitli ters problemlerin ¢oziimlerinin varligi,
tekligi ve kararliligina iligkin giiniimiize kadar yapilmis olan ¢alismalar analiz edilmistir. Ele
alinan modeller, kullanilan yontemler ve ulasilan sonuglar zaman igerisindeki gelisim siirecine
gore ve karsilagtirmali olarak verilmistir. Bunun yaninda, Ren ve Xu (2014) tarafindan yarim
(1/2.) mertebeden zaman kesirli bir difiizyon denklemine iligkin bir ters katsay1 problemi i¢in

elde edilen sonuglar ayrintili olarak incelenmistir. Burada ispatta kullanilan Carleman
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esitsizlikleri ve ifade edilen Holder tipi kosullu kararlilik degerlendirmeleri ¢esitli yonleriyle

tartisilmastir.
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