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OZET
YUKSEK LISANS TEZI

¥ —Kesirli Integral Operatorii Yardimiyla Elde Edilen Baz: Esitsizlikler

Calismanin birinci boliimii giris niteliginde olup esitsizliklerin tarihi hakkinda kisa
bir bilgi sunulmustur. Ikinci boliimii kuramsal temeller niteliginde olup bu boliimiin birinci
alt baslhiginda bazi genel kavramlara, ikinci alt bagliginda ise dnemli integral esitsizlikleri
hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii boliim materyal ve yontem olup integral esitsizliklerde
onemli yer tutan bazi kesirli integral operatorlerin tanimlart verilmistir. Dordiincii boliim olan
bulgular kisminda ise W—kesirli integral operatorii yardimiyla elde edilen bazi esitsizliklere

yer verilmistir.

2025, 43 + XI sayfa
Anahtar Kelimeler: W—XKesirli integral operator, Chebyshev esitsizligi, integral esitsizlik-

ler.



ABSTRACT
MASTER’S THESIS
Some Inequalities Obtained by ¥ —Fractional Integral Operator

The first part of the study is introductory and provides brief information about the
history of inequality. The second part is theoretical foundations and in the first subheading
of this section, some general concepts are given and in the second subheading, information
is given about important integral inequalities. The third part is materials and methods and
provides definitions of some fractional integral operators that have an important place in
integral inequalities. The fourth part, which is the findings section, includes some inequalities

obtained by using the W —fractional integral operator.
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teklerinden otiirii tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Matematik, yalnizca giinliikk yasamda gerceklestirilen hesaplama, 6l¢iim ve analizle-
rin otesinde; bilim, teknoloji ve bircok disiplin i¢in temel bir ara¢ konumundadir. Insanlik
tarihi kadar eski bir gecmigse sahip olan matematik, diger bilim alanlarina hizmet eden, prob-
lemlerin ortaya konulmasina ve bu problemlere ¢oziim gelistirilmesine imkan saglayan bir
bilim dalidir. Matematigin tiim alanlarinda oldugu gibi esitsizlikler de miihendislik, sayisal
entegrasyon, istatistik ve yaklasim teorisi gibi pek ¢ok alanda dnemli bir rol iistlenmektedir.

Konvekslik, tarihsel kokeni milattan nceki donemlere uzanmasina ragmen, mate-
matik literatiiriine sistematik bicimde dahil olmasi 19. yiizyilin son ¢eyreginde gercekles-
mistir. Esitsizlikler araciligiyla tanimlanan konvekslik kavrami, baglangigta geometrik sekil-
ler tizerinden incelenmistir. Archimedes, yaptig1 calismalarda herhangi bir konveks seklin
cevresine ¢izilen diger konveks sekillerin cevresinin daha biiyiik oldugunu tespit etmistir.
M.O. 250 yilinda gemberin igerisine ve disina ¢izdigi diizgiin gokgenler aracihifiyla 7 sayi-
sin1 yaklasik olarak hesaplamasi da konvekslik diisiincesinin erken 6rneklerinden biri olarak
degerlendirilmektedir. Konvekslik kavrami, 1881 yilinda Hermite’in Mathesis dergisine gon-
derdigi mektup araciligiyla literatiirde yer almis; Hadamard tarafindan yapilan calismalarla
gelistirilmis, ancak bu kavrami sistematik bir yapiya kavusturan isim Jensen olmustur. Ozel-
likle 20. ve 21. ylizyilda konvekslik iizerine yapilan calismalar hiz kazanmus; esitsizlik te-
orisi, lineer programlama, optimizasyon, ekstremum problemleri, hata analizleri ve oyun te-
orisi gibi alanlarda genis bir kullanim alan1 bulmustur. Konveks fonksiyonlarin esitsizliklerle
ifade edilebilmesi, bu fonksiyonlarin Konveks Fonksiyonlar Teorisi i¢indeki Onemini artir-
mistir. Bu baglamda arastirmacilar, farkli konveks fonksiyon tiirleri (s-konveks, log-konveks,
quasi-konveks, Godunova-Levin vb.) ve 6zel ortalamalar (aritmetik, geometrik, logaritmik
vb.) temel alarak konvekslik iizerine yeni genellestirmeler, sadelestirmeler ve uygulamalar
gelistirmislerdir.

Esitsizlikler teorisi, siirekli bir gelisim gostermekte olup matematigin farkli alanla-
rinda karsilasilan problemlerin ¢éziimlenmesinde gii¢lii bir yontem olarak kabul edilmekte-

dir. Son yiizyilda, matematiksel analizin merkezi bir aragtirma alani1 héline gelen bu teori,



artan uygulama alanlar sayesinde bagimsiz bir disiplin olarak gelisimini siirdiirmiistiir. Bu
stirecte, esitsizliklere iliskin pek ¢ok yeni sonug¢ elde edilmis ve mevcut sonuclara yonelik
daha basit ispatlar ortaya konmustur. Tarihsel acidan kokeni 18. yiizyila dayanan esitsiz-
likler teorisine Hardy, Mitrinovic, Pecaric, Fink, Niculescu ve Dragomir gibi bir¢ok aras-
tirmac1 onemli katkilar sunmugtur. Modern anlamda esitsizlikler teorisinin matematikte bir
alt alan olarak kabul edilmesini saglayan ilk eser, Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
1934 yilinda yayimlanan Inequalities adli kitaptir (Hardy ve dig., 1952). Bunun yani sira
Differential Inequalities (Szarski, 1965), Analytic Inequalities (Mitrinovic & Vasic, 1970a),
Inequalities Involving Functions and Their Derivatives (Mitrinovic ve dig., 1991) ve Classi-
cal and New Inequalities in Analysis (Mitrinovi¢ ve dig., 1993) gibi eserler, teorinin temel
kaynaklar1 arasinda yer almaktadir. Literatiirde one cikan esitsizlik tiirleri arasinda Simpson,
Griiss, Chebyshev, Ostrowski ve Minkowski esitsizliklerinin yani sira, konveks fonksiyon-
larla yakindan iliskili olan Hermite-Hadamard esitsizligi de bulunmaktadir. Ilk olarak 1881
yilinda Hermite’in Mathesis dergisine gonderdigi bir mektupta ortaya konan bu esitsizlik,
daha sonra Hadamard tarafindan ispat edilmis ve literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi
olarak yerini almigtr.

Son yillarda, kesirli integral operatorleri esitsizlik teorisi icerisinde yogun bir se-
kilde kullanilmaya baslanmis ve bu yaklasim yeni sonuclarin ya da genellestirmelerin elde
edilmesinde etkili bir yontem haline gelmistir. Kesirli analiz alaninin dogusu, 1695 yilinda
L’Hospital’in Leibniz’e yonelttigi, tiirevin mertebesi 1/2 oldugunda ne tiir sonuglarin ortaya
cikabilecegine dair sorusuna dayandirilmaktadir. Leibniz, bu soruya verdigi cevapla ilerle-
yen yillarda “kesirli analiz” olarak adlandirilacak alanin baglangicina isaret etmistir (Oldham
& Spanier, 1974). Sonraki donemlerde Euler (1738), Lagrange (1772), Laplace (1812), Lac-
roix (1819) ve Fourier (1822) gibi bilim insanlarinin katkilartyla kesirli tiirev kavrami daha
da gelismistir. 1826 yilinda Abel, Tautochrone problemi kapsaminda ortaya koydugu calis-
malarla (Machado ve dig., 2011) bu alanin ilk uygulama problemini giindeme getirmistir.
Liouville ise 1832 yilinda iistel fonksiyonun tiirevine iligkin gelistirdigi formiille ve bugiin
Liouville integrali olarak bilinen ifade ile kesirli analiz literatiiriine dnemli bir katki sag-
lamistir. Giiniimiizde kesirli analiz; matematiksel analiz, uygulamali matematik, istatistik,
fizik, miihendislik, sinyal isleme, kontrol teorisi, kaos teorisi, modelleme ve matematiksel

biyoloji gibi pek ¢ok alanda genis ve etkili uygulama alanlarina sahiptir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismamizda yer alan veya esitsizliklerin temelinde 6nemli yer tutan

bazi temel kavramlar tam tilacaktir.

2.1. Genel Kavramlar

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve o C L olsun. Eger 0,9 € o olmak iizere
p={z€l:z=00+(1-¢)0,0<¢p<1}Co (2.1

ise o kiimesine konveks kiime denir. Bu durum sunir noktalart 0 ve 9 olan dogrusal noktalar

kiimesini geometrik olarak belirtir (Bayraktar, 2000).

Sekil 2.1. Konveks Kiime

Sekil 2.2. Konveks Olmayan Kiime



Tamim 2.2 (Konveks Fonksiyon): Reel sayilarin bir I alt araligi verilsin. ®, I araligindan
reel sayilar kiimesine tant ml bir fonksiyon olsun. Her 0,9 € I ve |0, 1] kapali araligindan
secilen her ¢ icin

D (¢ + (1 —¢)0) < ¢ (0) + (1 —¢) P (V) (2.2)

sarti saglamirsa O fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger 0 # 9 ve ¢ € (0,1) icin
fonksiyon
D+ (1—0¢)0) <P (0)+ (1 —0)P (V) (2.3)

sarti saglaniyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Niculescu & Persson,

2000).

t @)+ 1-t) i)

fitas{1-4)b)

Na)

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Sekil 2.3’e gore konveks fonksiyondan secilen herhangi iki elemanin lineer terkibinin
fonksiyon altindaki goriintiisii, yine bu elemanlarin fonksiyon altindaki goriintiilerinin lineer

terkibinden kiiciik ya da esit kaliyorsa bu fonksiyona konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.3 (Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyon): ® : RT = [0,00) — R ve s, (0,1]
yart agtk araligimin bir elemani olsun. [0, 1] kapali araligindan segilen her ¢ ve V0,9 € Rt
icin

O(df+ (1 —¢)0) <d°P(0) + (1 — ¢)° (V) (2.4)



esitsizligi dogru oluyorsa ®, ikinci anlamda s—konveks fonksiyondur denir. Bu tiir fonksi-

yonlarin sumifi K? ile simgelenir (Breckner, 1978).

Not 2.1 (2.4) ifadesinde s = 1 secilirse konveks fonksiyon tanumi elde edilir (Breckner,
1978).

Tanim 2.4 (h—Konveks Fonksiyon): h # 0 ve h : J — R™ U {0} fonksiyonu verilsin.
V0,9 € Ivep € (0,1) icin

(90 + (1— 6)9) < h($)®(0) + h(1 — 6)®(0) 2.5)

esitsizligini saglayan ® fonksiyonuna h—konveks fonksiyondur denir. Bu siniftan
fonksiyonlarin kiimesi S X (h, I) ile simgelenir. Yukarida bahsedilen I ve J, reel sayilar kii-
mesininde iki aralik olup J kiimesi (0, 1) araligin1 kapsamaktadir (Varo$anec, 2007).

(2.5) ifadesinde esitsizligin yon degistirmesi durumu saglaniyorsa bu esitsizligi sagla-
yan fonksiyona h—konkav fonksiyon denir. Bu siniftan fonksiyonlar SV (h, I) ile simgelenir
(VaroSanec, 2007).

(2.5)’de agikca goriilmektedir ki;

i) h(¢) = ¢ secilirse (2.5) ifadesi bilinen konvekslik tanimina doniisiir (negatif
olmayan fonksiyonlar i¢in).

i7) h(¢) = é secilirse, SO(h, I) O Q(I) (Godunova-Levin sinift)’dir.

iii)  h(¢) = 1secilirse, SO(h, I) O P(I) (Kuvvet fonksiyonu sinifi)’dir.

iv) h(¢) = ¢° segilirse, SO(h, ) O K? (ikinci anlamda s—konveks fonksiyon
sinifi)’dir.

Tamim 2.5 (m—Konveks Fonksiyon): ® : [0,p] — R ve p > 0 olsun. V0,9 € [0, p] ve
¢, m € [0,1] igin

(@0 +m(1 — ¢)v) < ¢P(0) +m(1 — ¢)P(V) (2.6)

esitsizligi gecerliyse ® fonksiyonu [0, p] arali g1 iizerinde m—konveks fonksiyondur
denir. Toplamaya islemine gore tersi m—konveks olan fonksiyonlara ise m—konkav fonksi-
yon denir. K,,(p) ile [0, p] araliginda m—konveks fonksiyonlar sinifi simgelenir.

(2.6)’de m = 1 segilirse ayni tanim arali ginda konveks fonksiyonu sart1 elde edilir

(Toader, 1984).



Tanim 2.6 ((«, m)—Konveks Fonksiyon): ® fonksiyonu [0, p| araligindan reel sayilar kii-

mesine tant mli bir fonksiyon ve p > 0 olsun. V0,9 € [0, p| ve ¢ € [0, 1] igin
(g0 +m(1 = ¢)J) < ¢*®(6) +m(1 — ¢%) (V) (2.7)
sartin1 saglayan fonksiyona (v, m)—konveks fonksiyon denir. Burada (ar, m) € [0, 1]
"dir Mihesan, t.y.

Tanim 2.7 (Geometrik Konveks Fonksiyon): © fonksiyonu pozitif reel sayilarin bir I alt

kiimesinden pozitif reel sayilara tanimli bir fonksiyon olsun. Her 6,9 € I ve ¢ € [0, 1] i¢in
(0291 ?) < [®(0))°[®(9)]) ¢ (2.8)

esitsizligi gecerliyse ® fonksiyonu [ kiimesi iizerinde geometrik konveks fonksiyon

olarak adlandirilir (Zhang ve dig., 2012).

Tanmim 2.8 (Harmonik Konveks Fonksiyon): ® fonksiyonu pozitif reel sayilarin bir I alt

kiimesinden reel sayilara tanumli fonksiyonu verilsin. 6,9 € I ve ¢ € [0,1] i¢in

09
o (i) <600+ (1= 020 29

esitsizligi gecerliyse @ fonksiyonu [ kiimesi iizerinde harmonik konveks fonksiyon-

dur denir. Esitsizligin tersini saglayan fonksiyona ise harmonik konkav fonksiyon denir (Is-

can, 2014).

Tamim 2.9 (Artan-Azalan Fonksiyon): © fonksiyonu reel sayilarin bir I alt araliginda tam

mli fonksiyon olsun. 0 ve ¥ € I olmak iizere,

a) 0 > ¥ icin ¢ () < P () oluyorsa  fonksiyonuna I kiimesi iizerinde azalan
fonksiyon,

b) 0 > ¥ icin ®(#) > P () oluyorsa ¢ fonksiyonuna / kiimesi iizerinde artan
fonksiyon,

¢) 8 > v¥igin ¢ () < @ (J) oluyorsa ¢ fonksiyonuna / kiimesi tizerinde artmayan
fonksiyon,

d) 0 > 9 icin @ () > ® () oluyorsa ¢ fonksiyonuna I kiimesi lizerinde azalmayan

fonksiyon denir (Bayraktar, 2000).



Tanim 2.10 (Senkronize Fonksiyon): ® ve ©, [0, p| kapali araligu iizerinde siirekli fonksi-

yonlar ve 0,79 € [o, p| olmak iizere senkronize fonksiyonlar
{(@(0) —2(v)) (©(0) —0@)} =0 (2.10)
sartint saglayan fonksiyonlardir. Ayrica (2.10) esitsizliginden
)0 0)+P(NOW) >2(0)O (V) + P (¥)O(0) (2.11)
yazilabilir.

Tanim 2.11 (Gama Fonksiyonu): T' : (0, 00) — R tamimli fonksiyon ve 0 > 0 igin

o0

I = / " te %do (2.12)

0
seklinde parametreye bagli genellestirilmis integrale Gama fonksiyonu veya ikinci cegit -

Euler integrali denir (Kannappan, 2009).

(2.12) ile ifade edilen fonksiyon i¢in

i) 0 < 6 < oo yakinsak

i1) 0 < 0 i¢in wraksaktir.

=Gama fonksiyonuna ait baz1 6zellikler
i) 6>0icin' (0 +1)=06I(0)

i) T'(0)=(0—1)!

i) (1) =0l=1

W) T (3) = v

Tamim 2.12 (Beta Fonksiyonu): 0,9 € R icin (0,00) x (0,00) kartezyen ¢arpim kiime-
sinden reel sayilar kiimesine tant mli olan,

1

B(0,9) = / " (1-¢)" " do (2.13)

0

seklinde ifade edilen fonksiyona Beta fonksiyonu denir (Kannappan, 2009).

(2.13) ile ifade edilen fonksiyonu i¢in
i) 6> 0ved > 0i¢in yakinsaktir.
1) 0 < 0ve v < 0 igin raksaktir.



=Beta fonksiyonuna ait baz1 6zellikler

i) B(6.9)=5(9,6)

i) 0,9 > 0igin 5 (0 4+ 1,9) = 5553 (0,9)
iii) B (0,9) fonksiyonu igin

R ¢071
B0,0) = [ ———5do (2.14)
!a+m+

biciminde de ifade edilebilir.

Gama ve Beta fonksiyonu arasinda

L(O)T ()

Rt 2.1
roxo); OV (2.15)

p(0,9) =
iligkisi vardir.

Tanim 2.13 (Hipergeometrik Fonksiyon): ¢ > p > 0, |z| < 1 olmak iizere hipergeometrik

fonksiyon asagidaki gibi tanmlanmir (Erdélyi ve dig., 1981):

1 ! —1 c—p—1 —0
2@y (0, p;c;2) = )/ T (1—0) " (1—29)  do (2.16)

Bpp—c) Jo
ve regulerize edilmis hipergeometrik fonksiyon soyle tant mlanir (Shiba & Takayanagi, 2014):

oD [kt ookp; 71y ey T 2]
L (r)..I'(ry)

Tanim 2.14 (Genisletilmis Mittag-Leffler Fonksiyonu): n € N ve k pozitif gercek sayilar

Uéw (kyy kg 71y ey Ts 2] = (2.17)

olsun. a, B,y € C, R(p) > 0, R () > 0 olmak iizere genisletilmis Mittag-Leffler fonksi-
yonu tanumi agagidaki gibidir (Wu ve dig., 2023).

7 Juk 2.18
E‘k,ﬁa nzrk ﬁn_'_a ( )

2.2. Onemli Integral Esitsizlikler

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): Reel sayilarin bir I alt araligindan reel sayi-
lara tanmimli ® fonksiyonu konveks olsun. Bu durumda o < p olmak iizere

q><"+p)g ! /pq>(9)degw (2.19)
2 p—0 ), 2

esitsizligi gecerlidir (Pearce ve dig., 1998).



Ispat (1.Yontem) Hermite-Hadamard esitsizliginin litaratiirde bulunan ispatlarindan ikisi
bu kisimda verilecektir. ¢ fonksiyonu [o, p| araliginda sinirli oldugundan integrallenebilirdir.

Konveksligin geometrik yorumundan esitsizligin diger tarafinin ispat1 asikardir. § = ¢o +

(1 —¢)pve ¢ e l0,1]igin

1 p !
p_g/o O O)do = /0<1>(¢a+<1—¢)p)d¢ (2.20)

< CI)(J)/Olgbahﬁ—i—(I)(p)/ol(l—gb)d(b

® (o) +®(p)
2

esitsizligi gecerlidir. Ayrica belirli integralin par¢alanisindan

1 [r 1 =° p
p—a/,¢<9)d9:p—a/o <I>(6)d9+/g2+p<1>(9)d6 2.21)

olarak yazilabilir. Burada esitsizligin saginda 6 = o + @ icin

& p—o [! ¢ (p— o)
/U ® (0)dh = 5 /O¢(U+T>d¢> (2.22)

icin

ve ) = p— ¢(P;U)

piU/UPCD(@)d@ = %/01 [cp <U+@)+@<p—@)}d¢(2.23)

- CI)(O—I—p)
- 2

esitsizligi elde edilir. Boylece her iki esitsizlikte ispatlanmis olur.

Hermite-Hadamard esitsizliginin bir diger ispati da su sekilde yapilabilir:

Ispat (2.Yontem) ® fonksiyonu konveks oldugundan fonksiyon grafigi iizerinde alian her-
hangi iki noktay1 birlestiren dogru pargasinin fonksiyon grafiginin iizerinde oldugu bilin-
mektedir. Buna gore

O (0) <P(0)+ W (60— o) (2.24)

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikte her iki taraf [0, p| aralig1 iizerinde 6 degiskenine gore

integre edilirse

/pCD(@)d@ < /pCD(a)d@JrM/p(@—a)dH (2.25)

p—o0
® (o) +2(p)
2



elde edilir. Ayrica sol tarafin ispatina gelindiginde, siras1 yla 6 = %@_U) vel = %ﬁ_”)
degisken degistirmesi yapilirsa
1 P
/ B (0) do
P—=0Js
I 1
- o (6)do + o (0) do
P—0 Js p—0 UTJ”)
1 [ — ¢ (p— -
_ _/ [q)(aﬂ) ¢ (p 0))+¢<0+p+¢(p 0))}%
2 J, 2 2
> @ (";”) 2.26)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.2 (Integraller icin Hilder Esitsizligi): p > 1 ve Zl) + % = 1 olsun. ® ve O,
[0, p| kapali araliginda tamimli ve integrallenebilen iki fonksiyon , PP ve ©9,[0, p| araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

/Upcp(e)@(e)deg </:<I>(9)pd6>; </:@(9>qcze>i 2.27)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve dig., 1993).

6 — 0P fonksiyonu (0, 00) araliginda konvekstir. ¢iinkii p > 1, yani Jensen esit-
sizligine gore

/ pdv < (uPdv)» (2.28)

Burada v, herhangi bir olasilik dagilimi ve herhangi bir v—0dlg¢iilebilir bir fonksiyondur. «

herhangi bir 6l¢ii olsun ve
Q1
[ e

Dolayisiyla }D + % = 1 kullanarak p (1 — ¢) + ¢ = 0 elde edilir ve ;x = PO~ kabul edilir.

/@@du = </ ©%du

dv du (2.29)

IA
N N 7N
—
<
&
I
VRS
—
K
o]
@
=
T
&
—
ol @
L
I
&
e
N————
3|

PP z
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esitsizligi elde edilir. Buradan

/@@du < </ @pdu>p (/ @qdu>q (2.31)

yazilabilir. Bu durum ® ve ©’nin gercek oldugunu ve negatif olmadigini varsayimiyla yazi-
labilir ve karmas1 k fonksiyonlarin genisletilmesi elde edilir.

Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power Mean esitsizligi agsagidaki gibidir.

Teorem 2.3 (Integraller I¢in Power-

fonksiyonlari [0, p| araliginda tanumli ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

=5 / » 7
/|<1> 0)|do < /ycp )| do /|c1>(e)| 0(0)|" d6 (2.32)
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic & Vasic, 1970b).

Teorem 2.4 (Ostrowski Egitsizligi): ® : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyelle-
nebilen bir fonksiyon, o, p € I ve 0 < p olsun. Eger her 0 € [o, p| i¢ in |®'(0)| < M ise, bu

takdirde asagidaki esitsizlik saglanir:

L (-
it oo (2.33)

Burada, + sabiti en iyi katsayidir ve daha kiiciik bir katsay: ile yer degistiremez (Ostrowski,
1937).

Bu egitsizlik literatiirde 0 € [o, p| noktasinda ©(0) degerinin p_% fp ®(¢)do integral orta-
lamasina yaklasimu icin bir iist simir veren Ostrowski integral e§its;zli§i olarak adlandirilir
(Baloch, Iscan ve dig., 2015). Ostrowski integral egitsizligi baska formda da asagidaki gibi
verilebilir (Iscan, 2016).

o) —

1 M [(6-0)?
—— [ sp_al

(e

2
;(p —9) ] (2.34)

Ispat Bu teoremi ispatlamak icin asagidaki esitlik kullanilacaktir. ® : 7 C R — R fonksi-

yonu (o, p) C I’de diferensiyellenebilen bir fonksiyon oldugundan 6 € (o, p) i¢in

c0, ) = [9 ) (2.35)



olmak tizere

20) = —— [ e+ — [ co.0w @0

g o

Jowis = — [ce.ovenan (2.36)

0

| , 1 ,
- p_0/<¢—0)q’(¢)d¢+/)——06/<¢_p)®(¢)d¢

o

yazilir. Bu durumda yukaridaki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinip tiggen esitsizligi

uygulanirsa

1
p—0

a(0) - / B()ds

g

- | [o-awea+ —— [6- e

p—o0

g

p

[ o0

g

1

2(0) = =

(2.37)

IN

0 P
1 1
— [1o-al@@ldo+— [1o- sl i) do
p—o p—o0
o [Z]
elde edilir. Ayrica |®'(0)| < M  oldugundan

0 p
1 M M
—ol|d —_— —pld
< = [lo-d ¢+p_09/|¢ pl do

p—o0

o(0) -

/p®(¢)d¢

0 p
M
- pa{ <¢a>d¢+/<p¢>d¢}
o 6
M (92 2 2 92
2 2
M [(9—0) —l—(p—@)] 238)
p—0 2

12



esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

2 2
O—0)Y+(p—0)7° = (Q—U;pjta—;p—a) +(p_0—2+-p+0—21—p_6)

() () (5 ()
() (252 (5) - (2329

(2.39)

yazilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.5 (Simpson Egitsizligi): [ = [o,p] ve ® : 1 — R, (0,p) iizerinde dérdiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve HCID(“) H = SUDge(o,p) ‘<I>(4)‘ < 00 olsun. Bu
durumda,

p
1 [®(0) + P(p) o+p 1 / 1 4
Sl B S0 UV Y1 i d < — ||l@W _
3 2 * 2 p—o (6)dd| < 2880 H Hoo (p—0)

o

(2.40)
esitsizligi gecerlidir.

Bu esitsizlik literatiirde Simpson esitsizligi olarak bilinmektedir (Dragomir ve dig., 1999).

Ispat I = [0,p] ve ® : I — R (o, p) iizerinde dordiincii mertebeden tiirevi siirekli olan bir

fonksiyon ve || @™ || = supye(, ) |2 ] < oo olmak iizere C/(0) fonksiyonu
L —0) (0 — L2, 0 c [o,2te
C(0) = 214( 0)3 ( — ) [0+ ) (2.41)
uall—p(0—5%),  0e[5))
olarak tanimlansin. Bu durumda verilen esitlikten
p =L
1 2
/C(@)®(4)(9)d9 - / (0 -0 (9 _7t p) o™ (6)df
- / 50— p)? (9 — ”; p) o™ (h)do (2.42)

otp
2
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yazilir. Yukardaki integraller i¢in mutlak deger 6zelligi dikkate alinirsa

/ C(0)dW(9)do

o
o+p

1 3
< i 7
< /24|9 o|

9—‘”2”‘\@ 0)| do

9—20”’]@ 0)| do

[ (0 —0)® (~0+7222) dg

IN
ve

A [ (-0 (0 22y o

< % (p—o0)° (2.43)
— 2880 '
elde edilir. Boylece
oo p
— (06— 0 — O (9)do /—9— 0 — W (9)do
[ 3¢ a>( - ) O+ [ L) . 0)
H(I)(4)H00 (p— 0)5 (2.44)
= Togso VP '

yazilir. Bu esitsizligin sol kisminda kismi integrasyon yontemi uygulanirsa

otp

2 P
1 3 o+2p 1 20+ p
—(H— — ) / _ — o™

/ 7 0 — o) (9 3 ) (0)do + 1 (60— p) 0 3 (0)do

[|2]]
= (2.45)

- 2880

esitsizligi yazilir. Son durumda

-2 (TH) ~ - ) o00) + 0(a)] + [ a0)as

(2.46)

14



olup esitsizligin her iki tarafi (p — o) ile boltiniirse

o
LI2(0) +20p) | g (CE2)] - ! /q><e)d9 < L oW (p— o)
3 2 2 0o 2880

g

(2.47)

esitsizligi elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.6 (Integraller I¢in Minkowski Esitsizligi): ® ve O, [0, p| kapali araligi iizerinde

tamumly reel degerli iki fonksiyon ve p > 1 icin,

p
/ﬂ@@ﬂfd9<<m (2.48)

ve

P
/ 10(0)]” do < (2.49)

olsun. Bu sartlar altinda asagidaki esitsizlik gecerlidir:

P P
/|<1> )40 (0) |pde /|<1> OFdo| + /|@(9)|Pd9 C(250)

Esitsizlik icin gerek ve yeter sart hemen hemen her yerde ®(0) = 0 olmasidir (Mitrinovic &
Vasic, 1970a).

Teorem 2.7 (Young Eyitsizligi): p,q > 1 olmak iizere % + % = 1 egitligini saglayan her p, q
ve her o, p > 0 sayist i¢in
a
op<Z 42 2.51)
p q

esitsizligi gecerlidir (Young, 1912).

Teorem 2.8 (Chebyshev Egsitsizligi): ® ve O fonksiyonlari integrallenebilir ve senkronize

fonksiyonlar olsun. O halde

p 1 p p
/@(H)G(H)dé? 2= /@(0)d9/@(0)d0 (2.52)

o

esitsizligi gecerlidir. Eger ® ve O farkli monotonluga sahip ise esitsizlik yon degistirir.

® ve O fonksiyonlart sabit ise esitlik saglanir (Chebyshev, 1882).

15



Ispat ® ve ©, senkronize fonksiyonlardan oldugundan
(B(6) — 2 (9)) (6(6) — O(9)) > 0 (253)
yazilabilir. Iki tarafin cift katli integrali alinirsa

/ / (@(0) — B(V)) (O(0) — O)) dOdD) > 0 (2.54)

elde edilir. Buradan

pop

/ / B(0)0(0)d0dd + /p /p ()0 () d0d

> /p /p D(0)0()dodd + /p /p ()0 (0)dody (2.55)

ve devaminda

> /pqp(e) (/p @(ﬁ)dﬁ) d6’—|—/p(I>(z9) (/p@(e)de) 9 (2.56)

(e

elde edilir. Boylece

2 r 1 i 1 f
- /@(9)@(9)d9 > 9 (p - /cp(e)de) (p — U/@(G)d@) 2.57)

g g

bulunur. Son ifadeden istenen sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 2.9 (Griiss Egitsizligi): ©,0 : [0, p] — R fonksiyonlari integrallenebilen iki fonk-
siyon olsun. Her 0 € [0, p], 1, Py, ¥, ¥y € R icin

sartlart altinda

'p ! - /Upcp(e)@(e)de - ﬁ (/Upcb(e)de) </Up@(9)d9>‘ <

esitsizligi gecerlidir (Griiss, 1935).

(Py—P1)(Vy—Ty).
(2.59)

1 =
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® ve © fonksiyonlarinin (2.58) kosulunu sagladigi durumda asagidaki esitsizligi ka-

nitlami stir:
1 p 2
1S(®,0,u)| < 1@2 — 0q) (¥ — Uy) (/ U(Q)de) (2.60)
(Dragomir, 1998). Burada S(®, 0, u) ve ¢(P, ©,u,v) ifadeleri, u,v : [0, p] — RT siirekli
iki fonksiyon oldugunda Chebyshev fonksiyonelleri olarak adlandirilmis ve asagidaki gibi

tanimlanmu stir:

S((ba @a U) = %¢<(I)a 67 u, U)
p

- /pu(e)dé/pu(ﬁ)q)(@)@(e)dé—/pu(é)(I)(Q)d@/ u(0)(6)do

e}

veE

6(®.0,uv) — /pv(e)d(;/pu(e)q>(e)@(e>de+/puw)de/pu(e)@(e)@(e)de

b / " o(0)D(6)d0 / " u(0)0(0)d0 — / " u(0)0(6)d0 / v(6)0(6)df.

g

Dragomir ', ©' € L. (o, p) i¢in asagidaki esitsizligi tanimlamugtir :

15,0, w)] < ]| €l (/:u(e)dﬁ/:ﬁ%(e)de— </:9u(e)d9>2> 2.61)

Ayrica ® fonksiyonun [0, p] tizerinde tamimli M — © — Lipschitzian ise,

[2(6) — (V)|

2N v, M>0,0,9€ 0,0, 040 2.62
66) — 6] = o0z 20

sart1 saglanacagindan asagidaki esitsizlik gecerlidir:

1S(®,0,u)| <M (/:u(e)de /: 0% (0)u(0)do — (/:u(e)@(e)de)Q) (2.63)

[0, p| arahiginda sirasiyla L; ve Lo-Lipschitzian olan ® ve © fonksiyonlar igin asagidaki

esitsizligi tanimlamugtir:

S(@,0,u)| < Ly Ly (/:uw)de /Up 62u(0)d0 — (/,, 9u(9)d6)2> 6

(Dragomir, 1998).

Teorem 2.10 (Cauchy-Schwarz Integral Esitsizligi): ® ve O, [0, p| kapali aralig iizerinde

stirekli iki fonksiyon olsun. Bu durumda

( / @<¢>@<¢>d¢) < / 2(6)d / 02 (6)do (2.65)

g

17



esitsizligi vardir. Bu egitsizlik Cauchy-Schwarz integral esitsizligi olarak bilinir (Samko,

1993).

ispat Her 6 gercel sayist icin 0 < (A®(¢) + O(¢))? *dir. Her iki tarafin [0, p] kapali arahg:

izerinden integrali alinip
P

0 < / (09(6) + () do

(2

e / $(6)dé + 20 / (9)O(0)dd + / 62 (6)ds

= 00°+pf +C (2.66)

ifadesi elde edilir. Burada
p

o = [

p = 2 / D($)0()ds

P
C 4= / 0%(¢)do (2.67)

seklinde olsun. Her 6 gergel sayis1 icin 0 < 00? + pf + C <= A = p? —40C < 0 ’dur.

Burada o, p, C, yerine tekrar integral esitlikleri yazilirsa;

/pcb(cb)@(cb)dcb | < /pq)?(cb)dcb/p@Q(cb)dcb

(e

sonucuna ulagilir. Ayrica Cauchy-Schwarz integral esitsizligi R nin bir alt bolgesinde ta-
niml1 ve siirekli fonksiyonlar i¢in yazilirsa, ¢ok kath integrallerde de gecerli oldugu gortile-

bilir. Bunun ispatida yukaridaki gibi yapilir.
Teorem 2.11 (iicgen Egsitsizligi): o ve p reel sayi olmak iizere

lo+pl < lof+ 1ol

ol =1Ipll < lo—pl,

ol =1lpll < lo+pl, (2.68)
ve tiimevarim yoluyla

lo1 + ..on| < or| + ... o] (2.69)

esitsizlikleri gecerlidir (Bayraktar, 2000).
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Teorem 2.12 (Integraller icin iicgen Egitsizligi): ®, [0, p| araliginda siirekli reel degerli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda,

/pq)(e)d(?’ < /p B (0)] b (2.70)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic ve dig., 1993).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda integral esitsizliklerde 6nemli yer tutan bazi kesirli integral operatorleri

tanitilacaktir.

Tanmm 3.1 (Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatorii): ® € L la, b] olmak sartiyla

I, ® ve I ® Riemann-Liouville kesirli integrallerinin a > 0 ve o > 0 igin tammlan sira-

styla
0
B00) = [ -0V e@)ds. 6> G.1)
ve
b
B0 =5 [ @000 0 <t (32)

olarak tamimlanmir (Samko, 1993).

Burada I' (o) = [;~ e ®u®*du olarak bilinen Gama fonksiyonudur ve o = 1 segi-
lirse Riemann-Liouville kesirli integrali klasik integrale doniisiir. Riemann- Liouville tani-
minda o« = 0 alinirsa,

Jo+® (0) = @ () (3.3)

veE

Jp-® (0) = @ (0) (3.4)

esitlikleri elde edilir.

Tamm 3.2 (Hadamard Kesirli Integral Operatorii): ® : [a,b] C R* — R fonksiyonu [a, ]

araliginda integrallenebilir bir fonksiyon o > O ve 0 < a < b icin

o 1P B(9) do
2D () = F(a)/a (InQ a1 g 0>a (3.5)
&
ve
1 bD(p) do
HY® (0) = —~ f4<b 3.6
b ( ) F(Oé)/g (In%>(1a) qb’ < ( )

integrallerine «. mertebeden Hadamard kesirli integrali denir ve burada HY, ® = Hg®

ifadesi saglanir (Samko, 1993).
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Tamm 3.3 (Katugampola Kesirli Integral Operatirii): [a,b] C R sumrli bir aralik,
a <60 <bvep>0olsun (a>0)ved € x(a,b) icin sol ve sag tarafli Katugampola

kesirli integralleri

o e A
I (0) = s / G ()48 (3.7)

v pl—a b (bp—l
T2 0) = 1o /9 = ¢p)(1_a)¢ (¢) d (3.8)

seklindedir (Katugampola, 2014).

Tamm 3.4 (Caputo-Fabrizio Kesirli Integrali): ® € L (a,b), a < 0 < b olsun. Bu du-

rumda, o € [0, 1] olmak iizere . mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integralleri

0
CF 1o B l—« Q a
(a I <I>) 0) = Blo) d(0) + —B(a) a/fb(qzﬁ)dqb 0 > 3.9
ve 1 ,
CF 1o __ 2 o «Q
( Iy (I>) 0) = Bla) d(0) + —B(a) G/CID(gb)dqb 0 <b (3.10)

olarak tamimlamir. Burada B(a) > 0 normallestirme fonksiyonu olup B(0) = B(1) = 1
seklindedir (Caputo & Fabrizio, 2015).

Tamm 3.5 (¢coklu Erdélyi-Kober Kesirli Integrali): (a,b) (0 < a < b < 00) araligi R* yari
ekseninde sinirli veya suirsiz bir aralik olsun. Ayrica R («) > 0,0 € Rt ve b € C olsun.

® € L(a,b)vea € Cigin

g—ola+tb) o o(n+1)—1
(1% ,,@) () = Z o / (ef - ¢a)1—aq’ (#)dd(0<a<8<b< oo)
gob b o(l—a—b)—1
(I ,,®) (0) = g(@) /9 (Za - 9&)1—a¢ (#)dd (0<a<f<b<oo) (3.11)

kesirli integrallerine sirasiyla sol tarafl1 ve sag tarafli Erdelyi-Kober Kesirli integral-

leri denir (Kilbas ve dig., 2006).

Tanim 3.6 (Weyl kesirli integrali): o € C , R («) > 0 ve reel degerli ® fonksiyonu igin sol

taraflt ve sag taraflt Weyl kesirli integrali
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0
(WD) (6) = F(la) / (ig)ladgb (0 € RY)

(LWED) () = F(la) /9 N (i(;)ladqs (0 ¢ RY) (3.12)

seklinde tanimlanir (Sousa & de Oliveira, 2017).

Tamm 3.7 (Atangana-Baleanu Kesirli Integral Operatirii): 0 < o < 1 icin ® € L' (a,b]
olmak iizere

AB 1—-a Q

0
ABTa® (0) = m@ (0) + m/ (0 — )@ () de. (3.13)

seklinde tanimlanir (Atangana & Baleanu, 2016 ).

Tamm 3.8 (Dort parametreli Mittag-Leffler Fonksiyonunun Yeni Bir Kesirli Integral
Operatorii): o,5,p € C, p € (0,1) UN, Re(a) > 0, Re() > 0, Re(p) > 0 ve

(p) k) = % olsun. Bu durumda dort parametreli Mittag-Leffler kesirli integrali soyle
tamimlanir (Abubaker ve dig., 2025).
DB () = wi L d
T a,,@( ) F(/\)/O (0_¢)(1,)\) (b

I

-
—_
\

A ( )pkﬁbk 1
( 0 (k OF(ka—l—ﬁ)( ) (0_¢)1/\> do
B 1 it (Io)pk 0 ¢k
— (N (Zr(m+5) (k:)!/o (9_¢)1_A> do

k

B 1 0 ¢k
T (ZF k;a+6 /0 (9_¢)“d¢>

_ (P), 0" T(k+1) eun
ZF(/foc +k6) (k)!F(lc+)\+1)9 ' (3.14)

Not 3.1 Dort parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun kesirli integralinin bazi onemli 6zel-
likleri verilmistir. Burada A, ® (0) = 0 ve ® (0) = 1 normallestirme sartlarin saglayan

analitik fonksiyonlarin sinifi olarak tanimlanmigtir.

(i) Seriye acilimu:

rpria+1i) Mo+ /)T (A+2)

Dy ENY () = P+ (3.15)

(ii) Tiirevi:

A Pl (A+1)(p),

(DB 0)) = 7 orr Tlat AT (\+2)

A+ .., (3.16)
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olup D;AE(’;’; (1) ¢ A.
(iii) A = 1 ve § = 1 6zel hali:

- ¢ [(k+1)
D-1EPP _ pk k+1
0 Eai () Z;r ka+/3 INT (k+ A+ 1)

6% + ..., (3.17)

(iv) A = 1 ve 8 = 1 6zel halinin tiirevi:

2(p),

F(a+1)r(3)9+... (3.18)

(D 'ELY(0)) =1+

ve (Dy'E2? () =1 # 0 olur ki bu durum D, EX” (6) € A oldugunu gosterir.
Not: D, 1E§’7’l’ (0) operatorii; yildizil fonksiyonlar, konveks fonksiyonlar gibi fonksi-

yon tiirleri iizerine yapilan arastirmalarda olduk¢a 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tanim 3.9 (Genisletilmis Hipergeometrik Fonksiyonlara Gore Bir Fonksiyonun Genellesti-
rilmis k—Kesirli Integral Operatorii): k,9,0 > 0 ve § € R olsun. ® : [©1,0,] — R fonk-
siyonu (©1, ©4] iizerinde pozitif, monoton ve artan olsun. Ayrica (©1, ©,) iizerinde siirekli
tiirevlenebilir olsun. Bu durumda ® fonksiyonunun (01, ©,] iizerinde ® fonksiyonuna bagl,

swrastyla sol ve sag tarafli genellestirilmis k—kesirli integralleri

pk,® _ [ ' () M 15D (1) — B (6))] B (&) dl o
ket 0= |, Gy e s s BE0 200100 ¢,u>(3 .

ve

® ©2 o’
iherst )= (®(9) O a5 (6) — B ()] () dov < O,

seklindedir.

(3.19) operatoriiniin bazi dzel halleri asagida verilmistir.

Not 3.2 (i) R = 1 ozel hali:

pk,® - Y P’ (¢) (p,k) V) — o y
Sners® >—/®1 B o s (@ ¢) ~ 2] 2(9)ds,v > 6.

(ii) © (¢) = 1 dzel hali:

§ ner s (V) = / (v — )5 20PN [5 (v — 0)7] ® () do,v > O (3.22)
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(iii) ® (¢) = In ¢ Gzel hali:

v %71 0
e mors® (V) = /@ (ln %) L&) [6 (ln %) }@(qf)) dév> 01  (3.23)

(iv) ® (¢) = £ s € R — {—1} ézel hali:

s+17

o v 9 s+1 _ 1s+1\ 2
SZS;G)*& V)= (s+1)= " /91 (v — 1) 1X2q)51;i:;) [5 (%) } O (¢) dep.
(3.24)

Benzer ozel haller (3.20) operatorii icin de elde edilebilir.

Tamm 3.10 (Uyumlu Kesirli Integral Operatirii): o € (n,n+1],n =0,1,2,...,9 € R
ve ) < Jve® € L[0,9] olsun. o > 0 igin «v. mertebeden sol uyumlu kesirli integral

1
n!

ol
(1°9) (4) = / (6 — )" (@ — 0@ (@) dw, 6 > 6

seklinde ve o. mertebeden sag uyumlu kesirli integral

(1) @) =1 [ @0y 0-=)" e (@m0 <

n:

seklinde tanimlanir.

Tanmm 3.11 Eger o = n + 1 alimirsa bu taktirde p = o —n =n+ 1 — n = 1 olur. Boylece

(152) (¢) = (J5-2) (¢)
ve
("I.®) (¢) = (J5-2) (¢)
oldugu goriiliir.
Yani o = n+ 1,n = 0,1,2, ..., sol ve sa § uyumlu kesirli integraller sirasiyla sol ve sag
Riemann-Liouville kesirli integrallerine indirgenir (Abdeljawad, 2015).

Yeni sag tarafli ve sol tarafli genellestirilmis kesirli integraller Sarikaya ve arkadaslar: tara-

findan soyle tamimlannustir Sarikaya ve Ertugral, 2020.

Tamm 3.12 (iistel ¢ekirdekli Kesirli Integral Operator): 0,9 € R, 0 < VY ve ® € L[, 9]

olsun. o € (0, 1) icin a.mertebeden sol ve sag iistel cekirdekli kesirli integralleri sirastyla

ng)(w):l/ewexp (—1;Q(W—S)>q>(s)ds,w>9

«

ng’(?ﬂ)zé/ﬁeXp (—1;a(8—w)>®(s)ds,w<19

w

seklinde tanmimlanir Ahmad ve dig., 2019.
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Tamm 3.13 ( y—Kesirli Integral Operatirii): ® : [a,b] C R — R* fonksiyonu verilsin. 1),
(a, b] araliginda artan, pozitif fonksiyon olsun. i)' > 0 fonksiyonu (a,b) aralhginda siirekli

olsun. p > 0 olmak iizere ® fonksiyonunun sol ve sag tarafli 1»—kesirli integral operatorleri

T (@) () do
100 =g [ @ 0) -0 0) " (329

swrastyla

ve

(3.26)

L) Jo (w(0) = (o)™
olarak tamimlanir (Valdés, 2020).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, ¢)—kesirli integral operatorii yardimiyla bazi yeni esitsizlikler elde edil-

misgtir.

Teorem 4.1 @,/ : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif
fonksiyon olsun. ¢ > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. 0 < m < % < M sarti
saglaniyorsa her 0 € (a,b), r > 0ve pn > 0 igin

(10 ) + (1200 @)

M 1 " v\
< (3% ) (0 i)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat Teorem 4.1’in sartlart altinda

oldugundan

Sy
=
A\

Mh (9)

AN

O W)+ MO W) < Mh(V)+ MD(9)

(M + 1) 0" ()

IN

M (® + h)" (9) 4.2)

Y'(9)

vaziulabilir. (4.2) ifadesinin her iki tarafi TG (00— ()

ile carpilir ve a’dan 0 ’e kadar

J’ye gore integrali alinirsa

0 77b/(ﬁ) .
/a T (p) (¥ (0) — ¢ (9)) " (M +1)" " (9) dv

0 W(ﬁ) ) )
/a T 00 — o @y (@ @)

elde edilir. 1v—kesirli integral operatorii tanumi geregi yukaridaki ifade

(M4 1) (1007 (0)) < M7 (1 (@ -+ h) (6))
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yani

(10 9))" < (12 @+ 1y ) @3

seklinde ifade edilebilir. 6te yandan

sartindan yararlanarak

mh(9) < B0)
(1+%) W) < (l) (@ (9) + h (9)) 4.4)

m

)
1) (Y (0)—p(9)) '+

yazilabilir. (4.4) ifadesinin her iki tarafi - ( ile carptlir ve a’dan 0’e 9 ’ye gore

integrali alimirsa

9 ¥ (9) 1
/ T (1) (0 (0) — 0 (0) <”m) h0) o
9 ¥ (9) 1y T
< | T () (8 (0) — 0 (@) <m> (@) +h(5)) d?

bulunur. Bu ifade diizenlenirse

(1 + %) I%9h (60) < (%) 1% (@ + h)" (6)

yani

[ @+ )y 0)] (4.5)

[[‘ﬁwhr (9)]1 = m+1

elde edilir. (4.3) ve (4.5) taraf tarafa toplanirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.2 ® 1 : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif
fonksiyon olsun. 1’ > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. 0 < § < ® (¢) < A ve

0 <o < h(¥) < B sarti saglantyorsa her 0 € (a,b), r > 0 ve u > 0 icin

1rer )] + [0 )]

5 A R} r 71
< I"Y(®d+ h)" (0 4.6
esitsizligi gecerlidir.

Ispat Teorem sartlarindan

—_

4.7)

IA
IA
Q=

™|
>



yazilabilir. (4.7) esitsizligi 0 < 0 < & () < Aile ¢carpilirsa

6 o) A
3 < 70 = (4.8)
bulunur. (4.8) yardimiyla
. 8\ ,
o)< (745) @@ +h) @9)
ve
: ALY T
v )< () @@ +h) .10

elde edilir. (4.9) ve (4.10) ifadelerinin her ikisi de F(u)(w(w)/jz(ﬂ))l‘" ile carpilir ve a’dan 6’e

V’ye gore integrali alinirsa

/a” (F (w) (¥ (ﬁ) (f)w (9)) i (’9>) & 4.11)
. /ae Y’ (V) (5 )T(<I>(19)+h(z9))r)dz9 (4.12)

(F (1) (@ (8) =9 (0)) " \O+ 5
/j (F(m (¥ (z) (19)1/} (ﬁ))l‘“q)r (79)> o (4.13)
<

V' (V) ( A
ifade diizenlenirse

ve

T (1) (¢ (0) — 2 (9)) " \o + A) (® () +h (ﬁ))r> Ay (4.14)

1

o) < (725) [ @ +nor] @15

veE

S ie

e o) < () [ @0+ 1)) @.16)

bulunur. (4.15) ve (4.16) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3 & h : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

fonksiyon olsun. ' > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. 0 < m < % < M sarti

saglaniyorsa her 0 € (a,b), r > 0ve p > 0 igin

[Igﬁqﬂ (9)} g [Igﬁm (9)] ' 4.17)
- (;/[J;J\{)(Zni?) Hffiw (® + hY (e)rl

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat Verilen sartlar altinda

(M +1)" 0" (9) < M" (D +h) (¥) (4.18)

¥'(9)
(1) (P(0) = (9))

elde edilir. (4.18) ifadesinin her iki yan1 - — ile carpilir ve a’dan 6’e 1’ye gore

integrali alinirsa

% ¢/ (19) .
/ (r W wo) —o@ye e “”) W 4.19)
0 ¢/ (19) ) )
< [ W@ o) oy G ) (4.20)

ifade diizenlenirse

(M +1)" "7 9" (9) do
< MTIMP(®+h) (9)dY (4.21)

bulunur. Buradan

r

(IC‘LT”CDT (0)) < ; (]5;’/’ (@ + h)" (0)) 4.22)

(M +1)

elde edilir. Ifadenin her iki yaninin % kuvveti alin1 rsa
(e (o))’

M
P —
- (M+1)

S =

(1;% (@ + h)' (e)) (4.23)
bulunur. Diger taraftan teorem sartlar1 altinda

(1+%) h(9)

< (@) +h(0) (4.24)

yazilabilir. Ifadenin her iki yaninin r. kuvveti alinarak

<1+%>Th7’ (¥)

< (l) (@ (9) + h () (4.25)

m

P'(9)
(1) ((0)—(9)) "

elde edilir. (4.25) esitsizliginin her iki yani - ile carpilir ve a’dan 6’e 19’ye

gore integrali alinirsa
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/ae (F (1) (¥ (tz; (ig)w @0 (1 + %)T h' (19)) dv
: /ao (F (w) (¢ (ﬁ) = (l) (@ () + h(ﬁ))r) dv (4.26)

— ¢ (9) "
ifade diizenlenirse

(14 0))

o 1+ ¥ (e @+ ny (9))i 427)

bulunur. (4.23) ve (4.27) taraf tarafa toplanarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4 @, 1 : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

fonksiyon olsun. | > 0 fonksiyonu (a,b) aralhiginda siirekli olsun. 0 < m < % < M sarti

saglantyorsa her 0 € (a,b), r > 1 ve p > 0 icin

(15;%7“ (9)) n ([jjf”h” (9)) g
> <(M +Dm+1) 2) (Jgf/’qf (9))1 (Igﬁhr (9))i (4.28)

M

esitsizligi gecerlidir.

Ispat (4.23) ve (4.27) taraf tarafa carpilirsa

((M+ 1])\/[(m+ 1)> (I{’ﬁ’@’” (9))i (Iﬁphr (9))i

< {(I;jﬁ (®+h)" (9)) i} 2 (4.29)

elde edilir. (4.29) esitsizliginin sag tarafina Minkowski esitsizligi uygulanirsa

1

(1 @+ ) }

= (mrer®) + (1w @)

+2 (Iﬁw@r (e))i (Igﬁh’“ (9))i (4.30)

< [ (e @)+ (w <9>)T

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.5 @,/ : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

onksiyon olsun. ' > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. 0 < m < 20 < M sarti
h(?)

saglaniyorsa her 0 € (a,b), p > Over,s > 1, % + % = ligin

(120 )" (2on0)

v\ ) )
< - Y o 5 )
< (m) (12 [@ @) 2 (0)]°) @31)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat Verilen sartlar altinda

1
s

h(9)F > M* [@ (9)]F 4.32)
yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi [ ()] ile carpilirsa 1+ 1 =1 oldugundan
[@ @) [h(D)]: = M~ [®(D)]" [® ()]
> Mo (9))()
> M~ [0 (0)] (4.33)

bulunur. (4.33) esitsizliginin her iki yan1

D@ (z’)l(jz G ile carpilir ve elde edilen ifadenin

¥’ye gore a’dan #’e integrali alinirsa

/a (r (1) (¥ (6) — (19))1—”> [@ (9)]" [1(9)]* v
9 v () .
/a (F (1) (& () — ¥ (19))1—#> M@ (@)]dv (4.34)

ifade diizenlenirse

> M~ I"Y®(6) (4.35)

elde edilir. Buradan
> M~ (15;% (9)) (4.36)

(@ (0)]7 > m* [h(9)]7 (4.37)



yazilabilir. Buradan

0 |
Jun
W |

\%
3
el
=
S
=
=

> i (@)
> mr [h(9)] (4.38)
P'(9)

L () (¥ (0)—(9))
ifadenin ©’ye gore a’dan #’e kadar integrali alinirsa

0 ,l/}/ (19) % %
[ (o vy O Bl )

0 wl (19) m%
/a (r (1) (0 (8) — & ()" [ (?9)]) d (4.39)

ifadesine ulasilir. (4.38) esitsizliginin her iki yani — 1le ¢arpilir ve elde edilen

ifade diizenlenirse
(5 @ @) 1 0)]})
> mt [Ijﬁwh (e)] (4.40)

elde edilir. Buradan

(1 o) (h o))
> w1 0) (4.41)

(4.36) ve (4.41) ve taraf tarafa ¢arpilirsa istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.6 @, 4 : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

fonksiyon olsun. ¢ > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. 0 < m < % < M sarti

saglantyorsa her 6 € (a,b), u > 0ver,s > 1, % + % = 1icin
(10 )" (10w @)
< (w) (Emenmne) @42
esitsizligi gecerlidir.

Ispat (4.31) ifadesinde ® () ve h (0) ifadeleri yerine ®” (6) ve h* (6) yazilirsa istenen sonug

elde edilir.
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Teorem 4.7 @, h : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

fonksiyon olsun.t)’ > 0 fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli olsun. 0 < m < % < M sarti

saglaniyorsa her 0 € (a,b), p > Over,s > 1, % + % = ligin

Iy [ (6) h (6)]

PAREY VA : 1 :
s (BT W] (0)) + s (L[0T 1] (0)) (443
sy LR K 0) + s (L1 1) 0)) @)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat Verilen % < M sartindan yararlanarak
(M +1)" 0" (9) < M"[®+ h]" (V) (4.44)

P'(9)
(1) ((O)—(9))

yazilabilir. (4.44) ifadesinin her iki yan1 ile carpilir ve elde edilen ifadenin

¥’ye gore a’dan @’e integrali alinirsa

6 w/ (19) v
/a (P<M) (W (0) — v (19))1*u (M+1)® (19)) dv

9 Y (9) o W
< | (F(u) U ) (4439

ifade diizenlenirse

(M +1) (10" (9))
< M7 (I @+ hy () (446)

bulunur. Son ifade diizenlenirse

1o (6)

< % (1;;;1# (@ +h)" (9)) (4.47)
bulunur. Diger taraftan a < ¥ < # i¢in m < % sart1 yardimiyla
(m+1)° 0 () < [®+ A (V) (4.48)
Y'(9)

(4.48) ifadesinin her iki yan1 — ile carp1 lir ve elde edilen ifadenin ) "ye gore

(1) ($(0) =¥ (9))
a’dan €’e integrali alinirsa

0 w/(ﬁ) . .
/a (F(u) GO — @)= U (19)) dd

; ¥ (9) 5
</ (rm wo vy o (ﬁ)) W 449)
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ifade diizenlenirse

Wps 1 s s
LW ) < o (1 @+ 1) 9)) (4.50)

bulunur. Diger taraftan
o (¥ h® (v
) , b*)
r s
Y (9)
L() ((0) ~ ()"

® (0) h (9) < (4.51)

olarak belirtilen Young esitsizliginin her iki yani

—: ile carpilir ve elde edilen

ifadenin ©’ye gore a’dan §’e integrali alinirsa
0 /
/ ( YO gwyn (19)) .
o \I'(1) (@ (0) = (@) "

9 ¥ (9) o (9) b ()
: / (r<u><w<e>—¢<ﬁ>>1-“ T )‘w (452

ifade diizenlenirse

19 (6) 1 (6)
<1 (15;%1“ (9)) + % (Igﬁhs (e)) (4.53)

r

bulunur. (4.47) ve (4.50) yardimiyla (4.53) ifadesi

I"Y® (0) 1.()
< (f;%’" @) + = (1 6))
1 .
< W (ID wy s )
< M+1 - (1 @+ nyr )>+—S(m+1)5 (1 @+ n)y(0)) @54
olarak yazilabilir. (¥ + 2)" < 271 (9" + 27), r > 1,9,z > 0 esitsizligi kullanilarak
I (& + h)' () < (Ijjfp (@ + h") (9)) gr-1 (4.55)
ve
I (® + h)* () < (zgr/’ (@° + 1) (9)) 951 (4.56)

elde edilir. (4.54), (4.55), (4.56) kullanilarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.8 & h : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. 1, (a, b] araligi nda artan, pozitif

fonksiyon olsun. 1)’ > 0 fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli olsun. 0 < n < m < h((g)) <M
sartt saglaniyorsa her 0 € (a,b), u > 0ver > 0, icin
M+1y/, o\
S (@) - o))
1 1
< (mror) + (1w @)
1 v
< (@ (0) - nh 6))) (4.57)
m—n

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat 0 <n<m < % < M < oo sart1 yardimiyla

mn < Mn=—mn+m<mn+M<Mn+M

= M+1)(m—-n)<(m+1)(M—n) (4.58)
yazilabilir. Buradan
(M+1) _ (m+1)
(M —n) = (m —n) (4.59)

elde edilir. Bu esitsizlik yardimiyla

m—n < <M-—n (4.60)

(© (W) —nh (D) _ ., (¢ (9) —nh (9))
G SO 4.61)
yazilabilir. Diger taraftan
1 h@®) 1
= < N
M — &) " m
m—n _®W)—nh(¥)  M-—n
VS = n® (1Y) = Mn (4.62)

ifadesi yardimiyla

M —n m-—n

( M )r<q><ﬁ>—nhw>>’“sqfw>s m )T<¢><z9>—nh<z9>>’" (463)

P (9)
T(1) (4 (8) —(9)) ™

yazilabilir. (4.61) esitsizliginin her iki yan1 ile carpilir ve elde edilen ifade-

nin ¥’ye gore a’dan 6’e integrali alinirsa

1 /9 P (0)

(M =n)"Jo T (u) (¢ (0) — 2 ()"

- /9 W' (9)

T Ja T() (@ (0) — ()"
1 /9 Y (V)

(m=mn)"Jo T'(n) (W (0) = )"

bulunur. Kesirli integral operatér tanimi yardimiyla

(@ (9) — nh (9))" dI

K (9) dY

(@ (9) — nh (9))" dv (4.64)

1
T

(M 5 (1120 —nn o))

(122 0)

! (I(‘l‘ﬂ” (@ (0) — nh (9)]’“) ' (4.65)

(m —n)

IN

IN
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P'(9)

bulunur. Diger taraftan (4.63) esitsizliginin her iki yan1 - P 0),— )

edilen ifadenin 9’ye gore a’dan #’e integrali alinirsa

/ae (F () (¢ g) (19)1/} (@) (MA{ n> (®(9) —nh <19>>T) a9
’ (9
= /a (F (1) (¥ (Z) (_)¢ (79))1_“<I>T (19)> i

= Aﬁ(rwuwgg?wwnk“(mﬁn)xéﬁﬁ_”hw”ﬁdﬁ

ifade diizenlenirse

1

s (1 e o)’

< (e o)
1

< () [Ere@-mor]

m-—n

(4.65) ve (4.67) toplanarak istenen sonug elde edilir.

— ile carpilir ve elde

(4.66)

(4.67)

Teorem 4.9 ¢ h : [a,b] C R — R fonksiyonlari verilsin. v, (a,b] araligt nda artan,

pozitif fonksiyon olsun. ' > 0 fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olsun. Her 6 € (a,b),

w>0ver,s > 0,icin

IMY®h (0) + IV O (6)

< % (1v? (9))g + % (1 ? (0))2
(e 0)" + L (e 0)°

esitsizligi gecerlidir.

Ispat @ () = In 6 fonksiyonu konkav oldugundan

In (o + (1 —¢) ) > dlna+ (1 —¢)Ing

yazilabilir. Bu ifadede

< |
5 - ( Y (V) >2h8(19)
!

(4.68)

(4.69)

(4.70)



yazilirsa

’ 5 ”
(Fewrvam=s) @
n w’(ﬂ)r 3
I Corer o) M
V() 2 o
ln(<r<u>(w(e>ww>>1—“> )q’ (9)
- r
W(9) 2\ pys
ln((F(u)(wwww))l—“) >h ()
* S

V) o (0) h (0)1 .

Bu durumda

> v (0)n ()
C ) (6 (60) — v (9)

elde edilir. Her iki tarafin [a, 0] araliginda ) "ye gore integrali alinirsa

P (9) )2 o (19)

/ o (rm)(ww)—ww))l*“

r

dv

S

a’(ﬂ) 2 S
N / ’ (rm)(a(e)faw))l—“) W (9) 9

' d/(ﬁ) ?) h (1) d
- Arwwm—w))”@” )

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

I ®h (0)

= 1/ (5 () (0 f; (?)w Ot ) L

+ / (5 ) (0 <z> ° O ) i
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4.71)

4.72)

(4.73)

(4.74)



seklinde yazilabilir. 6te yandan (4.69) ifadesinde

( W' (¥) _ )Q(I)r "
() @ (0)—v @) ™"

yazilirsa

(S

T(1) ($ () —w (9N —H
S

n (s y=s) " r* @)

In

.
W) 24
<F(u)(w(9)—w(0))lfu) o7(9)

In r

V'(9) LA
(F(u)(ww)fw(ﬁ))l—#) )‘I) (19)

Bu durumda
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+ <F(u)(¢(§)l(—ﬁ¢)(19;)1u>2 h (9)
id (19> O (9) h (I
- (w) (¢ <9>—w>w) () h ()

elde edilir. Her iki tarafin [, b] araliginda 9 *ye gore integrali alinirsa

P (0) 5
/ ’ (rm)(w( )—w<ﬁ)>1-ﬂ> o7 (9)
6

dv

r

V' (9) 3o
+/b (F(u)(w(ﬁ)fw(v))l—u> h W)dﬁ
0

S

’ Y (9)
- / T W) o@D
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(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)



elde edilir. Bu ifade diizenlenirse
IV dh (0)
1t Y (9) ) )5
< = o~ (Y9 dd
< (r<u><w<9>—ww>>1—“ )

L v () b o)
+8/e (F(u) (w(e)—ww))lfﬂh (0)) @ (4.79)

seklinde yazilabilir. (4.74) ve (4.79) taraf tarafa toplanirsa istenen sonug elde edilir.
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5. SONUC

Bu caligmada W —kesirli integral operatorii yardimiyla Chebyshev tipli bazi esitsizlikler
elde edilmigtir. Calisma kapsaminda elde edilen sonuglar ve alanyazinda yer alan cesitli ke-
sirli integral operatorleriyle tiiretilmis Chebysheyv tiirii esitsizliklerde elde edilmis olan iist si-
nirlar, karsilagtirmali olarak degerlendirilebilir. Ayrica kullanilan kesirli interal operatoriiniin
sagladig1 esneklik sayesinde mevcut alanyazinda yer alan birgok esitsizligin daha genel bir
cercevede yeniden ele alinmas1 ve genellestirilmesi miimkiin hale gelmektedir. Bu baglamda,
elde edilen bulgularin gelecekteki calismalara teorik ve uygulamali agidan katki sunacagi de-

gerlendirilmektedir.
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