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Bu tezde, dncelikle iki kez tirevlenebilir fonksiyonlar icin trapezoid ve orta nokta
esitsizliklerini tiiretmek amaciyla bir lemma sunulmustur. Bu lemmadan yararlanarak,
ikinci tiirevlerinin mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville
kesirli integralleri kullanarak c¢esitli esitsizlikler kurulmustur. Bu sonuclar, onceki
caligmalarda ele alinan Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren orta nokta ve
trapezoid esitsizliklerini genisletmektedir. Ayrica, ikinci tiirevlerinin mutlak degerleri
konveks olan fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler gelistirilmistir. Bunu
basarmak igin, Green fonksiyonunu kullanarak bir 6zdeslik tiiretilmistir. Bu 6zdesligi
kullanarak ana sonuglarimiz elde edilmistir.

Anahtar sozcukler: Hermite-Hadamard esitsizligi, Kesirli Integraller, Green
Fonksiyonu, Konveks fonksiyonlar, Midpoint esitsizligi, Trapezoid esitsizligi.



ABSTRACT

ON NEW INEQUALITIES INVOLVING FRACTIONAL INTEGRALS
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Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAY A
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In this thesis, we first present a lemma for twice differentiable functions to derive
trapezoid and midpoint inequalities. Utilizing this lemma, we establish several
inequalities for functions whose second derivatives in absolute value are convex,
employing Riemann-Liouville fractional integrals. These results extend the midpoint and
trapezoid inequalities involving Riemann-Liouville fractional integrals that were
discussed in previous studies. Furthermore, we develop Hermite-Hadamard type
inequalities for functions with second derivatives whose absolute values are convex. To
achieve this, we derive an identity using Green's function. Using this identity, we obtain
our main results.

Keywords: Convex functions, Hermite-Hadamard inequality, Green Function,
Fractional integrals, Midpoint inequality, Trapezoidal inequality



1. GIRIS

Konvekslik, tarihsel 6nemi olan ve kokleri M.O. 250 yilinda Archimedes'in iinlii ©
degerini hesaplamasina kadar uzanan bir kavramdir. Her ne kadar konveks fonksiyonlarin
sistematik arastrmalar1 19. ylizyilin sonlarma dogru baglamis olsa da, 20. ylizyilin
ortalarinda matematigin énemli bir dali olarak kabul gormeye baglamistir. Konvekslik,
geometri, analiz, lineer cebir ve topoloji gibi matematigin ¢esitli alanlarinda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ayrica, say1 teorisi, klasik ekstremum problemleri, lineer programlama,
oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi gibi pek ¢ok konuda da onemli bir role sahiptir.
Konvekslikle giinliik yasamimizda siirekli karsilasir ve deneyimleriz. Ornegin, dik
pozisyonda durdugumuzda agirlik merkezimizin dik izdiisiimii, ayagimizin kapladigi
konveks alanm i¢inde kalir, bu sayede dengemizi koruruz. Konveksligin etkileri endistri,
is, saglik ve sanat gibi bir¢ok alanda goriiliir. Oyun teorisinde is birliginin olmadigi
durumlarda parasal kaynaklarin ve adil paylagimin saglanmasi problemi de konvekslikle
ilgilidir. Konveks fonksiyon teorisi, matematigin bir¢ok alaninda énemli bir yere sahiptir
cunki konveks bir fonksiyonun gorintli kimesi de konvekstir. Konveks fonksiyonlar
teorisi, 6zellikle cizgisel analizde ve ikinci turev testinde énemli bir rol oynamaktadir.
Hessian testi, konveksligin belirlenmesinde kullanilir ve optimizasyon ve kontrol
teorisinde karmasik problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir aragtir. Bu teori, sonsuz boyutlu

Banach uzaylaria kadar genisletilmistir.

Konveks fonksiyonlarin temelinde esitsizlik kavrami vardir. Klasik esitsizlikler Gauss,
Cauchy, Schwartz, Buniakowsky, Hélder, Minkowski, Chebyshev gibi bircok énemli

matematik¢inin ¢aligmalarinda yer almaktadir.

Son ylizyilda bu alanda kaydedilen gelismeler ve artan uygulama alanlar ile birlikte,
konvekslik matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri haline gelmistir. Bu disiplin,
matematiksel analizdeki temel konular1 genisletmis ve yeni uygulama alanlar1 yaratmigtir.
Konvekslik ve konveks fonksiyonlar, geometrik sekillerin ve matematiksel yapilarin

ozelliklerini anlamak, en iyi yaklasimi bulmak ve optimizasyon yapmak i¢in kullanilan



giiclii araglardir. Bu nedenle, konvekslik, matematigin ¢esitli dallarinda temel bir rol

oynamaktadir.

Tamm 1.1. (Konveks Kiime) A c R? olsun. Eger A kiimesinin herhangi iki noktasini

birlestiren dogru pargasi A kiimesinin i¢inde kaliyorsa A'ya konveks kiime denir [1].

Sekil 1. Konveks Kiime

Sekil 2. Konveks Olmayan Kiime

x1 Ve x, noktalarini birlestiren dogru parcast
[x1,%,] = {x: x =Ax; + (1 = Vxy, A€[0,1]}
seklinde gosterilebileceginden a climlesinin konveksligi asagidaki sekilde de verilebilir.

Tamm 1.2. (Konveks Fonksiyon) Her x,y € [ ve A € [0,1] icin

fOx+ A =Dy) <A () + A -Df () (1.1)

sartni saglayan f:1 € R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlik, f

fonksiyonunun grafiginde kirislerin f fonksiyonunun grafiginin altindan gegtigini gosterir

(Bakiniz Sekil 3) [2].
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Sekil 3. Aralik Uzerinde Konveks Fonksiyon

Esitsizlik teorisi, yaklagim yontemlerinin temellerini olusturmak agisindan biiylik 6neme
sahiptir. 19. ylizyilin sonlarindan itibaren giliniimiize kadar, matematik ve diger bilim
dallarinda sayisiz esitsizlik kesfedilmis, gelistirilmis ve uygulanmistir. Matematiksel
esitsizliklerin matematik ve diger bilim dallarindaki yararliliginin daha iyi anlagilmasziyla,
esitsizlik teorisi son yillarda bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve bu alanda yapilan

yeni ¢alismalarla siirekli olarak gelisim gostermistir.

1934 yilinda Hardy ve arkadaslar1 tarafindan yaymlanan "Inequalities" kitabi, bir¢ok
arastirmacitya gore esitsizlikleri formiiller yigmindan sistematik bir disipline
dontstiirdiigli kabul edilmekte ve bu alanda c¢alisan matematikgiler i¢in Onemli bir
referans olarak goriilmektedir. Bu kitabin ardindan, E.F Beckenbach ve R.Bellman [3]
,tarafindan yazilan ve yaymlandiklar1 zamana kadar esitsizlikler alaninda yapilmis bir¢ok
calismay1 derleyen "Inequalities" kitab1 ile Mitrinovic’in [4] "Analytic Inequalities”
kitabi, yine Mitrinovic ve ark. [5] "Classical and New Inequalities in Analysis "', Pachpatte
[6] "Mathematical Inequalities”, Pecaric ve ark. [7] "Convex Functions Partial Orderings
and Statistical Applications"”, Dragomir ve Pearce [8] nin "Selected Topics on Hermite-
Hadamard Inequalities and Applications™” kitabi da 6nemli kaynaklar arasinda yerini

almstir.

Esitsizlik teorisi; matematiksel ekonomi, oyun teorisi, matematiksel programlama,
olasilik ve istatistik gibi alanlarda da dnemli bir ¢alisma konusu haline gelmis ve hizla
biiyiiyen bir disiplin olmustur. Matematiksel analiz ve uygulamalarinin ¢esitli yonlerini
etkileyen bu teori lizerine pek ¢ok caligma yapilmistir. Bu ¢alismalarin bir¢ogu 6zellikle

Jensen, Hermite-Hadamard, CebySev, Griiss ve Ostrowski esitsizlikleri tizerinde

3



yogunlasmistir. Bu esitsizlikler ile ilgili olarak pek c¢ok c¢alisma yapilmis, bu
esitsizliklerin c¢esitli genellestirmeleri, iyilestirmeleri ve uygulamalar1 arastirmacilar

tarafindan ispatlanmustur.

Esitsizlik teorisinde onemli bir yere sahip konulardan biri de konveks (digbiikey)
fonksiyonlardir. Pecaric ve arkadaslarmmn belirttigi gibi, "Unlii Danimarkali matematik¢i
Jensen tarafindan 1905 ve 1906’da yayinlanan iki makaleden bu yana, konveks
fonksiyonlar teorisi hizli bir gelisme yasamustir. Bunun birkag nedeni vardir: ilk olarak,
modern analizdeki birgok alan dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin
uygulamasini igerir; ikincisi, konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisi ile yakindan iliskilidir
ve bircok dnemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarm uygulamalarinin sonuclaridir”. Bu
calismada Pecaric ve arkadaslari, konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizliklerin oynadigi
rolii vurgulamis ve konveks fonksiyonlarmm tanimmin aslinda bir esitsizlik olduguna

dikkat ¢ekmislerdir [7].

Literatiirde konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan yukarida bahsedilen esitsizlikler

asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 1.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi) I, R de bir aralik, f: I € R — R konveks

bir fonksiyon, a, b € I ve a < b olsun. Bu durumda,

(1.2)

b
b 1 b
f(a;— )Sb_aff(x)dxsf(a)‘;f()

esitsizlikleri saglanir [9].

Ispat. f fonksiyonu [a, b] arahginda konveks ise, f, (a, b) araliginda siireklidir ve £,
[a,b] araliginda sinirhidir teoreminden dolayr f fonksiyonu [a,b] arahiginda
integrallenebilirdir. Esitsizligin sag tarafinin ispat1 konveksligin geometrik yorumundan
kolayca elde edilir. Yani x = a(1 — t) + bt, t € [0,1] olsun. Bu durumda

1 (P !
mf fo)dx = f f(a(l—1t)+ bt)dx

Sf(a)f (1—t)dt+f(b)f tdt

_f@+fb)
2



(1.2) de verilen esitsizligin sag tarafi elde edilir. Simdi sol tarafin ispatini verelim:

1 b
p=a ), fod

integralini

b a+b
1 1 = b
mj fx)dx = P Ua fQo)dx + fawa(x)dx] (1.3)

bigiminde yazip , x = a + t(b — a)/2 degisken degistirmesi yapilirsa ilk terim

La+bf(x)dx = —f < t(bz——a)> dt

biciminde ve x = b — t(b — a)/2 degisken degistirmesi yapilirsa ikinci terim

b bh— 1 b —
.L_H,f(x)dx=— Zajo f<b—t(2—a)>dt

b—a (! t(b—a)
-2 fof<b——2 )dt

bi¢iminde yazilir. (1.3) te bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa

_f FGOdx = = f[f( t(b_a)> f<b—t(bz—_a)>ldt
= [ r(55)a=r(*57)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 1.2. a,b €1 ve a < b olmak Uzere f:1° € R = R fonksiyonu [° Uzerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f’| fonksiyonu, [a, b] izerinde konveks ise

b
1 b b —
— [ rwac -7 (A37)| < 52 0@t + 1 )b

esitsizligine Midpoint Esitsizligi denir [10].



Teorem 1.3. a,b €1 ve a <b olmak uzere f:1° € R - R fonksiyonu [° Uzerinde

diferansiyellenebilir olsun. Eger |f'| fonksiyonu, [a, b] Gizerinde konveks ise

f®) = fla)
2

b
b —
[ roa| <2 A @i+ oD

esitsizligine Trapezoid Esitsizligi denir [10].

Bu tezde, ilk olarak iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlar icin trapezoid ve orta nokta
esitsizliklerini elde etmek amaciyla bir lemma sunulmustur. Bu lemmadan
faydalanarak, ikinci tiirevlerinin mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in
Riemann-Liouville  kesirli  integralleri ~ kullanarak  ¢esitli  esitsizlikler
olusturulmustur. Bu sonuclar, 6nceki ¢alismalarda incelenen Riemann-Liouville
kesirli integralleriyle ilgili orta nokta ve trapezoid esitsizliklerini genisletmektedir.
Ayrica, ikinci tiirevlerinin mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢cin Hermite-
Hadamard tipi esitsizlikler gelistirilmistir. Bu amaca ulasmak i¢in, Green
fonksiyonunu kullanarak bir 6zdeslik tiiretilmis ve bu 6zdeslikten yola ¢ikarak ana

sonu¢larimiz elde edilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde, tezde elde edilen sonuglara ulagsmak i¢in kullanilacak olan temel bilgiler

verilecektir.

2.1. BAZI TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. (Limit) K ¢ Rolmak tizere f : K — R bir fonksiyon ve k da K kiimesinin
bir yig1lma noktasi olsun. Her ¢ > 0 i¢in, eger 0<]x — k|<d oldugunda |f(x) — L| < ¢
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, k ya yaklastiginda f nin limiti L dir

denir ve bu durum
limf(x) =1L
x—a
ile gosterilir [1].
Tamm 2.2. (Siireklilik) K < R olmak lzere f : K — R bir fonksiyon ve k € K olsun.

|x — a| <6 oldugu zaman f fonksiyonu k Uzerinde sireklidir.|f(x) — f (k)| < ¢ olacak

bicimde her & > 0 i¢in en az bir 6 > 0 sayis1 vardir. Yani,
lim f(x) = f(k)
x—a
ise f fonksiyonu k noktasinda siireklidir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin her noktasinda
stirekli ise bu fonksiyon A tzerinde streklidir denir [1].
Teorem 2.3. a,b € R olmak Uzere f : [a,b] » R fonksiyonu siirekli ise smirhdir [1].

Tamm 2.4. (Mutlak Sureklilik) i = 1, ...,n olmak Uzere [a, b] araliginin ayrik agik alt
araliklarmm birikimi {(a;, b;)}} igin

n

dhi-ay<s

1

oldugu zaman

DB - f@dl <o



eger her ¢ > 0 icin 0> 0 sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak
streklidir denir [2].
Tanmim 2.5. (Tlrev) K c R, ky € K, ko, K nin bir yigilma noktasi ve f : K — R bir

fonksiyon olsun. Eger

i £ 00 — (ko)
k~ko  k — kg

limiti veya k = k, + h yazilmasiyla elde edilen

5 f (ko + h) — f (ko)
im

h—0 h

limiti mevcutsa f fonksiyonu k, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limitin degeri f
fonksiyonunun k, noktasindaki tiirevi adin1 alir. Bu tlirev f ’(ko),% veya Df (k)

sembollerinden biri kullanilarak gosterilir [1].

Tek degiskenli fonksiyonlarda tiirevlenebilme ve diferansiyellenebilme kavramlar1 ayni

anlama gelmektedir.
Simdi, integral kavramini a¢iklamadan 6nce bazi temel 6n bilgiler sunulacaktir.
Tanim 2.6. [a, b] kapali aralig1, x — ekseni izerinde

U=Xg <X <Xy << Xp =V

Simdi  xg, X1, X5, ..., X, nNOktalariyla [a,b] araligmi n tane alt araliga bolelim.

P = {xy, x4, %5, ..., x,} Kimesine [a, b] araliginin par¢alanis1 ad1 verilir. Her

k =1,23,..,nicin Ax; = xj, — x,_, olarak tanimlansin.Ax;, degerlerinin en biiyiigiine,

P pargalanmasinim normu denir ve ||P|| ile gosterilir.

f(x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda tanimli ve sinirli olsun. x € [xj_q, x,] icin

M, = ekiisf(x) ve my, = ebasf(x) olsun. Bu durumda, Ust toplam

n
S=U(f,P) = ZMkAxk
k=1

seklinde ve alt toplam

n
s =A(f,P) = kaAxk
k=1

8



seklinde olusturulsun. Bu durumda, Ax;, > 0 ve M;, > m;, oldugundan
S=U(f,P) = A(f,P) =s

olur. Mimkdin olan butiin boltntdler igin
I = ebas(S) ve ] = ekiis(s)

olsun. Bu sekilde her zaman var olan I ve J degerlerine, sirasiyla [a, b] kapali araliginda

f (x) fonksiyonunun st ve alt integralleri denir [2].

Tamm 2.7. (Riemann Integrali) P, [a, b] araliginin bir parcalanmasi ve f(x) fonksiyonu

[a, b] kapali araliginda tanimli ve sinirli olsun. Eger
I = lim U(f,P) = lim A(f,P) =]
n—oo n—->oo

saglantyorsa, f fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir

denir. Bu durum

b
jf(x)dx

seklinde gosterilir [2].
Teorem 2.8. [a, b] araliginda siirekli her fonksiyon bu aralikta integrallenebilirdir [2].
Riemann integrali gibi Lebesgue integrali de matematik alaninda buyik 6neme sahiptir.

f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda sinirh ve oOlgiilebilir olsun. @ ve B da
a < f(x) < B sartim saglayan iki gergel say1 olarak verilsin. [a, B] araligi, y —ekseni
Uzerinde

A=Y <Y <Y <<y =p

olacak sekilde yq, y1, V3, ..., Y, noktalariyla n tane alt araliga boliinsiin. Boylece, [a, B]

araligiin bir parcalanisi elde edilir.
k=12,..,niciny,_; < f(x) <y olacak sekilde E;, kiimesi [a, b] kapali arahgmdaki
tim x noktalarmin kiimesi olsun. Yani, E), kimesi, k = 1,2, ..., n sayilari i¢in

Ep ={x:yp-1 < f(0) <y}

seklinde tanimlansin. Bu durumda Ej, kiimelerinin her biri 6l¢tilebilir ve ayrik kiimelerdir.

Ust ve alt toplamlar, sirasiyla



I = ebas(S) = inf(S) ve | = ekiis(s) = sup(s)

olarak tanimlansin. Bu sekilde verilen I ve J degerlerine, sirasiyla [a, b] kapali araliginda

f (x) fonksiyonunun iist ve alt integralleri denir. Tanimdan dolay1 I <] olur [2].

Tamim 2.9. (Lebesgue Integrali) f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda smirli ve

Olgtilebilir olsun. Eger biitlin parcalanmalar i¢in I = J veya

n n
I=lim > yem(E) = lim 'y m(B) =
k=1 k=1

oluyorsa f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilirdir

denir. Bu durum, ortak bir isaret olarak

b
J, f(x)dx
seklinde gosterilir (Bakiniz Sekil 4) [2].
y
Yn =B
Yn-1
Vi
"'l-.-: ;:
I
:
Yo=a :
: |
| 1 N

Sekil 4 Lebesgue Integralinin Gosterimi

Teorem 2.10. Eger f (x) fonksiyonunun [a, b] araliginda Riemann integrali varsa ayni

fonksiyonun bu aralikta Lebesgue integrali de vardir [2].

Teorem 2.3. iin tersi her zaman dogru degildir. Bu duruma en iyi 6rnek

0, x€eEQ
1

f@={" ieq

seklinde tanimlanan Dirichlet fonksiyonudur.

Simdi konveks fonksiyonlarla ilgili 6zellikler verilecektir.
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Teorem 2.11. K kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x; ,x, € Kve 1 €
[0,1] icin

Axi+ (A —-Dx, €K
olmasidir [1].

Teorem 2.12. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak lizere f nin konveks olmasi

icin gerek ve yeter sart f’ fonksiyonunun artan olmasidir [11].

Teorem 2.13. f : [a, b] = R fonksiyonunun (a, b) Uzerinde ikinci tirevi mevcut olsun.

Eger her x € (a, b) icin f"'(x) = 0 ise f fonksiyonu [a, b] araliginda konvekstir [1].

Teorem 2.14. f: I - R konveks fonksiyon ise I° inde herhangi bir [a,b] kapali
araliginda Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle f fonksiyonu [a, b] araliginda da mutlak

stirekli ve I° nde sureklidir [11].

Teorem 2.15. [a,b] kapali araliginda konveks olan her fonksiyon bu aralikta
integrallenebilirdir [11].

Tanmm 2.16. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu her n > 0 icgin

r(n) =f x"le™* dx (2.1)
0
integrali ile tanimlanir. Burada ifade edilen fonksiyon (integral):
i) 0 < n < o« igin yakimsak
ii)n=1{..,—3,—-2,—1,0} i¢in wraksak olan bir fonksiyondur.
Gamma fonksiyonunun bazi 6nemli dzelliklerini sdyle siralanabilir:
i) T'(n+1) =nlr'(n) =n!
. 1
()=

T

i) ;"2 dx = F(p)r(1—p) = 0<p<1

sinpm’

iv) 22" 11 ()T (n + %) = Vnl'(2n) [12].

Tanim 2.17. (Beta Fonksiyonu)

11



1

B(m,n) = f (1 — )

0

integrali ile tanimlanan g (m, n) fonksiyonuna Beta fonksiyonu veya birinci ¢esit Euler

Integrali denir. Buradam > 0 ve n > 0 dur.
Yukarida ifade edilen integral yani Beta fonksiyonu
i) m > 0 ve n > 0 i¢in yakinsak,
i) m < 0 ven < 0 igin wraksaktir [12].
Lemma 2.18. Beta fonksiyonu igin
p(m,n) = f(n,m)
dir (Simetri 0zelligi) [12].
Lemma 2.19. Gamma ve Beta fonksiyonlar arasinda

r(m)r(n)

Blmn) = r(m+n)
esitligi vardir [12].

Tamm 2.20. (The Sturm Liouville Boundary Value Problem and Green's Functions)
(SLBVP)

Lu(x) =f(x), xe€l (2.2)
u(a) — hou'(a) =0 (2.3)
u(b) + hyu'(a) =0 (2.4)

seklinde tanimlansmn. Green fonksiyon kullanilarak ve u,v € C?(I) n C*(I) alinarak

asagida verilen Lagrange 6zdesligi kolayca ispatlanir.

vlu —ulv = — ;—x [p(x)(vu' —uv")], (2.5)

v==0G(xy)

ve

12



L,G(x,y) =6(x,y), x,y €]l (2.6)

G(a,y) — hy=E2 = o, 2.7)
G(b,y) + hy “Z2 = 0, (2.8)
Buradan
b
u(x) = f 6o y)f )y, (2.9)

a

denklemi yazilir. Dolayisiyla SLBVP, G (x,y) Green foksiyonu (2.6)-(2.8) i saglayacak

sekilde indirgenir. Bu &zelliklere ek olarak G (x,y) asagidaki 6zellikleri de saglar.

1. G (x, y) fonksiyonu x, y € I da sirekli ve ¢ - 0, alinirsa
G(x, y) |x=y—£ =G (x, y) |x=y+£ (2.10)

esitligi saglanir.

dG ). H - . . .
2. (x.y) ifadesi x = y kosulu i¢in siireksiz ve € — 0, oldugunda bunu saglayan
dG(x,y) dG(x,y)
T x=y—-e T |x=y+e = p(}’) (2.11)

basamak kosulu vardir. G(x,y), x < y ve x > y i¢in homojen denklemi sagladigindan,

a;(Vve(x) + a,(YIvy(x), a<x<y<bh
G(x,y) = (2.12)
by (Vve(x) + b,(Y)vi(x), a<x<y<bh

elde edilir. Burada v, ve v, homojen SL denkleminin ¢ozimleridir. Ayrica a4, a,, b, b,
(2.7)-(2.8)-(2.10) ve (2.11) kosullar1 araciligiyla belirlenecek y ye bagl fonksiyonlardir.
Eger v, fonksiyonu,

vo(a) — hovo(a) =0 (2.13)
homojen SL denkleminin sol sinir kosulunu; v; fonksiyonu ise

v1(b) + hvi(b) =0 (2.14)

13



homojen SL denkleminin sag smir kosulunu saglayan ¢oziimler olarak secilirse, a, =
b, = 0olur. G(x,y) = G(y, x) simetri 6zelligi ve kalan kosullardan

Vo) (y), a<x<y<b
G(x,y) = (2.15)
v (x), a<x<y<b

bulunur. Basamak kosulu (2.11)
pOW (vyvy) = —1. (2.16)

doniigiir. Burada W (u, v) = uv’ — vu’ denklemi u ve v nin Wronskianidir [13].

Teorem 2.21. Homojen SLBVP (f = 0) sadece asikar ¢6zlime sahip oldugunu kabul
edilsin. (2.15) de verilen G(x,y), (2.13) ve (2.14) kosullar1 saglayan fonksiyon olmak

Uzere, asagidaki ozellikler vardir:

i) G(x,y) fonksiyonu a < x,y < b dikdortgeninde siireklivea <x <y <bh,a<y<
x < b ucgenlerinde surekli ikinci tirevlere sahiptir. Bu (cgenlerin her birinde
L,G(x,y) = 0 dur.

ii) G(x,y) fonksiyonu x = a ve x = b degerlerinde sinir kosullarini saglar.

iii) Her y € (a, b) degeri i¢in G (x,y) fonksiyonu (2.11) basamak kosulunu saglar.
Eger bir fonksiyon (i)-(iii) 6zelliklerini sagliyorsa, 0 zaman bu G fonksiyonu (2.9) daki
SLVBP'nin tek ¢oztimudr.

Daha o6nce belirtildigi gibi, L kendi kendine eslenik bir operatér oldugundan, Green

fonksiyonu simetriktir. p(x) > 0,q = 0 ve ho h; = 0 igin asagidaki teorem verilir [13].

Teorem 2.22. p(x) > 0,q(x) =0, hohy, = 0 ise SLBVP icin bir Green fonksiyonu
vardir [13].

Ornek 2.23. u" = f(x), x € (a,b) ve u(a) = u(b) = 0 igin
ax+a, a<x<y<b
G(x,y) = (2.17)

bix+b,, a<y<x<bh

bu denklemdeki katsayilar, (2.7), (2.8), (2.10) ve (2.11) numarali kosullar araciligiyla
belirlenir.
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I{(x —a)(y —b)

r—a <x<y<b
G(x,y)=4| (2.18)
k(y_;)_();_b), a<y<x<bh

fonksiyonu seklinde alinirsa ve bu fonksiyonun ¢ézimi

b (2.19)
uG) = [ GGy
(y - —b by — b)(x —
L(y :)_(J; )f(y)dy+fx S b)_(’; D ¢ )dy (2.20)
—b [* r b
=z_afa(y—a)f(}’)dy+HL(y—b)f(y)dy (2.21)

olarak bulunur [13].
Ornek 2.24. Ayni1 problem sinir kosullar1 u(a) = 0,u’(h) = 0 almarak ¢ozulir [13].
Ornek 2.25. Ayni problem sinir kosullar1 u(a) = 0,u’(a) = 0 alinarak ¢ozilur [13].

Ornek 2.26. Ayn1 problem sinir kosullar1 u(a) — a?u’(a) = 0 ve u(b) + f?u’(h) = 0

alinarak ¢6zUlir. Burada a ve 8 bazi sabitleri temsil etmektedir [13]
Kesirli Riemann-Liouville integral ve Tiirevlerinin Elde Edilisi

Kesirli riemann-Liouville integralini elde etmek igin
X 01 a7 On-1
f f f f f(o)doydoy,_4...do,doy (2.22)
a a a a

seklindeki n-katli integrali g6z Oniine alinsin. Bu integralde integrasyon sirasi ve buna

bagli sinirlar degistirilirse;

a<o;<x 0, <0y <X

a<o, <0y 0, <0y <X

(2.23)
A< 0,1 <0p_y 0,<0,_1<X

a<o, <0, a<o,<x
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sinir degisimleri altinda (2.22) ifadesi,

fxfdlfdz...fUn_lf(an)alandan_1 .da,da, (2.24)
= <fx (fx ...fx<fxd01>d02...>dan_1>dan

seklinde yazilir. Elde edilen (2.24) esitliginin sag tarafindaki integraller i¢ integralden

baglanarak disa dogru terim terim hesaplandiginda

X
j j j f f(Un)dUndUn T dO'ZdUl ( 1)|J f(o-n)(x_gn)n_ldﬂn
(2.25)
esitligi elde edilir. Burada gama fonksiyonunun I'(n) = (n — 1)! 6zelligi kullanilirsa

f f f f f(o)dondon-y...doydoy = w5 j [0 = 0,)"do,

(2.26)

esitligi yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki n pozitif bir tamsayidir. Gamma fonksiyonun
tamsayilar disinda da ifade edilebildiginden , n nin tamsay1 olmamasi durumunda (2.26)
esitliginin sag tarafi i¢in asagidaki kesirli Riemann-Liouville integral operatérinin

tanimi verilebilir.

Tamm 2.27. f(x) € L,(a,b) olmak lzere
a = 1 ¥ a-1g
(Lﬁf)(@—mf fOx-1) t, x>a

Up-Hx) = f () (x —t)* 1dt, x <b

()

integrallerine sirasiyla @ > 0 icin a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli

integralleri denir (Samko ve arkadaslar,1993). Burada (]3+f)(x)=f(x) ve
US-f)(x) = f(x) seklinde olur.
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2.2. BAZI TEMEL ESITSIZLIKLER

Bu alt boliimde, calisma boyunca kullanilacak olan bazi temel esitsizliklerden

bahsedilecektir.

Teorem 2.2.1 (Young Esitsizligi) a,b > 0 ve%+ ; = 1 olacak sekilde 1 <p,q < o

olsun. Bu durumda,
1 1
ab < —aP +—b1
p q

esitsizligine Young Esitsizligi denir [11].
Teorem 2.2.2 (Holder Esitsizligi) a = (a,,a,, ..., a,) ve b = (by, by, ..., by,) reel veya

kompleks sayilarin n — lisi olsun. Bu takdirde

1
—+-=1
P q

olmak Uzere,

@ p>1ise

1 1
n n ; n E
Z|akbk| S<Z|ak|p> < |bk|q>
k=1 k=1 k=1

(b)p < 0veyaq <0 ise

1 1
n n 5 n a
Zlakbkl = <Z|ak|p> <Z|bk|q>
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri saglanir [14]. Ozel olarak p = q = 2 secilirse Cauchy-Buniakowsky

Schwartz Esitsizligi elde edilir.

Young Esitsizligi kullanilirsa Holder Esitsizligini ispatlamak olduk¢a kolaydir.

Teorem 2.2.3 (Integraller i¢in Holder Esitsizligi) p > 1 Ve%+ g =1 olsun. Aym1

zamanda, f ve g, [a, b] arahginda tanimli reel fonksiyonlar olsun. Eger |f|P ve |g|?

fonksiyonlari [a, b] araliginda integrallenebilir ise
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1

QR

b b 5/ b
[irwgwiax | [ircarax | { [lgcoiax

esitsizligi gegerlidir [14].

Ayrica, Holder esitsizliginin 6zel bir sonucu olarak verilen Power Mean Esitsizligi

asagidaki gibi ifade edilmektedir.

Teorem 2.2.4 (Power Mean Esitsizligi) ¢ > 1 olsun. Ayn1 zamanda, f ve g, [a,b]
araliginda tanimli reel fonksiyonlar olsun. Eger |f|P ve |g|? fonksiyonlar1 [a,b]
araliginda integrallenebilir ise

1 1
q

b b 7/ b
[r@getar < [iriax | | [ircolgerax

esitsizligi saglanir [14].
Teorem 2.2.5 (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu) f, [a,b] arah@mnda
integrallenebilir olsun. Bu takdirde

b

[ reax| < f I (ldx

a
esitsizligi saglanir [1].
Teorem 2.2.6 a,b €1 ve a < b olmak lzere f:I° € R - R fonksiyonu I° Uzerinde

ikinci mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger f" € L[a, b] ve |f"| fonksiyonu, [a, b]

Uzerinde konveks ise

b
a+b 1 (b—a)? (If"(@)| + |f" (D)I
f( 2 >_b—aff(x)dx Y ( 2 )

a
esitsizligi gegerlidir [15].
Teorem 2.2.7 a,b € I ve a < b olmak Uzere f:I° € R — R fonksiyonu I° Uzerinde n.

mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger n > 1 olmak izere f™ € L[a,b] ve |f™]

fonksiyonu [a, b] Uzerinde konveks ise
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(b — a)**1[1 + (=1]
z 2k+1(f + 1)! f(k) ff(t)dt
- [If(")(a)l + If(")(b)ll
—2"(n+1)!

esitsizligi saglanir [16].
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3. GENELLESTIRILMIS MIDPOINT VE TRAPEZOID TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, ikinci dereceden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in bir dnerme sunulmustur.
Ardindan, Riemann-Liouville kesirli integralleri kullanilarak, ikinci tiirevlerinin mutlak
degerleri digbiikey olan fonksiyonlar i¢in bazi esitsizlikler olusturulmustur. Onceki
caligmalarda elde edilen Riemann-Liouville kesirli integrallerini iceren orta nokta ve

trapezoid esitsizliklerini genellestiren yeni esitsizlikler de sunulmustur.

Lemma 3.1. IcR bir acik aralk, a,b €I, a<b, f : I >R {zerinde ikinci

mertebeden tirevlenebilir ve f” integrallenebilir olsun. O halde 0 <A <1, a > 1 ise

a+1 a+b f(a) + f(b) r@+2) | , .
<A_ 2% )f< 2 )_A< 2 )+2(b—a)0l<](a:b)+f(b)+](az+b)‘f(a)>]

(b—a)?
2

Jy k(Of"(ta+ (1 — O)b)dt 3.1)

yazilir. Burada k(t) ¢ekirdegi

|{ t(t*— 1) OSts%
k(t)z%I
Q- -2 %StS1

seklinde tanimlanir.

Ispat. ilk olarak

1
= f k(t)f'(ta+ (1 —t)b)dt
0

= F t(t* —Df (ta+ (1 —t)b)dt + fl Q-1 -0)*=Df (ta+ (1 —t)b)dt

= 11 + 12 (3.2)

seklinde tanimlansin. Boylece, kismi integrasyon yardimiyla I; ve I, hesaplanirsa

1

I, = fz t(t* = D)f (ta+ (1 —t)b)dt
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f'(ta + (
a—b>b

=2(;—i@<2—i-a>f'<a;b>—(bfay(“;—w(“:")

a(a+1) 1 a
FB) + i e @ ey )

f (ta + (1 —-1t)b)

=t(t*—2) _

((a + 1)te

- )2

olup benzer sekilde
1
I, =fl (1= O((1 =% = Df'(ta+ (1 — O)b)dt

fta+ (1 -0b)|

= (1-0( -0 - D ———

1

2

jf(ta+(1 t)b)(( D)1= %= 2)

> ﬁ(zia”)f’(a;b) ‘A(bffaz)z

y (b—la)z (az_tf1 N A)f (%b) + (:Ei;gz F(a)]EZ“T“’)_f(a)

bulunur. Dolayisiyla (3.3) ve (3.4) denklemleri (3.2) de yerine yazilirsa

I=1+1,
-2 q/a+1 a+b 21 f(a) + f(b)
(b—a)2< @ A)’f( 2 >_(b—a)2< 2 )
a(a+1)

— )tz I'(a )( (a+b)+f(b) +](a+b) f(a)>

- () (23

I'la+2)
W( (a+b)+f(b) +](a+b) f(a)>

(b—a)?

esitligi elde edilir. Buradan da her iki taraf

edilmis olur.

21

—2)dt

(3.3)

(3.4)

ile ¢arpilirsa istenilen sonug elde



Teorem 3.2. IcR bir acik aralk ab€l, a<b, f : I->R iki kez
diferansiyellenebilir, f” integrallenebilir ve  0<A1<1,a>1 olsun. Eger |f"|

fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a+ly (a+b f@+fB)\ I@+2) |, .
</1_ 2% )f< 2 )_/1< 2 )+2(b—a)a<](a-2i-b)+f(b)+](ﬂ:l’)_f(a)>

( l artta 1
i <2“+2(a+2) 8 a+2 > [lf (a)l + |f (b)l] 0 < A < E
|
\

(b a)2

(3.5)

G- lr@l+lr®l),  isast

8 2“+2(a+2)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 3.1 ve k(t) tanim goz dniine alinirsa

a+1 a+b f(a) + f(b) r@+2) | , .,
<A_ 2% )f< 2 )_A< 7 ) +2(b —a)* <](az+b)+f(b) +](az+b)‘f(a)>
(b—a)2

< f k(DI (ta + (1 — Ob)|de

_(b—a)?

{ﬁt(ta _DIf Ca+ (1= Ob)|dt
0

+f1 1= D1 = D% = DI|f (ta + (1 - t)b)|dt}

- (b_za)2 {1 +72} (3.6)

seklinde yazilir. 0 < 1 < % sart1 gdz oniine alinirsa ve |f | fonksiyonunun konveksligi

kullanilirsa

I < f le(e® = DIl @] + (A - Olf" (b1t
2
- f (A — 9 [elf" (@] + (1 — DIF" (B [1de

1

f (e = DIt @] + A - OlF"B)llde
Aa
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3
200 T« N 1 A
3(a+3) 22t3(a+3) 24

= |f"(a)l

2 3
1+E 1+E
+|f"<b)|[“j+2 ey e 2 (37)

3(a+3) 223 (a+2)(a+3) 12

elde edilir. Benzer sekilde,
1@
J2 < L (1 -1 -0%=-Dltlf" @+ @ -olf"(b)llde

2

+f (1=-@A =0 =9[tlf" (@] + 1 - Olf"(b)|]dt

—Aa
2 3
@) arta  2aA't« N a+4 A
=N T sy T s D3 12
" 201 " a 1 _ A
+|f (b)lls(a+3) 20+3(q+3) 24 (3.8)

yazilir. Boylece, (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri (3.6) da kullanilirsa, (3.5) in birinci kismi elde

f'| fonksiyonunun konveksligi

kullanilirsa basit bir hesaplamayla
1
2
i < [l =Dl @1+ a - ol @ia
0

1

_ fztg —tO[elf" (@] + (1= OIf" (B)[1de
0

= (3~ 75) " @1+ (55~ s O (39)

bulunur. Benzer sekilde

Jy < f§|(1 — (1 - = DI|f (ta+ (1 - )b)|dt
- f (1- 00— 1 - 09t|f" @] + (1 - Of b)) de

= (%~ m)lf @]+ (5 2,,Hg(m))lf )| (310
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elde edilir. Boylece (3.9) ve (3.10) esitsizlikleri (3.6) esitliginde yerine yazilirsa, (3.5)

esitsizliginin ikinci kismu elde edilir.Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Sonug 3.3. Teorem 3.2 de 4 = 0 alinirsa,

271 (a + 1)

o a+b)

S T )+ ey 1@ ) = £ (55
B Gk [If"(a)l + If"(b)ll
“(a+1D(a+2) 8

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik Noor ve Awan [17, Theorem 2 (for s = 1)] tarafindan

kanitlanmustir.

Hatirlatma 3.4. Sonug 3.3 de a = 1 olarak alinirsa

1 (P a+b\| _(b-a)?[lIf"@I|+If B
‘b—afaf(t)dt_f< 2 )‘S 24 [ 2 l

olur. Bu esitsizlik Sarikaya ve ark. [18] tarafindan verilmistir.

Sonug 3.5. Teorem 3.2 de A = az—’;l alinirsa, @ > 3 igin

f@+fb) 2 'T(a+1)
2  (b-a)"

+ b) 4 a+b a
](a+2b) f( ) ]( . ) f( )
(b - a)z

- (a+ D(a+2)
~“8(a+ D(a+2) B

2

(a(a + DM+ 1 > [If @I+ If ")

ve 1<a<3 igin

f@+fb) 2 r(a+1)
2 G

p + b aa+b -
](aT.g.b) f( )+](T) f(a)

- (b —a)? (a+ D(a+2)
“8a+Da+2) 2 B

1> [f (@1 +1f"(B)]

esitsizlikleri saglanir.

Hatirlatma 3.6. Sonug 3.5te @« = 1 olarak alinirsa

f@+f® 1 (P b -a?[If @I +1f"®)I
2 _b—afaf(t)dt 12 [ 2 l

24

<




yazilir. Bu esitsizlik Sarikaya ve Aktan [19] tarafindan verilmistir.

Hatirlatma 3.7. Teorem 3.5 te 6zel olarak A = 1/3 ve a = 1 olarak alinirsa

(b — a)?
81

<
2

i@ o () o] -2 [ o @i o)

Bu esitsizlik Sarikaya ve Aktan [19] tarafindan verilmistir.

Hatirlatma 3.8. Teorem 3.5 te 6zel olarak A = 1/2 ve a = 1 olarak alinirsa

1 (b 1[f(a) + f(b) a+b (b — a)?
b—afaf(t)dt_i[ 2 +f( 2 )”S 48

If"(@l + If"(b)l]
2

Bu esitsizlik Sarikaya ve Aktan [19] tarafindan verilmistir.

Teorem 3.9. | c R agik aralik, a,b €I, a<bve f : I - R ikinci mertebeden
tirevlenebilir bir fonksiyon, |f"| integrallenebilir ve 0 <A <1,a > 1 olsun. |f"| ¢

fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise ¢ = 1 i¢in

H0<A<Z % olarak alinirsa

a+1 a+b f(a) + f(b) re+2)( , "
l<l_ 2¢ >f( 2 )_A< 2 >+2(b—a)a<](a7+b)+f(b)+](a7+b)f(a)>]

1t
q

2
- (b—a)? [ ar'™e N 1 A
= 2 a+2 2%2(a+2) 8

x{IG1F" @17+ GIF @I+ G @1+ Gl ] (31)
esitsizligi saglanir.

ii)% <A<1lve % +$ = 1 olarak alinirsa

a+1\ (a+b f@+fW\, r@+2) [ «
(7‘_ 2¢ )f( 2 >_}‘< 2 >+2(b—a)“ e f )+ ey (@)
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x{ICalf @I + CulF B + [CIF @17 + Gl @)1} (312)

esitsizligi saglanir.Burada

2001 *a 1 A
C, = + -
3(a+3) 2%t3(a+3) 24

Ata  200lta oa+4 A
a+2 3(a+3) 2°‘+3(a +2)(a+3) 12

- (2A 2°‘+3(a+ 3))
B ( A o+ 4 )
“\12 23 (a+ 2)(a + 3)

seklindedir.

Ispat. ¢ > 1, Lemma 1 ve power mean esitsizligi kullanilirsa,

a+1 a+b f(a) + f(b) r@+2) | , .
<A_ 2¢ >f< 2 )_A< 2 >+2(b—a)a<](aTHJ)+f(b)+](aT+la)f(a)>

(b — a)2

f kOI|f"(ta + (1 — O)b)|de

b—a)?| [z
=( Za) {f lt(t® — DI|f"(ta + (1 — t)b)|dt
0

+f1 (1 -1 —)*=DI|f (ta+ (1 - t)b)|dt}

1

1t 1
q

_ )2 a( 0=
_(b %) (f |t (te — A)Idt) <f It(t“—ﬂ)||f"(ta+(1—t)b)|th>

1 1_%
+ <f (1= (1 — )2 —/1)|dt>

X (f;|(1 -1 =% =DI|f (ta+ (1 - t)b)|th)a} (3.13)

yazilir.0 < A < % ve |f'|9, [a, b] Uzerinde konveks fonksiyon t € [0,1] icin
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If ta+ @ -D)|" <t|f @|" + @ -0|f B

Buradan basit bir hesaplamayla

f|t(ta _ DI (ta+ (1 = Ob)|"de
0

A
s] t( — t)[t|f ' @] + @ = 0| ®)|"]de
0

+ fjltw D[t @]+ @ -0 ®)|"]de

3
e | 2a2'a 1 A
AN e R = e i
+| n(b)lq a)lH%_Za/lH% a+4 _i (3 14)
f‘ a+2 3(a+3)  22*t3(a+2)(a+3) 12|’ '
! q
flI(l—t)((l—t)"‘—/1)I|f'(ta+(1—t)b)| dt
2
1
1-Aa . q ) q
Sfl 1 =D = 0% = D[l @[ + (1 = Olf ®)|"]de
2
+J 11 -0 - A =0M[f @[+ @ - lf ®)']ar
2 3
_F@l al'"e 201"« N a+4 A
= T T3 T e D) 12
+f'®)|* e, 14 (3.15)
3(a+3)  22t3(a+3) 24]’ )
2 Az 3 witta 1 2
a — a a —
Jelt@* = Dldt = [ t(A—t )dt+f/1%t(t —dt ="+ om s (316)

ve

fl (1 - (1= 0% = Dldt

1
1

1-Aa
=f1 (1—t)((1—t)“—/1)dt+f (A-)A -0 -t)*%)dt

2 1-Aa
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2
art*a 1 y)
= etz T 292G s (3.17)

bulunur. (3.14)-(3.16) esitsizlikleri (3.13) de kullanilirsa (3.11) esitsizligi elde edilir.
(3.12) esitsizligi (3.11) esitsizligine benzer sekilde ispatlanabilir.

Hatirlatma 3.10. Teorem 3.9 kosullar1 altinda o = 1 almirsa, Teorem 3.9, [19]

referansinda verilen Theorem 4 e doniisiir.

Hatirlatma 3.11. Teorem 3.9 da A = éve a = 1 olarak secilirse,

E @+ 47 (50) + )] - 5 j G

_(b-a)? - 59| (@)|" + 133|f"(b)|q 133|f @]+ 59|F )|
- 162 26 x 3 26 x 3

bulunur. Bu esitsizlik Sarikaya ve Aktan [19] tarafindan kanitlanan esitsizlige doniisiir.

Sonug 3.12. Teorem 3.9 da A = 0 i¢in

29711 (@ + 1) a+b
@ e O ey @ | =1 ()
(b — a)?2%1 1 1—%
= a+1 {(2‘”2(0( + 2))
[lf (@] 20%3(a +3)+ |f ® )lqm]a

, a+4 ; 1 a
+[|f @ @ TV “”"’m”

esitsizligi elde edilir.
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4. GREEN FONKSIYON VE HERMITE-HADAMARD TiPi
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, ikinci tlirevlerinin mutlak degerleri konveks olan fonksiyonlar i¢in, Green
fonksiyonu kullanilarak Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafiyla baglantili yeni

esitsizlikler elde edilmistir.
Ana sonuglarimizi kanitlamak i¢in, 6ncelikle asagidaki lemma ile baslayalim:

Lemma 4.1. f: IcR->R , [° (I araligmm i¢i) lizerinde iki kez tiirevlenebilir

fonksiyon ve f" € L[a,b], a,b € I°, a < b olsun. O halde

ra+1) fl@)+ D)

= f f 6o Pf" Odydx = 55— Ui ) +J§-f (@) = ——

esitligi saglanir. Burada

(x—a)* 1 (y—b) a<x<y<bh

G(x,y) = (4.1)
b—x)*Ya—y) a<y<x<bh

olarak tanimlanir.

Ispat. Kismi integrasyon yontemi ile

faG(xy)f()d

a

b
f GO, Y)f"Wdy = G, ) I —
yazilir. Burada G(x, b) = G(x,a) = 0 dir. Kolaylikla
b (4.2)
| swnromay
X b
= [ o-vroay- [ @-a e
=B -0+ (x—a)* ()= (b—x)*"'f(a) — (x —)* ' f(b)
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elde edilir. Buradan da (4.2) nin her iki tarafi [a, b] Uzerinde x e gore integrali alinirsa

b b 4.3)
f f 6 (e, y)f" (y)dydx

b b ( )a
= [ o-0=r it | -0t @ - 22 @+ o)

elde edilir. Daha sonra (4.3) Un her iki taraf 2(bi{a)“ ile ¢arpilirsa istenen esitlik elde edilir.

Teorem4.2.f : [I° S R — R ,I° Uzerinde iki kez turevlenebilir fonksiyon, a, b € I° ve

a < bolsun. |f"], [a, b] arahginda konveks fonksiyon ise her y € [a, b] i¢in

F(a+1)

]- f(a)+f(b)‘
2(b— 2 '

[Ja+f(b) +J,_f@
(4.1)

_ a2 ([f@|+|f @)
“(a+1)(a+2) 2
esitsizligi saglanir.

Ispat. Lemma 4.1 den faydalanilirsa

ra+1) f(a) + f(b)
‘Z(b &, f(b) +J&_f(@)] — T‘
< Z(b f f 16 I|F' )| dydax

_ a
~ 2(b—a)*

b rb
~ )"y — @)|f" ()| dydx + f f (b= y)(x — * | '()|dydx

elde edilir. Burada |f" (¥)|, [a, b] lizerinde konveks fonksiyondur. Dolayisiyla asagidaki

esitsizlik yazilabilir.

(4.5)

(b—y y—a b—-y, . y—a, .
et hmat) e @l =gl

Eger (4.5) esitsizligi yukarida integralde kullanilirsa
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b
‘F(““) U f (5) + 5 f (@] - W‘

2(b —a)*

a
[
= 2(b — a)atl

b rx b rx
X[If”(a)l f f b — 0™ (y — a)(b — y)dydx + |f' ()] f f (b — 0 (y — a)2dydx

b b b b
Hf @) f f (x — QT (b — y)2dydx + |f' ()| f f (x — @)% 1(b — y)(y — a)dydx

esitsizligi elde edilir. Boylece, yukaridaki son integraller hesaplanirsa istenilen (4.4)

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.3. f : I° € R - R, I° Uzerinde iki kez turevlenebilir bir fonksiyon, a, b €

I°ve a < b olsun. |f'|°, [a, b] iizerinde konveks fonksiyon ve g > 1 ise her y € [a, b]

icin asagidaki esitsizlik saglanir.

F(a+ )

f(a) +f(b)|
2(b— a)® 2

zUaf (D) + - f (@] -

1 I :
< al(b a)1<|f (a)I‘“ZrIf (b)Iq> B+ 2,p(a— 1) + D
29(p + 1)p

Burada % +% = 1 ve Euler's Beta fonksiyonu B(p, q) = fol uP~1(1 —u)? 1du,

(p, q > 0) seklinde tanimlidir.

Ispat. Lemma 4.1 ve Holder esitsizligi kullanilirsa,
r (a

2(b —

+ f(b
s U8 + g p@) - E )

1

< ﬁ( f b | b|a<x,y>|r’dydx>% ( | b | blf"<y>|"dydx>q

bulunur. Teoremi ispatlamak i¢in yukaridaki integraller asagidaki sekilde hesaplanirsa

b b
f f |G (x, y)|Pdydx
a a

b rx b b
= f f (b — x)@YP(y — a)Pdydx + f f (b — y)P(x — @)@ VPdydx
a a a X
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_ b (b _ x)(a—l)p(x _ a)p+1 b (x _ a)(a—l)p(b _ x)p+1
_fa p+1) d +fa (p+1)

olur. Bu son integrallerde yukaridaki integraller igin x — a = (b — a)u ve

b — x = (b — a)u degisken degistirmeleri uygulanilirsa

2(b — a)%r*2 (4.7)

b rb
LLIG(x,y)Ipdydx= — Blp+2,p(a—1)+1)

olur. Ayrica,|f"” (y)|?, [a, b] Gzerinde konveks foksiyon oldugundan dolay1

" b—y y—a |q q . (48)
[ (rmaatimat)| spoal @I+ lr )
esitsizligi yazilir. (4.8) esitsizligi kullanilarak asagidaki esitsizlik elde edilir.
(4.9)

fa b f o) dyd

b bb_y 2 b by_a
<|f' |’ j j — dydx + |f"(b) j J T dydx
| | e Jab—a | | aJa b—a

_ @l ) gy
- :

Son olarak (4.7) ve (4.9) esitsizlikleri (4.6) esitsizliginde yerine yazilirsa, istenilen
esitsizlik elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur .

Simdi, | f qu fonksiyonunun konveksligi kullanilarak yamuk esitsizligi farkli bir sekilde
Kurulacaktir.

Asagidaki teoremde Green fonksiyonun tanimi agarak, Holder esitsizligi uygulandiginda

yukaridaki teoremden farkli yeni bir sonug elde edilir.

Teorem4.4. f : I° < R—- R ,[° Uzerinde iki kez tlrevlenebilir bir fonksiyon, a, b €
I°ve a < bolsun. |f |9, [a, b] Uzerinde konveks fonksiyon ve g > 1, her y € [a, b] icin

asagidaki esitsizlik saglanir.

r'(a+ 1) f(a) + f(b)
20— )¢ zUaef (D) +J5_f (@] = ———
< a(lb;a) [B(p + 2,p(a—1) + 1)]”

i+ 1y
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[ZIf"(a)Iq + If"(b)lqr [If”(a)lq + 2|
% 3 + 3

Burada %+é = 1 ve Beta fonksiyonu (p,q) = [, w'(1 - w)'du, (p,q > 0) seklinde
tanimlidir.

Ispat. Lemma 4.1 esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilirsa,

ra+1) f(a) + f(b) (4.10)
L NIORYBIOIEEC S

1

q

borx % b rx
Sz(bfa)a Ua fa(b—x)(“‘“p(y—a)pdydxl [LLIf”(y)quydx

1

+ Uab f:(b — )P (x — a)(a—l)pdydxl% Uab Lb|f"(y)|qdydxlq

elde edilir.(4.10) esitsizliginde |f"(y)|?9 fonksiyonunun konvekligi kullanilarak

integrallerin her biri hesaplanirsa

‘1"(0!+ D f(a)+f(b)‘ (4.11)

20—y Vi () + T f(@)] = 2(b 7

I(b i B(p+2pla—1)+ 1)] [(b — o) 2|f"(a)|q; If”(b)l"r
l(b D 1)+ 1)15 l(b - ) I @I d 2|f"<b)|qr

elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Simdi, Holder esitsizliginin fakl sekilde kullanilmas ile asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.5.f : I° SR — R , I° lzerinde iki kez turevlenebilir bir fonksiyon, a,b €
I° ve a < b olsun.|f |9, [a, b] Uzerinde konveks fonksiyon ve q > 1 ise her y € [a, b]

icin asagidaki esitsizlik saglanir.
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20 —aye Ve ) +JEf (@] -

Burada = + = = 1 dir.
p q

12 x 2»

Ispat. Lemma 4.1 esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilirsa,

Il'a+1)
‘Z(b

< s U |G(xy>|dydx] U GG I ()| 9dydsx|'

2 Ua+f () + Jp_f(a)] -

f(@) +f(b)‘
2

r(a+) f(a)+f(b)| (b—a)z(lf @|" +|f’ (b)l“)q
2

1

elde edilir. Teoremi ispatlamak i¢in yukaridaki integraller sirasiyla hesaplanirsa

b (b
LLIG(x,y)Idydx=a(a+

1D(a+2)

(b — a)*+?

bulunur. Ayrica, |f”(y)|49 fonksiyonu [a, b] araliginda konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa

b b y
f f 1G G WG| dydx =

esitsizliginin ispat1 elde edilir.

(b — a)?

IF'@|" +|f'®)]

1

24(a + 1)(a + 2)
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)

olur. Boylece, (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.13) esitsizliginde yerine yazilirsa, (4.12)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, iki kez tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in trapezoid ve orta nokta esitsizliklerini
elde etmek amaciyla bir lemma sunuldu. Bu lemadan yararlanarak, ikinci tirevlerinin
mutlak degeri konveks olan fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri
kullanarak ¢esitli esitsizlikler olusturuldu. Elde edilen bu sonuglar, 6nceki ¢alismalarda
incelenen Riemann-Liouville kesirli integralleriyle ilgili orta nokta ve trapezoid
esitsizliklerini genisletmektedir. Ayrica, ikinci tiirevlerinin mutlak degeri konveks olan
fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler gelistirildi. Bu amagla, Green
fonksiyonunu kullanarak bir 6zdeslik tiiretildi ve bu 6zdeslikten yola ¢ikarak ana
sonuglarimiz elde edildi. Calismamiz, mevcut literatiirde yer alan esitsizliklerin
kapsamin1 genisletmis ve yeni bakis agilar1 sunarak matematiksel analiz alaninda katkida

bulunmustur.

Calismamizda kullanilan yontemler, diger kesirli integral tiirlerine de uygulanarak yeni
esitsizliklerin kesfedilmesine olanak saglayabilir. Bu baglamda, Caputo veya Grunwald-
Letnikov kesirli tiirevleri gibi farkli kesirli tlirev operatorleri kullanilarak benzer

esitsizlikler tiiretilebilir.

Ikinci tiirevlerin mutlak degerinin konveks olmasinmn yan1 sira, daha yiiksek mertebeden

tiirevlerin konveksligi iizerinde ¢aligilarak daha genel sonuglar elde edilebilir.

Elde edilen esitsizliklerin, matematiksel ekonomi, optimizasyon, ve miihendislik gibi
uygulamali alanlarda kullanim potansiyeli arastirilmalidir. Ozellikle, optimizasyon

problemlerinde bu esitsizliklerin uygulanabilirligi iizerine ¢alismalar yapilabilir.

Ayrica, bu esitsizliklerin niimerik analizde kullanimi incelenerek, sayisal ¢oziimlerin

dogrulugunu artirma potansiyelleri degerlendirilebilir.
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