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OZET

Dummy

Kesirli Klein-Gordon-Schrédinger Denkleminin g-HAM Y 6ntemi ile
Cozimil

Nagehan DURMAZ

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dal1

Agustos 2021, Sayfa: x +35

Fen bilimleri ve miihendislikte olduk¢a genis bir uygulama alanina sahip olan kesirli analiz, tiirev ve
integralin tam say1 olmayan mertebelere genisletildigi dnemli bir matematiksel analiz koludur.

Amacimiz, kesirli Klein-Gordon-Schrodinger denklemini g-homotopi analiz doniisiim yontemi (q —
HAM) yardimiyla Atangana-Baleanu tiirevi ile ¢ozmektir. Kullanilan ¢6ziim metodu, g — HAM ile Laplace
doniistimiiniin birlesimidir.

Bu ¢alismada ilk olarak, bahsi edilen model i¢in gerekli olan tanim ve teoremlere yer verilmistir. Daha
sonra homotopi analiz metodunun ¢oziim yontemi agiklanmis, bu metod ile kesirli Klein-Gordon-
Schrodinger (FKGS) denklemi igin ¢6zliim elde edilmistir. Elde edilen ¢6ziimler arasindaki iligkiyi daha iyi
kavrayabilmek i¢in farkli parametre degerleri ile c¢esitli grafikler ¢izilip, klasik tiirev ile kiyaslamasi
yapilmistir. Elde edilen sonuglar keyfi mertebeleri tiirevlerin avantajlarini ortaya koymaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli analiz, Homotopi Analiz Metodu, Klein-Gordon-Schrédinger, Laplace
donilisiimii: ¢ — HAM
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ABSTRACT

dummy

Solution of Fractional Klein-Gordon-Schrédinger Equation with g-HAM
Method

Nagehan DURMAZ

Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

August 2021, Pages: x + 35

Fractional analysis, which has a wide range of applications in science and engineering, is an important
mathematical analysis branch in which derivatives and integrals are extended to non-integer orders.

Our aim is to find a solution for the fractional Klein-Gordon-Schrddinger equation with the help of g-
homotopy (¢ — HAM) analysis transformation method by using Atangana-Baleanu derivative. The solution
method used is a combination of ¢ — HAM and Laplace transform.

In this study, firstly, the definitions and theorems required for the mentioned model are given. Then,
the homotopy analysis method is explained., with this method, a solution for the fractional Klein-Gordon-
Schrodinger (FKGS) equation is obtained. In order to better understand the relationship between the solutions
obtained, various graphs with different parameter values are presented and comparison is made with the
classical derivative. The results obtained reveal the advantages of arbitrary order of derivatives.

Keywords: Fractional calculus, Homotopy Analysis Method, Klein-Gordon-Schrodinger, Laplace
transform; g — HAM
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1. GiRis

Matematiksel analizin énemli bir kolu olan kesirli hesap ilk olarak 1695'te, Leibniz ile
L'Hopital arasindaki bir yazisma ile baglamistir. Leibniz bu yazismada, kesirli tiirev fikrini bir
paradoks olarak tanimlamis ve bir giin faydali sonuglar alinacagini ongérmiistiir. Ancak bu
sozlerden sonra, Leibniz bir tanim 6nermemis ve bu gorevi onu takip eden daha sonraki bilim
insanlaria birakmigtir. Daha sonra bu konu; Riemann, Liouville, Abel, Laurent, Hardy ve
Littlewood gibi onemli matematikgilerin dikkatini ¢ekmistir. Kesirli tiirev ve kesirli integral
kavramlar1 18. ve 19. yiizyillarda daha ayrintili olarak incelenmis olup, Leibniz tarafindan tarif
edilen “paradokslar” daha sonraki bilim insanlar tarafindan ¢oziilmiistiir ancak bu, kesirli hesap
alaninin tamamen agik problemlerden arinmis oldugu anlamina gelmemektedir. Yiizyillar boyunca
tizerinde caligilan bu alan, birgok ¢esitli kesirli tiirev ve integral tanimlarinin ortaya ¢ikmasina
olanak tammmistir ve bilinen en 6nemli tanimlardan biri Riemann-Liouville tanimidir. Keyfi bir
fonksiyonun keyfi mertebeli tiirev ve integrali igin verilen bu tamim, 19. ylizyilin sonlarinda
kompleks analiz yaklagimu ile ortaya ¢ikmustir. Literatiirdeki birgok kesirli operator tanimlar1 bu
genel Riemann-Liouville taniminin 6zel halleridir. Bu tanim, karmasik bir analitik fonksiyonun
tekrarlanan tiirevleri i¢in Cauchy integral formiiliiniin genellestirilmesiyle elde edilmistir ve bu
yontem ile cesitli lokal tiirev tanimlarindan elde edilen lokal olmayan kesirli tiirev tanimlari
mevcuttur. Dolayisiyla kesirli hesabi tanimlamanin en yaygin ve en anlasilir yollarindan biri
Riemann-Liouville tamiminin analiz edilmesidir. Fakat bununla birlikte, hala kesirli analizi
tanimlamanin tek yolu bu tanim degildir. Riemann-Liouville integral doniisiimii tanimindaki
kuvvet fonksiyonu ¢ekirdegi nedeniyle kuvvet fonksiyonuna uyumlu davraniglara sahip stirecleri
tanimlamak icin kullanilabilir, ancak dogada meydana gelen ve basit kuvvet fonksiyonlar ile
tanimlanamayan bir¢ok farkli davranis tiirii vardir. Ortaya ¢ikan diger tiim keyfi mertebeli kesirli
tirev ve integral tanimlarinin amaci dogadaki bu farkli davraniglar1 farkli tanimlar vasitasiyla
gozlemleyebilmektir. Bu da agik¢a gostermektedir ki; kesirli analiz, klasik analizdeki gibi belli bir
0zel tanim yerine gesitli tanimlar icermektedir [1].

Son yillarda reel ve kompleks mertebeli tiirevler sadece matematikte degil ayn1 zamanda
fizik, biyoloji ve miithendislik gibi bilimin diger 6nemli alanlarinda da gelisen bir arastirma konusu
haline gelmistir. Bu ¢alismada kesirli operatorlerin avantajlarindan faydalanarak, farkli alanlardaki
modeller tizerindeki etkisini gézlemlemek tizere klinik tiptaki, ventilator tarafindan gerceklestirilen
mekanik siire¢ modeli iki ayr1 basglik altinda lokal ve lokal olmayan tiirevlerle incelenmistir.
Modelin, hem lokal hem lokal olmayan tiirevlerle incelenmesi, bu iki farkli grupta yer alan tiirevler
arasindaki farklarin ya da benzerliklerin goriilmesine imkan saglamistir. Bunun i¢in farkli keyfi
mertebe se¢imleri ile grafikler ¢izilip klasik tiirevle kiyaslamalar1 sunulmustur. Literatiirde, klasik

tirevle tanimi yapilmis bu modelden faydalanak yeni kesirli modeller sunulup, bu modellerin



¢Oziimiine ulagsmak i¢in gerekli bazi metodlar olusturulmustur. Yapilan bu ¢aligma gdostermektedir
ki, klinik tipta 6nemli bir yere sahip olan bu modelin keyfi mertebeden tiirevler yardimiyla daha
detayli bir sekilde incelenmesi miimkiindiir.

Bu tezde, Singh ve digerleri tarafindan tanitilan q-HATM ele alinmistir [2]. Kullanilan bu
metod HAM ve Laplace doniisiimiiniin birlesimidir. Ayrica, HAM herhangi bir fiziksel
parametrenin ayrigtirilmasini, bozulmasini, varsayimlari dikkate almay1 gerektirmez. Bu nedenle,
ongoriilen yontem aynm1 zamanda yakinsama bdlgesini ayarlamaya ve kontrol etmeye yardimci
olabilecek ve elde edilen ¢6ziimiin dogrulugunu artirmamiza yardimci olabilecek bazi parametreler
sunar. Diisiiniilen ¢6ziim prosediirii, bircok yazar tarafindan cesitli fenomenleri tanimlayan birgok
gercek diinya modeline ve probleme uygulanmustir [5-12].

Karmasik fenomenleri tanimlayan ve farkli sonuglar1 gosteren KGS denklemi; cesitli
alanlarda bazi bilim adamlariin dikkatini ¢ekmistir. Bu nedenle, birgok arastirmaci ¢dziimiine
karsilik gelen davranisi analitik ve sayisal algoritmalar kullanarak analiz etmistir. Ornegin bazi

yazarlar KGS sistemi igin genellestirilmis soliter dalga ¢oziimlerini arastirmiglardir [13].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini icinde bulunduran bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir
fonksiyon ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagintiya

diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem

fxrg)=o.

veya genel olarak

f(xydy &’y . dny)=0,

' dx’ dx?’ T dxn

seklinde yazilir. Burada y bagimli degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek degiskenin
tiirevleri s6z konusu oldugunda denklemler, adi diferansiyel denklemler olarak adlandirilir [14].

Tamim 2.2. i¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan denkleme kismi
tiirevli denklem adi verilir [15].

z bagimli, x ve y bagimsiz degiskenler olmak {izere bir kismi tiirevli denklem genel olarak,

F(x, V22, Zy Zyy Zxer Zgys Zyys ) =0,
seklindedir.

Tanmim 2.3. Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagina)
denklemin mertebesi ve en yiiksek tiirevin kuvvetine denklem derecesi denir [16].

Eger diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore birinci
dereceden ve katsayilar1 sabit ya da bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme lineer
diferansiyel denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer)
denklem adim alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi tiirevli

denklemlerin genel formlar sirasiyla agsagidaki gibidir:

P(x,y)zx + Q(x,¥)zy + R(x,y)z = S(x,y)
A, Y)zZxx + B(x,¥)Zyy + C(x,¥)2yy + D(x,y) 2y
+E(x,y)zy, + F(x,y)z = G(x,y)



Ornek
XZy — yZy = Sinx
denklemini birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir denklemdir.

Ornek

9%u 0%u  du
G +55=5
dx2 ay2 ~ oz

+ z3
denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden lineer olmayan bir denklemdir.

Tamim 2.4 Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi
tiirevlere gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir [14].

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari lineer
denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir:

P(x,y,2)z, + Q(x,y,2)z, = R(x,y,2)

A(x, Y, Z, Zy, zy)zxx + B(x, Y, Z, Zy, Zy)ny + C(x, V,Z, Zy, Zy)Zyy + D(x, V,Z, Zy, Zy) =0

Ornek

a)  ZyZyy + xz, = siny

b) zy, +2 aa—x(zx2 + z) — 6xz3siny =0

©)  ZyZyy — 3%322yy + 22, —x3yz =0
denklemlerinin tiimii yari-lineer denklemlerdir.

Tamm 2.5 Bir f fonksiyonu A kiimesinde tanimlansin. Kabul edelimki f ve f'in k.
mertebeye kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C*-sinifindandir
denir.

Tamm 2.6. Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek
basamaktan tlirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu denkleme
hemen-hemen lineerdir denir [7].

Iki bagimsiz degisken ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer
bir denklemin genel sekli

A(X,Y)Zyx + B(X,Y)Zyy + C(x,¥)2Zyy + D(x, y,Z, Zx,Zy) =0,
formundadir. Burada A4, B, C € C?[D] dir. Diger yandan

A(x,y) = [B(x,y)]* — 4A(x, y)C(x, y)
fonksiyonunu tanimlayalim.

1) A(x,y) > 0 esitsizliginin sagladig1 noktalarda hiperbolik;
2) A(x,y) = 0 esitsizliginin sagladig1 noktalarda parabolik;
3) A(x, y) < 0 esitsizliginin sagladigi noktalarda eliptik tiptendir denir.



Ornek

0%u 2 ou

2°u 3,0U\2 _
a) xat2+tay2+u (ax) =t+1

b) 3xuUyy + 4xyUyy + Sx23Uy, + 22Uy, — 4uy, + uPu, —uy, + xye” =0
denklemleri hemen-hemen lineerdir.
Ornek
(2 = D) Zyy + 2Y2Zyy — Zyy + 2 + 2, = 0
denkleminin tipini belirtiniz.
Coziim:
A(x,y) =x?>—1,B(x,y) = 2y,C(x,y) = —1
oldugundan A(x, y) fonksiyonu,
A(x,y) = B? —4AC = 4y? — 4(x? — 1)(-1) = 4(x* + y?) — 4
seklinde elde edilir. Buna gore verilen denklem
D; = {(x,y) : x> +y? > 1,x,y € R} bélgesinde hiperbolik
D, = {(x,y) : x> +y? =1,x,y € R} cemberi {izerinde parabolik
D; = {(x,y) : x> +y? < 1,x,y € R} acik diskinde eliptik tiptendir.
Ornek
X2 Zyx + XYZyy + Zyy + X2 + ¥Z, + 2 =0
denkleminin tipini belirleyiniz.
Coziim:
A(x,y) = B> — 4AC = x*(y2 — 4)
olup
y = %2 dogrular iizerinde parabolik;
—2 < y < 2 seridi iginde eliptik;
y < —2 bolgesi ile y > 2 bolgesinde hiperbolik tiptendir.
Tanim 2.7 X ve Y keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler, vs...) climlesi olmak iizere X
uzayinin her bir elemanina Y uzayinin bir elemanin1 karsilik getiren doniisiime operator denir.
Tamim 2.8 Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden biri olan V Laplace operatorii
02 9?2 02 92 9?2 92
=tz ezt

seklinde tanimlanir ve bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatorii denir.

\Y

Hiperbolik tipten bir denklem olan
U
F —c*VU = O,
Seklindeki bir denkleme de V'nin 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna gore sirasiyla 1,2,3-

boyutlu dalga denklemi denir.



Bu denklemde c pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi soylenmedikge, t zaman degiskenini
gostermektedir. Ayrica VU,t ye gore tlirev icermemektedir. Buna gore 1,2,3-boyutlu dalga
denklemleri sirastyla

Upe = ¢?Uyy = 0,

Upe — ¢® (U + Uyy) =0,

Upe — ¢*(Uyx + Uy + Uz,) =0,
formundadir. Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi1 ve qantum teorisi
gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.

Dalga denkleminin ¢dziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dalgasini,
bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme dalgalarini ifade eder [14].

Matematiksel fizigin diger baz1 denklemlerini sdyle verebiliriz [15].

a) 1Iki boyutlu Laplace denklemi

2] 2
2y, = P 0u
Vu_ax2+ay2_0

b) Helmholtz denklemi
VZu+u =0
¢) Iki boyutlu poisson denklemi

0%u , 9%u
axz T ayz = (%)

d) Biharmonik denklem

Viu =10
e) Biharmonik dalga denklemi
1 92
Viu = V2(V2w) = -5 o

f) Telgraf denklemi

u 26 u

5z +ZB +Au—0,

g) Schrodmger denklemi
Viu+ alE —V(x,y,z)] =0,
h) Klein-Gordon denklemi
VZu+Au=0

Tamim 2.9 Bir f € H1 (a, b) fonksiyonu ig¢in, kesirli Atangana-Baleanu-Caputo tiirevi

ABEDE(F(1) =2 [ 1 (9) Eu(ar

seklinde tanimlanir [17].

(t N*

2)d9, b>a @.1)

Tamim 2.10 Riemann-Liouville (RL), f € H1 (a, b) i¢in Atangana-Baleanu kesirli tlirevi

ABEDE(f (1)) = 202 [* F(9)Eq(a

1-a dt

“ 97 E49, b>a 2.2)



seklinde tanimlanir [17].

Tanim 2.1.11 Kesirli Atangana—Baleanu integrali,
SE(FO) = 5o f (O + i Jo FO €~ )71 (2.3)
seklinde verilir [17].

Tanim 2.1.12 Atangana-Baleanu tiirevleri ile iliskili olan Laplace doniisiimii

sa+(T)
olarak tanimlanir [38].
Teorem 2.1(Birinci mertebeden yari lineer denklemler icin varlik ve teklik teoremi)
P(x,y,2),Q(x,v,z) ve R(x,y, z) fonksiyonlar1 (x,, y,, Zy) noktasini kapsayan bir D c R3
bolgesinde C! simfindan olsunlar ve kabul edelim ki

dyo(to) d (t)
yOdtO _Q(xO'yo'ZO) xO °

olsun. O zaman (x,,y,) noktasinm bir U komsulugunda, U’ nun i¢inde yatan C egrisinin her

0

P(xO' Yo, ZO)

noktasinda z(x (1), y, (£)) = zo(t) baslangig sartini ve P, + Qz, = R denklemini saglayan bir tek
z = z(x,y) ¢ozimii vardir.

Teorem 2.2 (Couchy-Kowalewski Teoremi)

L, = A(,Y)zxx + 2B(X,¥)Zyxy + C(x,¥)Zyy + D(x,¥)zx + E(x,y)zy, + F(x,y)z

=G(x%Y)

Denkleminin katsayilar1 ve G fonksiyonu, xy-diizleminde, orjini kapsayan bir Q c R?
bolgesinde analitik olsunlar.  da C(x,y) # 0 olsun. x-ekseninin ) tarafindan kapsanan
parcasinda tanimlanmis keyfi, analitik h(x) ve o(x) fonksiyonlar1 verilsin. O zaman (0,0)
noktasinin bir N komsulugu vaedir ve N de L, = G denkleminin bir tek analitik z = ¢(x,y)
¢oziimii vardir. Oyle bir N komsulugu tarafindan kapsanan x-ekseni iizerinde ¢(x,0) =
R0, @y (x,0) = o(x)
saglanir.

Teorem 2.3 (Yakinsakhik Teoremi)

0, m<1
Xm_{l ,m>1

Rn(Vin-1) = Vi1 (O + ZT5 Vi (Vi1 (0) = (1 = Xp)
denklemleri yardimiyla
L[Vm(t) _Xme—l(t)] = hH(t)Rm(Vm—l) ve Vm(O) =0
yiiksek mertebeden deformasyon denklemleri ile elde edilen ¢oziimler igin,
V(t) = Vo(t) + X%_, V. (t) serisi yakinsak ise V(t) + V2(t) =1, t > 0ve V(0) = 0

denklemlerinin tam ¢oztiimudiir [18].



Teorem 2.4

Riemann-Liouville ve Caputo tipi Atangana-Baleanu tiirevleri i¢in, Lipschitz kosulu,

I ABEDE () — APEDEfo(8) 1< Ky Il f1(x) = fo(x) I, (2.5)
ve

Il ABEDEf1(8) — ABEDEf,() 1< Ky Il f1(x) — () . (2.6)
seklinde verilir.
Teorem 2.5
ABCDAf, (t) = s(t) kesirli diferansiyel denkleminin tek bir ¢oziimii,

F® = 5155® + gz Ju S = ). 2.7)

seklinde verilir [17].



3. q-HOMOTOPi ANALiZ METODU

3.1. gq-Homotopi Analiz Metodunun Uygulamasi

Gilinliik hayatta karsilasilan problemlerin daha iyi anlasilabilmesi i¢in bu problemlerin
diferansiyel denklemlerle modellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin analitik
cozlimleri ve kapali formdaki ¢oziimleri bulunmaya galigilir. Fakat her problemin kapali formdaki
cozlimlerini bulmak g¢ogunlukla miimkiin olmayabilir. Bu durumda ise denklemin yaklasik
cozlimlerini bulmak 6nem kazanir. Diferansiyel denklemlerin analitik ve yaklasik ¢oztimleri,
modellemesi yapilan olaym dogasi hakkinda bize biiylik katkilar saglar. Bu yiizden diferansiyel
denklemlerin ¢ézlimlerine olan ilgi artarak devam etmistir. Biz ise tezimizde homotopi analiz
metodunu inceleyip bazi uygulamalar ele aldik.

Literatiirde birgok yari-analitik metot bulunmaktadir. Bu tiir metotlar arasinda en iyi
bilinenleri pertiirbasyon teknikleridir. Pertiirbasyon teknikleri lineer olmayan denklemlerin birgok
Ozelliginin ortaya ¢ikmasinda etkili oldugundan ¢ok iyi bilinirler ve genis bir uygulama alanina
sahiptirler. Pertiirbasyon teknikleri aslinda, pertiirbasyon niceligi olarak adlandirilan kiiciik veya
biiyiik parametrelere dayanir. Temel olarak lineer yardimci problemlerin sonlu bir grubu ile lineer
olmayan bir probleme doniisen pertiirbasyon niceligi kullanilir. Sonugta ¢6ziim, ele alinan yardimci1
problemlerin ¢oziimlerinin toplaminin yakinsakligiyla elde edilir. Pertiirbasyon niceliginin varlig
tekniklerin temel noktasidir, ancak bu terim bazi sinirlamalara neden olur. ilk olarak her lineer
olmayan problemin bir pertiirbasyon niceligi icermesi miimkiin degildir. ikinci olarak, bu teknikler
kuvvetli lineer olmayan problemler icin kullanish degildir. Bu durumdan dolay:1 pertiirbasyon
teknikleri birgok problemde ¢oziimiin yakinsakligi hakkinda yeterli bilgi vermez [18].

Pertiirbasyon tekniklerinde kullanilan kiigiik veya biiyiik parametrelere ihtiya¢ duymayan

diger bir yar1 analitik metotta Lyapunov’un 1892 de gelistirdigi metottur.Bu metot;

dx

denkleminin € yapay bir parametre olmak iizere,

dx
e eA(t)x (32)

seklindeki € ile genisleyen kuvvet serilerinin hesaplanmasina dayanir. Lyapunov € = 1 durumunda
serilerin yakinsakligini bir¢ok sekilde ispatlamistir. Bu yaklagim, Lyapunov’un kiigiik yapay
parametre metodu olarak adlandirilir [19].

Karmishin, Lyapunov’un kii¢iik yapay parametre metodunu temel alarak &-genigleme
yontemini tanimlanmugtir. § yapay bir parametre olmak iizere,

x>+x=1 3.3)

denklemini



x50+ x =1 (3.4)
olarak yenilemistir [38]. Burada & nin genisletilmesi ile kuvvet serisi hesaplanabilir. Aslinda bu
metod ve Lyavpunov’un metodu benzerdir. Cilinkii her iki metot da yapay bir parametre igerir.
Ancak bazi durumlarda (3.3) denklemi (3.4) seklindeki yenilenmis durumu keyfidir.
Ornegin; (3.3) denklemi,

x> +x=1 (3.5)
seklinde olabilir.

Lyapunov’un kii¢iik yapay parametre metodu ve Karmishin’in §-genisme metodunda, daha
iyi yaklagimlar elde edebilmek igin € ve § gibi yapay parametrelerin belirlenmesinde bazi temel
kurallara ihtiya¢ duyulur. Cilinkii parametrelerin durumu yaklagimlar: etkiler. Ancak her iki metot
da bu tiir kurallar1 igermemektedir ve pertlirbasyon teknikleri gibi yakinsaklik bolgesi ve
yakinsaklik hiz1 hakkinda yeterli bilgi edinilmesinde kullanish ve giivenilir bir yol saglamazlar.

Lineer olmayan problemlerin ¢ozlimii i¢in kullanilan bir diger yari-analitik teknik ise
Adomian Ayrisim metodudur [20]. Adomian ayrisim metodu kiigiik veya biiyiik bir parametre
icermeksizin adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri ig¢in kullanilir. Bu metod ile elde
edilen ¢oziim serilerinin hizl yakinsakligi goriiliir. Buna ragmen metodun bazi sinirlamalari vardir.
Soyle ki; lineer olmayan problemlerde Adomian polinomlari ortaya gikar. Ayrica elde edilen ¢6ziim
serisinin yakinsaklik bolgesi genelde kiigliktiir ve yakinsaklik bolgesinin genisletilmesine ihtiyag
duyulur. Ancak metod farkli fonksiyonlarin kullanilabilecegi keyfi durumlara izin vermez, bu
nedenle yakinsaklik bolgesi sinirlanmis olur. Sonugta bu metot da digerleri gibi yakinsaklik bolgesi
ve hiz1 hakkinda giivenli bir yol saglamaz.

Ozet olarak, yukarida verilen metotlar gibi teknikler ile yaklasik serinin yakinsaklik bélgesi
ve yakinsaklik hizinin ayarlanmasi ve kontrolii i¢in giivenli bir yol saglanamaz. Yani kuvvetli lineer
olmayan bir problemin yakinsaklik bolgesinin yeterince genisletilebilmesi ve problemin
yakinsakliginin yeterince hizli bir sekilde hesaplanabilmesi i¢in bazi yeni yari-analitik tekniklerin
genisletilebilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bu yeni olusturulan teknik

i) Lineer olmayan problem kiicliik veya biiyiilk herhangi bir parametre icermese bile
uygulanabilir olmaldir.

ii) Metot lineer olmayan problemin yaklasik serisinin yakinsaklik bolgesi ve hizinin
ayarlanmasinda belirli ve giivenli bir yol saglamalidir.

iii) Lineer olmayan problemin bagli oldugu fonksiyonlardan farkli olarak, yakinsaklik
bolgesinin genisletilebilmesi i¢in keyfi olarak farkli temel fonksiyonlarin se¢imi saglanmalidir.

Kuvvetli lineer olmayan problemlerin ¢éziimiinde kullanigh olan bu metot birgok bilim
adami tarafindan denklemlere uygulanmgtir. Ornegin; Zakharov-Kuznetsov denklemi [18],
Korteweg-de Varies denklemi [21], Burger’s denklemi [20], Dirichlet ve Neumann sinirli sarth

Laplace denklemi [22], Lineer olmayan fin-tipi problem [23], Fisher denklemi [18],Fitzhugh-
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Naguma denklemi [24], Integro-diferansiyel denklemlere [25], Modifiye edilmis KdV denklemine
[26], Kuramato-Sivashinsky denklemi [27], Besinci mertebeden KdV denklemi [28], Is1 yayilimi
denklemi [29] vb.

3.1.1. Homotopi

Basit olarak bir fonksiyondan digerine tanimlanan siirekli bir doniisiime homotopi denir.
fi:X —>Y,g:X — Y sirekli doniisiimler olsun. Vx € X i¢in H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x)
esitliklerini saglayan H:X X [0,1] — Y siirekli doniiglimii varsa f ve g doniisiimlerine
homotopiktir denir. Eger f ve g homotopik ise bu durumda bir parametre ailesi tanimlanabilir. Bu
homotopi ailesi,
{Hy:p € [0,1]} (3.6)
seklindedir ve parametre ailesi,
H:Rx[0,1] - R
stirekli fonksiyonlarinin bir parametre ailesidir. Bu foksiyon
H,(x) =1 -p)f(x) +pg(x) , VxR, p € [0.1] (3.7
olarak tanimlanir. Burada;
Ho(x) = f(x) , Hi(x) = g(x)
dir. iki fonksiyon arasinda birden fazla homotopi tanimlanabilir. Yani;
X=Y=R", x € R" olmakiizere f(x) =x , g(x) = 0 bi¢iminde tanimlansin.
H:Rx[01] = R"*, H(x,t) = (1 —-p)f(x)
seklindeki H doniisiimii de f ve g donlisiimleri arasinda bir homotopidir. Yine;
H:R"x [0,1] = R"® , H(x,t) = (1 —p?)f(x)
seklindeki H doniisiimiine f ve g doniistimleri arasinda bir homotopidir.
Homotopi Analiz Metodunun temel yapisini anlatabilmek i¢in asagidaki 6rnegi géz Oniine
alalim.
Statik durumda bagimsiz bir kiire diisiinelim. t zaman, U (%) kiirenin hizi, m kiitlesi ve g yer
cekimi ivmesi olsun. Varsayalim ki kiirenin hava direnci aU? () olsun. Burada a bir sabittir. Daha
sonra Newton’un ikinci hareket kanunundan ;(net kuvvet =kiitle agirligi-ortalamakuvveti veya yay

kuvveti)

O — mg - aU?(®) (3.8)
yazilabilir. Bu denklemin baslangig sarti ;
Uu)=0 (3.9)
seklindedir.
Fiziksel olarak sabit bir U, hizina ulasana kadar bagimsiz kiirenin hizinin yer ¢ekiminden

dolay1 artt1§1 sdylenebilir. Bu durumda, U (%) bilinmese bile (3.1)’den U, elde edilir. Yani;
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U, = |me (3.10)

olur. Kullanilan U, ve Uy /g terimleri sirasiyla karakteristik hiz ve zaman1 géstermek tizere;
UE)=U V(@) , T = (Uf)t (3.11)

yazilabilir ve buradan boyutsuz,

Vi) +V2() =1, t=0 (3.12)
denklemi elde edilir. Baglangig sarti;

V(0)=0 (3.13)
dir.
Bu denklemde t zamani ve V (t) ise t’ ye bagl tiirevi ifade eder.

Agik olarak t — oo iken £ — o0 ve U(t) — U, oldugunu sdyleyebiliriz. (3.10) ve (3.11)

denklemlerinin ¢oziilmesine ihtiyag duyulmaksizin (3.9)’den

lim V() =1 (3.14)

t—ooo

ifadesi bulunur. (3.13) baslangi¢ sartli (3.12) denkleminin tam ¢6ziimii ;
V(t) = tanh(t) (3.15)
seklindedir [23].

3.1.2. Sifirinc1 Mertebeden Deformasyon Denklemi

V, (t), V (t)’nin baslangi¢ yaklasimi olmak tizere (3.13) baslangi¢ yaklagimini
Vo(t) =0 (3.16)

olsun. g € [0,1] homotopi parametresi olmak iizere homotopi analiz metodu V(t) — @(t; q)
stirekli hareketine dayanir. Yani, q parametresi 0°dan 1’e yaklasirken @(t; q)’ da V(t) baslangig
yaklagimindan V(t) tam ¢éziimiine yakinsar. Bu ifadenin saglanabilmesi igin y4 (t) # 0 ve y,(t)

reel fonksiyonlar olmak {izere;

L[o(t; )] = 1, () 22D+ y, () (5 q) (3.17)

yardimce1 lineer operatdriinii segelim. (3.12) denkleminde lineer olmayan operator

N[®(t; 9)] =%+¢2(t: q)—1 (3.18)

12



seklinde tanimlanir. & # 0 ve H(t) # 0 sirasiyla yardime1 parametre ve yardimei fonksiyon olsun.

q € [0,1] homotopi parametresi kullanilarak ;

(1= L[P(t; q) — Vo(®)] = hqH(ON[P(t; )] (3.19)

denklemi yazilabilir. Bu denklemin baslangi¢ kosulu,

®(0;q) =0 (3.20)

seklindedir. Burada asil vurgulanmak istenen A yardimci parametre, H yardimci fonksiyon, V,(t)
baslangic sart1 ve L lineer operatorii keyfi segilebilir. Bu keyfi se¢cim homotopi analiz metodunun
gecerliligi ve esnekliginde ¢cok dnemli rol oynar.

g = 0 iken (3.19) denkleminde,

Ll®(t;q) —Vo()] =0, t>0 (3.21)

bulunur ve bu denklem,

®(0;0) =0 (3.22)

baslangi¢ sartina sahiptir.

(3.16) ve (3.17) denklemlerinden faydalanarak (3.21) ve (3.22) denklemlerinin ¢6ziimii,

®(t;0) = V,(¢) (3.23)

olarak yazilir.

q = 1 iken (3.19) denkleminden,

hRH(t)N[®(t;1)] =0 , t=0 (3.24)

yazilabilir ve bu denklem,
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®(0;1) =0 (3.25)

baslangi¢ sartina sahiptir. A # 0 ve H(t) # 0 olmak tizere (3.18) denklemi yardimiyla (3.24) ve
(3.25) denklemleri asil denklem olan (3.12) ve (3.13) denklemlerine esit olur ve

d(t;1) = V(t) (3.26)

saglanir. Bu nedenle (3.23) ve (3.26) denklemlerine gore q parametresi 0’dan 1’¢ artarken @ (t; q)
¢oziim fonksiyonu da V,(t)’den V(t)’ye gider. Bu topolojide "deformasyon"olarak adlandirilir.
(3.19) ve (3.20) denklemlerine "sifirinct dereceden deformasyon denklemleri" denir.

Buna gore ®(t;q) ¢oziim fonksiyonu 0 < g <1 igin (3.19) ve (3.20) denklemlerinin

¢coziimidiir. Ayrica @(t; g)’nun q’ya gore m-inci dereceden tiirevi;

o™ (t;q)

VO [m] (t) = aqm

(3.27)
q=0

olur. Burada m = 1,2,3,...’dir. Kisaca Vo[m](t)’ye "m-inci dereceden deformasyon denklemi"

denir. Burada

oM@ _ 1 ame(tq)
m ml aqm

V() = (3.28)

q=0

seklinde tanimlanir. Taylor teoreminden @(t; q) ¢6ziim fonksiyonunun q parametresine kuvvet

serisi;

iam d’(t:CI) m

P(t;q) = P(60) + Xm=17~50m 1o (3.29)
seklindedir. (3.23) ve (3.28) denklemlerine bakildiginda yukaridaki kuvvet serisi
D(t;q) = Vo(t) + Xin=1Vin(© q™ (3.30)

olur.
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h yardimci parametre, H yardimer fonksiyon, V(t) baslangig¢ sarti ve £ lineer operatorii

(3.30) serisine uygun olarak segilir. Oyleyse ¢ = 1 igin (3.30) serisi
D(t;1) = Vo (t) + Xm=1 Vin (1) (3.3D)
olarak alinir. Bu nedenle (3.26) denklemi kullanilarak
V(t) = Vo(t) + Xm=1 Vi (t) (3.32)

elde edilir. Yukaridaki ifadeden V,,(t)(m = 1,2,3, ...) terimleri V,(t) baslagi¢ sart1 ve V(t) tam
¢Oziimii arasindaki iligkiyi saglar [18].

3.1.3. Yiiksek Mertebeden Deformasyon Denklemi

Vy = (Vo (), V1 (), Vo (0), .., Vi (£}

Vektorii tanimlansin. (3.28) tanimina gore V,, (t) nin baslangi¢ yaklasimi, (3.19) ve (3.20)
sifirinct mertebeden deformasyon denklemlerinde bulunabilir. (3.19) ve (3.20) denklemleri g
parametresine gdre m —kez diferansiyellenip ¢ = 0 igin kurulduktan sonra m! ile béliiniirse

m.mertebeden deformasyon denklemi,

LV () = X Vin—1 ()] = RHE) Rin (V-1 (3.33)

olarak elde edilir ve bu denklemin baslangi¢ sarti,

V,(0)=0 (3.34)

dir. Burada,
7 _ 1 a"N[e(q)]
Rin(Vin-1) = Gy ™ agm - (3.35)
ve
0, m<1

X = {4 , m>1 (3.36)
seklindededir. (3.18) ve (3.35) denklemlerinden

R (V1) = Vin—1.(8) + ZT55 Vi (Vo1 (8) = (1 = Xpy) (3.37)

elde edilir. Ry, (Vi_1), (3.33) ve (3.34) denklemlerinin ¢ziimiinden bulunan

VO (t), Vl (t), VZ (t), R Vm—l(t)
ifadelerine baghdir.
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Boylece yardimci lineer operator £, (3.17) denkleminin tanimina gore (3.34) baslangic
kosuluna sahip (3.33) lineer birinci mertebeden diferansiyel denklemi vardir. (3.32) denklemine

gore V;, (t)’nin m. mertebeden yaklagimi,

V(t) = Yo Vn(t) (3.38)

ile verilir.
Ornek:
Bu bélimde izah edilen g-homotopi analiz metodu asagidaki Burger’s denklemine
uygulayalim [30].
U +UU, — VU =0 , 0<x <1, t>0
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0
u(x,0) = sinmx

bu denklemde bir £ lineer operatoriinii ,

0 (x,t;
LD (x,t; q)] = 225D
olarak secelim. Bu £ operatorii ¢ sabit olmak lizere,
Llc]=0

ozelligine sahiptir. Simdi lineer olmayan operatdr olarak,

_0o(xt;q)

b (x,t;q) 20(x,t:q)
at -v

ax 0x?2

N[@(x,t; q)] +@(x,t;q)

yukaridaki tanimin kullanilmasi Sifirme1 mertebeden deformasyon denklemi ,
1 =) L[P(x,t;q) —up(x, t)] = ghN[P(x,t; q)]
seklinde olup ¢ = 0 ve g = 1 i¢in sirasiyla,

{tb(x, t;0) = ug(x, t) = u(x,0),
®(x,t;1) = ulx, t).

baslangig sartlar1 elde edilir. m. mertebeden deformasyon denklemi,
Lty (x, ) = XppUm-1(x, t)] = ARy, (Vm—l)
dir. Burada,

= _ 0P (0 tq) m—1 .\ 9Pm_1-n(x,t;q) R CRaT))
Rm(um—l) = ot + Zn:O ¢n(x, & Q) ox -V %2

dir. Simdi m > 1 i¢in m. mertebeden deformasyon denkleminin ¢ozimii,
um(x' t) = Xmum—l(x: t) + hL—l[Rm(Vm—l)]

bagintisi yardimiyla bulunur. Bu durumda ¢6ziim serisinin terimleri,
uy(x, t) = sinmx
Uy (x,t) = mhtsinmx[cosnx + vr]

uy(x,t) = %nht[‘t(l + A+ 3hAn? + v)cosmx + m(4v + A(t + 4v + 2m%tv?)
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+3ht(cos2mx)sinmx]

olur. Buna gore denklemin kesin ¢6ziim fonksiyonu

2.2, .
X ane T Vinsin(nmnx)

ag+Ye, ane—"* 1 vtncos(nmx)

u(x,t) = 2nv

seklinde olup
ap = fol exp[—(2mv)~1(1 — cos(mx)]dx
ve
a, =2 fol exp[—(2mv)~1(1 — cos(mx)]cos(nmx)dx

seklindedir.

3.2. Seri Coziimiin Yakinsakhgi

Simdi yaklagik ¢6ziim serisinin yakinsakligini gosterdigi i¢in 6nemli olan Yakinsaklik
teoremini ispatlayacagiz.
Teorem 3.2.1:

(3.36) ve (3.37) denklemleri yardimryla (3.33) ve (3.34) yiiksek mertebeden deformasyon
denklemleri ile elde edilen ¢ozlimler icin (3.32) serisi yakinsak ise (3.12) ve (3.13) denklemlerinin
tam ¢Oziimidiir [18].

Ispat: Eger
Lm=0Vm (t)
serisi yakinsak ise
S(8) = Y=o Vm(t)

yazabiliriz ve buradan

lim V,,(t) =0 (3.39)
n—-oo
dir. (3.36)’daki X,,, tanim1 kullanilirsa
n
Z [Vn(@®) = Xy Vine O] = Vi + (Vo = V) + (V5 = Vo) + -+ (G, = Vi) =
m=1

olur ve (3.39) esitligine gore
Z?rolzo[vm(t) - Xme—l(t)] = 7111—I>rolo Vm(t) =0

bulunur. Ayrica yukaridaki ifade ve £ nin (3.15)’daki tanimi kullanilarak

Z?ﬁ:o L[Vm (t) - Xme—l(t)] = hH(t) Z??L:l L[Vm (t) - Xme—l(t)] =0
elde edilir. Buna gore (3.33) denkleminden

Y0 LIV (t) = X Vi1 ()] = RH(®) 35—y Rip (V1) = 0

17



elde edilir. A # 0 ve H(t)# 0 oldugundan

Z‘;.;)l=1 Rm(vm—l) =0
Yazilabilir. (3.37) denkleminden

o) o) m-1
D Ru(Tns) = ) Wna@® + ) V(OVoay(©) = (1= X))
m=1 m=1 j=0
o) oo m-—1
= D Vna@® =14 ) Y VOV (0)
m=0 m=1 j=0
00 co m-—1
=D V@ =14 ) Y GOV ®
m=0 j=0m=j+1
— Z Vo () =1+ Z v,-(t)z Vi(£) = S(8) + S2(8) — 1
m=0 j=0 i=0

= ¥ 1 Ru(Vine1) = S(®) +52(t) — 1
(3.41)
elde edilir. (3.40) ve (3.41) denklemlerinden

S +S*(t)—-1=0 , t=>0
olur. (3.16) ve (3.34) denklemlerinden

SO) = ) Vn(0) = Vo(0) + > Yn(0) = Vo(0) = 0
m=0 m=0

(3.40)

bulunur. Yukaridaki S(t) ifadesi (3.14) ve (3.15) denklemlerinin tam ¢oziimiidiir. Boylece ispat

tamamlanir.

(3.32) serisinin yakinsakligir 7 yardimci parametresine, H(t) yardimci fonksiyonuna, 1

baslangi¢ sartina ve £ yardimci lineer operatdriine baglidir. Homotopi analiz metodu sayesinde

bu terimleri keyfi secebiliyoruz. Bu ifadelerin uygun se¢imiyle (3.32) serisi 0 <t <t

bolgesinde tam ¢oziime yakinsak olur. Sonug olarak yakinsaklik teoremi ve terimlerin keyfi

secimleri arasindaki kompinasyondan metodun gegerliligi elde edilir.
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4. KESIiRLi ANALIiZIiN TARIiHi

Kesirli analiz ifadesi ilk olarak 30 Eyliil 1695 yilinda L hospital’in Leibniz’e yazmis oldugu
bir mektupta ortaya ¢ikmistir. L’hospital bu mektubunda Leibniz’e f(x) = x lineer fonksiyonunun

n’inci mertebeden tiirevi (ng) icin calismalarinda kullandig1 6zel bir yapt hakkinda sorular

n
yoneltmistir. L’ hospital n = 1/2 olmasi durumunda tiirevin nasil alinacagini ve sonucun ne

olacagini sormustur. Bu soru kesirli analizin temelini olusturur.

L’hospitalin ve Leibniz’in ilk izlenimlerine takiben kesirli analiz konusu birgok matematikg¢i
icin Oncelikli calisma alani olmustur. Fourier, Euler ve Laplace gibi {inli matematik¢ilerinde
aralarinda bulundugu bir¢ok bilim adami kesirli analiz ve onun matematiksel sonuglariyla
ilgilenmislerdir. Cogu matematik¢i tam say1 olmayan mertebeli integral ve tilirevler icin kendi
tanimlarin1 olusturmuslardir. Bu tanimlar i¢cinde Rimann-Liouville ve Griinwald-Letnikov’un

tanimlar1 en Unlileridir.

Kesirli analiz ile ilgili ¢aligmalarda kullanilabilecek matematiksel teorilerin ¢ogu 20. y.y dan
once gelistirilmistir. Ancak miihendislik ve fen bilimlerinde ki ilerlemelerden dolay1
matematik¢iler bu gelismelere ayak uydurabilmek icin kesirli analizin yapisinda bazi degisiklikler
yapmiglardir. Caputo, Rimann-Liouville’nin kesirli mertebelere sahip diferansiyel denklemlerinin
¢Oziimiindeki tam say1 mertebeli baslangi¢ sartlarini kullanmak amaciyla Rimann-Liouville kesirli
tirev tanimi yenilenmistir. Yine Kolowankor her yerde diferansiyellenemeyen  kesirli
fonksiyonlar1 diferansiyelleme amaciyla Rimann-Liouville kesirli tlirev tanimini yeniden formiile

etmigtir.

Kesirli analizin kullanimi ve tanimlarin anlagilmasi i¢in bazi temel matematiksel tanim ve
ifadelerin bilinmesi gereklidir. Bunlar; Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Laplace doniisiimii

ve Mittag-Leffler fonksiyonudur.

4.1. Gamma Fonksiyonu

Kesirli analizde kullanilacak temel fonksiyonlardan biri Euler’in Gamma fonksiyonudur.
Gamma fonksiyonu genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu olarak da adlandirilir ve ['(z) ile

gosterilir. Gamma fonksiyonu,
(z) = [ e ‘t?dt ,vz € R (4.1)
integrali ile tanimlanir.

Gamma fonksiyonunun en 6nemli 6zelliklerinden biri,



I'(z+1)=2zI'(z),z€Nvel(z) = (z—1)! 4.2)
dir. Bu ifadenin ispati,

rz+1) = foooe_ttzdt = (—e ')IZP + Zfoooe_ttz_ldt = z['(2) 4.3)
seklinde gosterilebilir. Agik olarak goriilebilir ki I'(1) = 1’ dir. (4.2) tanimu kullanilarak,

z=1,2,3,...i¢in

r=1
r2)=1rq) = 1.1!
r(3)=2r2)=211=2!

I'(4) = 3r(3) = 3.2! = 3!

'm+1) =n'(n) =n(n— 1! =n!

olur. Bu 6zellik sayesinde parcalara ayrilarak basit bir integrasyon ile gosterilebilir. z’nin tam say1

degerleri icin bu sekildeki bagintinin sonucunda faktoriyel tanimi elde edilir.

4.2. Beta Fonksiyonu

Birinci tlir Euler integrali olarak bilinen Beta fonksiyonu kesirli analizdeki iliskilerde ¢ok
onemli bir yere sahiptir. Beta fonksiyonu bir¢ok durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin bir

kombinasyonunu igerir. Beta fonksiyonu genellikle;
B(z,w) = [, v (1 — ©)*dr, (Re(2) > 0, Re(w) > 0) (4.4)
seklinde tanimlanir.

(4.4) Beta fonksiyonu ve (4.1) Gamma fonksiyonu arasindaki iliskiyi kurmak i¢in Laplace

doniisiimii kullanilir.

4.3. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde gogunlukla kullanilan bir doniisiim

fonksiyonudur.
Laplace doniisiimii,

L{f(©)} = [ e f(D)dt = f (s) (4.5)
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seklinde tanimlanir.

f(t) fonksiyonunun n tam say1 mertebeli tiirevinin Laplace doniistimii,
LF® )} = s™f(s) = ZRzgs™*Hf0(0) = s™f(s) = ZRZg s (0)  (46)

seklinde verilir.

4.4. Mittag-Leffler Fonksiyonu

e” ustel fonksiyon tam say1 mertebeli diferansiyel denklemler igin ¢ok dnemli bir rol oynar.
Bu fonksiyonun en genel parametrelerinden biri G.M. Mittag-Leffler tarafindan ilk defa ¢aligmis

olan ve

7k

Eq(2) = Y=o TakeD) 4.7)
seklinde gosterilen fonksiyondur.

Mittag-Leffler tipinin iki parametreli fonksiyonu kesirli analiz iginde 6nemli bir yere
sahiptir. Bu konu tizerinde ilk ¢aligmalar1 yapan kisi Agarwaldir. Ayrica bu fonksiyon ile ilgili baz1
bagmtilarida Humbert, Agarwal ile birlikte Laplace doniisiimiinii kullanarak elde etmistir.
Fonksiyonda Agarwal fonksiyonu olarak adlandirilir. Ancak Humbert ve Agarwal genellikle sol
tarafi bir parametreli fonksiyon ile ilgili yapilar elde etmislerdir ve bu nedenle iki parametreli
fonksiyon Mittag-Leffler fonksiyon olarak adlandirilmistir. Mittag-Leffler fonksiyonunda
Agarwal’in belirttigi yapilara benzer ifadeler kullanilmasina ragmen tanim sabit olmayan bir

faktorden dolayr Agarwal’in tanimindan farklidir.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,
k
o z
Ea,ﬁ (Z) = Zk=0 F(C{k+1) 4 (a > O,B > 0) (48)
seklinde tanimlanir.

4.5. Kaesirli Tiirev ve Integral tamimlari

Kesirli analiz; tam say1 mertebeli tiirev ve integralin genellestirilmis hali olan keyfi mertebeli
tirev ve integrallerin teorisi i¢in kullanilan genel bir isimdir. Kesirli analizde kullanilan tiirev ve

integral i¢in genel yapilar bu kisimda verilecektir.
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4.5.1. Kesirli Caputo Tiirevi

Kesirli analizde tiirev ve integral i¢in genellestirilmis bir diger tanimda Caputo tiirevidir.
Rieamann-Liouville’un tanim1 matematikteki uygulama ¢alismalari i¢in olduk¢a 6nemli bir rol
oynar. Ancak, modern teknolojide klasik matematikteki yaklasimlardan daha fazla genellestirilmis
yapilara ihtiya¢ duyulur. Bu nedenle ¢ok iyi kurulmus matematiksel teoriyi gelistirmek ve
uygulamadaki pratik gerekliliklerle fiziksel yorumlar arasindaki baglantiyr gelistirmek icin bazi
caligmalar yapilmistir. Bu problem iizerinde ilk ¢6ziimii Caputo olusturmustur. Caputo’nun kesirli

tirev tanimu,

m)
DEFt)=—— ("L O gr n—1<a<nneN (4.9)

F'(n-a) 70 (t-T)a*+1-n

seklinde ifade edilir. (4.9)’da gosterildigi gibi @ — n iken f(t) fonksiyonunun n-inci mertebeden

siradan bir tiirevi olur. Caputo tlirevi ayn1 zamanda

1t M
GDEf(E) = e Jy e it (n—1<a<n (4.10)

seklinde de verilir. Caputo kesirli tiirevi,

D%c = 0, (c bir sabit) A.11)
ve
0 J(B<a—1)
Db = %tﬁ_“ B>a-1 4.12)

ozelliklerine sahiptir. (Burada «a reel ve pozitiftir.)

Tam sayr mertebeli tiireve benzer olarak, Caputo’nun kesirli tlirev operatorii lineer bir

operatordiir. Soyle ki;

D(Af(t) + ug(t)) = ADf(t) + uD*g(t) (4.13)
dir.

Caputo kesirli tiirevi; m, @’ dan biiyiik olan ¢ok kiiciik bir tam say1, n ise § ‘dan biiylik olan

cok kiiciik bir tam say1 olmak {izere;

a > 0 mertebeli Caputo kesirli tiirev operatorti,

1
0%u(x,t) _ )JT(m-a)

fot(t—r)m‘“‘lamu—(;f;)dr, m—1<a<m
Dif(x,t) = —3

at

M) (4.14)

em , a=m
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olarak tanimlanir.

B > 0 mertebeli Caputo kesirli tlirev operatorii,

1
oFut) _ )r(n-p)

axB 0™ u(x,t)
gt , f=n
oxm

-t 80 g 1< <n

ath

D{f () = “.15)

olarak tanimlanir.
4.5.2. Rieamann-Liouville Tiirev ve Integral Operatérleri

Kesirli integral tanimi; bir fonksiyonun tekrarli integrasyonunun bilinen ifadesinden
cikarilabilir. Bu yaklagim g¢ogunlukla Rieamann-Liouville yaklagimi olarak adlandirilir. f(t)

fonksiyonunun n-inci mertebeden integrasyonu genellikle ,

1

f;‘n f;cf(t)dt = (—fox(x — ) LF(6)de (4.16)

n—1)!

ifadesi ile gosterilir.

Bu formiiliin kisa bir sunumu J% operatorii g6z oniine alinarak,

I ® = fo© = —55 [y x = DI f (D)t 4.17)
seklinde gosterilir.

J% yerine D™ operatorii kullanilabilir. Kisaca a > 0 kesirli integrali,

D=f(t) veya J*f (t) (4.18)

Ifadeleriyle gosterilir.

Burada Gamma fonksiyonunun tanimi kullanilarak Va € R, i¢in (4.18) ifadesinin
genellestirilmis sekli,

1

IO = fo(®) = 75 Jy x =D f (D)t (4.19)

formiiliiyle gosterilir.

Kesirli integralin bu formiilasyonu, daha sonra gdsterilecek olan kesirli mertebeli tiirevleri

ve integralleri igeren denklemlerin ¢dziimiindeki ¢ok 6nemli bazi 6zellikleri igerir.

f fonksiyonu her sonlu (a, t) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun.m € Nym — 1 <
p < molmakiizeret > a iginreel bir f fonksiyonunun p. mertebeden Riemann-Liouville tiirevi,

1

REDPF(E) =t

(&) [l - om Pt r @y (4.20)

seklinde tanimlanir.
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5. KESIRLi KLEIN-GORDON-SCHRODINGER DENKLEMININ q-
HAM YONTEMI iLE COZUMU

Bu boliimde oncelikle Klein-Gordon-Schrodinger denklemini tanitacagiz. Bu denklem ile
ilgili caligmalar1 Ozetleyecegiz. Daha sonrada kesirli Klein-Gordon-Schrédinger denklemini

baglangig sartlariyla birlikte g6z Oniine alarak yaklasik ¢6ziimiinii bulacagiz.

5.1. Klein-Gordon-Schrodinger (KGS) Denklemi

Lineer olmayan Schrédinger denklemi asagidaki sekilde verilmektedir:
iUy + Suyy + nF(Jul®>Hu=0, i =v-1 (5.1)
Denklemde verilen § ve n gergek sabitlerdir. Burada F(|u|?): C - C fonksiyonu k kez

siirekli tiirevlenebilirdir. Bu nedenle C karmasik diizlemi ve iki boyutlu dogrusal R? uzay1 igin,

F(lul®) € C*((—n,n) x (-1,1);R?)
Y

yazilabilir.

Lineer olmayan Klein-Gordon-Schrodinger (KGS) denklemi:

( iut+%uxx+uv=0

Vee + Ve +v—[ul?=0, xeR, t>0,

u(x,0) = £,(0),v(x,0) = £,(0),v:(x,0) = f5(0), ©2)
l;}_rpwu(x, t)=0, l;f’_rpoov(x, t)=0,

seklinde verilir. Denklem sisteminde verilen u(x,t) ve v(x,t) sirastyla birer karmasik sayiy1 ve
gercek sayiy1 ifade eder.

KGS denklemi icin kismi diferansiyel denklemlerde birgok matematiksel caligma
yapilmistir. Birgok arastirmaci analitik ve sayisal algoritmalar kullanarak ¢oziime karsilik gelen
sonuglar1 analiz etmistir. Dehghan ve Tale sayisal ¢oziimleri hesaplamak i¢in Chebyshev ‘in
caligmalarindan yararlanmiglardir [31]. Yumak ve arkadaslari KGS denklemleri i¢in noktasal
hatalar1 hesaplamiglardir [32]. Wang ve Xiao, KGS denklemleri i¢in sayisal ¢éziimler elde etmistir
[33]. Hong ve arkadaslari, KGS denklemleri igin karsilagtirmalar yapmistir [34]. Wang ve Zhou,
Klein-Gordon-Schrodinger denklemlerinin periyodik dalga ¢oziimlerini incelemistir [35]. Zhang
KGS denklemleri i¢in sonlu farklar yontemini incelemistir [36]. Kong ve ark. KGS denklemleri

icin Runge-Kutta Fourier denklemlerini énermistir [37].



5.2. Kesirli Klein-Gordon-Schrodinger Denklemi
Kesirli Klein-Gordon-Schrédinger (FKGS) denklemi,
ABCDfu(x, t) — i(%uxx +uv) =0,

ABngHv(x, t) — Uy + v — |ul? =0, (5.3)

seklinde verilir. Baglangig sartlari,

3v2 2 i
u(x,0) = ™
(x,0) =+ J— W e
v(x,0) = sech? (=22 |
(0,0) = T sech® G =)
sech( 7:59_>
_ 37 2 [1-n2
ve(60) =7 (1-n2)3 < xex > | -
cosh3 0
2 [1-n2
olarak alinir. Burada n ve x sirasiyla keyfi parametrelerdir. Verilen sistem i¢in kesin ¢6ziim,
. 3V2 Z(x nt— xo) (ﬂx‘"l uk 2 t)
u(x, t) = sech|—=|e 2(1-12)
(x, 1) i —

— A 2 (¥2Nt=%o
v(x, t) = 4\/1__71zsech (2 1_172)
seklindedir. Buradan, denklem (5.3) iizerinde lineer operator,

Vz ; o
Llu(x, t)] — l( 3ésech2 ( x:;2> e!nx ) B[a] (1 —a+ )LE—Z + uv} =0,

—_n2 S_Z 4 1— 2)3
n 1-n2) coshs x_xo
21— nz

! (M)L{—v—v+uﬁ}=0 (5.5)

sech( >
h2<xxo)>_1 31

Llv(e,0)] - ( e

~ B[B] s+t 0x?

seklinde segilir. Lineer olmayan N operatori ise,

1 . )] = )] = L322 2 (x=%o_ inx)
N1 (x, t;9), @2 (x, 6 Q)] = LI, (x, £ q)] 5(4m590h (Zm)e

i a 19%¢5(x,t;q) . .
_ﬁ(l —a+t s—a) L {2 o T o1 G Qe t; q)},

2./1-n?

N2[01 (o, 65,9205, 6 @) = Llpz (6,6 )] — - <—4,rg_nz sech? (2 )>

sech( X—%o >
1 317 2 1—1]2

52| 4/(1-n2)3
(1=n%) cosh3| X=X
2 [1-n2
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1 (sP+p(1-sF) {62<p2(x,t;q)
CBAI\ sPH ox?

olarak tanimlanir. H (x,t) = 1'de, m'inci mertebeden deformasyon denklemleri su sekilde ifade

— 020, 6:q) + o106 6 QO P1 (0 t; q)} (5.6)
edilir:

Ll (x,t) = k-1 (x, )] = ARy g [tin—1, V-1l ,

L[vm(x' t) — kpvm-1(x, )] = hRZ,m[ﬁm—l' ﬁm—l] (5.7)

- N kn\1( 3v2 ;
Rymltin—1,Vm-1] = Luy_1 (x, )] — (1 - 7)5{4 T € ch? (xl_ﬁ_conz) elnx} ;

B[a](l— +5)L{laum L N UV l}

s® 2

RymltUm—1,Pm-1] = LIy, (x, )] — ( - k—m) ({j—zsechz (Zx_xo 2)}

n 1-7 1-n

( x—xg )
sech
1 3n 24/ 1-12

+—
2\ af/(1-p2)? cosh3< x—x) )
2

24/ 1

1 (sB+p(1-sP 0%vpy,— - .
B[ﬂ] ( SB(+1 )) L{ ;xz 1 Um-1 + 22101 uium—l—i}- (58)

(5.7), m'inci mertebeden deformasyon denklemine soldan £~ operatdrii uygulanirsa;
Um (x: t) = kmum—l(x: t) _ hL_l[Rl,m(am—l' ij—l)]a
Um (x: t) = kmvm—l(x; t) + hL_l [RZ,m(l_im—lrl_}m—l)]’ (5-9)

denklemleri elde edilir.

sech?(=“—=X)e'm™

o

u(x, t) =

J—

Ve

Vol D) = T sedh G S k o hs( >/

kosullarina gore,
[ee] 1 m
(e t) = (0, 6) + Ny um(6,0) (3)

v(x, t) = vo(x, t) + Xme1 Um(x, t) (%)m (5.10)

elde edilir.
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Sekil 5.1. (a) u(x,t) 'nin reel kisminin analitik ¢dziimleri ile 3D grafigi, (b) u(x,t) 'nin t = 1'deki 2D
grafigi (c) u(x, t) kontiir grafigi, (d) v (x,t) 'nin analitik ¢dziimleri igin 3D grafigi, (e) v(x,t)
‘nint = 1'deki 2D grafigi, (f) u(x, t) ‘nin reel kisminin ve v (x, t) fonksiyonunun x, = 0, 1 =
08,A=—-1,n=1,a=0.50ve f = 0.50 degerleri i¢in analitik ¢dziimleri ile 3D grafigi
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Sekil 5.2. (a) u(x,t) nin reel kisminin analitik ¢oziimleri ile 3D grafigi, (b) u(x,t) 'nin ¢ = 1' deki 2D
grafigi (c) u(x, t) kontiir grafigi, (d) v (x, t) 'nin analitik ¢oziimleri igin 3D grafigi, (e) v(x,t)
‘nint = 1'deki 2D grafigi, (f) u(x, t) ‘nin reel kisminin ve v (x, t) fonksiyonunun x, = 0, n =
08,A=-1,n=1,a=0.75ve f = 0.75 degerleri i¢in analitik ¢dziimleri ile 3D garfigi
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Sekil 5.3. (a) u(x,t) nin reel kismimnin analitik ¢oziimleri ile 3D grafigi, (b) u(x,t) 'nin ¢ = 1' deki 2D
grafigi (c) u(x, t) kontiir grafigi, (d) v (x, t) 'nin analitik ¢dziimleri igin 3D grafigi, (e) v(x,t)
‘nint = 1'deki 2D grafigi, (f) u(x, t) ‘nin reel kisminin ve v (x, t) fonksiyonunun x, = 0, n =
08,A=—-1,n=1,a=1ve B =1 degerleri i¢in analitik ¢dziimleri ile 3D grafigi
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Sekil 5.4. (a) u(x,t) 'nin reel kisminin farkli @, 8 degerleri igin analitik ¢6ziimiiniin grafigi (b) v (x,t)
fonksiyonunun farkli a , § degerlerivexy, =0, n = 0.8, A = —1 ,n = 1 ve x = 1 i¢in analitik
¢Ozliimiiniin grafigi
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Sekil 5.5. (a) % yardimci yakinsaklik kontrol parametresi i¢in u (x,t) fonksiyonunun farklia, S
degerlerindeki analitik ¢éziimlerinin grafikleri (b) # yardimci yakinsaklik kontrol parametresi
icin v (x, t) fonksiyonunun farkli a, 8 degerlerive x, =0, =08, x =1vet =0.1lilen =
1 i¢in analitik ¢éziimlerinin grafikleri

teld

te05

Sekil 5.6. u (x,t) fonksiyonunun reel kisminin ve v (x,t) ‘ninn = 1, h =

-1, x9=0,7=0.8 ve

a =1, =1 ile farkli zamanlarda elde edilen analitik ¢6ziimlerinin grafikleri
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Tablo 5.1. Elde edilen ¢oziimiginn = 1, A=-1,y =0.8,a =1, =1 ve x, = 0 i¢in mutlak hata

x t lEvace — “ﬂm\m‘ |Evaer — "éﬂ[—mml WEvzer — v.;z_]mml [VExmer — v.;fm-[ml
25 0.025 1.45740 % 10— 144712 % 10— 217622 % 10— 217622 % 1073
0.050 3.22214 x 10— 3.14136 x 10— 4.34723 x 1072 434722 x 103
0.075 5.37971 = 10— 511232 x 10— 6.51058 % 10— 6.51054 x 10—}
0.01 801619 x 10~ 7.39545 3 10~ B.66380 % 10~ 866366 3 10~
5 0.025 5.83796 x 10—° 3.73433 % 1079 3.99658 X 105 399658 % 10—
0.050 2.57295 x 1077 8.34960 x 107% 7.99739 x 10° 7499739 x 105
0.075 7.37826 % 10—7 1.45737 % 107 1.20067 % 10— 1.20067 x 10—
0.01 1.64386 % 10— 2.38805 % 10~7 160290 % 10— 1.60290 x 10—
7.5 0.025 3.53618 % 1010 1.12288 » 10— 621199 % 1077 621199 x 1077
0.050 280419 x 1079 7.19610 x 107! 1.24309 x 1070 1.24309 X 10—
0.075 9.51139 x 10— 3.22711 x 10— 186636 x 10—° 1.86636 X 10—
0.01 2.27069 x 107 9.93008 x 10710 249170 % 1070 249170 x 1078
10 0.025 5.35506 % 10712 581722 x 10— 0.63136 x 107~ 963136 x 1077
0.050 431956 x 10~ 922131 % 1071 192734 x 107% 192734 x 10—
0.075 147003 x 10—1¢ 4.69107 x 10~12 289369 x 10— 289360 x 10—
0.01 3.51378 % 1010 1.49183 x 10711 3.86325 % 10—8 3.86325 x 10—%

Tablo 5.2. g-HATM ¢o6ziimii icinn = 1,h=-1,y =0.8, x, = 0 ve x = 10'da farkli degerlerindeki
sayisal sonuglar

t ulx, £y wx, t)
a=f=08 a=p5=09 a=f=1 g=fg=08 og=f=09 Fg=f=l

0.1 623205 x 10—% 2.61593 x 10—% 1.4918 x 10-11 3.21060 % 10—F 363319 % 108 386325 % 1078
0.2 107060 x 10~7 457099 x 10—% 24511 x 10710 6.02398 x 10—* 7.11698 x 10~% 7.79529 x 1078
0.3 1.53216 x 10~7 6.59079 x 10— 1.27481 x 10—9 871919 x 108 1.06101 % 107 118661 x 10~7
0.4 203055 x 1077 878803 x 10—# 414004 x 107 114122 x 1077 142111 x 1077 1.61482 % 1077
0.5 2.56696 x 10~ 111868 x 107~ 1.03874 x 10~% 141794 x 10~ 1.80028 x 1077 207178 x 107
0.6 313352 % 1077 1.37769 % 1077 221383 x 107* 170809 » 10~ 220623 x 10~ 256563 % 1077
0.7 3.71889 x 1077 1.65772 % 1077 4.21590 % 1078 201707 x 1077 264661 % 1077 3.10519 % 10—7
0.8 431319 x 107 1.97021 x 107 7.39362 x 107" 2.35014 x 107 3.12942 x 107 370007 % 10—7
0.9 491406 % 10—7 2.34548 % 1077 1.21759 % 10~7 2,71287 % 107 3.66321 % 10~7 436094 x 10~7
1 5.53525 x 1077 2.84158 x 1077 1.90807 x 10~ 3.11145 x 1077 4.25740 x 107 5.09967 x 1077
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SONUCLAR

Bu calismada, baslangic¢ sarth kesirli Klein-Gordon-Schrodinger denkleminin g-homotopi
analiz doniigiim yontemi (¢ — HAM) yardimiyla kesirli degerlerinin farkli olmasi durumunda
yaklasik ¢coziimleri tablo ve grafiklerle elde edilmistir. Coziimlerin etkisini gostermek icin sayisal
verilerden yararlanilmistir. Cizilen grafikler yardimi ile her bir tiirevin davranigi parametre
degerleri degistirilerek grafikler tizerindeki egrilerin hareketi ile gézlemlenmistir. Farkli parametre
degerleri icin ¢6ziim egrilerinin klasik tiireve yakinlig1 ya da uzakligi grafikler iizerinde acik bir
sekilde goriilmektedir. Sekil 5.1, 5.2, 5.3 grafikleri, xo = 0, n = 0.8, A = —1 ,n = 1 degerleri ile
¢cizilmisg olup u(x, t) ve v(x,t) fonksiyonlarinin farkli @ ve § degerleri i¢in kiyaslanmistir. Sekil
S.1dea =0.50,8 =0.50,Sekil5.2dea =0.75, = 0.75ve Sekil 5.3’tea =1, 5 = 1, Sekil
54 ise xg =0, n =08,A=—1,n=1vex =1 almarak u(x,t) ve v(x,t) fonksiyonlarmin
farkli a, § degerleri icin karsilastirma yapilmistir. Benzer karsilastirmalar, Sekil 5.5’de x, = 0, =
08, x=1vet=0.1lilen=1,Sekil5.6’dan = 1,h = -1, x(g=0,n=08vea=1,F=
1 degerleri icinde yapilmustir. Tablo 5.1 ele alindiginda elde edilen ¢oziimler icin n = 1,h =
-1,y=08,a=1,8 =1ve xo =0 degerlerinde mutlak hata agisindan sayisal benzerlikleri
gosterilmistir. Tablo 5.2 deise g-HATM ¢odziimiiiginn = 1, A= 0.8,x, = Ovex = 10 farkli
a,f degerlerinin durumlarma gére u(x,t) ve v(x,t) fonksiyonlar: igin mutlak hata degerleri

gosterilmistir.
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