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Doktora Tezi
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Elham SEFIDGAR

Atatiirk Universitiesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ercan CELIK

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak Kkesirli tiirevler ve kesirli integraller, Riemann-Liouville
kesirli tiirevler ve kesirli integraller, Caputo Kesirli tiirevleri gibi temel kavramlar
verilmistir. Devaminda kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ve sayisal ¢ozlimleri
igin bir metot incelenmistir. Bu metot kompleks doniisiim metodudur. Bu metotla kesirli
diferansiyel denklemler, kesirli difrensiyel denklem sistemleri ve kesirli diferansiyel-
cebirsel denklemlerin niimerik ¢oztimleri elde edilmistir. Farkli 6rnekler yardimiyla bu

metodun etkili ve verimli oldugu gosterilmeye caligilmustir.
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1. GIRIS

Kesirli analiz teorisinin analitik fonksiyonlar teorisine uygulamalari bulunmaktadir.
Ornegin, Kesirli tiirev operatorii, kesirli integral operatdrii ve onlarm genellestirilmis
klasik konular1 ile analitik fonksiyonlarin farkli alt siiflar1 i¢in katsayr tahminleri

konvoliisyon 6zelliklerini bulmada kullanilmistir (Darus and Ibrahim 2011).

Onlarin ¢esitleri sadece matematikte degil aynt zamanda bir¢ok fiziksel konunun
matematiksel modellemesini olusturmada, dinamik sistemlerde, kontrol sistemlerde ve
fizikte de 6nemli rol oynar. Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ve kesirli integralleri
veya Caputo kesirli tiirevlerine iliskin kesirli diferansiyel denklemler birgok aragtirmaci

tarafindan ¢alisiimistir (Miller and Ross 1993; Leels and Vasunhara 2009).

L’Hospital tarafindan Leibniz’e, tiirev operatoriiniin kesirli olmasinin anlaminin
soruldugu mektupla (Ross 1977) matematik literatiiriine giren kesirli diferensiyel
denklemler, giinimiizde pek ¢ok alanda kendini gostermektedir. Leibniz'in kesirli
tiirevler iizerine ortaya attig1 bu soru, 300 yildan daha fazla bir zamandir Liouville,
Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald ve
Letnikov gibi iinlii bircok matematik¢inin de iizerinde calistigir bir konu olmustur
(Loverro 2004). O giinden bu yana hizla artan bir bigimde, kesirli diferansiyel
denklemler iletim hatlar1 teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1 transferi, difiizyon,
Schrodinger denklemi, malzeme bilimi, akiskanlar, elektrokimya, fraktal siirecler ve
fazlasin1 da icine alan bir¢ok uygulama alani bulmustur (Bayin 2004). Kesirli hesap
tekniginin matematik uygulamalarinin ¢ogu 20. yiizyil bitmeden ortaya koyulmustur.
Fakat miihendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilarin elde edilmesi

gectigimiz yliz yil igerisinde gergeklesebilmistir.

Kesirli diferansiyel hesap teknigi, fiziksel olaylar1 agiklamak i¢in yapilan matematiksel
yaklagimlara yeni bir boyut kazandirmasinin yani sira, fiziksel olaylarin yorumlarina da

katkida bulunmustur. Fiziksel olaylar1 betimleyen diferansiyel denklemlerin dereceleri,



ele almman fiziksel olaydaki degisim hizin1 belirlemektedir. Bu noktada kesirli
mertebeden diferansiyel, tamsayr dereceden diferansiyel denklemlerin bazi fiziksel
olaylar1 agiklamaktaki zayifliklarini kapatmakla birlikte fiziksel olayin karakterinin

anlasilmasinda da biiyiik bir rol oynamaktadir.

Diferensiyel-cebirsel denklem kavrami ise ilk kez Petzold (1982) tarafindan
kullanilmistir. Sonra Gear and Petzold (1984), Brennan (1989), Ascher and Petzold
(1991, 1995) diferansiyel- cebirsel denklemlerin niimerik ¢oziimleri ile ilgili galismalar
yapmislardir. Hairer (1989) diferensiyel- cebirsel denklemlerin ¢oziimii i¢in Runge —
Kutta yontemini kullanmistir. Ascher and Spiter (1994) smir degeri verilmis
diferansiyel-cebirsel denklemlerin ¢o6ziimii i¢in siralama (collocation) metodunu
kullanmiglardir. Celik ve Bayram (2003a, 2003b, 2004) diferansiyel-cebirsel

denklemlerin ¢6ziimiinde Pade yaklasimini kullanmiglardir.

Son yillarda, kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ve nilimerik c¢oziimlerinde
Riemann-Liouville tiirev operatorii yerine, Caputo anlaminda tanimlanan tiirev
operatdrii daha ¢ok tercih edilmektedir. Caputo yaklasiminin en temel avantaji, Caputo
kesirli tiirevlerinin tamsay1 dereceden diferansiyel denklemlerdekiyle ayni formda
baslangi¢ kosullarina sahip olmasidir. Baska bir ifadeyle, bilinen bir fonksiyonun tam
derece tiirevlerinin limit degerlerini icermesidir. Calismamizda da baslangi¢ kosullarini
igeren kesirli diferansiyel denklemler tercih edildiginden, Caputo anlaminda tanimlanan

tiirev operatdrii kullanilmigtir.

Son zamanlarda kesirli kompleks doniisiimii, kesirli mertebeli diferensiyel denklemleri
Riemann-Liouvile tiirevlere genellestirilmesiyle tam mertebeli diferensiyel denklemlere

doniistiirmek i¢in Onerildi ve son esitlikler ileri diizey hesaplamalarla ¢6ziilebilir hale

getirildi (Baleanu et al. 2010).

Son zamanlarda dogada ve toplumdaki olaylarin kompleks modellerinin fiziksel
konular1 bir¢ok arastirmanin konusu olmustur. Bu konular kinetik teoride (Bianca
2012), kompleks dinamik sistemlerde (Mahmoud and Mahmoud 2011), kaotik



kompleks sistemler ve kompleks lorenz sistemlerinde (Fowler et al. 1982) karsimiza
cikmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Simdi bu ¢alismada kullandigimiz bazi temel kavramlar1 verelim.

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Bir bagimsiz degisken ile bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin
bagimsiz degiskene gore tlirevlerini ihtiva eden denkleme diferansiyel denklem denir.

Genel olarak;

f(X’ Y, y’! y”,----, y(n)) =0 (21)

(n)

seklinde gosterilir. Burada y®™, Y nin x’e gore n’inci tiirevidir. (2.1) denklemi Yy~ ye
gore ¢oziliirse
Y@ = g Yy Y e YY) (2.2)
elde edilir. Bu ise (2.1)” in acik formda yazilmis seklidir.
Tamm 2.1.2. m. dereceden bir
f(x)=ayx" +a,x" " +...... +a, ,X+a, (2.3)
polinomunu g6z Oniine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen
f(x)=a,x" +a,x™" +........ +a,,X+a, =0 (2.4)



seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisma f(x) =0
denkleminin derecesi denir. f(x) polinomunda f(x;) = 0 denklemini saglayan x; ye

denklemin kokii denir.

Tanim 2.1.3. Bir bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha ¢ok
bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore kismi tiirevlerini
ihtiva eden bir bagintiya kismi diferansiyel denklem denir. Buna goére u bagimli

X1, Xg,..., X, bagimsiz degiskenler olmak iizere
F (31, X2, ey Xy Uy Uy Uy ey Uy, U gr ooe ) = O (2.5)
bagintis1 bir bagimli ve n —bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemdir. Ornegin,

Ulyy — UplUy =0

UyyUyy — 3Uyy, — 6XU, + xyU = 0

birer kismi diferansiyel denklemdirler.

Tamim 2.1.4. Diferansiyel-cebirsel denklem sistemi, (2.7.b) ile verilen baslangic
degerleri ile birlikte

F(t,y(©),y'(©) =0 (2.6.2)

y(to) =y0,¥'(t) =y (2.7.b)

formundadir. (2.6.a) ve (2.6.b) denklemine genel lineer olmayan kapali (implicit)
diferansiyel-cebirsel denklem denir. Burada F e R", yeR"™ ve teR dir.
Diferansiyel-cebirsel denklem agik olarak

F(y',y,x,t) =0

G(x,y,t)=0



seklinde yazilabilir. Burada Y diferansiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin

vektorleridir. Eger (2.6.a) ve (2.7.b) sistemi n tane denkleme sahipse p tanesi

diferansiyel degisken ise (n — p) tanesi cebirsel degiskendir.

Klasik olarak bir diferansiyel-cebirsel denklem modeline 6rnek olarak basit sarkacin

hareketi gosterilebilir.

Ornek 2.1
L
o AGY)
.4
Sekil 2.1. Basit sarkacin hareketi Sekil 2.2. Basit sarkacin hareketi

Sarkacin boyu L, yergekimi ivmesi g, 4 ¢ubuktaki kuvvet ve (x,y) sarkacin topunun

koordinatlar1 olmak {izere asagidaki diferansiyel-cebirsel denklem modeli elde edilir.

0= x2+y2—-1%

Burada son denklem cebirsel denklemdir.



Tamm 2.1.5. x bir degisken ve x bir sabit olmak {izere

[ee]
Z an(x — %)™ = ag + a;(x — xg) + ay(x — x0)% + - + a,(x — x5)"

n=0

serisine x, merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tanimda x, = 0 alinirsa

(o]
z apx™ = ag + a1 x + azx? + -+ apx"

n=0

elde edilir. Ayrica x = x, olmas1 durumunda

oo

Z an(x —x)" =0

n=0
olur.

Tamm 2.1.6. Eger f(x) fonksiyonunun x=x, da her mertebeden tiirevi varsa,

) = F(xo) + f Cro)(x = x0) + L8 (= xq)? - 4 L ( gy

serisine f (x) fonksiyonunun x = x,’daki Taylor serisi denir. Eger x, = 0 alinirsa bu

seriye f(x) fonksiyonunun Maclaurin serisi ad1 verilir.

Tamm 2.2. (Gamma Fonksiyonu)

Tanmm 2.2.1. T'(z) 6zel bir fonksiyon olup, kesirli tiirev ve integralin dogusunda ciddi
rol oynamustir. Basitge ifade edilirse faktoriyelin tiim reel sayilara genellestirilmesidir.

Tanimi ise

I'(z) = foooe‘u u? du, z € Rt (2.8)



ile verilir. En belirgin 6zelliklerinden birkag1

['(z+1) =2zI(2), I'(z) =(z-1)!, z € RY,
dir. Bu ifade kismi integrasyon metoduyla kolayca gosterilebilir.
Teorem 2.2.1. T'(1) = 1 dir.

Ispat: Gamma fonksiyonunun tanimindan,

t

(0]

r) = f e “ul~ldu = j e %du = lim e “du =gim(—e‘t +1)=1
0 0 —00

—00

bulunur.
Teorem 2.2.2. x > 0 olmak tizere, I'(x + 1) = xI'(x) olur.

Ispat: Gamma fonksiyonun tanimindan,

Fx+1) = f e *“u*du,
0

ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,
Fx+1) = gi_glo[(—e‘”ux)]g =u- fooo(—e‘u)xu"‘1 du=0+x fooo e “u* 1 du = xI'(x).
seklinde elde edilir.
Teorem 2.2.3. x > 0 olmak iizere, T'(x + 1) = x! dir.
Ispat: I'(x + 1) = xI'(x) oldugunu biliyoruz. I'(x) in yerine tekrar I'(x + 1) = xT'(x)

yazarsak



Fx+1) =x(x—1DI'(x—1),
bulunur. Bu sekilde devam edilirse

Fx+1D)=x(x—-Dx-2)T(x—-2)=x(x—1D(x—-2)(x—3)..3.2.1.T(1)
= x!T(1)

= x!
elde edilir. Gamma fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir.
@) T() =V&

A

by TMIrd-p)=_—, 0<p<1
) F(n)=@, neR\Z

Gamma fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

C

]

|
[NS]

Sekil 2.3. Gamma fonksiyonu egrisi
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Calismanin ileri asamalarinda kullanilacak Gamma fonksiyonuna iligkin rakamsal

degerler Cizelge 2.1'de verilmistir.

Cizelge 2.1. Gamma fonksiyonunun bazi rakamsal degerleri

@ .
0 L
@ X

Tamim 2.3. (Mittag-Leffler Fonksiyonlar)

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 (Mittag-Leffler 1902) kesirli diferansiyel metodunda gok
yaygin kullanim alanlar1 bulan olduk¢a dnemli bir fonksiyondur. e? iistel fonksiyonu,
tamsay1 dereceden diferansiyel denklemler teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Onun bir

parametreli genellestirilmis sekli

0 Sk
Ea(Z) = ;m ) a>0 (29)
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ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir. « = 1 igin

£,(2) = ;F(k T ¢

dir.
Eulx)
ap Ey(x)
|
3 | E_;(.l‘)

Sekil 2.4. Mittag-Leffler Fonksiyonlari

Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme ise ilk olarak Agarwal ve
Humbert tarafindan Laplace donisiimi teknigi kullanilarak yapilmis olup, Kesirli

mertebeli diferansiyel denklemlerin hesaplamasinda 6nemli bir yere sahiptir.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
E = Z —=¢é7% ,6>0 2.10

seri agilimiyla verilir. (2.10) denkleminden

Ei1(2) = z Tkt D = e?,
k=0
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E.(2) i zk i zk 1w zkH1 e —1
1,2 Z) = = ' = —Z ' = :
e, I'(k + 2) £ (k+1)! =z £ (k+1)! z

2

E,A(2) i zk i zk 1w zk+ e?—1—1z
1,3 7Z) = = '=—22 '= > :
LTU+3) L+ 22 Lik+2) z

ve en genel formiil

E, m(2) =

- Z
2? , (2.11)
k=0

elde edilir (Oldham and Spenier 1974; Podlubny 1999).

E;1(2) = Pk =
2Ne) = _Or(2k+1)_C°SZ'

hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis,

® 42k 2, 42k
E2’1(Z2) = Z m = Z (Zk)l = CO0S h(Z),

z2k+1 sin h(z)

E2a(z%) = Zr(2k+2) Z(2k+1)' Z

Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel durumlaridir.

Tanim 2.4. (Beta Fonksiyonu)

Tammm 2.4.1. Cogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belirli
kombinasyonlar1 yerine Beta fonksiyonu olarak tanimlanan baska bir 6zel fonksiyonun
ozelliklerinden yararlanmak daha pratiktir. Beta Fonksiyonu f(m,n) ile gosterilir ve

genel itibariyle baska bir¢ok sekilde tanimlansa da en genel tanimau;
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ﬂ(m,n)zjl'xm‘l(l—x)”_ldx , Re(m)>0,Re(n)>0

seklindedir. En belirgin 6zelliklerinden birisi gamma fonksiyonu ile birlikte

seklinde verilebilir (Arfken and Weber 1995).

Teorem 2.2.4. (Banach sabit nokta teoremi)

(X, d) bos olmayan, bir tam metrik uzay olsun. T : X — X, X iizerinde bir biiziisme

olsun. Yani negatif olmayan dyle bir 0 < g < 1 sayisi olsun ki tiim x, y ler i¢in

d(T(),T() < g.d(x,y)

5

olsun. O zaman T 'nin X'in i¢inde x* diye bir sabit noktasi (yani T(x*) = x*'i

saglayan noktas1) vardir, ve bu nokta tekdir.
2.2. Kesirli Integraller ve Kesirli Tiirevler

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli ve birbiriyle uyusmayan bir ¢ok tanimi
literatiirde mevcuttur. Fakat literatiir incelediginde, bu tanimlarin aslinda Riemann-
Liouville tiirev taniminin genellestirilmis sekli ve varyantlar1 ya da belirli sartlar altinda
Riemann-Liouville tiirev tanimi ile baglantili oldugu goriiliir. Bu tanimlar arasindaki
temel fark ele alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve segilen yardimci parametrelerdir
(Guo et al. 2003). Kesirli tiirev tanimlar1 arasinda en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville
tirev tanimidir. Calismamizda baslangic kosullarini igeren kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimii esas alindigindan, bu tip problemler i¢cin daha kullanisli olan

Caputo tiirev tanimi kullanilmistir. Caputo tiirev taniminda, Riemann-Liouville tiirev
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tanimindan yararlanildigi i¢in 6nce Riemann-Liouville integral ve tiirev tanimlari

verilip, daha sonra Caputo tiirev tanimi1 verilecektir.
2.2.1. Riemann-Liouville kesirli integralleri ve kesirli tiirevleri

Baz1 kaynaklarda, Riemann-Liouville integral ve tlirev tanimlar1 ve teoremleri detayli
bir sekilde verilmistir (Oldham et al. 1974; Ross and Miller 1993; Kilbas et al. 2006).

Biz sadece ¢alismamizda kullanacagimiz tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 2.21.1 x>0 ve f(x) fonksiyonu i¢in f(x)eC[0,0) olmak {izere
f(x)=x"f,(x) olacak sekilde bir p > @, (@ € R) reel sayisi varsa, f(x) reel
fonksiyonuna C_’ dadir denir. Eger m€ R ve f™ eC, ise, bu takdirde f(x) reel

fonksiyonuna C_'* dadir denir (Odibat and Shawagfeh 2007).

Tamim 2.2.1.2. (Riemann-Liouville Kesirli integralleri):

Literatiirde, en ¢ok Kkarsilasilan Kkesirli mertebeli integral, Riemann-Liouville

integralidir. Bu integral

(J:‘f)(x)=ﬁj(x—r)“‘lf(r)dr, x>a>0 (212)

(32F)00 = f(x). (2.13)

seklinde tanimlanir. Burada 0 <a<x,0<f <1, feC_,, a,>0,a2>0ve y>-1

olmak iizere, Riemann-Liouville integral operatoriiniin baz1 6zellikleri
(3237 )0 =(357 1) (%) (2.14)

i) (3232 F) () =(3235F) (%) (2.15)
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I(y+1) @

i) J9X7 = (2.16)
INa+y+1)
seklindedir.
Tamm 2.2.1.3. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri):
Riemann-Liouville Kesirli tiirevleri, « >0,a € R, x>a ve m—1<a <m igin,
(7R [ i g Sy R Y, (2.17)
dx" | T(Mm—a) 5 (x—t)*"

bi¢imindedir ( Kilbas et al. 2006).

2.2.2. Caputo Kesirli tiirevleri

Caputo tiirev tanimi detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda
verilmistir (Caputo 1967; Kilbas et al. 2006). Bu yiizden, sadece caligmamizda

kullanacagimiz 6zellikler verilecektir.

Tamm 2.22.1. m-l<a<m, meN, x>0, feC olmak dizere, f(X)

fonksiyonunun « . mertebeden (« > 0) Caputo tiirev tanimi,

1
r(m-a)

Dz fH(x) = Jg" ™ “D™f)(x) =

oG —ym=emt Fm()de (2.18)

bi¢iminde tamimlanir. Ayrica m—1l<a<m, meN, x>0 ve feC], a>-1 olmak

tizere, Caputo tlirev tanimina ait,

i) (D g F)(x)=f(x) (2.19)
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i) (32D f ) (x) = f(x)—mifk(a) (X;?)k, a>0 (2.20)

ozellikleri de verilebilir.

Tamim 2.2.2.2. t degiskeni zamani1 gostermek iizere, £ mertebeden (8 > 0) Caputo

zaman-kesirli tiirevi

cnB _dPulxt)
Dy (u(x, ) =— 7= = (2.21)
1 0™ u(x,7) .
F(m_ﬁ,)f(t— T)mF- ' —dr, herm—1<f <m icin
M u(x,t) _ . .
PYCI her  =m €N igin

ve benzer sekilde x degiskenine gore B mertebeden (S > 0) Caputo uzay-kesirli tiirevi

2Pu(xt)
‘DEu(x,t) = - (2.22)
f(x— )mﬁlam (et)de herm —1 < B <m icin
_ r(m 8) agm d
0™u(x,t)

her f =m € N igin

)

oxm

seklinde tanimlanir (Kilbas et al. 2006).
2.2.3. Kesirli tiirevlerin bazi temel ozellikleri

2.2.3.a. Lineerlik

Kesirli tiirevler de tamsayr mertebeli tiirevlere benzer lineerlik &zelliklerine sahiptir.

Yani

P (Af (t)+ g (t))=ADPf (t)+uD g (t)
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yazilabilir ki bu 6zellik Riemann-Liouville tanimindan kolayca elde edilebilir (Miller

and Ross 1993; Podlubny 1999).
2.2.3.b. Homojen olma ozelligi
Kesirli tiirevlerin homojen olma 6zelligi;
D[ Cf (t)|=C[ D~ (t)]
ile verilir ve burada C bir sabittir (Felber 2005).

2.2.3.c. Kesirli tiirevlerin Leibniz kuralh

Eger f(t) ve ¢(t) fonksiyonlarinn tiirevleri [a, t] araliginda siirekli iseler,

D, (o(t)f (t))= Z( j M (t) ,DE*f (1)
k=0
ifadesi Leibniz kurali olarak adlandirilir. Leibniz kurali 6zellikle kesirli tiirevi bilinen

bir fonksiyon ile bir polinomun ¢arpiminin kesirli tiirevini hesaplamada ¢ok kullanighdir

(Miller and Ross 1993; Podlubny 1999).
2.4. Kesirli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde, kesirli diferansiyel denklemler, kesirli diferansiyel denklemlerin tanimlari,
varlik ve teklik teoremleri verilecektir. Sonuglarla ilgili ispatlar verilmeyecektir, ispatlar

Podlubny tarafindan detayli olarak verilmistir (Podlubny 1999). Aksi belirtilmedikge,

D Caputo tiirev operatoriinii temsil etmektedir.
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Tamim 2.4.1. Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini igeren denklemlere
kesirli diferansiyel denklem denir. Yani kesirli diferansiyel denklemler, tam say1

tiirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Benghorbal

2004).

a) Adi kesirli diferansiyel denklemler. Ornegin,

D3y(x) +5y*(x) =3

DY2y(t) + DY2x(t) =t

D*y(x)+ D" y(x)-2y(x) =0
denklemleri adi kesirli diferansiyel denklemlerdir (Podlubny 1999).
b) Kesirli Kismi Diferansiyel Denklemler. Ornegin,

ou(x,1)
DY2u(x,t)=A*2—211
t ( ) aXZ

denklemi bir kesirli kismi diferansiyel denklemdir (Podlubny 1999).

Baska bir siniflandirma ise, lineer ya da lineer olmamasina gére yapilan smiflandirma

tiirtidiir.
Bir kesirli diferansiyel denklem eger
a,(x)D*y(x) +a,, (x)D"y(x) +---+a,(X)D™y(x) +a,(x)y(x) = £ (x)  (2.23)

bi¢ciminde ise lineer kesirli diferansiyel denklem olarak adlandirilir. (2.23) denkleminde;

D% (i=1,2,...,n) kesirli diferansiyel operatdriidiir ve lineerdir. Dikkat edilirse, lineer

kesirli diferansiyel denklemlerin iki 6zelligi géze carpmaktadir:
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i) Bagimli degisken y ve Y ’nin kesirli tiirevleri birinci derecedendir. Yani, y bagiml
degiskenini igeren her terimin kuvveti 1°dir.
i1) Her terimin katsayis1 yalniz x bagimsiz degiskenine baglidir (Benghorbal, 2004).

Buna gore, lincer olmayan bir kesirli diferansiyel denklem lineer olmayan Kesirli

diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Yukaridaki tanimlardan hareketle
x*D¥2y(x) +y(x) =€
D*y(x)+ Dy (x) - y(x) =0
denklemleri lineerdir. Fakat
D*"y(x) = y*(x)
y(x)D¥?y(x)+D**y(x) = x°
denklemleri lineer olmayandir (Benghorbal 2004).

Tamim 2.4.2. Kesirli diferansiyel denklemdeki en yliksek mertebedeki tiireve denklemin

mertebesi denir. Ornegin,

y(x)D"y(x) + (D*°y(x))? = (x+1)?
denklemi % mertebeden lineer olmayan adi kesirli diferansiyel denklemdir
(Benghorbal 2004).
Tamm 2.4.3. (Varlik ve Teklik):

Kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak i¢in
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n-1

DAY + ) an i DPITiY() + ap(0Y () = () (224)
i=1

y¥@) =y, k=123, ...,00-1, 0< 1 < By << By (2.25)

seklinde tanimlanan baslangic deger problemini ele alalim. Oncelikle baslangic sartli
kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii arastiracagiz. Eger denklemin
¢Ozliimii varsa tek midir? Bu sorularin cevabmi vermek icin asagidaki iki teoreme
ihtiyac vardir. Ilk teorem lineer kesirli tiirevli denklemlerin (2.24) ¢dziimiiniin varlig1 ve

tekligini gosterir. Diger teorem ise (2.25) denkleminin daha genellestirilmis hali olan

{Dﬁny(x) = f(x,y) (2.26)

y®P@) =y k=12, Bucs

denklemidir.

Teorem 24.1. Eger f(x) € Li(a,b),a,_;(j =1,2,..,n), [a,b] kapali araliginda
stirekli fonksiyonlar ise, (2.24)-(2.25) baslangig-deger problemi y(x) € L,(a, b) tek bir
¢oziime sahiptir. Burada f(x) € L,(a, b) ifadesi f:lf(x)ldx <w,a<x<b<om,

olmasi anlamina gelir.

Teorem 2.4.2. D c R2ve f(x,y)reel degerli Lipschitz sartlarmi saglayan siirekli
fonksiyon olsun. Yani,

|f(x:3’)_f(x;z)| SLIy_ZI, Oylekl: |f(x'J’)| SM<OO; V(X,:V)ED

olacak sekilde (2.16) probleminin ¢oziimii siirekli olup, M < D bolgesinde vardir ve

tekdir (Podlubny 1999).
2.5. Kesirli Diferansiyel-Cebirsel Denklemler

Tamm 2.5.1. Bir kesirli diferansiyel-cebirsel denklem baslangi¢ kosullari ile birlikte,
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Dlix;(t) = f(t, X1, X9y eon) X, X1, Xy, s Xh), i=1,23,..,n—1, t=0, 0<a; <1 (2.27)

g(t, xq1, %9, i, Xp) =0
xl(O) = qay, i = 1,2,3, e, n

formundadir (Zurigat et al. 2010).

Ornek 2.5.1.
Dfu(x, t) + DPu(x,t) — 2v(x,t) = 0
Dfv(x,t) + va(x, t) —2u(x,t) =0
denklemi bir kesirli diferansiyel-cebirsel denklemdir.

Ornek 2.5.2.
Dfu(x,t) + Dfu(x, t)=0

Dfv(x,t) + DPv(x, ) = 0

0<a p<1

0<a p<1

ikinci ornekten de goriildigii gibi sistemin igerisinde farkli kesirli mertebelerden

tirevler de bulunabilmektedir.

2.6. Jumaries Kesirli Tiirevi

Tamim 2.6.1. Jumaries kesirli tiirevi asagida anlatildigi gibi Riemann-loiuville tiirevinin

diizeltilmis halidir. Bu tiirev

F(ia) fox(x — &)1 (£(8) - £(0))ds, a<0
DIfO) = iz a fh G =™ (f(O - f(0)ds, 0<a<1 (2.28)
\Fe™@I",  n<a<n+1, n>1
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Seklindedir (Jumarie 2007).

Burada f:R - R, x = f(x) ve f(x) fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur. Riemann-

liouville kesirli tiirev operatdriiniin bazi 6zellikleri

iy DC = 0, >0, C = sabit (2.29)
i) DE[cf(x)] = cDEf(x), a>0, C = sabit (2.30)
iii) DYxB = F(Fl(i—;’fl)xﬁ—a, B>a>0, (2.31)
iv) DY [f (x)g(x)] = [Dy f (x)]g(x) + f(x)[Dx g(x)] (2.32)
V) DEf(x(8)) = fa (). (x0)* (2.33)

seklindedir (Jumarie 2007).
2.7. Local Kesirli Tiirev ve integrali

Tanmm 2.7.1. f(x) € C,(a, b) olmak iizere f(x) fonksiyonunun a. mertebeden x = x,

noktasinda local kesirli tiirevi

A%(f ()= (x0)) (2.34)

(x=x0)*

f@ (o) = L2

dx®

= lim,_,,

(x=x¢)
bigiminde tanimlanir. Ayrica A*(f(x) — f(xo)) = T(1 + a)(f(x) — f(x,)) dir.

Her x € (a, b) igin

F@x) = DI f(x),
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ve f(x) € DX (a, b) dir.

Tamm 2.7.2. Local kesirli tiirevi yiiksek mertebeden

k tane

FED(x) = D £(x), k €N

bi¢iminde tanimlanir (Yang 2011).

Tanmim 2.7.3. Local kesirli kismi tiirevi yiiksek mertebeden

k tane
oka R
axkaf(x,y)—ﬁ...wf(x,y) k€N

bigiminde tanimlanir (Yang 2011).

(2.35)

(2.36)

Tanmim 2.7.4. f(x) € C,(a, b) olmak tizere f(x) fonksiyonunun a. mertebeden [a, b]

araliginda local kesirli integrali

1 b 1 N-1 .
(9700 = s | FO@O = lim > f(6)(a)°, 237)
a =0

seklindedir. Ayrica

Atj = tjyq — t;, At = max{Aty, Aty, .. ALY, 6, 644],7 = 0,1, .. (N — 1),80 = a, ty = b,

ve [a,b] araligimin bir bolimidiir.

Kolaylik saglamak i¢in, varsayalim ki
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egera = b ise,
157f () =0
ve eger a < b ise,
9F () = — F )
dir. Her x € (a, b) i¢in

fe) € 9f(x),

dir.

(2.38)
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Kesirli Kompleks Doniisiim Metodu

Tamm 3.1.1. Bir f(z) fonksiyonu i¢in a. mertebeden Riemann- Loiuville kesirli tiirev

_ 1 d oz £ .
DEf@) = srma o g ds 0<a<1 (3.1)

seklinde tanimlanir. Burada f(z) fonksiyonu merkezi igeren C-kompleks diizleminin bir

7 basit baglantili bolgesinde analitikdir (Srivastava 1989).

Tanim 3.1.2. Bir f(z) fonksiyonu i¢in a. mertebeden Riemann- Loiuville kesirli

integrali

1
I'a)

I7f(2) =

Ji¢3)
fy hemedss a>0 3.2)

seklinde tanimlanir. . Burada f(z) fonksiyonu merkezi igeren C-kompleks diizleminin

bir z basit baglantili bolgesinde analitikdir (Srivastava 1989).

Hatirlama: (3.1) ve (3.2) denklemlerinden

a B = —F(B+1) ,8—6‘( -1 -
D%z r_arn? B>-1;0<a<1 (3.3)
ve
a, p _ LB+  pig 1.
1$zP = T@rarn? B>—-1;a>0 (3.4)

sonuglar: elde edilir (Ibrahim and Rw 2011).
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n € N dogal sayis1 ve u reel sayisi igin

: z & $n—1
I7Xf(2) = [ & déy [ &5 dsa - [ 6h f(§n)dén (3.5)
n kath integralini gézoniine alalim. Oyleki

1

Jy £ gy [ 64 F(©)dE = [ F©)dE [} &l dy = — [+ — g e F(§)de

u+1

(3.6)
formiilii saglanir. Yukaridaki islemleri (n — 1 ) kez tekrar ettirirsek,
IS4 f(2) = S [z — g hyeign £(£)ds, (37)

ve

et ag, [ ek g, [ el flgdg, = ST [Hamrt — grrtynien £()dg
(3.8)
denklemini elde ederiz.

Burada a, u # —1 reel sayilar ve f(z) fonksiyonu orijini igeren C-kompleks diizleminin

bir z basit baglantili bolgesinde olmak iizere (3.7) denkleminden (3.9) denklemi elde

edilir.
Boylece
v4u+1
]a'” v za(u+D)+v F(—u+1 ) (3 9)
Z - a v+u+1 :
(u+1) F(Q+W)
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olur.

u = 0 iken Srivastava-Owa kesirli tiirevlerinin tanimi uygulanarak standart Srivastava-

Owa integrali

av _ T+l g4y
l;2" = F(a+v+1) (3.10)

seklindedir.

Tamm 3.1.3. Bir f(z) fonksiyonu i¢in a. mertebeden genellestirilmis Riemann-

Loiuville kesirli tiirevi

au _ W+ ad cz_ §HF(©) :
DZ f(Z)—mEfomdf, 0<a<l, (3.11)

seklinde tanimlanir (Srivastava 2001).

Burada f(z) fonksiyonu, merkezi iceren C-kompleks diizleminin bir z basit baglantili

bolgesinde analitikdir (Srivastava 1989). Gerekli diizenlemeler yapildiginda

a-1p(_Y_
D“’”zv _ (u+1) F(u+1+1)

z N F(ﬁ+1—a)

Z(l—a)(u+1)+v—1 (312)

elde edilir.

u = 0 iken

DAYV — rv+1) v—a
z

T I(v+l-a) (3.13)

olur. Burada
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f(z) = Z a,z", zeU (3.14)
n=1

olup, (3.14) ifadesinde verilen analitik fonksiyonlar i¢in
DI f(2) = 1D f(2) = f(2), z€U (3.15)
ozelligi yazilir.

Tamm 3.1.4. Kesirli Kompleks Doniisiim Metodu

Son zamanlarda, kesirli hesaplar i¢in en 6nemli ve faydali metodlardan biri olan (Li et
al. 2012) Kkesirli kompleks doniisim metodu ortaya c¢ikmistir. Kesirli kompleks
dontigiimler, biiylik Olgiide basit bir ¢éziim yontemi kullanarak, kesirli difrensiyel
denklemlerini adi difrensiyel denklemlere doniistiiriir. Bu boliimde, Srivastava-Owa
kesirli operatorii ve onun genellestirilmis formlarinin 6zelliklerini kullanarak bazi

kesirli kompleks dontigiimler gosterilecektir.
Dalga doniistimiine benzer olarak

n=az+bw+cu+-- (3.16)
a, b, c sabitler olmak iizere Srivastava-Owa kesirli operatorler cinsinden, bu denklemi

n = az®+bwhf + cu¥ + - (3.17)
seklinde yazmiglardir. O halde, kesirli kompleks doniisiimii

n = Az%W+D 4 ByBEFD 4 cyv et 4 (3.18)
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(3.15) seklinde (3.8) ve (3.11) genellestirilmis operatorler cinsinden kesirli difrensiyel
denklemlere uygulanir. p = 0 oldugunda (3.18) in (3.17) ye doniistiigii agikca goriilir.

Ayrica, aslinda (3.18) kesirli kompleks doniisiimiin tanimi (Li and He 2011) de

verilmistir.
Simdi

a — af a — 1+
kesirli kompleks doniisiimiinii g6z 6niine alalim.

Eger

DEf(2) =21 (3.20)

ate
seklinde gosterirsek, o zaman kesirli kompleks dontisimii

o% _of 9%z _ of

9te ~ a7 3t a7 (3.21)

seklinde tanimlanir.

Genellikle, Gamma fonksiyonlar cinsinden tanimlanan 6, fraktal indis olmak iizere

_ I'(l+na)
O = nl(1+na—a) (3.22)

seklinde yazilir.
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aﬂf( )__fDaﬂZ Z=ta(/J.+1)

olmak tizere, eger

a ” aa(#+1)f
f( ) ta(ﬂ"'l)

olursa, 0 zaman

aa(ﬂ+1)f of gau+1) 7 of
gralu+) — E gralp+1) & a,u

sonucu elde edilir.

(3.23)

(3.24)
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Test Problemi

Bu boliimde, kompleks doniisim metoduyla Kkesirli difrensiyel denklemle, kesirli
difrensiyel denklemler ve kesirli difrensiyel-cebirsel denklemlerin niimerik ¢6ztiimii i¢in
baz1 denklem modelleri lizerinde c¢alisilmistir. Secilen denklemler 6rnek modeller olup

literatiirde bilinen denklemlerdir.

Ornek 4.1.

u(t, z) bilinmeyen fonksiyon, p € (0,1) ve g € (0,1] olmak tizere

pt'l2 9" 2u(t2)
1128 gt/

u(0,z) =0

+DPu(t,z) =0 @1

kesirli diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

Banach sabit nokta teoremini kullanarak (4.1)’ in tek bir analitik ¢6ziime sahip

oldugunu gostermeye gahisiyoruz. u(z) = o(z#) olmak iizere ¢oziimiin
u(t,z) = u(z) +v(t,z) (4.2)
seklinde oldugunu kabul edelim. Hesaplamalar sonucunda

t'20"2u(tz)

pyeyammn 1.128 u(z) + tl/ZUa(t. 2), (a= 1/2) (4.3)

Dfu(t,z) = Dg‘(,u(z) + v(t, Z)) =DXu(z) + Dfv(t, z) (4.4)
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elde edilir.
Boylece
D} u(z) = g(z u(2)) (4.5)
olmak iizere
pu(z) + D} u(z) = 0 (4.6)
olur. Burada
9(z,u(2) = —pu(2) (4.7)

ve p € (0,1) olmak iizere g(z, u(z)) daralma doniisiimiidiir.

Boylece Banach sabit nokta teoreminden dolay1r denklem (4.5) birim diskte bir tek

analitik ¢oziime sahiptir.

DPu@ +pu(z) =0,  wu(0) =1 (4.8)

denklemi i¢in Z = z# déniisiimiinii ve u,, sabiti seriler cinsinden

R =) ™ (4.9)
m=0

seklinde yazilir. (4.9) denklemini (4.8) denkleminde yerine yazarsak

a oo ©o
EVA Z Opm Umz™ + p Z Umz™ =0 (4.10)
m=0 m=0
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elde edilir.

_ T@a+mp)
Bm = ar(i+mp-gy

i¢in

r(1+mp) _

bagintisi elde edilir.

u(0) = 1 olmak iizere

_ (=™
Hm = r(1+mp)

elde ederiz. Boylece

o Eom
= L T +mp)

ve

3 - ()"
= LT +mp)”

mp — Eﬁ(—pzﬁ),

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

sonucuna varilir. Burada Eg Mittag-Leffler fonksiyonudur. (4.14) ifadesi (4.15)’ya

esdegerdir.
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Ornek 4.2. Kesirli diferansiyel denklem sisteminin E, ; (t*) kesin ¢dziimii i¢in

aaye)
a0 (4.16)
y(0)=0

denklemini gdzoniine alalim. Burada tam ¢oziim y = et dir.

Uygunluk olmasi bakimindan kompleks doniistim metodunu kullanalim. Kabul edelimki

T =t% f(T)=T™ (4.17)
ve
y(t) = Z UmT™, (4.18)
m=0

olsun. m = 0,1,2, --+, o i¢in w,, bilinmeyen sabitlerdir. Boylece

_ TI't+ma)
Mo = r(1+ma—a) (4.19)
olmak iizere
aef df d*T _ -
W = Eﬁ = mHmlatm“ * = mHm,aTm 1 (420)
ve
a%y() _a*1 _ t* 1!
dt® ~ dt®  T(1-a) T'(1-a) (4.21)

yazilir. Sonug olarak
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e = z R —— 422
elde edilir.
(4.17) ve (4.18) denklemleri (4.16) denkleminde yerine yazilirsa
Z O Z T (423)
denklemi elde edilir. (4.23) denkleminin iki tarafi T™~! katsayisiyla esitlenerek,
UmMOp ¢ = fm_1 (4.24)
ve boylece
Um—1 r(1+ma—a)
Hm = mblm, = r1+ma) Fm-1 (4.25)
elde edilir.

(4.18) denkleminden ve baslangi¢ degerinden u, = 1 bulunur. Burada (4.24) yineleme

formiilii kullanilarak

1
r(1+ma)

Hm = (4.26)

elde edilir.

Sonug olarak, (4.25) denklemi (4.18) denkleminde yerine yazilirsa

y(t) = mzzom’r = mzomt = Ea,l(t ) (4.27)
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elde edilir. O halde M € N ve M ’nin ilk terimlerini yazarak asagidaki formiili
kullanarak

- 1
t)= Y ————tm
y(®) Z I+ ma)
m=0

y(t)’nin yaklasik ¢oziimiinii bulunur. Elde edillen sonuglar M = 2,4,6,8,10 degerleri
icin Sekil (4.1) ve Cizelge (4.1)’de gosterilmistir. Ayrica, M parametresi arttik¢a

yaklagik ¢6ziimiin tam ¢6ziime yaklagtigi goriliir.

15¢ T T T T

e M=10

10 Tam cozum

-------
________
3PP L LY
=t awentt
-t et
.....

Yl
.
wsns

wen
-----

----
.........
_________
-----
_______
s -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

Sekil 4.1. a = 0.5 ve M=2,4,6,8,10 igin (4.17)’de KDM le elde edilen y(t) yaklasik
¢coziimiine ve tam ¢ézlimiine ait grafik



Sekil 4.2. « =0.2,0.4,0.6,0.8,0.9,1 ve M=30 igin (4.17)'de KDM ile elde edilen

40«
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T

1

yaklasik ¢oziim ve adi diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimiine (y(t) = et) ait grafik

Elde edilen sonuglar a = 0.2,0.4,0.6,0.8,0.9,1 degerleri i¢in ekil Sekil (4.2)’de

gosterilmistir. Ayrica a — 1 igin kesirli diferansiyel denklemin ¢6ziimii adi diferansiyel

denklem ¢oziimii y(t) = et ’ye doniisiir.

Cizelge 4.1. a = 0.5 ve M= 2,6,10 i¢in (4.17)’de KDM ile elde edilen y(t) yaklasik

¢Oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait sonuclar

T M =2 M=6 M =10 1C

0.2 1.704626504 | 1.798626054 | 1.79901664 1.799017244
0.4 2.113649646 | 2.425071937 | 2.430013152 | 2.430043141
0.6 2.474038744 | 3.123561962 | 3.145912033 | 3.146213032
0.8 2.809253009 | 3.92510046 3.991267469 | 3.992835834
1 3.128379167 | 4.848199723 |5.003276302 | 5.008980081
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Ornek 4.3.
d%x(t) 3 3 5
o —x@O+y@) —t° -tz + raa b (4.28)
azy(®) 5,2, B .4
—a = x(t)—y(t)—t>+tz+ r(§+a) th, (4.29)
ve
{x(O) =0,
y(0)=0

baslangic sartlar: ile verilen kesirli diferansiyel denklem sistemini g6zoniine alalim.

Burada tam ¢6ziim

— ¢+3
{x(t) ik (4.30)

y(@) = t>

dir.

1
Simdi T =tz, t =T?olsun. m = 0,1,-+,00 i¢in u,, Ve ¥, bilinmeyen sabitlerdir.
Boylece
Dyx(t) = Dy (x(8)) — Dy (x(0)) (4.31)

= DF(x(t)) - 0

UmDx T™
0

Ms §Ds

HUm em,aTm_ !
0

3
I
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ve
Dyy(t) = D (y(1)) — D¢ (¥(0)) (4.32)
=DZ(y(®) -0
= > ymDET™
m=0
= Z Vmgm,och_1
m=0
olur. (4.31) ve (4.32) denklemi (4.30) sisteminde yerine yazilirsa
[o0] (o0} o] 6
m-1 _ m m _ 76 _ T3 5
Zumﬁm,aT —ZymT +ZymT T4 TS (433)
m=0 m=0 m=0

ve

0 © 0 3 3 r (E) 2
Y m—-1 _ m __ m __ 2
mOmaT™ 1= > upT Y T™ —Ta + T2a + T (4.34)
m=0

m=0 m=0

olup, son olarak

2

m=0 m=0 )

(o] (0.0) oo 6
z tnOm o T™ 1 = Z U T™ + Z Ym T™ =T —T3 + —7T5, (4.35)
- (3

ve

0 © ) T (E)
m-1 _ m _ m _ T6 3 2) m2
YmOmaT Um T Ym T T°+T° + r2) T=, (4.36)
m=0

m=0 m=0
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olur.

m=0,1,---,00 i¢in (4.35) ve (4.36) denklemlerin iki tarafi T™ ! Katsayisiyla

esitlenerck ve baslangig sartlar1 kullanilarak asagidaki bilinmeyen parametreler elde

edilir.
m = 0 igin
to =0 (4.37)
yO = 0'
m =1 igin
U10g1 =Uo+Y0=0 > =0 (4.38)
Y101 =Uo— Vo =0 = y; =0,
m = 2 i¢in
2U204, =1 +y1=0 = pu, =0 (4.39)
2Y2002, =U; —y1=0 = y, =0,
m = 3 i¢in
3Uzlpz =p2+v2=0 = uz =0 (4.39)
O
3Y30a3 = U2 — V2 +%:% = y3=0,
m = 4 igin
4pabpa =pus+v3—1=0 = pu, =0 (4.40)

44004 = U3 —Yy3+1=0 > y, =0,



m = 5 i¢in

m = 6 igin

m = 7 igin

m > 7 i¢in

boylece

elde edilir.

41

Spsbas =ps +v2=0 = us =0

S5Ys0as =Us —V4a=0 > ys=0,

2

6Uglae = Us + s + %

6Y6la6 =Us—Vs =0 = ys=0,

TU7007 =+ Ve—1=0 = u; =

0

7Y7007 =Ue —Ye—1=0 = y; =0,

m.umea,m =Un-1+VYm-1=0 = U, =0

mymea,m =Un-1—"VYm-1=0 = ¥n

x(t) = Z o T™ = ugT® = t3,

m=0

y() = Z Ym T = y3T3 =13
m=0

@ = Ug=1

0,

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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Ornek 4.4.

Insanlardaki ventrikuler kalp ritm bozuklugu ya da diizensiz kalp atis1 hastaliklar: klinik
olarak lidocaine ilac1 kullanilarak tedavi edilir. Ila¢ terapisinin dinamikleri icin

asagidaki diferansiyel denklem modeli kullanilir.

x(t) = Kandaki lidocaine miktar

y(t) = Viicut dokusundaki lidocaine miktar1

olmak lizere

Dgx(t) = —0.09x(t) + 0.038y (1),
{Dﬁ‘y(t) = 0.66x(t) — 0.038y(t) (4.46)
ve
x(0) =0,
{y(O) = Yo (4.47)

baslangi¢ sartlari ile birlikte verilen diferansiyel denklem sistemini g6zoniine alalim.

Onceki 6rnege benzer sekilde

X(O) = Y o T™ = g + T+, (4.48)

m=0

y(t) = z Ym T =vo + T+,
m=0

olup,

a. mertebeden kesirli diferansiyelleri alinarak



43

DEx(t) = Z UM T — DEx(0), (4.49)

= Z M MO o Tt
m=0

Ve

DEY(D) = ) YOy T™ = DEY(0), (4:50)

m=0
- r yoT ™!
- O T™1 — 20—
Z YmPm.a r(l—-a)
m=0

olur. (4.49) ve (4.50) denklemleri (4.46) sisteminde yerine yazilirsa

2 P MO o T™™1 = —0.009 (Z Um Tm) + 0.038 (Z Ym Tm>, (4.51)
m=0 m=0 m=0
ve

Z VMO o T % = 0. 66(2 tm Tm> 0. 038(2 Yim Tm>, (4.52)

m=0

elde edilir. Baslangi¢ sartlar1 kullanilarak

X(0) = )t O™ = g + T+, = 1 = 0 (4.53)
m=0
ve
YO = D pm O™ =+ T+, =¥0=Yo (454)

m=0
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elde edilir. m =0,1,--,% icin, (4.51) ve (4.52) denklemlerin iki tarafi T™1

katsayisiyla esitlenerek,

MOy ¢ = (—0.09) i1 + (0.038) 74 (4.55)
ve
ymmem.a = (0'66).um—1 - (0-038))/m—1 (4.56)
elde edilir.
Boylece
ra -a)
m = S ((—0.09) 1 + (0.038)y-1) (457)
ve
ra —a)
m = peres> ((0.66)tm—1 — (0.038)Ym—1) (4.58)

elde edilir. (4.57) ve (4.58) denklemi

A= [—0.09 0.038
0.66 —0.038
matris seklinde yazilabilir.
_ I'i+ma-a)
e AY,_q (4.59)
ve
Y = [Um, Vm]T

olup, boylece Y,
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Yy = ———— AMY,
™ T(1+ma) 0

sekilde hesaplanabilir.

—0.271909774618571 —0.199664801640642

b= [ 0.962322749635941 —0.979864259469547

olmak tizere

A=PDP?!

yazilabilir. D diagonal matrisi

D = diag (2D = [ ;]
olup, dyleki
Ay = —0.224486759578477
ve
A, = —0.224486759578477
dir.
A™m = ppmp-l=p [Aén /12,1] p1
oldugundan
Y, = mPDMP‘lYO
_ 1 (—0.11838982893/0/1’1’1 + 0.1183898288y0/1’2”>
" T(1+ma)\ 0.4189964329y,AT" + 0.5810035671y,AT
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elde edilir.

Boylece tam ¢ozlimlerinin parametreleri

_ Yo
r(1+ma)

o (—0.1183898289y,A™ + 0.1183898288y,17), (4.60)

_ Yo
Ym = r(1+ma)

(0.4189964329y,A™ + 0.581003567 1y, (4.61)

seklinde hesaplanir.

x(t) = z f T™ = —0.1183898289y0E 1 (A, T) + 0.1183898288y,E, 1 (A,T)

m=0

y(t) = Z Yin T™ = 0.4189964329y0E, ; (4, T) + 0.5810035671y,Eq 1 (A,T)

(4.62)

seklindedir. M € N ve M’ nin ilk terimlerini yazarak

M
(=Y e
m=0

M
YO = ) Yt
m=0

x(t) ve y(t) ’nin yaklasik ¢oziimlerini elde ederiz. Elde edilen sonuglar M = 1,2,3,4,5
ve 0=0.5 degerleri i¢in Sekil 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 ve Cizelgeler 4.2, 4.3, 4.4, 45°de
gosterilmistir. Ayica, Cizelge 4.2, 4.3°de M parametresi arttik¢a yaklasik ¢oziimiin

hizla tam ¢6zlime yaklastigini goriiriiz.
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Sekil 4.3. a = 0.5 ve M=1, 2, 3, 4, 5 i¢in (4.46)’da KDM ile elde edilen x(t) yaklasik
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¢Oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait grafik

Cizelge 4.2. a = 0.5 ve M=1, 3, 5 i¢in (4.46)’da KDM le elde edilen x (t) yaklasik

¢Oziimiine ve tam ¢Oziimiine ait sonuglar

2.5 3

t M=1 M=3 M =5 TC
0.2 0.01917580717 | 0.01830027709 | 0.01829483771 | 0.01829481864
0.4 0.02711868657 | 0.02544820745 | 0.02542706072 | 0.02542691122
0.6 0.03321347229 | 0.03080050163 | 0.03075397596 | 0.03075347918
0.8 0.03835161433 | 0.0352385737 | 0.03515744179 | 0.03515627937
1 0.04287840835 | 0.03910191913 | 0.03897732606 | 0.03897508113
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Sekil 4.4. a = 0.5 ve M=1, 2, 3, 4, 5 igin (4.46)’da KDM ile elde edilen y(t) yaklasik
¢Oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait grafik

Cizelge 4.3. a = 0.5 ve M=1, 3, 5 i¢in (4.46)’da KDM ile elde edilen y(t) yaklasik
¢Oziimiine ve tam ¢Oziimiine ait sonuglar

t M=1 M=3 M =5 1c
0.2 0.9808241928 | 0.9858451807 | 0.9858662097 | 0.9858662783
0.4 0.9728813134 | 0.9826881714 | 0.9827702006 | 0.9827707385
0.6 0.9667865277 | 0.9812261964 | 0.9814071589 | 0.9814089473
0.8 0.9616483857 | 0.9805970883 | 0.9809133992 | 0.9809175852
1 0.9571215917 | 0.9804724751 | 0.9809592771 | 0.9809673637
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smee—nmia=0:4
" o=0.6
o=0.8
o=0.9
o=1

1 1.5
t

Sekil 4.5. « = 0.2,0.4,0.6,0.8,1 ve M=30 igin (4.46)’da KDM
yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziimiine ait grafik

ile elde

25 3

edilen x(t)

Cizelge 44. « =0.2,0.6,0.9,1 ve M=30 i¢in (4.46)’da KDM ile elde edilen x(t)

yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢dziimiine ait sonuglar

T a=0.2 a=0.6 a=209 a=1

0.2 0.02765845965 | 0.01559767751 | 0.009126301928 | 0.007504628384
0.4 0.03146420653 | 0.02322788879 | 0.01679166286 | 0.0148259965

0.6 0.03391684524 | 0.02922805115 | 0.02387597334 | 0.02197499945
0.8 0.0357668074 | 0.03434728171 | 0.03056070595 | 0.02896210951
1 0.03726798899 | 0.03888935926 | 0.03693553497 | 0.03579739577




Cizelge 4.5. « = 0.2,0.6,0.9,1 ve M=30 i¢in (4.46)’da KDM ile elde edilen y(t)
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yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziimiine ait sonuglar

t a=0.2 a=0.6 a=109 a=1
0.2 0.9841995381 | 0.9871662944 | 0.9915783003 | 0.9929249295
0.4 0.9840353362 | 0.9830300511 | 0.985637491 | 0.9868780954
0.6 0.9842049146 | 0.9808378279 | 0.9811175917 | 0.9818283363
0.8 0.9844772369 | 0.9797354161 | 0.9777479198 | 0.9777461309

[ 0.9847901259 | 0.9793670925 | 0.9753781242 | ,0.9746035321

1.005

0.995 i}
0.99 1

0.985 [, >

0.98

0.975

0.97°F

Sekil 4.6. « = 0.2,0.4,0,6,0.8,1 ve M=30 i¢in (4.46)’da KDM ile

yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziimiine ait grafik

elde edilen y(t)




o1

Ornek 4.5.
Dfx(t) = 0.5z —y, (4.63)
Dfy(t) = x + 0.5y,
z(t) = x(t) + y(t)
ve
x(0) = 0, (4.64)
y(0) = yo,
z(0) = yo.

baslangig sartlar: ile verilen kesirli diferansiyel-cebirsel denklemini gézoniine alalim.

Onceki 6rnege benzer sekilde

X(O) = Y o T™ = g + T+, (4.65)

m=0

y(t) = z YmT™ =y +y1T + -
m=0

Z(t) = z Ame = AO +/11T+ eee

m=0

yazilabilir. Buradan
T=t*

a. mertebeden kesirli diferansiyeli alinarak

DEx(t) = z Uy M T — DEx(0) (4.66)
m=0
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= Z P MO o Tt
m=0

DEY(D) = ) YOy T™ = DEY(0) (4:67)

C _ yoT ™
- Tm i_ 7Y
Z YmMOm.a T(1—a)
m=0

ve
DEz(t) = 2 Ay By T — DZy(0) (4.68)
C _ yoT ™
= 0, T 1 — 22
Z AmMOm.a Tl —a)
m=0
elde edilir.

(4.66), (4.67) ve (4.68) denklemleri (4.63) sisteminde yerine yazilirsa

Z tyyMOp o T™ 1 = 0.5 (Z Am Tm> — (Z Ym Tm> (4.69)
m=0 m=0 m=0

Z VMO T — Fﬁ —5 (Z fm Tm) +0.5 (Z Ym Tm) (4.70)
m=0
ve

Z/lme= E,ume+ Zyme
m=0 m=0 m=0
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elde edilir. (4.46) baslangi¢ sartlar1 kullanarak

X(0)= ) i O™ = pig + T+, =g =0 (4.71)
m=0
y(0) = Z Ym0 =vo+ T+, =Y =Yo (4.72)
m=0
ve
z(0) = Zﬂm0m=/10+/11T+--~, = A =Yo (4.73)
m=0

elde edilir. m = 0,1, -, o0 igin (4.52), (4.53) ve (4.54) denklemlerinin iki tarafi 771

katsayisiyla esitlenerek,

mlu'mem’a = O-S(Am—l) - (Vm—l) (474)
mymem,a = (.um—l) + O-S(Ym—l) (4.75)
ve
Am = Um + Vm
elde edilir.
Boylece
I( -
fom = "2 (0.5 (A1) — () (4.76)
r -
Y = "t (1) + 05 (/m-1)) (4.77)

r(1+ma)
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ve
An = Um + Vm-

elde edilir.

(4.76), (4.77) ve (4.78) denklemlerinin ¢6ziilmesiyle
M
(O = ) T
m=0

M
YO =y T
m=0

ve

M
2(t) = Z A, T™
m=0

yaklasik ¢oziimleri elde edilir.

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)
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Sekil 4.7. a« = 0.5 ve M =26, 28, 30, 32, 34 i¢in (4.79)’da KDM ile elde edilen x(t)
yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziimiine ait grafik

1-5 F T T T T T T T
............ M=26
——— M=28
1 M=30 |
M=32
M=34 /
Tam cozum Y
0.5 —~
>
0 -
-0.5 ~
_1 r r r r r r r
(0] 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.8. a = 0.5 ve M=26, 28, 30, 32, 34 i¢in (4.80)’de KDM ile elde edilen y(t)
yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢dziimiine ait grafik
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Sekil 4.9. a = 0.5 ve M=26, 28, 30, 32, 34 i¢in (4.81)’de KDM ile elde edilen z(t)
yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziimiine ait grafik

Cizelge 4.6. a = 0.5 ve M=4,10,16 i¢in (4.79)’da KDM ile elde edilen x(t) yaklasik
¢Oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait sonuglar

t M =4 M =10 M =16 IC
0.2 -0.3557236939 | -0.3537127773 | -0.3537127035 | -0.3537127035
0.4 -0.5606131448 | -0.5491086459 | -0.5491051245 | -0.5491051244
0.6 -0.7357213095 | -0.7041547016 | -0.7041207623 | -0.7041207573
0.8 -0.8919100383 | -0.8280383584 | -0.8278687605 | -0.8278686993
1 -1.033221181 | -0.9241357407 | -0.9235451192 | -0.9235446925




Cizelge 4.7. a = 0.5 ve M =4, 10, 16 igin (4.80)’de KDM ile elde edilen y(t) yaklasik
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¢Ozlimiine ve tam ¢oziimiine ait sonuglar

t M=4 M =10 M =16 Tc
0.2 1.151511044 | 1.15226301 1.152262972 | 1.152262972
0.4 1.102883215 | 1.108830464 | 1.108828995 | 1.108828994
0.6 0.9897596861 | 1.010001715 | 1.009990179 | 1.009990171
0.8 0.8282088348 | 0.8766761922 | 0.8766297735 | 0.8766296841
1 0.6252815973 | 0.7207225459 | 0.7205959091 | 0.7205953253

Cizelge 4.8. « = 0.5ve M =4, 10, 16 i¢in (4.81)’de KDM ile elde edilen z(t) yaklasik

¢Ozlimiine ve tam ¢oziimiine ait sonuglar

t M =4 M =10 M =16 1c
0.2 0.7957873496 | 0.7985502329 | 0.7985502687 | 0.7985502687
0.4 0.5422700707 | 0.5597218178 | 0.5597238701 | 0.55972387
0.6 0.2540383767 | 0.3058470137 | 0.3058694169 | 0.305869414
0.8 0.06370120352 | 0.04863783383 | 0.04876101292 | 0.04876098484
1 -0.4079395835 | -0.2034131948 | -0.2029492101 | -0.2029493673
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Sekil 4.10. a = 0.7, 0.8, 0.92, 0.95, 0.98, 1 ve M=30 i¢in (4.79)’da KDM ile elde
edilen x(t) yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢6ziimiine ait grafik

1

0 1 2 3 4 5 5]
t

-12 !

Sekil 4.11. « =0.7,0.8,0,92,0.95,0.98, 1 ve M=30 icin (4.80)’de KDM ile elde
edilen y(t) yaklasik ¢oziimiine ve tam ¢oziimiine ait grafik



Sekil 4.12. a =0.7,0.8,0.92, 0.95,0.98, 1 ve M=30 i¢in (4.81)’de KDM ile elde
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edilen z(t) yaklasik ¢oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait grafik

Cizelge 4.9. « = 0.92, 0.95, 0.98,1 ve M=30 icin (4.79)’da KDM ile elde edilen x(t)

yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢dziimiine ait sonuglar

T a = 0.92 a = 0.95 a =0.98 a=1

0.2 -0.1326060471 | -0.1236833615 | -0.1153722989 | -0.1101490697
0.4 -0.2771256808 | -0.2630070666 | -0.249597285 | -0.2410364811
0.6 -0.4389210929 | -0.4211762614 | -0.404021429 | -0.3929177841
0.8 -0.6171541372 | -0.5975259321 | -0.5781511075 | -0.5654096325
1 -0.8096309615 | -0.7902551607 | -0.7705779416 | -0.7573610296
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Cizelge 4.10. « = 0.92, 0.95,0.98, 1 ve M=30 igin (4.80)’de KDM ile elde edilen y(t)
yaklasik ¢oziimiine ve tam ¢6ziimiine ait sonuglar

T a = 0.92 a = 0.95 a =0.98 a=1

0.2 1.108226698 1.102846616 1.097577073 1.094137616
0.4 1.183322748 1.179735988 1.175731693 1.172871488
0.6 1.227854323 1.229580134 1.230255052 1.230182926
0.8 1.237041672 1.246798564 1.254891782 1.259430357
1 1.205071034 1.224974372 1.242732149 1.253431438

Cizelge 4.11. a = 0.92,0.95,0.98, 1 ve M=30 igin (4.81)’de KDM ile elde edilen z(t)
yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢dziimiine ait sonuglar

T a = 0.92 a = 0.95 a =098 a=1

0.2 0.9756206511 | 0.979163254 0.9822047738 | 0.9839885464
0.4 0.9061970674 | 0.9167289214 | 0.9261344079 | 0.9318350068
0.6 0.7889332304 | 0.8084038725 0.826233623 | 0.8372651414
0.8 0.6198875346 | 0.6492726319 | 0.6767406743 | 0.6940207242
1 0.395440072 | 0.4347192111 | 0.4721542074 | 0.4960704085
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5. TARTISMA ve SONUC

Uygulamali bilimlerde karsilagilan bircok matematik modelin analitik ¢6ziimii ¢ok zor
veya imkansiz olabilir. Bu durumda yaklasik ¢oziimler kullanilir. Son zamanlarda
yapilan c¢alismalarin ¢ogunda yaklasik ¢oziime sahip sayisal yontemler O6n plana
cikmaktadir. Ozellikle hizli sonug veren, algoritmasi kolay hazirlanabilen ve hassasiyeti
yiiksek olan yontemler son derece ilgi ¢ekici olup, hem zamandan hem de maliyetten
tasarruf saglamaktadir. Bu durum 6zellikle lineer olmayan modellerde daha ¢ok 6nem
tasimaktadir. Bu ¢alismada Mathematica ve MATLAB programi yardimiyla kesirli
diferansiyel-cebirsel denklem sistemi ig¢in kompleks doniisiim metodunu kullanilarak

yaklasik ve tam ¢Oziimlerin uyumlu oldugu sekil ve ¢izelgeler tizerinde gosterilmistir.
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