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KESIRLi MERTEBE TEK KUTUPLU SiSTEM MODELI iCIN TAM SAYI
MERTEBE PID KONTROLOR TASARIMI

OZET

Kesirli mertebeden hesaplama tiirev mertebesi ve integral katinin tamsayi olmadigi
durumlar ile ilgilenir. Kesirli mertebeden tiirev operatdrii i¢in tam say1 n. mertebe
tirevin genel formiliniin belirli kisitlar altinda n kath integral tanimina karsilik
diistiriilmesiyle Griinwald-Letnikov tanimi elde edilmistir. Kesirli mertebeden
integral operatorii i¢in ise tam say1 mertebe n katli integralin genel formiiliiniin belirli
kisitlar altinda n. mertebe tlirev tanimina karsilik diisiiriilmesiyle Riemann-Liouville
tanim1  yapilmigtir. Caputo tanimi ise Riemann-Liouville taniminin Laplace
bolgesinde baslangi¢ kosullari i¢in daha anlamli olmasini saglamaktadir. Bu tanimlar
literatiirde kesirli mertebe tirev ve integral operatorlerini ifade etmek igin
kullanilirlar.

Kesirli mertebe operatorlerin fiziksel yorumu igin tam sayr mertebe operatorlerde
sabit bir sekilde akan zaman kavramina karsilik kesirli mertebe operatorlerde sabit
bir sekilde akmayan zaman kavrami kullanilir. Bu sabit sekilde akmayan zaman igin
kozmik zaman tanimi yapilir. Geometrik yorum igin ise fonksiyon, zaman ve kozmik
zaman eksenlerine sahip ii¢ boyutlu egrinin fonksiyon-zaman diizlemine iz diistimii
tam say1 mertebe integral olarak, fonksiyon-kozmik zaman diizlemine iz diislimii ise
kesirli mertebe integral olarak ¢izimlerle gosterilir.

Kesirli mertebe operatorlerin gerceklenmesi igin literatiirde siklikla Oustaloup
yaklasimi kullanilir. Bu yaklasimda segilen bir frekans araligi icin kesirli mertebe
operatdrlerin frekans cevaplarin1 ifade edebilen tam sayr mertebe transfer
fonksiyonlart kullanilir. Tam sayr mertebeden yaklagimin mertebesi 11 olarak
secildiginde ilgili frekans araligindaki frekans cevabi, kesirli operatdriin frekans
cevabini oldukca yakin bir sekilde temsil eder. Bu nedenle, literatiirde Oustaloup
yaklagimin mertebesi siklikla 11 olarak segilir.

Kesirli mertebe hesaplama, miihendislik alaninda uygulamalar1 agisindan oldukg¢a
yeni bir konudur. Kontrol alanindaki problemlere uygulanmasi ilk olarak 1961
yilinda Manabe tarafindan yapilmistir. Yapilan ¢esitli calismalar ile tam say1 mertebe
sistem modelleri ve kontrolorleri, kesirli mertebe sistem modelleri ve kontrolorleri
icin genellestirilmistir. Tam say1r mertebe sistemlerin modellenmesi ve kontrolorleri
icin Onerilmis olan katsayilar1 ayarlama yontemleri, kesirli mertebeden sistemlerin
modellenmesi ve kontrolor katsayilarinin ayarlanmasi i¢in de kullanilmaya
baslanmistir. Genellesen bu kontrolorlerle gelen esneklik, kontrolorlerin
katsayilarinin  ayarlanmasinda karmagsikligt da beraberinde getirmistir. Bu
karmasikligi ¢6zmek i¢in ¢alismalar devam etmektedir.

Bu tezde tam say1 mertebeden en basit sistem modeli olan birinci mertebeden sistem
modeline karsilik gelen kesirli mertebe tek kutuplu sistem modeli ele alinmigtir. Ilk
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olarak bu kesirli mertebe sistemde yer alan kesirli operator igin ¢esitli mertebelerden
Oustaloup agilimlart kullanilarak, bu acilimlarin kesirli mertebeden modeli temsil
edislerindeki farkliliklar irdelenmistir. Bu incelemeden yola ¢ikilarak ele alinan
kesirli mertebe sistem i¢in farkli tam say1 mertebe ters kontrolor yapilart dnerilmis
ve cesitli basarim kriterleri tlizerinden kontrolér mertebesinin basarim tizerindeki
etkisi incelenmistir. Yiiksek tamsayr mertebeden ters kontrolor yapilarinin bagarim
Olgiitlerini agisindan son derece tatmin edici olacagi agiktir. Disiik mertebe
acilimlara dayali ters kontrolor yapilarinin da, kesirli mertebe sistem yapisinda ¢ok
sayida bulundugu disiliniilen kutup ve sifirlarin etkilerini ortalama bir sekilde
giderebildigi ve basarim oOl¢iitlerini oldukea {ist seviyelerde sagladigi goriilmiistiir.
Boylece kesirli mertebe sistem i¢in son derece basit yapilara sahip olan tamsayi
mertebeden kontroldrler elde edilmistir. Bu kontroldrlerin parametreleri kesirli
mertebe sistem model parametreleri ve ele alinan frekans aralifi cinsinden
parametrik olarak belirlenmistir.

Daha sonra oOnerilen diisiik mertebe ters kontrolorde bulunan baskin olmadigi
diisiiniilen kutup ve sifir ¢iftlerinin ihmal edilerek endiistride siklikla kullanilan tam
say1 mertebeden PID kontrolorii onerilmis ve kontrolér parametreleri yine kesirli
mertebe sistem model parametreleri ve ele alinan frekans aralifi cinsinden
belirlenmigtir. Yapilan ¢esitli karsilagtirmalar ile 6nerilen tam say1 mertebe kontrolor
yapilarinin tistiinliigi gosterilmistir.

Onerilen bu tam say1 mertebe PID kontrolor tasarmmu, ¢ift tank sivi seviye sistemi
lizerine uygulanmistir. Bu amagla belirli ¢alisma bolgesinde sistemden elde edilen
verilere uygun kesirli mertebe tek kutuplu model uydurulmustur. Ayrica tasarima
esneklik katmasi agisindan kontrolore kazang parametresi eklenmistir. Bu tasarim
parametresi, hata isaretinin karesi ile kontrol isaretinin toplami olan basarim 6Sl¢iitiine
gore bliyiik patlama biiyiik ¢okiis arama algoritmasi ile aratilmis ve tatmin edici
sonuglar alinmistir.
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AN INTEGER ORDER PID CONTROLLER DESIGN METHOD FOR
FRACTIONAL ORDER SINGLE POLE SYSTEM MODEL

SUMMARY

Fractional Calculus deals with cases in which there are non-integer order derivative
and non-integer fold integral. Non-integer order and fold can be a rational number,
an irrational number or even a complex number. For Griinwald-Letnikov definition
of fractional order operator, general formula of n™ order derivative is obtained and is
generalized to n fold multiple integral under certain constraints. Similarly, general
formula of n fold multiple integral can also be obtained and generalized to n™ order
derivative under certain constraints, which corresponds to Riemann-Liouville and
Caputo definition. The difference between Riemann-Liouville and Caputo definitions
is that the initial condition of Laplace transformation according to Caputo definition
iIs more meaningful than that of obtained according to Riemann-Liouville definition
because of the integer order derivative of initial conditions. These definitions are
commonly used to define fractional order derivative and integral operators in the
literature.

The physical interpretation on fractional order integral is that “time flowing equally”
for integer order integral corresponds to “time not flowing equally” for fractional
order integral. The time not flowing equally is defined as cosmic time. The geometric
interpretation is that three dimensional space is formed as time, cosmic time and
function axes, the projection of resulting three dimensional curve on function-time
plane shows integer order integral and also that on function-cosmic time plane
indicates fractional order integral.

The frequency responses of the fractional order derivative and integral are highly
similar to those of the integer order derivative and integral. The amplitude curve of
the first order derivative increases with the slope of 20 dB/decade and the phase
curve of it is added 90° while the amplitude curve of fractional order (o) derivative
increases with the slope of 200 dB/decade and the phase curve of it is added 90a°.
The amplitude curve of fractional order (o) integral decreases with the slope of 20a
dB/decade and the phase curve of it is added -90a°, which is quite similar to the
frequency response of one fold integral.

The mostly used approximation for fractional order operator to be realized is
Oustaloup approximation in the literature. In this approximation, an integer high
order transfer function is considered with a frequency response similar to the
frequency response of the fractional order operator within a frequency interval
obtained by choosing lower and upper bound frequencies. The order of this
approximation is mostly chosen as 11 since the frequency response of the high order
transfer function in the chosen frequency interval fits highly to that of the fractional
order operator.
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The applications in engineering areas of fractional calculus are a quite new topic
although fractional calculus is a continuing topic for more than 300 years. The first
application of the fractional calculus was made by Abel in 1823 for the solution of
the integral equation for teutochrone problem. Later in the nineteenth century,
Heaveside showed that fractional calculus can solve certain problems in
electromagnetic theory.

The application of fractional calculus to control areas is a more current issue and
there are numerous applications. The fractional calculus is used for modeling and
control of thermal system, liquid level system, control of autonomous underwater
vehicle, control of velocity of servo system etc. The concept of fractional calculus in
control engineering is first used by Manabe in 1961. He obtained the transient state
response and frequency response of non-integer integral and used these concepts for
control systems. In automatic control, Oustaloup used the fractional control
algorithm to control the dynamic systems and he demonstrated that CRONE
(Commande Robuste d’Ordre Non Entier) method outperforms integer order PID
controllers. In 1999, Podlubny proposed the generalization of integer order PID
controllers called fractional order PID controllers (PI*D~). He also showed that these
controllers have better performance than integer order PID controllers for fractional
order dynamic control systems. FOPID controllers provide more flexibility in
controller design compared to classical IOPID controllers because of having five
parameters instead of three. However, these two more parameters cause more
complexity in tuning procedure of the controller.

Fractional order system models and controllers are generalizations of integer order
system models and controllers in control engineering. There are four configurations
in control area for controllers and systems. These configurations are integer order
controllers (I0Cs) for integer order systems (I0Ss), FOCs for integer order systems
(10Ss), integer order controllers (I0Cs) for fractional order systems (FOSs), and
fractional order controllers (FOCs) for fractional order systems (FOSSs).

There are various controller tuning procedures for fractional order controllers in the
literature. These procedures are mostly the generalization of the procedures presented
for integer order controllers. The most widely used fractional controllers are
fractional order PID controllers. Fractional order PID controller tuning methods are
divided into three parts: analytical methods, numerical methods and rule based
methods. In analytical methods, there are fractional order PI controller design
methods according to three performance measures such as phase margin, gain
crossover frequency and flat phase and fractional order PID controller design method
based on internal model control. In numerical methods, there are fractional order PID
controller design methods according to five performance measures such as phase
margin, gain crossover frequency, flat phase, good output disturbance rejection and
high frequency noise rejection. In rule based methods, fractional order controller is
obtained by numerical methods and each parameter of the controller is fitted to a
function in terms of system model parameters. In addition, nonlinear fractional order
PID controllers can also be seen in the literature. In this type of controller design
method, system models are obtained from various operating points for nonlinear
system by the help of numerical methods and the corresponding controllers are
blended in terms of the position of the output. Another method is nonlinerization of
error signal. In these researches, the most widely studied system is fractional order
single pole model.
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In this thesis, we dealt with the fractional order single pole system model which is
the simplest and the most widely studied fractional order model in literature. This
simple fractional order structure performs a better modelling performance than
integer order models for modelling many nonlinear systems. Firstly, we observed the
differences of integer order representations of the fractional order single pole model
using different order Oustaloup expansions for the fractional operator. Based on this
review, we proposed different integer order inverse controller structures for the
control of fractional order system and examined the impact of the controller order on
various performance measures. Integer high order inverse controllers are expected to
be more satisfying than low order inverse controllers according to the defined
performance criteria. Here, we observed that low order inverse controllers that
depend on low order expansions can also compensate the effects of numerous poles
and zeros that are thought to be in the structure of fractional order systems. As a
result, extremely simple integer order controller structures are obtained. Moreover,
we determined the parameters of these controllers in terms of the fractional system
model parameters and frequency interval that is chosen for integer order expansion
of the fractional order operator of the system model.

It is a well-known fact that integer order PID controllers are commonly used in
industrial applications. In the next phase, we proposed integer order PID controllers
by neglecting the non-dominant zeros and poles of the integer low order inverse
controller. The parameters of the proposed PID controller are also expressed in terms
of the fractional order system parameters and the frequency interval used for the
integer order expansion of the fractional order operator. We considered the gain of
the controller as the only design parameter.

Finally, we compared the proposed controllers with integer order and fractional order
PID controllers the parameters of which are determined optimally using a search
algorithm according to various performance measures. As a result we observed that
the controllers we proposed perform equally to or better than the controllers
compared.

This proposed integer order PID controller design has been implemented over two
tank liquid level system. For this purpose, a fractional order single pole system
model is fitted after the step response data are obtained from a certain operation area.
Moreover, The gain is added to the controller for the design to make more flexibility.
The design parameter is found by means of Big Bang-Big Crunch search algorithm
based on performans criteria which is sum of integral square error and total variation
of control signal. Satisfactory results are obtained.
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1. GIRIS

d"f(t)/dt" ifadesi n pozitif tam say1 degerleri i¢in fonksiyonun tiirevinin alinacagi, n
negatif tam say1 degerleri i¢in fonksiyonun integralinin alinacagi, sifir degerinde ise
fonksiyonun kendisini ifade ettigi tam sayr mertebeden hesaplamadan iyi
bilinmektedir; fakat n degeri rasyonel, irrasyonel hatta karmasik sayr oldugu
durumlar incelemez. Bu durumlar1 inceleyen kesirli mertebeden hesaplamadir. Bu
diferansiyel operatdrlerin neden rasyonel, irrasyonel veya karmasik sayr olmadigi
sorusu ilk olarak 1695 senesinde Leibniz tarafindan sorulmustur. 300 yildan fazla bir
stiredir iizerinde ¢alisilan kesirli mertebe hesaplama, tam say1 mertebe hesaplamay1

tam say1 olmayan mertebeye genellestirir.

Kesirli mertebe hesaplamanin matematigine ve kontrol uygulamalarina gegmeden
kesirli ve kesirli mertebe ifadelerinin kullanimina agiklik getirmek gerekmektedir.
Mertebe irrasyonel veya karmasik bir say1 dahi olabilecegi i¢in bu alani tam sayi
olmayan mertebe ifadesi daha iyi tanimlar fakat literatiirdeki pek c¢ok calisma bu

alan1 ifade etmek icin kesirli mertebe ifadesini kullanmistir.

Tam sayr mertebe hesaplamanin temel operatorii tek katli integral -fonksiyonun
antitiirevi olarak da diisiintilebilir-
t

D (t)= [ f(x)dx (1.1)

0

bicimindedir. Cift katli integral ise
t x
D2 f(t) = [ f(y)dydx (1.2)
00

bigimindedir. (1.2) integralinin hesabi, Sekil 1.1°de gosterilen x-y diizlemi g6z oniine

alinip integral sinirlarinda gerekli degisimler yaparak (1.2)’deki integral
tt
D2 (t) = [ [ f (y)dxdy (1.3)
0y

haline doniistiiriilebilir. Bu durumda f(y), x degiskenine gore sabit oldugundan



D2 f(t)=[(t-y)f(y)dy (1.4)

sonucu elde edilir.

(1.3)

(1.2) t

Sekil 1.1: x-y diizlemi

Benzer sekilde ii¢ katli integral,

. 1
D0 =2 [ (t=y)* f (y)dy (L5)
0
elde edilir. Bu ifade n katl integrale genellestirilirse
, f n-1
D () =] jf(y)dy dy-| %y (L6)

elde edilir.

Tam say1 mertebe hesaplamanin diger temel operatorii birinci mertebe tiirev

Dt () = I (t) _jim 1O = T(t=h) (L.7)
h—0 h
bi¢iminde tanimlanir. Benzer sekilde ikinci mertebe tiirev
f(t)— f(t—h) f(t—h)—f(t—2h)
d*f : - .1
D2 (t) = t(t)zlhlgg h - h =lim [ ()-21 (t=h)+ f (t—2h)]
(1.8)

ve lclincii mertebe tiirev

Lt@-2Ft-h)+ ft—2n)]- S[f(t—h)-2f(t—2h)+ f (t—3n)]
D¥f(t) = — 2 _|jm N h

d3f (1)
a0 h
=lim-— L [f()-3f @t —h)+3F (t—2n)+  (t—30)]

(1.9)

olarak elde edilir. Bu ifadeler n. mertebe tiirev i¢in



N} n(n-1)(n-2)..(n—k+1)
[k]_ o (1.10)
olmak {izere
D" f(t)_d f(t) h— Ohnz( )" ( ]f(t kh) (1.11)

olarak genellestirilebilir. (1.6) ve (1.11) denklemleri sirasiyla Riemann-Liouville,
Caputo ve Griinwald-Letnikov kesirli mertebe operator tanimlarinin temelini
olusturur [1].

Kesirli mertebe hesabin ilk uygulamas: 1823°te Abel tarafindan yapilmistir. Abel,
tautochrone problemi igin integral denklemlerinin ¢6ziimiiniin %2 mertebesinde
tiirevdeki integraller yoluyla elde edilebilecegini kesfetmistir. 19. yiizyilda Heaviside
transmisyon hatlar1 gibi elektromanyetik teorideki belli problemleri ¢6zmek icin
kesirli mertebe hesaplamay1 kullanmistir. 20. ylizyilda Scott Blair akis biliminde,
Oldham ve Spanier elektrokimya alaninda kesirli mertebe hesaplamaya pratik
anlamda katkilar saglamiglardir.

Kontrolda kesirli mertebe hesaplama uygulamalarinin ilk adimi 1961 senesinde
frekans temelli metotlarin kesirli mertebe hesaplamanin kavramlariyla ifade edilmesi
olmustur. Tam say1 mertebe olmayan integralin gecici hal cevabi ve frekans cevabi
(Bode ideal transfer fonksiyonu) ve kontrol sistemine uygulamalar1 Manabe [2]
tarafindan yapilmistir. Otomatik kontrol acisindan Oustaloup [3, 4] dinamik
sistemlerin  kontroliinde kesirli mertebe algoritmalar1 kullandi ve CRONE
(Commande Robuste d’Ordre Non Entier, tam say1 olmayan mertebe robust kontrol)
metodu PID kontrolore gore tstinliigiinii gosterdi. Podlubny [5, 6] PI'D* (KMPID)
kontrolorii isminde PID kontroloriin genellestirilmis halini 6nerdi. Ayrica kesirli
mertebe sistemlerin kontroliinde klasik PID’ye gore daha iyi yanit verdigini gosterdi.
Kesirli mertebe PID kontroldrler, tam say1 mertebe PID kontroldrlerine gore 3 yerine
5 serbest parametreye sahip oldugundan kontrolor tasarimi i¢in esneklik saglarlar
fakat bu fazla iki serbest parametre kontroloriin katsayilarinin ayarlanmasi
konusunda zorluga sebep olur. Kontrolorler ve sistem modelleri agisindan literatiirde
dort farkli yap1 vardir. Bu yapilar tam sayr mertebe sistem modelleri i¢in tam say1
mertebe kontrolor tasarimi, tam say1 mertebe sistem modelleri i¢in kesirli mertebe
kontroldr tasarimi, kesirli mertebe sistem modelleri i¢in tam sayr mertebe kontrolor

tasarimi, kesirli mertebe sistem modelleri icin kesirli mertebe kontrolor tasarimidir.



Kesirli mertebe kontrolorler icin etkin ayarlama metotlar1 oneren arastirmalar klasik
kontrol teorisini bu alana genisletmistir. Boylece klasik kontrolorlere gore belirlenen
Olclitlere ulasmak daha kolaylagmustir.

Kontrol alaninda ¢ok cesitli sayida kesirli mertebe hesaplamanin uygulamasi vardir.
Isil sistemlerin modellenmesi ve kontroliinde [7], sivi seviye sistemlerinin
modellenmesi ve kontroliinde [8], EEG, EMG ve EEG gibi biyolojik isaretlerin
modellenmesinde [9] —frekans cevab1 20 db egimle artmaz veya azalmaz-, Wargburg
empedanslari, sabit faz elemanlar1 (constant phase elements-CPE) gibi 6zel
empedanslarin modelinde [1] - k/(jw)" neR bi¢iminde frekans cevabina sahip-,
servosistemlerin hiz kontroliinde [10], otonom su araglarinin kontroliinde [11]
kullanilir.

Bu tezde 2. boliimde kesirli mertebe operatdrlerin gosterimi, sik kullanilan tanimlari,
frekans, darbe ve basamak cevaplar verilecektir. Ayrica literatiirde kesirli mertebe
tiirev ve integral operatorlerinin gergeklenmesi i¢in siklikla kullanilan kisith band
genisligine dayanan Oustaloup yaklasimi iizerinde durulacak ve kesirli mertebe
operatorlerin geometrik ve fiziksel yorumu hakkinda bilgi verilecektir. 3. boliimde
kesirli mertebeden sistemler incelenecek, belirli bir kesirli mertebe model yapisi
alimarak frekans, darbe ve birim basamak cevaplari sunulacaktir. Sonrasinda bu
model yapisinda siklikla kesirli operatorler icin siklikla kullanilan 11. mertebe
Oustaloup yaklasimi ile diigiik mertebe yaklagimlar arasinda model farklari tizerinde
durularak tezde onerilecek kontrolor tasarimi igin bir giris saglanacaktir. 4.boliimde
literatiirde var olan kesirli mertebe kontrol tasarim metotlar1 dogrusal kesirli
mertebede PID ve dogrusal olmayan kesirli mertebe PID bagliklar1 altinda
incelenektir. Dogrusal kesirli mertebe PID yapilar1 analitik, sayisal ve kural tabanlt
yontemler olmak tizere ii¢ boliim altinda irdelenecektir. 5. boliimde irdelenen model
yapist i¢in agilim mertebesinde ters kontrolor, baskin kutup-sifir temelli ters
kontroldr, diisiik mertebe ters kontrolor olmak iizere {i¢ tip ters kontrolérden son
ikisinin tasarimi parametrelere bagl olarak verilecektir. Onerilen bu tam say1
mertebe ters kontrolor tasarim metodu kesirli mertebe modeller i¢in 6nerilen ilk
parametrik metottur. Ayrica bu c¢alismada irdelenmeyen kontrolor kazanci 6nerilen

kontrolor metodu i¢in tasarim parametresi olarak kullanilabilir.



2. KESIiRLI MERTEBE HESAPLAMA

2.1 Matematiksel Tanimlar

d"/dt" operatorii pozitif n degerleri igin tiirev, negatif n degerleri i¢in integrali ifade
eder. Kesirli mertebe hesaplama bu operatoriin tam say1 olmayan n degerleri icin

nasil davranacagini inceler. Bu genellestirilmis kesirli mertebe operator

dtl
dt”
D* =1 Re(a) =0 2.1)

Re(a) >0

j(df)“ Re(a) <0

seklinde tanimlanir. Literatiirde kesirli mertebe operator i¢in en sik kullanilan {i¢

tanim vardir: Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo tanimlari.

acR i¢in Griinwald-Letnikov tanimi

t=r

" I (a .
DrgO=lim-- > <—1>J(.]g<t— ih) (22)
- =0 J
Riemann-Liouville tanim1

1 d" ¢ g
Dgt)=———|——>"—dr, n-1 n 2.3
r tg() F(n—a)dtnj(t—r)a_"+l v ~a< ( )

r

Caputo tanimi

1 tdn g(7)
D%qg(t) = — dz, n-1 n 2.4
Do) F(n—a)J-dt” (t—7)“ " ’ R (24)

r

seklindedir. I'(z) gamma fonksiyonu

'(z)= th‘le‘tdt (2.5)

seklinde tanimlanir. Riemann-Liouville tiirev taniminin Laplace doniisiimt



|_a-|—1

L[,D{g(0)]=s"G(s)- X s*,D7*'9(0) (2.6)
k=0
Caputo tlirev taniminin Laplace doniisiimii
[a]-1

LL,Dg(]=5"G(5) - 3. 54D g(0) @)

bi¢cimindedir. Riemann-Liouville taniminin yerine Caputo taniminin kullanilmasinin
nedeni Laplace doniisiimiinde goriildiigii gibi baslangi¢ kosullar i¢in fonksiyonun
tamsay1 mertebe tiirevinin kullanilmasidir. Bu da kesirli mertebe tiirevi hesaplamay1

kolaylastirir [12].

2.2 Kesirli Operatoriin Zaman Cevabi

Kesirli mertebe integralin darbe(d(t)) ve basamak(u(t)) cevaplarinin matematiksel

ifadesi asagida verilmistir.

o 1 ot
L [s_“ LIS = (@) (2.8)
! ot
L [87 Lu@®1]= Nat]) (2.9

2.3 Kesirli Operatoriin Frekans Cevabi

Kesirli tiirev s* biciminde ifade edilir. Kesirli tiirevin frekans cevabini elde etmek

igin S yerine jw koydugumuzda G(jw)=(jw)* olur ve boylece genlik ve fazi

20l0g,,|G( j)| = 20log,, |(jo)*

=20log,, " =20 log,,(w) dB (2.10)

/G(jo) = L(jo)* = 2} =a§ (2.11)

biciminde bulunur. Bu kesirli tiirevin negatif ve pozitif a degerleri i¢cin Bode
diyagrami Sekil 2.1°de gosterilmistir. Kesirli tiirevin genlik egrisinin egimi 20a

dB/dekad, faz egrisi ise tiim frekanslarda 90a° esittir.



Boda Divagranu

Bods Diyagramu

Genlik (¢B)
Genlik (¢B)

Faz (dar=cz)

0 10° 10° 10° 10 10’ 10 10*

Fr_als_:z.n_s (F:“:' 5) | Frak_m; (rad's),

Sekil 2.1: Sirasiyla pozitif ve negatif a degerleri i¢in kesirli tiirevin Bode diyagrama.

2.4 Yaklasimlar

Tam say1 mertebe transfer fonksiyonlar1 ya da ayrik transfer fonksiyonlar1 kullanarak

kesirli operatdriin dinamik davranis1 yaklasik olarak elde etmek miimkiindiir.

2.4.1 Oustaloup yaklagimi

En yaygin olarak kullanilan yaklasim Oustaloup yaklagimidir. Bu yaklagim belli bir
frekans araliginda [wi, wn] —sirasiyla alt ve st frekansi gosterir- N kutup N sifir

kullanilir. Oustaloup yaklagimi [1]

N
s7~G, () =K' T[2 2%,  0<a<1 (2.12)
1S+,

olarak ifade edilir. Bu gercel kutup-sifir ¢iftlerinin arasinda

@, :5(0” i:l’_._’N o a o La
P, ) S=()N, p=(—=)N (2.13)
a)z,i+1 :Uwp,i |:1,..., N a)l a)l

biciminde bir iligki vardir. N degeri ne kadar biiyiikse, yani Oustaloup yaklagiminin
mertebesi ne kadar yiiksekse, elde edilen tamsay1 mertebe transfer fonksiyonu kesirli
mertebe tlirev operatoriinii o kadar iyi yansitir. Kesirli mertebe tiirev operatorii,
sonsuz mertebe tamsay1 transfer fonksiyonu ile tam olarak gerceklenir. Bu yiizden
pratikte kullanilirken Oustaloup filtresine mertebe smir1 getirilmelidir. Literatiirde

genelde yaklagim mertebesi 11 olarak segilir.



Yaklasimda herbir kutup 90° faz diisiiriir, herbir sifir 90° faz yiikseltir. Bu etkilerin
toplanmasiyla 90a° civarinda osilasyon yapan bir faz egrisi olusacaktir. Herbir kutup
20 db/dekat egimle genligi azaltir, herbir sifir 20 db/dekat egimle genligi artirir. Bu
etkilerin toplanmasiyla 20a dB/dekat egimli kazang egrisi olusur. Pratikte, ac]-1,1[
ise (2.12)’deki Oustaloup filtresi [10wi, wn/10] frekans araliginda gegerlidir. N

degerinin artmasiyla faz ve genlik egrilerindeki dalgalanmalar azalacaktir.

Ornek 1.1:

Alt ve iist frekanslar(wn, wi) sirasiyla 10° ve 102 secildiginde s%° Kesirli

operatdriiniin 11. ve 3. mertebe Oustaloup yaklasimi sirasiyla asagidaki gibidir:

(s+0.001369)(s + 0.004806)(s +0.01688)(s + 0.05926)(s + 0.2081)...(s + 31.62)(s +111)(s + 389.9)
(s +0.002565)(s +0.009006)(s + 0.03162)(s + 0.111)(s + 0.3899)...(S + 59.26)(s + 208.1)(s + 730.5)

(s+0.003162)(s +0.3162)(s + 31.62) (2.14)
(s+0.03162)(s +3.162)(s + 316.2)

s%° ~31.623

s*° ~31.623

Bu kesirli operatoriin 11. ve 3. mertebe tamsayi transfer fonksiyonunun bode diyag-

ramlart Sekil 2.2(a) ve(b)’de gosterilmistir.

Bods Divagram - Bode Diyagram
= —— 3 T T e
- .
~ g o /’/
| e ~ 10 o
J - 8 e
b - 30 Py
Ly 7 iR -
o . 7
-
7 2 e
- o

| e N b / \/ |
Il \ i \\
i / \ i / .
p N / -
10" 10” 10° 10° 10" 10’ 10° 10’ iv’ 10
Ff_aka.ns_ (Far'. 5 Ff;k_ms_ (f_ad 5
a) b)
Sekil 2.2: s%° kesirli operatoriiniin a) 11. mertebe b) 3. mertebe Oustaloup a¢ilimli
Bode diyagramlari.

a>1 oldugu zaman yaklasimin gegerli oldugu frekans aralig1 frekans araligi daha dar

hale gelir. Bu durumda

s =gl*lgle] (2.15)

bi¢ciminde yaklasim yapilir.



Ornek 1.2:

Alt ve iist frekanslar(wn, wi) sirastyla 103 ve 1073 secildiginde s'2° tiirev operatoriiniin

11. ve 3. mertebe Oustaloup yaklasimi sirasiyla asagidaki gibidir:

25 _ 0% _ g o S8 +0-001592)(s +0.005588)(s +0.01962)(s +0.06889)(s +0.2419)...(5 +36.77)(s +129.1)(s +4533)
(s+0.002206)(s +0.007746)(s +0.0272)(s +0.0955)(s +0.3353)...(s +50.97)(5 +178.9)(s + 628.3)
s(s+0.005495)(s + 0.5495)(s +54.95) (2.16)
(5+0.0182)(s+1.82)(s+182)

§'% = 5's"% ~ 6.0256

Bu kesirli operatoriin 11. ve 3. mertebe tamsay1 transfer fonksiyonunun bode diyag-
ramlart Sekil 2.3(a) ve(b)’de gdsterilmistir.

Bods Diyazrami Bods Divazram
100 : ; 100 . .

Genlik (B
A
\
\
Ganlik (B

1o N 1 ~ ~
ﬁ 10 / \\ E /f \\ / /-\\\\ _r"/ \\
ie / \ i, / N ~/ \

80k \_ 90— // P \“-q_u

v ° Frak_a:lsj.(rad s} I:- - - - Fral:_ax;sr’(rad s} ° " |
a) b)
Sekil 2.3: 512 kesirli operatdriiniin a) 11. mertebe b) 3. mertebe Oustaloup agilimli
Bode diyagramlari.

Kesirli mertebe operatdrii tam say1r mertebe transfer fonksiyonuna yaklastirmak igin
Oustaloup yaklasiminin diginda Carlson ve Matsuda yaklasimlar1 vardir. Ayrik
transfer fonksiyonuna yaklastirmak icin Griinwald-Letnikov yaklagimi, zaman ve

darbe cevabi yaklasimlar vardir.

2.5 Geometrik ve Fiziksel Yorumu

Tam say1 mertebe tlirev ve integralin belirli bir fiziksel ve geometrik yorumu vardir
ve ¢esitli bilimsel alanlarda problemlerin ¢oziimiinde kolayliklar saglar fakat kesirli
mertebe integral ve tirevde durum bdyle degildir. Kesirli mertebe fikrinin
dogusundan yani yaklasik 300 yildan buna yana bu operatdrler i¢in kabul edilebilir
geometrik ve fiziksel yorumu yoktu. Kesirli mertebe integral ve tiirevin fiziksel ve

geometrik yorumu 1974°te kesirli mertebe hesaplama iizerine ilk uluslararasi



konferansta agik bir problem olarak bildirilmistir [13]. Ilerleyen zamanlarda
probleme ¢6ziim bulanamamistir [14, 15].

Kesirli mertebe integral ve kesirli mertebe tiirev, tam say1 mertebe integral ve tiirev
kavramlarmin geneslestirlmis halidir. Belirli durumlar i¢in n. derece tiirev ya da n
katli integral(n bir tam say1) anlamina gelir. Boylece kesirli mertebe operatdrlerin
fiziksel ve geometrik yorumu i¢in ideal olacaktir, bu da tam say1 mertebe integral ve
tiirevin fiziksel ve geometrik yorumu arasinda bir iligki saglar.

Oncelikle sadece kesirli mertebe integral igin basit geometrik yorumu verilecektir.
Sonrasinda homojen olmayan ve degisen zaman 6l¢egi kullanarak kesirli mertebe
integralin fiziksel yorumu sunulacaktir. Buna ragmen giiniimiizde kesirli mertebe

integral ve tlirevin geometrik ve fiziksel yorum eksikligi hala vardir.

2.5.1 Kesirli mertebe integralin geometrik yorumu

Riemann-Liouville kesirli mertebe integrali
t
oI T (t) :ij. f(o)t-7)*"dr, t>0 (2.17)
I'(a)
bi¢iminde tanimlanir. Bu integral

ol F () =j f (z)dg, (), (2.18)

9.(r) = "= t-07 (2.19)

e+l
bi¢iminde ifade edilsin. gi(r) fonksiyonu olgekleme oOzelligine sahiptir. ti=kt ve
71=k7 (k>0) alinirsa o zaman fonksiyon
9, () = 9y (k7) =k“9,(7) (2.20)
olur. (2.18)’deki integral sabit bir t an1 igin diistiniilsiin. Eksenler (7, g ve f) olarak
aliip (7, g) diizleminde 0< 7 <t zaman araliginda gi(r) fonksiyonu ¢izilecektir. t=10,
f(t)=t+0.5sint ve 0=0.75 olmak iizere elde edilen ii¢ boyutlu egri ve egrinin iki yiizey
tizerine izdiisiimii Sekil 2.4°te verilmistir.

- Egrinin (7,f) diizlemindeki izdiisiimiiniin alan1
t
(L) =j f(r)dz, t=0 (2.21)
0

integralinin degerine kars1 diiger.
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- Egrinin (g,f) diizlemindeki izdlistimiiniin alan1 (2.18)’deki integralin degerine

karsi diiser.

=]

L}
M oRE @
] —
5

0 10

a,ft)

Sekil 2.4: Ug boyutlu egri ve egrinin izdiisiimleri( ol f(t) ve ol ">f(t)), f(t)=t+0.5sint,
0<t<10.

a=1 ise gi(r)=7 olacak ve bu iki izdiisiim birbirinin aynis1 olacaktir. Bu da geometrik

bir bakis agisiyla tam sayr mertebe integralinin Riemann-Lioville kesirli mertebe

integralinin belirli bir durumu oldugunu gosterir. t degistikce, egrinin uzunlugu ve

sekli ayn1 anda degisecektir. Bu egrinin (g,f) diizlemindeki izdiislimiiniin zamanla

degisimi Sekil 2.5’te verilmistir [16].

|’

’ ‘i H | | L 1 1 1
X 5

Sekil 2.5: ol%"(t+0.5sint) egrisinin 0<t<10 zaman arahiginda 0.5 zaman arahiklarla
artirtlmasi sonucunda gélgenin degisimi.

2.5.2 Kesirli mertebe integralin fiziksel yorumu

Riemann- Liouville kesirli mertebe integrali
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So(t) = jv(f)dgt () =1 v() (2.22)

bi¢iminde tanimlansin. v(r) fonksiyonunun kesirli mertebe integrali(So(t)) zamani
7ve hiz1 v(r) olan hareketli nesnenin ona ait yerel degerleri boyunca aldig1 yolun
uzunlugu olarak yorumlanabilir. 7esit bir sekilde akan zaman, gi(7) ise esit bir
sekilde akmayan zaman(kozmik zaman) olarak tanimlanabilir. Yani, g¢(7) fonksiyonu
homojen olmayan zaman Gl¢egini tanimlar. Bu 6l¢ek sadece 7zamana bagh degil

hareket eden nesnenin son dl¢iilen degerine(t) baglhdir.

t degistikce gegen kozmik zamanin tiimii de degisir. Bu fizik alaninda kabul edilmis
bir goriistiir. B.N. Ivanov [17], zaman araliklarinin yer ¢ekimine bagl oldugundan
bahseder. Ayni sekilde S. Hawking [18], diinya gibi biiyiik kiitleli cisimlerin
yakininda zaman daha yavas aktigini ve tek bir kesin zamanin olmadigimi fakat
yerine bireylerin hareket ettikleri yere ve nasil hareket ettigine bagl olan kisisel

zaman Ol¢iilerine sahip oldugunu belirtmistir.

Hareket eden cisim uzay-zamanda pozisyon degistirdiginde tiim uzay-zamandaki yer
¢ekimi bu hareketten dolayr degisir. Sonug olarak, kozmik zaman araligi, ki nesnenin
hareket gecmisine karst diiser, degisir. Bu, (2.22)’deki hareketli nesnenin aldigi
yolun ger¢ek uzunlugunu (So(t)) etkiler [16].
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3. KESIiRLi MERTEBE MODELLEME

Kesirli mertebe bir sistem,
a D/ y(t)+a, ,D/y(t) +...+a,Dy(t) =b, D u(t) +b, D u(t) +...+b,Du(t)
3.1)
bicimindeki zamanla degismez kesirli mertebe diferansiyel denklemlerle ifade

edilebilir. Bu durumda stirekli zamanda kesirli mertebe transfer fonksiyonu,

Y(s) b,s“ +b, s +..+bs®

G S)= =
) U(s) as™+a s’ +.+ash

3.2)

haline gelir. Burada ok< ok-1<...< ag ve Bk< Bk-1<...< Bo olmak iizere ok, Pk (k=0,1,2...)
gercel sayilar ve ak, bk (k=0,1,2...) rasgele sabitlerdir. Tiim ax, Bx mertebeleri en
kiigiik ortak bolenin (a€R") tam say1 garpimlart oldugunda bu transfer fonksiyonu

orantili (commensaturate) transfer fonksiyonu olarak adlandirilir.

Y(s) b,s"+h, 59" 4. +bs

G(s)=
) U(s) as“+a,s""+.+as”

3.3)
bi¢ciminde gosterilir, yani s* cinsinden iki polinomun oranidir. Burada k tam say1
degerleri Tam say1 transfer fonksiyonu o=1 ile orantili transfer fonksiyonudur.
Literatiirde bir¢cok kesirli mertebe sistem modeli mevcuttur [---]. Bu tezde ele

aliacak olan sistem transfer fonksiyonu

K
Ts* +1

G(s)= (3.4)

bicimindedir. Bu modelde K sistem kazancini, T bilinen bir sabitini, o ise sistem
mertebesini belirtmektedir. Bu model kesirli mertebe tek kutuplu model (KTKM)

olarak adlandirilacaktir.

13



3.1 Kesirli Mertebe Model Yapisinin Zaman Cevabi

(3.4)’teki sistem modelinin darbe(d(t)) ve basamak(u(t)) cevaplar1 asagida

verilmistir.
4 al 5 (3.5)
L! 1 =t“E___,(¥at%) (3.6)
Sa + - a,a+l + '
Eop(t) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur ve
E 3.7
s kzl“ak+ﬁ’) 3.7
seklinde gosterilir.
3.2 Kararhhk
Teorem 1: (3.3)’teki kesirli mertebe sistem transfer fonksiyonu ancak
vs:a s +a, s° " +..+as"=0, |Zs|> % (3.8)
ise sistem kararlidir ( s, [r,—n] rad ile sinirlandirilir).
Sonug 1: (Matignon teoremi) o=s* olmak tizere (3.8)’deki polinom
Alc)=ac"+a _,oc"V+..+a,0° (3.9)

haline doniisiir. Bu durumda (3.3)’teki kesirli mertebe transfer fonksiyonu ancak

(3.9) polinomunun kokleri
20]>a% (3.10)

ise sistem kararlidir.

Ispat: A(c) polinomunun katli kdke sahip olmadig: diisiiniilerek ispat yapilacaktir.
(3.3)’teki sistem,

G(s)=—Lr Pt 4 P (3.12)

-0, s“-o,., s“ —o,

14



biciminde kismi kesirlere ayrilabilir. Bu durumda (3.5) kullanilarak (3.11)’deki

sistemin darbe cevabi
y(t) = pt“'E, ,(c,t*)+ p, t“'E, (0o st®) +..+ pt“E, , (05t%) (3.12)

halindedir. (3.7)’de iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun zamanla

1 21
E, (t)=—t«e” (3.13)
o
yakinsamasindan yararlanarak darbe cevabi
1 177& a 2 Ll Va
Yty = ptt = (o) « e 4 =Pog a4 (3.14)
a a

olarak elde edilir. Darbe cevabmin zamanla sifira gitmesi i¢in Re[on¥?]<0 olmas1

gerekmektedir.

Zo, Zo,

Re[o, “1=Re[(o,|e**")"“]=Re[lo, |”“ (cos +isin )] (3.15)
(94

cos Lo, la <0< |Zo,lal>x/2 olursa yukaridaki esitlik saglamir. a pozitif
oldugu i¢in teorem 1 ispatlanmais olur.

Sekil 3.1°de kararli ve kararsiz bolgeler goriilmektedir. Kesirli mertebe orantili
transfer fonksiyonu i¢in A(c) polinomunun koklerinin tiimii yesil alandaysa sistem
kararli, baz1 kokleri kirmizi alandaysa sistem kararsizdir. Kararsiz bolge 0<o<I ise
sag yar1 diizlemde, 1< a<2 ise sol yar1 diizlemdedir. Orant1 mertebesi o>2 ise sistem

kesinlikle kararsizdir.

Kararh béloe

Sekil 3.1: Kesirli mertebe orantili transfer fonksiyonu i¢in kararli kararsiz bolgeler.
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3.3 Kesirli Mertebe Model Yapisinin Frekans Cevabi

Frekans cevabi bulunacak sistem

1

G(s) = 5 (3.16)
()" +1
a
bi¢imindedir. Bu amagla s yerine jw konuldugunda
. 1
G(jo)=——— (3.17)
(Jﬁ)a +1
a
elde edilir. w>>a ise G(jw)~(a/ jw)*, w<<aise G(jw)~1. w=a frekansinda
. 1 ‘ 1
. ..arn or
coOS—+ jsin—+1 2+2c0s 22
2 2 \/ 2
. ar . ar ___an
—sin—— —2sin ——Ccos—— .
ZG(ja) = arctan——2— = arctan 4 4 — aZ i 2kn (3.19)
ar ar ar 4
1+cos7 ZcosTcosT

genlik ve faz degerine sahip olur. Sekil 3.2°de (3.16)’daki sistemin genlik ve faz

egrileri verilmistir. Sistem 20a dB/dekat egimine sahiptir ve -90a° faz kaydirir.

Bode Divasranu
T

=1

(=]

(%] —_
(=1 2
T T

1

20a dB/ dekat T

Genlik (6B) |

) I
on Fa (]
=2 o (=1
T T T
1

o
E=]

(=]
1

Faz (darzcs)
h

10’ 10° 10° 10° 10
| Frakans (rad’s) |

Sekil 3.2: (3.16)’daki sistemin Bode diyagramu.
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Ornek 3.1: Bu érnekte dinamometre kontrol sisteminin modeli

1

S 3.20
0.4s5*° +1 (3:20)

G(s)

kullanilacaktir [19]. (3.6) ve (3.7)’deki denklemler yardimiyla modelin birim

basamak cevabi

0 (_2l5t0.5)k

y(t) =25t

3.21
&~ T(0.5k +1.5) (3:21)

teorik olarak elde edilir. Birim basamak cevabini yaklasik olarak elde etmek icin

(2.15)’teki Oustaloup yaklasimi ile elde edilen kesirli mertebe tiirev kullandiginda

6(s) = — L~ 0.07326(3+0.002565)(s +0.009006)(s +0.03162)(s +0.01110)(s +0.3899)...(5 +59.26)(s + 208.1)(5 + 730.5)
0.4s°°+1 (s+0.002549)(s + 0.008879)(s + 0.03076)(s -+ 0.1055)(s + 0.3551)...(s -+ 36.87)(s + 120.8)(s + 405.4)

(3.22)

11. mertebe tam say1 transfer fonksiyonuna ulasilir. FOMCON [20] ara¢ kutusu
yardimiyla Sekil 3.3’te (3.20)’deki sistemin yaklasik birim basamak verilmistir.

L S S S PR AU S S p—

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

Cikis

04

0.3

0.2

01

0 i i i i i i i i i

Sekil 3.3: (3.20)’deki sistemin birim basamak cevabi.

(3.17)’deki denklemde elde edilen tiim ifadeler bu sistem igin a=2.5%= 6.25 oldugu
degere kars1 diiser. w>>6.25 rad/s ise G(jw)~(6.25/ jw)*® bu durumda faz -900= 45°
olarak bulunur. Genlik egrisinin egimi de -20a dB/ dekat= -10 dB/dekat olarak elde
edilir. w<<6.25 ise G(jw)~1, genlik 0 dB, faz 0° olur. Sekil 3.4’te (3.20)’deki

transfer fonksiyonun frekans cevabi verilmistir.

(2.14)’te verilen s%° kesirli mertebe tiirevinin 11. mertebe Oustaloup yaklasiminin

kutup sifirlariin yeri ve ayrica (3.22)’deki modelin 0.4 degerinde olan T parametresi
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serbest birakildiginda bu parametreye gore kutuplarin degisimi Sekil 3.5°te

verilmigtir.

Ornek 3.2: Bu 6rnekte elektriksel radyatdriin modeli

1
G(s) = (3.23)
1.26 '
39.69s +0.598
kullanilacaktir [21].
|:| T T
A frmmmmmmmm et o o e [, N T — o —
T s S N :
g : : : : :
40 ____________i___________j____________System: H1 _E____ I
Frequency (rad/s). 1e+04
)| T TR [——— Magnitude (dB}: -32.2 ! n
& i | I | System: H1 ]
0 , Frequency (radis). 1e+06 _
i Magnitude (dB): -52.1
&
. ._
' System: H1
el 4 ) .1 ____|Frequency (radis): 2.45e+05 ___|
10° 10 10" 10° Phase (deg): -44.8 1"
Freleans (rad’s) |
Sekil 3.4: (3.20)’deki sistemin frekans cevabi.
40 : - - - : - 1
L
30+
06
20
=
ﬁy 0 & 02
i g
ol I a g Y E ST G
[g -02
E -0f E
04|
o)
=06
30 - o8|
-‘-UBDIJ -?UIIJ -60‘0 500 --l\‘.;o -3!50 -20‘0 -‘JDIU (1] 100 -a 01 -CI.OII}B vﬂ.ﬂl{}B vO.DICI? =0 UIOS vU.DIOS -0.004 -0.003 -D.D‘UZ -D.LI‘D1 [1]
Gargsl skcsen (saniys-1) Gergel sksen (saniya-1)
a) b)

Sekil 3.5: s%° tiirev operatoriiniin kutup sifir dagilimi ve (3.22)’daki modelin T
parametresine gore kutup dagilimi a) gercel eksen: [-800 100], b)gercel eksen: [-0.01
0].
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Bu model (3.4)’teki model bi¢iminde doniistiiriildiiglinde

1672
66.3715"% +1

olarak elde edilir. (3.6) ve (3.7)’deki denklemler yardimiyla modelin birim basamak

G(s) (3.24)

cevabi

o (_ 1.26\k
J(O) - 00251963 (~0.015066t%)
&~ [(1.26k +2.26)

(3.25)

teorik olarak elde edilir.

Birim basamak cevabini yaklasik olarak elde etmek igin (2.16)’daki Oustaloup

yaklagimi ile elde edilen kesirli mertebe tiirev kullandiginda

6(8)=— 8720 0041508 (5+0-002200)(s +0.007746)(s + 0.0272)(s + 0.0955)(s +0.3353)..(s + 50.97)(5 +178.9)(s + 628.9)
66.371s% +1 (s? +0.05581s + 0.001181)(s + 0.002223)(s + 0.00813)(s + 0.053)(s + 0.235)...(s + 36.76)(s +129.1)(s + 453.3)
(3.26)

11. mertebe tam sayr transfer fonksiyonuna ulasilir. FOMCON ara¢ kutusu
yardimiyla Sekil 3.6’te (3.24)’teki sistemin yaklasik birim basamak verilmistir.

2 : : : : :

18

16

14

12

1

Cikis

0.8
06
04 H
0.2
0 i i i i i
0 100 200 300 400 500 600
Zaman [s]

Sekil 3.6: (3.24)’teki sistemin birim basamak cevabi.

(3.17)’deki  denklemde elde edilen tiim ifadeler bu sistem ig¢in
a=0.0150662°=0.0358 oldugu degere karsi diiser. w>>0.0358 rad/s ise
G(jw)~(0.0358/ jw)'?® bu durumda faz -90a= -113.4° olarak bulunur. Genlik
egrisinin egimi de -20a dB/ dekat= -25.2 dB/dekat olarak elde edilir. w<<0.0358 ise
G(w)~1.672, genlik 4.46 dB, faz 0° olur. Sekil 3.7°de (3.24)’teki transfer

fonksiyonun frekans cevabi verilmistir.
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20 T T T
|| T —————— T D T —
| Sysiem H1
) Freguency (rad/s): 0.101
o -40 - . Magnitude (dB): 6.17
g N
B |- - = m o abaaa—aa
! System: H1
B0 ---------me e j=--=------------3---- Frequency (rad/s): 10.1
h Magnitude (dB): -57.2
-100
0
ar |
) |
@, System: H1 '
L Frequency (rad/sy: 0.0356 | __N________ ' ______________. _
Phase (deg): -56.4 H
: : Ly
gl Je [ System: H1 L
R 4 2 Frequency (rad/s): 69.2 2
10 10 10 Phase (deg): 113 10

Sekil 3.7: (3.24)’teki sistemin frekans cevabi.

(2.16)’da verilen s'2® kesirli mertebe tiirevinin 11. mertebe Oustaloup yaklasimiin
kutup sifirlarinin yeri ve ayrica (3.26)’daki modelin 66.371 degerinde olan T
parametresi serbest birakildiginda bu parametreye gore kutuplarin degisimi Sekil

3.8’de verilmistir.

sanive-1)
=
L=3

2anal Elsen (zaniy
=
=] =
T
x
. :

200 - \ r b
300 - N, S -
—400 | | | 1 I | | |

-1800 -1600 -1400 -1200 -1000 -500 -500 -400 =200 0 200

Fizel Elsen (zanive-1)

Sekil 3.8: s1?° tiirev operatdriiniin kutup sifir dagilimi ve (3.26)’deki modelin T
parametresine gore kutup dagilimu.

3.4 Kesirli Mertebe Model Yapisinin Tam Say1 Yaklasiklarmin

Karsilastirilmasi

Kesirli mertebe modeller igin farkli mertebe Oustaloup yaklagimlart kullanilarak

bir¢ok tam say1 mertebe model elde edilebilir. Genellikle kesirli mertebe tiirev icin
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11. mertebe Oustaloup yaklagimi kullanildigr i¢in asil model olarak bunu ele alip
daha diisiik mertebe agilimlar igin birbirine benzerligini bulunmaya ¢alisilacaktir. Bu

amacla indirgenen modellerin asil modele ne kadar yakin davrandiginin 6l¢iitii olarak

€= Z (ygergek (I) - yindirgenen (I))2 (327)
i=0

model farklarinin karelerinin toplamini1 kullanilacaktir. Bu boliimde (3.20) ve

(3.24)’teki KTK modellerin incelemesi yapilacaktir.

3.4.1 Farkh mertebe Oustaloup acilimlari ile karsilastirma

(3.20)’deki sistem modelinin kesirli mertebe tiireve 11. mertebe Oustaloup yaklagimi
ile olusan tam say1 mertebe transfer fonksiyonu (3.22)’de verilmistir. Kesirli mertebe
tirev icin 2. ve 3. mertebe Oustaloup yaklasimlar1 kullanildiginda sirasiyla elde

edilen tam say1 mertebe transfer fonksiyonlari

0.073265(s +0.177828)(s +177.828)
(s+0.129415)(s +18.1288)

0.073265(s +0.0316228)(s + 3.16228)(s + 316.228)
(s+0.0286649)(s +1.59289)(s +51.3828)

Gz.mertebe (S) =

(3.28a)

GZ%.mertebe (S) = (328b)

bicimindedir. Modelin ve indirgenmis modellerin birim basamak cevaplar1 Sekil
3.9’da verilmistir. 2. mertebe yaklasimla elde edilen model i¢in bu toplam 0.03151,
3. mertebe yaklasimla elde edilen model i¢in 0.006627 olarak bulunur. Tiirevin
yaklasim mertebesi arttirildikca gercek modelle arasindaki hata miktarinin azalmasi

beklenen bir sonugctur.

1 T T T T T T I__,_.I_—-—I-—'—_I
0.9 — -
08 /‘/ _
0T B
@ 06 4
=
(&
e 05L .
=
@ 04l i
03- B
0.2- model 7
2. mertebe yaklagim
Lo 3. mertebe yaklagim | |
[]‘ 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t (zaman)

Sekil 3.9: Modelin ve indirgenmis modellerin birim basamak cevaplari.
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(3.24)’teki sistem modelinin kesirli mertebe tiireve 11. mertebe Oustaloup yaklagimi
ile olusan tam say1 mertebe transfer fonksiyonu (3.26)’da verilmistir. Kesirli mertebe
tiirev i¢in 1. ve 2. mertebe Oustaloup yaklasimlar1 kullanildiginda sirasiyla elde
edilen tam say1 mertebe transfer fonksiyonlari

0.0041808(s + 6.02559) (3.292)
s? +0.168459s -+ 0.0150668

0.0041808(s + 77.6247)(s +0.0776247)
(s+12.87)(s* +0.0279s +0.0011707)

Gl.menebe (S) =

G2.mertebe (S) = (329b)

bicimindedir. Sekil 3.10’da model ve indirgenmis modellerin birim basamak
cevaplart gosterilmistir. Modellerin birbirine yakinlik Olgiiti ise 1. mertebe
yaklagimla elde edilen model i¢in bu toplam 12.91, 2. mertebe yaklasimla elde edilen

model i¢in 5.507 olarak bulunur.

25
| k
\“‘--..._._.--—"'"'"#-_
& 15 B
=
(&)
E
=
w
2 41 4
- maodel ]
2. mertebe yaklagim
1. mertebe yaklagim
U 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

t{zaman)

Sekil 3.10: Modelin ve indirgenmis modellerin birim basamak cevaplari.

3.4.2 Tam say1 yaklasiklarinda baskin olmayan Kkutup-sifir ihmalleri ile

karsilastiriimasi

(3.20) ve (3.24)’teki KTK modelleri kesirli mertebe tiireve diisiik mertebe Oustaloup
yaklasimu ile diisiik mertebeye indirgenmistir. Burada indirgenen modellerde baskin
olmayan kutup-sifirlardan baslayarak kutup-sifir ihmalleri yapilacaktir. (3.28a)’daki
indirgenmis ikinci mertebe modelin tim kok ve sifirlar1 gercel oldugu igin sirasiyla
ihmal edilebilir. Bu durumda bu indirgenmis modelin sifir ve kutuplarinin hepsi
gercel olacag icgin teker teker ihmal edildiginde olusan modellerin birim basamak
cevaplar Sekil 3.11°de verilmistir. Bu sekilde 2 sifir 2 kutuplu, 1 sifir 2 kutuplu ve 1

sifir 1 kutuplu modeller {ist liste gelmistir.
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0.9 B
0.3 B
0.7 B
& 06 _
=
> 05
g0
W
w 04r B
0.3F maodel E
2 sifir 2 kutup
02- 1 sifir 2 kutup |
1 sifir 1 kutup
01 1 kutup 1
U 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t (zaman)

Sekil 3.11: (3.28a)’da indirgenen modelde kutup sifir ihmalleri.

Bu indirgenmis modelin ve sifir kutup ihmalleriyle elde edilen modellerin gercek
modele(11.mertebe) yakinhiginin kriteri i¢in model hatalarinin karesi toplami

hesaplanmistir. Toplam model hatalar1 Cizelge 3.1’de verilmistir.

Cizelge 3.1: 2. mertebe yaklasimla indirgenen modellerin toplam model hatalari.

2 sifir 2 kutup | 1 sifir 2 kutup 1sifir 1 Kutup 1 kutup
Model hatalari 0.03151 0.03148 0.04461 2.273

(3.28b)’deki indirgenmis liclincii mertebe modelin kutup ve sifirlarinin hepsi gergel
olacag i¢in teker teker ihmal edildiginde olusan modellerin birim basamak cevaplari
Sekil 3.12°de gortilmektedir. Bu sekilde 3 sifir 3 kutuplu, 2 sifir 3 kutuplu ve 2 sifir 2

kutuplu modeller iist tiste gelmistir.

m——————— = T B
0.9 - 1
0.8 1
0.7 1
& 06 ]
=
on
g 05H 1
@
o
w 0.4 model E
3 sifir 3 kutup
03 2 sifir 3 kutup | 7
2 sifir 2 kutup
0'2 — 1 kutup 2 sifir | |
01k 1 kutup 1 sifir | |
1 kutup
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t (zaman)

Sekil 3.12: (3.28b)’de indirgenen modelde kutup sifir ihmalleri.
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Bu indirgenmis modelin ve sifir kutup ihmalleriyle elde edilen modellerin gercek
modele(11.mertebe) yakinligmin kriteri olan model hatalarinin karesi toplamlari

Cizelge 3.2’de verilmistir.

Cizelge 3.2: 3. mertebe yaklasimla indirgenen modellerin toplam model hatalari.

3 sifir 2 sifir 2 sifir 1 sifir 1 sifir 1 kutup
3 kutup 3 kutup 2 kutup 2 kutup 1 kutup
Model hatalann | 0.006627 | 0.00665 0.008321 0.06648 0.07631 11.19

(3.29a)’daki indirgenmis ikinci mertebe modelin var olan kutuplar1 karmasik eslenik
oldugu i¢in ihmal edilemez. Var olan bir sifir1 ihmal edildiginde olusan modellerin
birim basamak cevaplar1 Sekil 3.13’te verilmistir. Bu sekilde 1 sifir 2 kutuplu ve 2

kutuplu modeller iist liste gelmistir.

2
18+ /\—;
161 1
14r 1
& 12F R
=
o
g 1 .
ki
®
w 0.8 1
06F 1
B model ]
1 sifir 2 kutup
0.2r E
_ 2 kutup
[] 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250

t (zaman)

Sekil 3.13 : (3.29a)’da indirgenen modelde kutup sifir ihmalleri.

Bu indirgenmis modelin ve sifir kutup ihmaliyle elde edilen modelin gercek
modele(11.mertebe) yakinligmin kriteri olan model hatalarimin karesi toplamlari

Cizelge 3.3’te verilmistir.

Cizelge 3.3 : 1. mertebe yaklagimla indirgenen modellerin toplam model hatalari.

1 sifir 2 Kutup 2 kutup
Model hatalar 12.91 12.68

(3.29b)’deki indirgenmis iiglincii mertebe modelde karmasik eslenik kutuplar olacagi
icin kutup sifir ihmalleri dikkat edilerek yapilmalidir. Kutup-sifirlar1 ihmal
edildiginde olusan modellerin birim basamak cevaplar1 Sekil 3.14’te verilmistir. Bu
sekilde 2 sifir 3 kutuplu, 2 sifir 2 kutuplu ve 1 sifir 2 kutuplu modeller iist iiste

gelmistir.
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245 T T T T

2L |
m 15 .
=
o
E
a
w
2 41 i
model
05l 2 sifir 3 kutup | |
. 2 sifir 2 kutup
1 sifir 2 kutup
— 2 kutup
U L 1 L L
0 a0 100 150 200 250

t (zaman)

Sekil 3.14: (3.29b)’da indirgenen modelde kutup sifir ihmalleri.

Bu indirgenmis modelin ve sifir kutup ihmaliyle elde edilen modelin gergek
modele(11.mertebe) yakinlhiginin kriteri olan model hatalarinin karesi toplamlari

Cizelge 3.4’te verilmistir.

Cizelge 3.4: 2. mertebe yaklagimla indirgenen modellerin toplam model hatalar.

2 sifir 3 kutup | 2 sifir 2 kutup | 1 sifir 2 kutup 2 kutup
Model hatalari 5.507 5.503 5.503 11.42
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4. KESIRLI MERTEBE KONTROLOR TASARIMI
4.1. Dogrusal Kesirli Mertebe PID Kontrolor Tasarimi
Kesirli mertebe PID(KMPID) kontrolor yapist
C(s)=Kp+§+ K,s" A ueR’ 4.1)

bicimindedir. KMPID yaygin olarak kullanilan ve iyi bilinen PID’nin genellestrilmis
halidir. A=1, =1 oldugu durumda KMPID, TMPID yapisina doniisiir. Sadece K¢=0
oldugu durumda KMPID, KMPI yapisina, sadece Ki=0 oldugu durumda KMPD
yapisina doniisiir. Bu kesirli yapilar (KMPI ve KMPD) sirastyla A=1 oldugu zaman
TMPI, pu=1 oldugu zaman TMPD yapisina doniisiir. Sekil 4.1 KMPID ile TMPID
arasindaki iliskiyi gorsel olarak sunmaktadir. Bu sekilde sar1 alan kesirli mertebe tiim

kontrolorleri, kdse noktalar ise tam say1 mertebe kontrolorleri belirtir.

F 3 ILI: F 3 |U:-
PD PID PD PID
p=1g ® p=1 g ®
P PI A P PI A
» » - » ® -
o A=1 o A=1

Sekil 4.1: Tam say1 mertebe PID ve Kesirli mertebe PID [1].

Literatiirde pek ¢ok KMPID katsayilarin1 ayarlama yontemi vardir. Bu katsayilar
ayarlamak i¢in analitik yontemler, sayisal yontemler ve kural tabanli yontemler

kullanilir.
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4.1.1 Analitik Yontemler

4.1.1.1 Belirli faz payi, kazang gecis frekansi ve diiz faza gore kontrolor tasarimi

Luo ve arkadaslarmin ¢alismasinda [19] ele alinan model ve tasarlanacak kontrolor

yapist asagidaki gibidir:

G(s) = TSL: : (4.22)
C(s) =K, @+ g) (4.2b)

K, model kazanci, kontroloriin kazanciyla i¢ ice kullanilabileceginden genelligi
kaybetmeden 1 olarak almabilir. o kesirli mertebeyi ifade eden pozitif gercel
sayisidir. T bilinen bir parametredir. s Laplace doniisiim degiskenidir. Bu sistem

modelinin kontrolii igin KMPI tasarlanacaktir. A€(0,2) olarak diisiiniilecektir.

Bu tasarimda wc kazan¢ gecis frekansi, ¢m faz payr olmak iizere ii¢ Olciit

kullanilacaktir.
(1) Faz pay ol¢iitii

Arg[C(ja,)G(jo,)]1=Arg[C(ja,)]+ Arg[G(ja,)]

1 K@, " sin(Ax 1 2) ~tant Tw? sin(ar 1 2)
1+ K,w;* cos(Arx 12) 1+Twf cos(ar | 2)

=-7+¢,

=—tan

(4.3)

olarak yazildiginda

Tw! sin(ar ! 2)

A= —tan[tan ™[
1+ Tw cos(an / 2)

1+ 4,1 (4.4)

olmak tlizere

“A
%= . sin(Az 1 2)+ ;" cos(Az 1 2)D, (4:5)
denklemine ulasilir.
(i)  Kazane gecis frekans dleiitii
IC(jw,)G(j@,)|, =0 (4.6)
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K, \/(L+ K@ * cos(Az 1 2)) + (K,@;* sin(Ax  2))? _

C(jm)G(ja,)| = 2 _ -1 (@47
J@+T ot cos(arn 1 2))? + (T sin(ax [ 2))
olarak yazildiginda
a 2 A 2
‘- J@+T of cos(an 12))* + (T sin(ax 12)) @8

" @+ Koo cos(Ar 12)) + (K, sin(Az ] 2))°
denklemine ulagilir.

(i)  Cevrim kazang degisimlerine karst dayamklilik ol¢iitii

Bunun i¢in fazin frekansa gore tiirevinin sifir olmast Bode faz egrisinde kazang gecis
frekans1 civarinda sabit oldugu anlamina gelir. Bu durumda sistem cevabi, ¢evrim
kazang degisimlerine karst dayaniklidir ve sistem cevabinda faz payina bagli olan

asim neredeyse ayni kalir.

Cevrim kazang degisimlerine kars1 dayaniklilik kisitt

B=1+Twlcos(arl2) C=Tasin(az/2) D=2Ew," cos(Ar/2)-Aw, " sin(Ax/2)

(4.9)
olmak iizere
[d(ArgIC(i@)G(j@)|  __ KAw/'sin(Az/2)  aTef [Bsin(iz/2)-Ceos(Ar/2)] _
do e, @2 +2K,0 cos(Ar]2) B2 +C?
E (4.10)
olarak yazildiginda

2 2 22
« _—D=D’-4E%, 411)

i 2Dw.**

C

denklemi elde edilir. (4.5), (4.8) ve (4.11) denklemleri beraber ¢oziildiigiinde KMPI

kontroloriine ulagilir.

4.1.1.2 iMK tabanh Kontrolor tasarim

I¢c model kontrol metodu, klasik geri beslemeli kontrolor i¢in modele dayali analitik
ifadeler elde edilmesini saglar. I¢ model kontrol (IMK) ve klasik geri beslemeli
kontrol blok diyagramlar1 sirasiyla Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’te gosterilmistir, Sekil
4.2’de G(s) kontrol edilecek siireci, Gm(s) siirecin modelini, Cimc(S) i¢ model

kontrolorii ifade eder. C(s) ve Cimc(s) arasindaki iligki
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C(S) _ CIMC (S)

"1-Cye(5)5,(9) (.42

oldugunda bu iki blok diyagrami birbirinin aynisi olur. IMK yapisinda siire¢ cikist
(v),

_ CIMC (S)G(S) 1_C||v|c (S)G(S)
(6O G ) T o6 G
! ) Conee(s) |—2 > G(s) {%} Y .
> Gu(s) "l

Sekil 4.2: I¢c model kontrol yapis.

Y

d
r—n@}—» C(s) 4 G(s) é Y o

Sekil 4.3: Klasik geri besleme kontrolu.
IMK kontrolér iki adimda tasarlanir:

1. Siire¢ modeli
Gy, (8) =G, (5)G,, (5) (4.14)

seklinde iki kisma ayrilir. Bu ifadede Gm*(s) 6lii zaman1 ve sag yar1 diizlem sifirlarini

igerir ve kazanci 1’e esittir.

2. IMK kontrolor

Cinc (8) = GL(S) f(s) (4.15)

bigiminde belirlenir. Bu ifadede

1
1+zs

f(s)= —  0<i<l (4.16)

30



bi¢imindeki filtreyi belirtir. Bettayeb ve Mansouri’nin ¢alismasinda [22] ele alinan

sistem

G =—LtS) 4o, (4.17)
as” +as” +1

bigimindedir. (4.14)-(4.16) denklemleri yardimiyla elde edilecek kontrolor

a,s’ +a,;s” +1

Cic(s)= 4.18
e (5) k(@+78")1+17,8"") (4.18)
geleneksel kontroldr ise
B a
c=tas 1A, L% )
kr,s""(l+7s") s *(A+7zs")kr,  as’ a,

kesirli mertebe filtre P12D#“ kontrolor

olarak elde edilir. y=a ve =2« olmak iizere sistem orantili bir transfer fonksiyonu

olarak secildiginde kontrolor

C(S)= A+l- - i(:I-"' L +isa) (4'20)
ST (A+rs") ke, T ast @,
kesirli mertebe filtre PI“D“ kontrolor

biciminde olur. Sistem y=a=1 ve (=2 olarak alinirsa tam sayr mertebe olur ve

kontrolor
ce)= —+— Ao tidy (4.21)
s"(L+7s) kr, as a,
kesirli mertebe filtre PID kontrol6r

haline doniisiir. Ele alinan bu sistemde 75 Ve apsP ihmal edildiginde (3.4)’teki model

haline gelir ve (4.20)’deki kontrolér, A+1>a durumda

1 1,
C)= —7 —(as"+]1) (4.22)
S kz,
kesirli mertebe %’—/
filtre PD“ kontrolor

A+1<o durumda ise

1 i(“ 1

C(s)= ——
( ) Sl+l—a kT alsa

) (4.23)

kesirli mertebe filtre M
P1“ kontrolor

sekline doniisiir.
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4.1.2 Sayisal Yontemler

4.1.2.1 Belirli faz payi, kazang gecis frekansi, diiz faz, giiriiltii ve ¢cikis bozucusu

bastirma performansina gore kontrolor tasarimi

KMPID 5 serbestlik derecesine sahip olan bir kontrolordiir. Bu yilizden bes
performans Olgiitii  gergeklestirme imkani saglar. Monje ve arkadaslarinin
calismasinda [23] (4.3), (4.6) ve (4.10)’da verilen Olgiitlere ek olarak G(s) model

transfer fonksiyonu, C(s) kontroldr transfer fonksiyonu olmak {izere

(i) Yiiksek frekansh giiriiltiileri bastirma performansi olgiitii:

C(i0)6(i®) | _ 5 4g
1+C(j@)G(jo) (4.24)
Voo rad/sn=T(jo)|,=AdB

[T (i)l =

biciminde duyarlilik fonksiyonu {lizerinden tanimlanir. Burada w=wt rad/s frekanslari

icin giiriiltiiyli A dB giiclinde bastirmast istenir.

(i) Ctkis bozucusu bastirma performans élg¢iitii:
. 1 |
S(jo)|, = —___ |<BdB
1+C(jo)G(jo)| (4.25)

Vo<, rad/sn=|S(jw,)|,, =B dB

bi¢iminde tamamlayict fonksiyonu iizerinden tanimlanir. Burada w=ws rad/s

frekanslar1 igin ¢ikis bozucusunu B dB giiciinde bastirmasi istenir.

(4.1)’deki KMPID tasarimi i¢in bu bes 0Olgiit sonucunda bes dogrusal olmayan
denkleme ulasilir. Bes dogrusal olmayan denkleminin c¢oziilmesi sonucunda
KMPID’nin bulunmasi istenen bes parametresine ulasilabilir (Kp, Ki, Kg, A, ¢). Bu
KMPID tasariminda (4.6) olgiitii amag fonksiyonu segilerek (4.3), (4.10), (4.24) ve
(4.25) esitlik kisitlar1 altinda MATLAB’da FMINCON fonksiyonu kullanilarak (4.6)
fonksiyonu minimum yapilmaya calisilir, boylece kontrolor parametreleri bulunmaya
calisilir. Bu tasarim metodunun basarisi bulunacak parametrelerin baslangi¢ kosuluna

baglidir.
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4.1.3 Kural Tabanh Yontemler

4.1.3.1 KMPID kontrolérii icin ayarlama kurallari

Visioli ve Padula’nin ¢alismasinda [24] birinci mertebe 6lii zamanli siire¢ modelleri
icin maksimum duyarlilik kisit1 altinda IAE performans 6l¢iitiinii minimum yapan
KMPID kontroloriin katsayilar1 ve mertebeleri i¢in kurallar olusturulabilecegi

belirtilir. Kullanilacak sistem modeli

_ K
Ts+1

G(s) (4.26)

bi¢imindedir. Burada K kazang, T zaman sabiti, L 6lii zamani ifade eder. Siirecin
dinamikleri L/T veya L/(L+T) olarak tanimlanan normalize 0lii zaman(r) ile
belirlenir ve siirecin kontrol edilme zorlugunun Oolgiitiidiir. (4.26)’daki birinci
mertebe Olii zamanli modelinin normalize 6li zamanmi 0.05<7<0.8 olanlar
kullanilacaktir. Tasarlanacak seri KMPID kontrolor

Ts" +1 T,s" +1

A
Tis T—ds” +1
N

C(s)=K, (4.27)

bigimindedir. Burada Kp oransal kazanci, Ti integral zaman sabitini, Tq tiirev zaman
sabitini, A ve u integral ve tiirevin kesirli mertebelerini belirtir. Minimum yapilacak

integral performans ol¢iitii (IAE)
IAE = [le(t)ldt = [|r(t) - y(®)[t (4.28)
0 0

bi¢imindedir. Bu 6l¢iit sisteme hem diisilk asim hem de diisiik yerlesme zamani
tirettirir. Maksimum duyarlilik agik ¢evrimli sistem transfer fonksiyonunun Nyquist

egrisinin (-1,0) noktasina olan maksimum uzakliginin tersi olarak tanimlanir ve

1

M, =max ——— (4.29)
ocl02) 1+ C(S)P(S)

ile temsil edilir. Referans takibi durumunda (4.28)’deki IAE performans olgiitii
belirli bir maksimum duyarlilik i¢in minimum yapilmaya c¢alisilacaktir. Arama
algoritmas1  olarak  genetik algoritma kullanilacaktir. ~ Sistem cevabinin
dayanikliligiyla ilgilenilece8i i¢in maksimum duyarlilhik 1.4 olarak segilmistir.

Kontrolor katsayilariin genel yapisi
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1

K, :E(arb +C) (4.30a)
20arEp

T=T (a(;) +C) (4.30b)
Ly

T :T*‘(a(?) +C) (4.30c)

tiretilir. Burada A ve u parcali sabit fonksiyon olarak diisiiniilmiistiir. Genetik

algoritma sonucunda verilen fonksiyonlarin katsayilar1 Cizelge 4.1°de verilmistir.

Cizelge 4.1: K, Ti, Tq icin olusturulan fonksiyonlarin katsayilari.

a b c
Kp | 0.6503 -0.9166 | -0.6741
Ti |0.04701 |-0.2611 | 0.9276

Ta | 0.3563 1.2 0.0003108
A 1
J7i 7<0.lise 1.1; 7=0.1ise 1.2

Performans Olgiitiiniin degerlendirilmesi i¢in siirecin parametrelerine bagli olarak

normalize 6lii zaman(r = L/(L+T)) olmak iizere
IAE =T (0.0011e'"**" +0.6304e>%**" +0.791r —0.6547) (4.31)

biciminde ifade edilmistir. Maksimum duyarlilik farkl: segilerek KMPID kontrolériin
katsayilar1 ve mertebeleri farkli degerler elde edilebilir. Kullanilan degerden daha
biiylik bir degerde oldugunda sistem cevabinin dayaniklilig1 yerine agresifligi 6n

planda tutulmus olur.

4.1.3.2 S seklinde sistem cevabina veya kritik kazanca dayalh KMPID tasarim

Sistem modeli olmadigi durumlarda tek secenek kurallar olusturmaktir. Sistem
modeline sahip olunsa kontrol Olciitlerini atamak ¢ok zor olmasa bile zaman
kazanmak i¢in, analitik metotlarla hesaplamalar i¢in verilen ¢abayr azaltmak i¢in
kurallar kullanilabilir. Burada Ziegler ve Nichols tarafindan 6nerilen kurallara benzer
ayarlama kurallar1 onerilir. (4.3), (4.6), (4.10), (4.24) ve (4.25)’teki performans

dlgiitlerine gore tiirev ifadesi icermeyen Nelder-Mead arama metodu kullanilir. iki
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yontem kullanilacaktir: S seklindeki sistem cevabina dayalt KMPID tasarimi, Kritik
kazanca dayali KMPID tasarimi.

Sekil 4.4°te S seklindeki sistem cevabi gosterilmistir. Sistem cevabinda K sistemin
kazancini, yansima noktasindan ¢izilen tegetin zaman eksenini kestigi yer sistemin

6li zamanini (L), kazancin kestigi yer ile fark zaman sabitini(T) ifade eder.

Valerio ve da Costa’nin ¢alismasinda [25] belirli 5 performans Olgiitiine gore

KMPID’nin 5 parametresi(Kp, Ki, Kg, A Ve u) i¢in
f(L,T)=a +alL+aT +a,l”+aT*+a,TL (4.32)

biciminde fonksiyon bulunur. Bulunan bu kurallar belirli T ve L i¢in gecerlidir.

r\.'\.

wvansima noktas

R [
. WX P

Zaman [=n] L+T

=
'_ Y

Sekil 4.4 : S sekilli basamak cevabi.

Sekil 4.5°te kritik kazangta birim geri beslemeli sistemin ¢ikis isareti gosterilmistir.

Belirli 5 performans 6lgiitiine gore KMPID nin 5 parametresi(Kp, Ki, Kg, A ve u) i¢in

a
f (Kkritik ' Pkritik) =a +a, Kkritik + aSPkritik +——t i (4-33)
Kkritik Pkritik

bi¢iminde fonksiyon bulunur. Bulunan bu kurallar belirli Ptk Ve Kiritik degerleri i¢in

gecerlidir.

35



for

zaman [=n]

Sekil 4.5: Kritik kazancta sistem ¢ikisi.

4.2 Dogrusal Olmayan Kesirli Mertebe PID Kontrolor Tasarimi

4.2.1 Kazanc ve mertebe diizenlenmesi

Dogrusal olmayan sistem bir sistem,

x=f(xu), y=hx (4.34)

biciminde tanimlansin. Ayrica belli ¢galigma bdlgesinde cesitli ¢alisma noktalar1 {(ux ;
Yk ), k=1,2,...n} i¢in
Y ={G,G,,...G,} (4.35)

bi¢ciminde dogrusal kesirli mertebe model kiimesi elde edilsin. Bu kiimede her bir

dogrusal model i¢in performans Sl¢iitlerini saglayan KMPID kontroldr kiimesi
Q={C,C,,.C} (4.36)

bi¢iminde tanimlansin. Tepljakov ve arkadaslarimin g¢alismasinda [26] birlesik

kontrol kurali(composite control law) Bk(x), diizenlenen duruma bagh agirlik

fonksiyonu olmak tizere

Y(%,8) = Y A,00C, 9 @37)
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seklinde ifade edilir. n’nin se¢imi sistemin ¢alisma bolgesine baglidir. Burada n=2

olarak seg¢ildiginde Xmaks diizenlenen durumun maksimum degeri,

X(t)

maks

y(x) = BX)=1=y(x) B,(x)=7r(X) (4.38)

olmak tizere
Y(x,8) = B,(X)C,(8) + 5, (X)C,(s) (4.39)
ifade edilir. Burada iki ¢aligma noktasi belirlenip sistem yapisi

K

G(s) =
©) Ts* +1

(4.40)

bigiminde segilmistir ve bu iki model i¢in C1(S) ve Cz(s) KMPID kontrolorler (4.3),
(4.6), (4.10), (4.24) ve (4.25)teki 5 performans Olgiiti gére FOMCON arag

kutusundaki FOPID optimizasyon araci kullanilarak tasarlanmistir.

4.2.2 Sekiz parametreli KMPID kontrolor tasarimi

Dogrusal olmayan KMPID, PID kontrolore kiyasla daha az kontrol enerjisi
kullanarak karmagik sistemleri kontrol etmede etkin bir yapidir. Merrikh-Bayat ve
Mirebrahimi’nin ¢alismasindaki [27] kontrolorde ayarlanmasi gereken 8 parametre

vardir. Dogrusal olmayan KMPID kontrolde giris ¢ikis iliskisi asagidaki gibidir:
u(t) =k, e(t)|” sign(e(t)) +k \Dﬂe(t)\”’ sign(D*e(t)) +k, [D*e(t)| sign(De(t))  (4.41)

Burada kp, kd, ki€ R; a, B, v, u € R" ve A € R olan ayarlama parametreleridir. e(t)
birim geri beslemeli sistemde hata isareti, u(t) kontrol isaretini temsil eder. a=p=y=1
olarak alindiginda klasik KMPID kontroldrii elde edilir. Boylece dogrusal olmayan
KMPID, klasik KMPID kontrolore gore ii¢ serbest parametreye daha sahiptir. u=-
A=1 alindiginda basit bir dogrusal olmayan PID kontrol yapisi ortaya ¢ikar. Kesirli
mertebe operatdrler hata isaretini daha etkin sekillendirme imkani saglarlar. Dogrusal

olmayan PID kontroldre gore tercih edilmesinin sebebi budur.

Dogrusal olmayan KMPID kontroloriin parametrelerinin ayarlayabilmek icin en basit
yaklasim belirli bir integral performans Olgiitiinii minimumlastiricak sekilde
bilinmeyen parametreleri (kp, kg, ki, o, B, v, 1 ve A) hesaplamaktir. Parametrelerin
integral performans ol¢iitiine gore analitik olarak elde edilemez, bu durumda sayisal

optimizasyon teknikleri kullanilmalidir. Bu durumda da sekiz parametreli
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kontroloriin arama uzayr c¢ok genistir. Bu zorluklardan &tiirii  kontrolor
parametrelerinin ayarlanmasi zor bir istir. Bu ylizden belirli integral performans
olgiitiinii minimum yapan PID kontrol6r tasarlanip {i¢ parametre (kp, Kq, Ki) ayarlanir.
Ikinci adimda bulunan ii¢ parametre kullanilarak kontroloriin mertebesi olan iki
parametre (A, u) ayarlanir. Son adimda ise bulunan bes parametre kullanilarak bu
integral performans 6l¢iitiinii minimum yapan a, 3, y parametreleri bulunur. Boylece
adim adim dogrusal olmayan KMPID’nin integral performan Olgiitiinii nasil

iyilestirdigi gosterilir.
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5. TAM SAYI MERTEBE TERS KONTROLORLER

Kesirli mertebe sistem modeller i¢in genellikle Oustaloup yaklasimi yapilarak
yiiksek mertebe tam say1 sistemler kullanilarak benzetimi yapilir. (3.4)’teki KTK
sistem modeli kullanilacagiz. Kullanilan modelleri mertebesi 0<a<I ve 1<a<2 olmak
tizere iki kisma ayiracagiz. Bu sebeple 6rnek model olarak (3.20)’de ve (3.24)’teki
KTK sistem modellerini inceleyecegiz. Kesirli mertebe kontrolorler icin de benzetim
yapilirken yliksek mertebe tam say1 kontroldrler kullanilir. Burada amag, yliksek
mertebe tam sayr kontrolorler yerine diisiik mertebe tam sayr kontroldrler
tasarlandiginda tatmin edici sonuglar alinip alinmadigini gérmektir. Kontroldr yapisi

olarak ters kontrolor tasarimi yapacagiz.

5.1 A¢ilim mertebesinde ters kontrolor tasarimi

Bu ters kontrolor tasariminda kesirli mertebe sistem modeline kars1 diisen tam say1
mertebe transfer fonksiyonunun tiim kutup ve sifirlar1 kullanilir. (3.20)’deki KTK
sistem modeli i¢cin (3.22)’de 11. mertebe tam say1 transfer fonksiyonu karsilig1 elde
edilmistir. Bu agilimdaki model i¢in kullanilacak ters kontrolér,

045+1 1 (s+0.002549)(s+0.008879)(s +0.03076)(s +0.1055)(s + 0.3551)...(5 + 36.87)(s +120.8)(s + 405.4)
s 0.073265 (s +0.002565)(s +0.009006)(s + 0.03162)(s +0.01110)(s + 0.3899)...(s + 59.26)(s + 208.1)(s + 730.5)

(5.1)

C(s)

olarak elde edilir. Elde edilen ters kontrolorde siirekli hal hatasin1 yok etmek icin
kontroldre integrator eklenmistir. Bu durumda birim geri besleme altinda birim

basamak cevabi ve kontrol isareti Sekil 5.1°de gosterilmistir.

(3.24)’teki KTK sistem modeli i¢in (3.26)’da 11. mertebe tam say:1 transfer

fonksiyonu karsilig1 elde edilmistir. Bu model i¢in kullanilacak ters kontrolér,

)= 66.3715'% +1 _ 1 (s? +0.05581s +0.001181)(s +0.002223)(s + 0.00813)(s + 0.053)(s + 0.235)...(s + 36.76)(s +129.1)(s + 453.3)
1.672s 0.0041808s (5+0.002206)(s + 0.007746)(s +0.0272)(s + 0.0955)(s + 0.3353)...(5 + 50.97)(s + 178.9)(s + 628.3)

Elde edilen bu ters kontroldr ile verilen model birim geri besleme ile kontrol
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edildiginde birim basamak cevabi1 ve kontrol isareti Sekil 5.2°de verilmistir.

sistemn gikig
kontralér gikig!

t (zaman) t (zaman)

Sekil 5.1: (3.20)’deki modelin a¢ilim mertebesinde ters kontroldrle a)birim basamak
cevabi b) kontrol isareti.

160 |

140}

120

100

80

sistemn gikigi
kontrolar gikigi

60

40

20

o

. . . L I 1 " L L . . L L
6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 ] i 8 9 10
t (zaman) t (zaman)

Sekil 5.2: (3.24)’daki modelin a¢ilim mertebesinde ters kontrolorle a)birim basamak
cevabi b) kontrol isareti.

5.2 Baskin kutup-sifir temelli ters kontrolor tasarimi

Bu ters kontrolor tasarimi kesirli mertebe modelin dinamiklerini yansitan baskin
bolgedeki kutup ve sifirlar oldugundan bu kutup ve sifirlarin yok edilmesine
dayanmaktadir. Bu amagla en baskin 1 kutup-sifir ¢ifti ve en baskin 2 kutup-sifir ¢ifti
parametrik olarak belirlenip sistemin baskin kutup-sifirlarin etkisini giderecek
parametrik bir ters kontrolor belirlenecektir. Bu tasarim KTK modeli i¢in 0<a<I
bolgesinde gecerli olacaktir. Bu bolgede kutuplarin T degiskenine goére nasil
degisecegini Sekil 3.5’te gosterilmisti. Bu sekle bakarak en baskin kutbu belirlemek
icin genlik kosulu uygulanacaktir. Genlik kosulu i¢in ilk iki kutup sifir ¢iftinin
uzakliklar1 T’nin belirlenmesinde diger kutup-sifir giftlerine gére daha etkin oldugu

diistiniilip diger kutup-sifir ¢iftlerinin oran1 kadar etkiledigi diisiiniilecektir, ki bu

40



ciftler sanal eksenden uzaklastikga kutup sifirin birbirine oranina (6) yakinsar. Bu

durumda

5N—2 ( pbaskm - a)p,l)( pbaskm - wp,Z)

—K'T (5.3)
(a)z 1 - pbaSkm )( pbaskm - a)z,Z)

bi¢ciminde bir esitlik elde edilir. Baskin kutbun bulunmasi asagidaki ikinci dereceden

denklem ¢oziimiine haline doniisiir:

K'T K'T
L+ 5N 2) pbaskm (a)p,1+a)p,2 +t-N=Z (wzl+w 2)) Prasian +(a) 10,, T 5 @0, 2) 0

oN? oM
H—/
Ko K K

(5.4)

Bu durumda baskin kutup

—K+rJk — 4Kk, (5.5)

pbaSkln = 2 ko

parametrik olarak elde edilir. wp1 Ve wp2 kesirli tiirevin(s*) baskin iki kutbunu, w1
Ve wz2 kesirli tiirevin(s*) baskin iki sifirina kars1 diiser. Sirasiyla bu kutup ve sifirlar

(2.13)’teki ifade yardimiyla k=1,2 olmak iizere

o L@ sa
;1= G (j)ZN @, _a)l(a) 2N
| |
i e (5.6)
Wy =0 (=)=~ Wy 2 = ()™

@,

parametrik olarak bulunabilir. Modelin baskin sifir1 ise kesirli tiirevin baskin

kutbudur (wp,1). Sistemin kazanci da

N-2
K" = Ko

_ 5.7
Ta)ﬁ‘+5N_2 S

Bu durumda tek baskin kutup ve sifirlart parametrik olarak bulunan sistemi igin

tasarlanacak ters kontrolor

— (S + pbaskm)
1baskm ( ) K "(S + a) ) (58)

olarak elde edilir.

Genlik kosulu i¢in ilk ti¢ kutup sifir ¢iftinin uzakliklar1 T nin belirlenmesinde diger
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kutup-sifir ciftlerine gore daha etkin oldugu disiiniiliip diger kutup-sifir ¢iftlerinin

orani kadar etkiledigi diisiiniilecektir. Bu durumda

5N—3 (wp,3 - pl)(pl _a)p,z)(pi _wp,l)
(0,5 = P )@,, — P)(P —@,;)

—K'T (5.9)

biciminde bir esitlik elde edilir. Baskin iki kutbun bulunmasi asagidaki tiglincii

dereceden denklem ¢6ziimiine haline doniistir:

K'T T
_(1+ '5N*3) pi3 + (a)p,l + w5 + , 3 + _5N73 (a)z,l +o,,+ a)z,s)) pi2 _ (a)pia)py2 + 0,0, ; N 0010, 4
T kl
—_ K'T
i oM (0,10, + @, ,0, 5 + ©,,0,5)) P, + W10 ,Dp 5 + Wa)z,la)z,Za)z,?: =0
K, v
(5.10)
Bu durumda baskin ii¢ kutup
k, (kK ki \s 9k k
3-2.(L)? oy T 0%
° > (5.11)
olmak iizere
1 27,k
Puons = 2(— )% cos(Z arccos(: (~ p) %) 05y - 1.
3 p 37 3k
1 recos(d 27,k (512)
= 2(-p)*® cos(=arccos(— (- p)*°) -1==) - =+
Prasnz = 2(= )" COS(z arccos( 0 =p) ) -17) *

olarak elde edilir. wp,1, wp,2 Ve wpskesirli tirevin(s*) baskin {i¢ kutbunu, w1, w22 ve
wz3 kesirli tiirevin(s®) baskin ii¢ sifirina kars1 diiser. Sirasiyla bu kutup ve sifirlar

(2.13)’teki ifade yardimiyla k=1,2,3 olmak iizere.

1-a 3« 5-a
Ay, D\ 5 A\
w,, =, (zh) 2N w, , =0 (;h) 2N W, 3 = O, (Zh) 2N
| | |
v » » (5.13)
W1 = O (=) Wy = O (=) 2N WDy3 = O (—)2N
2 2 2

parametrik olarak elde edilir. Modelin baskin iki sifir1 ise kesirli tiirevin baskin iki

kutbudur (wp,1 Ve wp,2). Sistemin kazanci da
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K5N—3

= 5.14
Ta);f+5N"3 ( )

Bu durumda 3 baskin kutup ve sifirlart parametrik olarak bulunan sistemi i¢in

tasarlanacak ters kontrolor

C3ba5km (S) — (S J:I pbaskml)(s + pbuska) (515)
K"(s+w,,)(s+,,)

(3.22)’deki KTK model i¢in sirasiyla (5.3-5.6) ve (5.7-5.13) denklemleri yardimiyla
tasarlanan baskin kutup sifir temelli ters kontrolorler

1 (s+0.002547)

Cpasin (S) =
waser (5) 0.900063 s(s +0.002565)

(5.16a)

1 (s+0.002548)(s +0.008865)
0.827776 s(s +0.002565)(s + 0.009006)

(5.16b)

C2baskm (S) ~

bi¢imindedir. Bu kontroldrlerle modelin birim basamak cevaplar1 ve kontrol isaretleri

Sekil 5.3°te verilmistir.

-
o

=
@

sistem gikigi
sistem gikigi

S
=

=
na

3 tane baskin kutup sifir 0.2
2 tane baskin kutup-sifir

3 baskin kutup sifir temelli
2 baskin kutup-sifir
L

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 1 2 o 4 5 3 T 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
t (zaman) t (zaman)

Sekil 5.3 : (3.20)’deki modelin baskin kutup-sifir temelli ters kontrolorle a)birim
basamak cevabi b) kontrol isareti.

5.3 Diisiik mertebe ters kontrolorler

Diisiik mertebe ters kontroloriin mertebesi, kesirli mertebe sistemdeki kesirli ifadenin
acilim mertebesinden kiiciik olmasidir. Sistem N. dereceden agilimla gergekleniyorsa
kontroloriin N. dereceden az olmasidir. KTK sistemlerinde kutup ve sifirlarin
yerlerini parametrik olarak belirleyebilmek i¢in sistem ikinci ve liglincii mertebeye
kadar indirilip sistem cevaplarina bakilacaktir. Kutup ve sifirlarin yerlerini

parametrik olarak belirlemek baskin olmayan kutuplarin ihmalini rahatlikla imkan
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sunup ters kontroloriin farkli tip kontroldre doniisiimiiniim kolayca saglamaktir. Ele
aliman KTK model mertebesine gore ikiye ayrilacaktir: 0<o<l bolgesi ve 1<0<2

bolgesi.
5.3.1 0<0o<1 bdélgesi icin ters kontrolor tasarimi
5.3.1.1 Kesirli tiireve 2. mertebe yaklasim ile ters kontrolor tasarimi

Model, parametrik olarak r=wn/wi olmak iizere

3 a 3.
K K(s2r* +s(w,A+Vr)r*) + mo,r* ?)
“y1 L a @ 3.
sl S2r4(L+ K 'or*) +sa, 1+ A+ K 'zr2)r* + 1+ K 't)ayo,r* 2 (5.17)
biciminde elde edilir. Sistemin kutup sifir gosterimi
K(s+z)(s+z,)
G (8) = - 22 (5.18)
(s+p)(s+p,)

Indirgenmis sistemin(Grepi(s)) tersine dayanan kontroldr temel yapisi asagidaki

sekildedir:

6.(5)- (RIS D)

Ks(s+z,)(s+2,) (5.19)

Siirekli hatasin1 yok etmek i¢in kontrolore bir integrator eklemistir. Ka ise
kontroldriin kazancim belirtir. Kontroloriin sifir ve kutuplar1 -sirasiyla indirgenmis

sistemin kutup ve sifirlarina karsilik diiser- parametrik olarak

3 «a

a a a a 3 3,a
—o,@+r)A+K r2)re i\/(a)h(l+\/F)(l+ K'zr2)r4)2 —4rt(1+ K 'zr) 1+ K ') oo r* 2
1,2 — 3

2r 1+ K 'zr%)

3 a

a a 3 3.a
_—(wh(1+ﬁ)r4)i\/(wh(1+ﬁ)r4)2—4r4mlwhr4 2
- 3

2rt

(5.20)

1,2

elde edilir.

5.3.1.2 Kesirli tiireve 3. mertebe yaklasim ile ters kontrolor tasarim

Model, parametrik olarak r=wn/wi olmak iizere
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11 b 12 e L
K K +8°@+r3+r3)ar ¢ +s(o, +o,r* +ard)ors +o'o,r
T2 b « T 2 a Ta
SAU+K'er) + @A+ 3 + 1)L+ K'er 3)ar ¢ +s@+K'er3) (@, +o,r* +or3)or® + L+ K't)o'o,r 2

7% +1

(5.21)
biciminde elde edilir. Sistemin kutup sifir gésterimi
K(s+z)(s+2z,)(s+z
Grepz (S) — ( 1)( 2)( 3) (522)
(s+P)(s+P)(s+ps)

Indirgenmis sistemin(Grep2(s)) tersine dayanan kontroldr temel yapisi asagidaki

sekildedir:

_ (s p)(s+p,)(s+p,)
C.(5)= Ks(s+2)(s+2,)(5+12,) (623

Ayn1 sekilde stirekli hatasim1 yok etmek kontrolore integrator eklenmistir.

Kontroldriin sifirlar1 —ayn1 zamanda indirgenmis sistemin kutuplari-

12 2 La
ko =1+K'zr® k=@+r3+r3)@+K'zr3)aor ®
a 1 2 & La
k,=1+K'zr3)(w, +o,r* +or3)or? k,=0+K'7)ofo,r 2
k, Kk k 9k k k
3-2_(L1)? 2(2) -T2 4273
— kO (kO) q_ (kO) k02 kO
9 o4 (5.24)

olmak tzere

1 q . 2,k
=2(-p)®® cos(=arccos(— (—p) %) -0-=) — —
P, =2(-p) (3 (p( p)) 3) 3

1 q _ 27, K
= 2(-p)°° cos(=arccos(— (—p) *°) -1=-=) - L
p, =2(-p) (3 (p( p)") 3 ) 3% (5.25)
1 q . 27, Kk
= 2(—p)*° cos(Zarccos(— (—p) *°) -2-=) - =+
P; =2(-p) (3 (p( p)) 3) 3,

kontroldriin kutuplar1 —ayn1 zamanda indirgenmis sistemin sifirlari-

45



1 1 ta 1 2 a
Ki=A+r3+r3)aor K, =(o, +ao,r*+aor?)or?
l+a
K, = 0’w,r 2 (5.26)
_ 3k, —k? o 2k3 —9k k, + 27Kk,
9 54
olmak lizere
2, =2(-p)**° cos(1 arccos(g (-p)*) - 02—”) ki
3 p 37 3
05 1 0, vosy 427\ K 5.27
z, =2(—p) " cos(zarccos(—(—p) ) -1—)——= (5.27)
3 D 37 3
1 q . 2z, k
z. =2(-p)*® cos(=arccos(— (-p) *?)—-2=2) -2
s =2(=p) (3 (p(p) ) 3) i

olarak elde edilir.

Ornek 5.1:

Bu ornekte kullanilacak (3.20)’deki KTK modelin (3.22)’de 11. mertebe tam say1
acilimi gosterilmisti. Ayrica boliim 3’te 11. mertebe model ile bu modele karsi
diisen, calismamizda kullanilacak olan diisiik mertebe 2. ve 3. mertebe modellerin
birim basamak cevaplar1 Sekil 3.6’da verilmisti ve aralarindaki karesel farklarin
toplami1 belirtilmisti. Bu 6rnekte (5.15-5.18) ve (5.19-5.25) denklemleri yardimiyla

diisik mertebe ters kontrolor tasarlanmistir. Elde edilen kontroldrler asagidaki

gibidir:
()= (s+0.129415)(s +18.1288) (5.282)
- 0.0732655(s +0.177828)(s +177.828)
5+0.0286649)(s +1.59289)(s +51.3828
C3.mer1ebe (S) ( )( )( ) (528b)

"~ 0.0732655(s + 0.0316228)(s + 3.16228)(5 + 316.228)

Sistem bu kontrolorler ile kontrol edildiginde birim basamak cevaplar1 ve kontrol

isaretleri Sekil 5.4’te verilmistir.

1 \_,_‘_‘_‘_\ -
04 / B 04
|

02h 02} ‘

=
@
kontroldr gikigi

sistern gikig!

2. mertebe yaklagimla digiik mertebe ters kontrolér ‘

‘l 2. mertebe yaklagimla diigiik mertebe ters kontroltr ]
| 3. mertebe yaklagimla diigiik mertebe ters kontrolsr

3. mertebe digiik mertebe ters kontrolar

. L . L L . . . L 0 . L L 1 1 . L L ,
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 G 6 8 10 12 14 16 18 20
t (zaman) t (zaman )

Sekil 5.4: (3.20)’deki modelin diisiik mertebe ters kontroldrle a)birim basamak
cevabi b) kontrol isareti.
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5.3.2 1<0<2 bolgesi icin ters kontrolor tasarim
5.3.2.1 Kesirli tiireve 1. mertebe yaklasim ile ters kontrolor tasarim

Model, parametrik olarak r=wn/wi olmak tizere

K K(s+aor?)
7s% +1

o a

SPK'zr*t + s+ K'zor2) + oyr? (5.29)
bi¢ciminde elde edilir.Sistemin kutup sifir gdsterimi

K(s+z,)

G = (e h p)is+ )

(5.30)

Indirgenmis sistemin(Grep1(s)) tersine dayanan kontrolor temel yapisi asagidaki

sekildedir:

C3(S) — (S+ pl)(s+ pz)

Ks(s+z,) (5:31)

Siirekli hatasin1 yok etmek i¢in kontrolore bir integrator eklemistir. Ka ise
kontroloriin kazancini belirtir. Kontroloriin sifir ve kutuplar1 -sirasiyla indirgenmis

sistemin kutup ve sifirlarina karsilik diiser-

~(1+K'tr? i\/1+K'ra)r2 P 4K trgr?
b2 = ( )= i ) ' (5.32a)
2K'zr
2, =-ayr? (5.32b)
parametrik olarak elde edilir.
5.3.2.2 Kesirli tiireve 2. mertebe yaklasim ile ters kontrolor tasarimi
Model, parametrik olarak r=wn/wi olmak tizere
e a+2
K Kao,(s+aor*)s+ar *)
TS“+1~ i L, . 3a P 3a+2 a . a+2 , a+l
s’K'ror* +s°(a, +K'mo,or + +K'mor * )+Sa)ha)|r4(1+\/F+K or 4 )+o,0r ?
(5.33)
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biciminde elde edilir. Sistemin kutup sifir gosterimi

K(s+2)(s+2,)
(s+P)(s+p,)(s+ps)

Grp(9) = (5.34)

Indirgenmis sistemin(Grep1(s)) tersine dayanan kontrolér temel yapisi asagidaki
sekildedir:

C (S) — (S+ pl)(s+ pz)(5+ p3)

! Ks(s+2)(s+2,) (5:35)

Stirekli hatasin1 yok etmek i¢in kontrolore bir integrator eklemistir. Ka ise
kontroloriin kazancini belirtir. Kontroldriin kutuplari -indirgenmis sistemin sifirlarina

karsilik diiger-
2, =-mr* (5.36a)

Z,=—ar * (5.36b)
biciminde parametrik olarak elde edilir. Kontroloriin kutuplari —indirgenmis sistemin
kutuplari- ii¢ tanedir. Kutuplarm 2 farkli kombinasyonu olabilir: Ugiiniin gergel
olmasi durumu ve ikisinin karmasik eslenik, birinin gercel olmasi durumu. Bu iki
durum, kok egrisinde kopma noktalarini veren

d(sO(s“™))
ds )

denkleminin ¢oziimiinden gelen ya dort gercel kok(xi, X2, X3, Xa V& X1>X2>X3>X4

0 (5.37)

olsun) ya da iki gercel kok (xs, X6 Ve X5>Xg olsun) ile ayrilabilir. Kok egrisinin bu
konumlarinda iki kok cakisik hale gelecektir. Kokler gercel ise karmasik eslenik
hale, karmasik eslenik ise gercel hale doniisecektir.

Model i¢in dort farkli kopma noktasi varsa [-o0 xa], [X3,X2] Ve [X1,0] araliginda kok

varsa kontroloriin sifirlari,

3a 3a+2
k, =K'zayr® k, =, +K'to,or * +K'ta)r *
a2 a+2 o+l

k, =m,or* Q+Jr +K'zgr +) k, = o,00r 2 (5.38)

3k Ky 2y ke, 57k

kO kO kO kO kO
p = q =
9 54

olmak lzere
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p, =2(-p)°° cos(% arccos(% (-p)**)-0 %ﬂ) L (5.39a)

3k,
1 q . 2w, k
= 2(-p)*® cos(=arccos(— (—p) %) -1==) - —L 5.39b
p, =2(-p) (3 (p( p) ") 3) 3 ( )
1 q . 27, kK
=2(-p)*° cos(=arccos(— (- p) *°)-2==) - —L 5.39
P, =2(-p) (3 (p( P) ") 3 ) 3, (5.39¢)

elde edilir. Aksi tadirde, koklerin gergel kismi [x1, X2] ve [X3,Xs] araliginda ise,
karmagik eslenik koklere sahiptir. Bu durumda (4.32)’de tanimlanan p ve q

degiskenleri, p>0 oldugu durumda kontroloriin sifirlari,

p, =—2p*° sinh(% arcsin h(g p?)) —% (5.40a)
p

k
Pos =k —p & f—(kl -p)’ (5.40b)

1

p<0 ve p3+g*>0 oldugu durumda kontrolér sifirlar,

p, = —2% (—p)°° cosh(% arccos h(ﬂ (-p)°)) —% (5.41a)

Y

/k
Pos=k—p % 33_ (k,— p,)? (5.41b)
i

Model i¢in iki kopma noktas1 varsa [-oo xg] Ve [X5,0] bolgesinde kok varsa koklerin

hepsi gerceldir ve kontroloriin sifirlar1 (5.38, 5.39) denklemleri yardimiyla
parametrik olarak elde edilebilir. [xs, Xs] bolgesinde kok varsa koklerin ikisi
karmasik eslenik, biri gerceldir ve kontroloriin sifirlar1 (5.38, 5.40, 5.41) denklemleri

yardimiyla parametrik olarak elde edilebilir.

Ornek 5.2:

Bu o6rnekte kullanilacak (3.24)’teki KTK modelin (3.26)’da 11. mertebe tam say1
acilimi gosterilmisti. Ayrica boliim 3°te 11. mertebe model ile bu modele karsi
diisen, calismamizda kullanilacak olan diisiik mertebe 2. ve 3. mertebe modellerin
birim basamak cevaplar1 Sekil 3.7°de verilmisti ve aralarindaki karesel farklarin
toplami belirtilmisti. Bu 6rnek i¢in Sekil 5.5°te (3.24)’teki modelde tiireve 3. mertebe
yaklasimla (T=66.371) serbest parametre alinarak ¢izdirilen kok egrisi gosterilmistir.

Kok egrisinde kopma noktalari sirasiyla x1=-0.0067319, x2=-0.149187, x3=-6.703 ve
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X4=-148.546 idir. Kontroloriin sifirlar1 ise -12.87, -0.01395+0.03124 idir. [x1, X2]

arasinda karmasik sifirlar olmalidir sonucuyla tutarlidir.

Root Locus. Root Locus
100 : . : : : : ‘ : . ‘ e : :

80 008

0 .08
= 9 ~ oosf
A <
2 2
g - 5 ool
g 8
g a
") 0 o o
< E:
= 0 sl
5 & oz}
£ 2
= =
5 g
E 0 E _po4f

0 -0.06

0 -0.08

100 S R \ x S S
-200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 0.2 -0.18  -0.16  -0.14 012 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
Real Axis (seconds™) Real Axis (seconds™)

Sekil 5.5: (3.24)’teki modelde tiireve 2. mertebe yaklasimla T ye gore ¢izdirilen kok
egrisi.
Bu ornekte (5.27-5.30) ve (5.31-5.39) denklemleri yardimiyla diisiik mertebe ters

kontrolorler tasarlanmistir. Elde edilen ters kontrolorler asagidaki gibidir:

s +0.168459s + 0.0150668
Cl.mertebe (S) = (542&)
0.0041808s(s +6.02559)

(s+12.87)(s? +0.0279s +0.0011707)

CZ.mertebe (S) =
0.00418085(s + 77.6247)(s + 0.0776247)

(5.42b)

Sistem bu kontroldrler ile kontrol edildiginde birim basamak cevaplart ve kontrol

isaretleri Sekil 5.6’da verilmistir.

: . . : : . : : . 250 T T T T T
2. mertebe yaklagimla digik mertebe ters kontrolar
/\ 1. mertebe yaklagimla diglik mertebe ters kontrolar
1 —_——— 200 q
0.8 150
_ @
@ =
= ES
o =
£ 06y g 100 -
w =
B <
04 50
02} 1. mertebe yaklagimla diisik mertebe ters kontroldr | 7 e \,
2. mertebe yaklagimla dugok mertebe kontrolar
0 L L L . . . . . . 50 L L L L . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 0.5 1 1.5 2 25 3 358 4
t (zaman) t (zaman)

Sekil 5.6: (3.24)’teki modelin diisiik mertebe ters kontrolorle a)birim basamak
cevabi b) kontrol isareti.
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5.4 Kutup-Sifir Thmalleri ile PID Tasarim

Bu kontrolor tasarimi dnceki bolimlerde verilen parametrik ters kontroldr tasarim
yonteminde digerlerine gore daha baskin olan kutup ve sifirlar géz Oniinde
bulundurularak yapilir. Boliim 3’te indirgenen sistem modelleri i¢in kutup-sifir
thmalleri yapilmis, birim basamak basamak cevaplart Sekil 3.8, Sekil 3.9, Sekil 3.10
ve Sekil 3.11°de gosterilmistir ve gergek modelle(11. mertebe) aralarindaki karesel
farklar Cizelge 3.1, Cizelge 3.2, Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’te verilmistir.

5.4.1 0<o<1 bolgesi icin PID kontrolor tasarimi

5.4.1.1 Kesirli tiireve 2. mertebe yaklasimla PID kontrolor tasarim

Mertebesi 0<o<l olan KTK modelinde kesirli tiirev i¢in 2. mertebe Oustaloup
yaklasiklig1 yapildiginda (5.18)’daki transfer fonksiyonu elde edilir ve bu modele
kars1 diisen diisiik mertebe ters kontrolor (5.19)’de verilmistir. Bu ters kontrolorde
kutup sifirlar arasindaki iligski z2>p2>z1>p;1 olarak kabul edilsin. Bu durumda z, kutbu
ihmal edilirse filtreli PID; z> kutbu ve p2 sifir1 ihmal edildiginde filtreli PI; z> ve z1
kutuplar1 ve p2 sifir1 ihmal edilirse filtresiz PI elde edilir ve kontroldrlerin katsayilar
parametrik olarak elde edilebilir. Boliim 5.3°te bu kutup ve sifirlar parametrik olarak
elde edildiginden karisiklig1 6nlemek amaciyla kontroldrleri katsayilart bu kutup ve
sifirlar cinsinden ifade edilecektir. Boylece filtreli PID kontrolor

1

K.
1+Ts(K"+?I+ K,S) (5.43)

CF_PID (S) =

bigiminde alindiginda Ky, Ki, Kq ve T parametreleri

K o—-PtPy oy PP 1 g1 (5.44)
Kz,2, Kz,z, Kz,z, Z

kolayca elde edilir. Filtreli PI ise

1 K,
Ce 5 (5) —ﬁ(Kp +?) (5.45)

bi¢iminde alindiginda Ky, Kj ve T parametreleri

K,=Pe K =PeP g1 (5.46)
KZZZl Kzzzl Z]_

elde edilir. Filtresiz Pl ise
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Co(5) =K, +% (5.47)

bi¢iminde alindiginda K, ve K parametreleri filtreli Pl kontrolorin Ky ve K

parametrelerinin aynisidir.
Ornek 5.3:

(3.20)’deki KTK model i¢in kesirli tireve 2. mertebe Oustaloup yaklasimi
yapildiginda elde edilen kontrolor (5.26a)’da verilmistir. Kutup-sifirlar gercel olacagi

icin teker teker sirastyla ihmal edildiginde asagidaki kontrolorlere ulagilir:

) (8+0.120415)(s +18.1288)

C.(s
13.0285s(s+0.177828)
12941
CZ (S) _ (S +0.129 5) (548)
0.718665(s +0.177828)
s+0.129415
Cy(s) = 121299
0.1278s

Bu kontrolorler sirasiyla filtreli PID, filtreli PI ve filtresiz PI big¢imindedir.
(3.20)’deki KTK model tasarlanan filtreli PID, filtreli PI ve filtresiz PI ile kontrol

edildiginde birim basamak cevaplari ve kontrol isaretleri Sekil 5.7°de verilmistir.

5

diglk mertebe
1 45 Filtreli PID
— Filtreli PI
— Filtresiz PI

4+

08 351

3k

=
@
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sistem gikisi
kontraldr gikis

2

=
=

16F

Dusik mertebe

02r Filtreli PID 1 T
— Filtreli PI 05|
— Filtresiz PI
0 | | 0 | | |

| | | |
0 5 10 15 0 05 1 15 2 25 3 35 4
t (zaman) t (zaman)

Sekil 5.7: (3.20)’deki kesirli tiireve 2. mertebe yaklasimli modelin kutup-sifir
thmalleriyle elde edilen ters kontroldrlerin birim basamak cevaplari ve kontrol
isaretleri.

5.4.1.2 Kesirli tiireve 3. mertebe yaklasimla PID kontrolor tasarim

Mertebesi 0<o<l olan KTK modelinde kesirli tiirev i¢in 2. mertebe Oustaloup
yaklagiklig1 yapildiginda (5.22)’deki transfer fonksiyonu elde edilir ve bu modele
kars1 diisen diisiik mertebe ters kontrolor (5.23)’de verilmistir. Bu ters kontrolorde

kutup sifirlar arasindaki iliski zz>p3>z>>p>>z:>p:1 olarak kabul edilsin. Bu durumda
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z3 Ve 2, kutuplari ve p3 sifirt ihmal edilirse filtreli PID; z3 ve z; kutuplar1 ve p3 ve p2
stfirlar1 ihmal edilirse filtreli PI; z3, z2 ve z: kutuplart ve p3 ve pz sifirlar1 ihmal
edilirse filtresiz PI elde edilebilir ve kontrolorlerin katsayilar1 parametrik olarak elde
edilebilir. Boylece filtreli PID kontrolor (5.43)’deki yapida kabul edildiginde K, K,
Kq ve T parametreleri

K __p3(pl+p2)’ K — P3P, Py K __ P T':_l (5.49)

P Kz,z,z, ' ' Kzzz,' ¢ Kzzz' Z,

kolayca elde edilir. Filtreli PI kontrolor (5.45)’teki yapida kabul edildiginde Kp, Ki

ve T parametreleri

K, = PP, K = p3p2p1'T-:_£ (5.50)
KZ3ZZZl KZ32221 Zl

elde edilir. Filtresiz PI kontrolor ise (5.47)’teki yapida kabul edildiginde K, ve K;
parametreleri Filtreli PI kontroloriin Kp ve Kj parametrelerinin aynisidir.
Ornek 5.4:

(3.20)’deki KTK model i¢in kesirli tiireve 3. mertebe Oustaloup yaklagimi
yapildiginda ise elde edilen ters kontrolor (5.26b)’de verilmistir. Kutup-sifirlar gercel

olacagi icin teker teker sirasiyla ihmal edildiginde asagidaki kontrolorlere ulagilir:

) _ (s+0.0286649)(s +1.59289)(s + 51.3828)
23.1684s(s + 0.0316228)(s + 3.16228)
(s +0.0286649)(s +1.59289)

C.(s

Cz (5) =
0.45089s(s + 0.0316228)(s + 3.16228)
C.(5) = (s +0.0286649)(s +1.59289) (551)
1.425868s(s + 0.0316228)
(s +0.0286649)
C4 (S) =
0.89514s(s+0.0316228)
5+0.0286649
Cs (5) = ( )
0.0283s

Son ti¢ kontroldrden sirastyla filtreli PID, filtreli PI ve filtresiz PI tasarim yapilabilir.
(5.51)’de elde edilen kontrolorler kullanildiginda sistemin birim basamak cevaplari

ve kontrol isaretleri Sekil 5.8’deki gibidir.
5.4.2 1<0<2 bolgesi icin PID kontrolor tasarim

5.4.2.1 Kesirli tiireve 1. mertebe yaklasimla PID kontrolor tasarim
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Mertebesi 1<0<2 olan KTK modelinde kesirli tiirev i¢in 1. mertebe Oustaloup
yaklasiklig1 yapildiginda (5.28)’deki transfer fonksiyonu elde edilir ve bu modele
kars1 diisen diisiik mertebe ters kontrolor (5.29)’da verilmistir. Bu haliyle kontrolor

filtreli PID bi¢imindedir. p1 Ve p2 karmasik eslenik olmas1 durumda bu kontrolor i¢in

5
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Sekil 5.8 : (3.20)’da kesirli tiireve 3. mertebe yaklasimli modelin kutup-sifir
ihmalleriyle elde edilen ters kontrolorlerin birim basamak cevaplari ve kontrol
isaretleri.

kutup sifir ihmali yapilamaz; fakat karmasik eslenik degilse filtreli PI elde etmek
miimkiindiir. Bu amagla bu boélgelerin saptanabilmesi (5.35)’teki kopma noktalarinm
veren denklem ¢oziilmelidir. Bu denklem sonucunda ikinci dereceden denklem elde

edilir ve ¢ozlimler parametrik olarak bulunabilir. Bu kokler,

o (“a’:)j i\/(w. (“a;h>3)2—4whw.

2

X = (552)

olarak bulunur.

Eger [x1, 0] bolgesinde kok varsa p1 ve p2 gergeldir. (5.29)’da p1<p2<z: iliskisi

oldugundan p: ihmali yapilamaz. z; ihmali yapilsa kontrolor gerceklenemez.

Eger [x2, X1] bolgesinde kok varsa p1 ve p2 karmasik esleniktir. Kontrolérde kutup

sifir ihmali yapilamaz.

Eger [-o0, X2] bolgesinde kok varsa p1 ve p2 gergeldir. (5.31)’da z1<pi<p2 iliskisi
oldugundan p2 ihmal edilirse filtreli PI elde edilir. Filtreli PI kontrolor (5.45)’teki
yapida kabul edildiginde Kp, Kjve T parametreleri

K=z, K =Pl p 1 (5.53)
Kz, Kz, Z
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olarak bulunur.
Ornek 5.5:

(3.24)’teki KTK model igin kesirli tireve 1. mertebe Oustaloup yaklasimi
yapildiginda elde edilen ters kontrolor (5.42a)’da verilmistir. Kopma noktalar1 -
11.9676 ve -0.0835587 idir. Kontroloriin sifirlar1 da -0.0842296+0.0892872 idir.
(5.42a)’da tasarlanan ters kontrolorde sifirlar karmasik eslenik geldigi i¢in sadece bir

kutbu ihmal edildiginde elde edilen kontrolor asagidaki gibidir:

2
_ 52+0.168459s +0.0150668 (5.54)

C. (s
1(8) 0.0251719s

Bu kontroldriin ger¢eklenmesi i¢in filtre tasarlanmasi gerekmektedir. Filtre

tasarimiyla simdilik ilgilenmeyecegiz.

5.4.2.2 Kesirli tiireve 2. mertebe yaklasimla PID kontrolor tasarim

Mertebesi 1<0<2 olan KTK modelinde kesirli tiirev i¢in 2. mertebe Oustaloup
yaklasiklig1 yapildiginda (5.34)’deki transfer fonksiyonu elde edilir ve bu modele
kars1 diisen diisiik mertebe ters kontrolor (5.35)’da verilmistir. Kontroloriin kutuplar
daima gergeldir, sifirlar1 ise karmasik eslenik gelebilecegi icin bolgelere ayirmak
gereklidir. Bu amacla bu bolgelerin saptanabilmesi (5.37)’teki kopma noktalarim
veren denklem ¢6ziilmelidir. Bu denklem sonunda dordiincii dereceden gelecegi igin
kokler parametrik olarak belirlenemez. Buradan itibaren parametrik olarak

belirlendigi diisiiniip bolgelere ayiracagiz.

Dort tane kopma noktast (x1, X2, X3, X4) oldugu durumda

e [Xq, 0], [X2, X3] Ve [Xs,-0] arasinda gergel kok varsa kontrolor sifirlarinin timi
gergeldir. (5.39)’deki parametrik ifade sifirlar1 biiylikten kiigiige sirali bir sekilde
verir. Kontroloriin (5.36b) ve (5.39c)’deki verilen kutup sifirlar1 ihmal edildiginde
(5.36a), (5.39a) ve (5.39b)’de kalan parametrik kutup ve sifirlar ile parametrik filtreli
PID kontrolodr elde edilir. Filtreli PID yapis1 (5.43)’teki gibi kabul edildiginde kutup

sifirlar cinsinden filtreli PID kontroloriin katsayilar ise

szps(p1+pz),Ki=_p3p2p1, K, =- Ps ,T'=_l (5.55)
Kz,z, Kz,z, Kz,z, Z

olarak elde edilir. Kontrol6riin (5.36b), (5.39b) ve (5.39¢)’deki verilen kutup sifirlari
ihmal edildiginde (5.36a) ve (5.39a)’da kalan parametrik kutup ve sifirlar ile
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parametrik filtreli PI kontrolor elde edilir. Filtreli PI yapist (5.45)’teki gibi kabul

edilirse kutup sifirlar cinsinden filtreli PI kontroldriin katsayilari ise

Kp=£;—:’221, K;—%ﬁ,?:—% (5.56)
elde edilir. Kontroloriin (5.36a), (5.36b), (5.39b) ve (5.39c)’deki verilen kutup
sifirlart ihmal edildiginde (5.39a)’da kalan parametrik sifir1 ile parametrik filtresiz PI
kontrolor elde edilir. Filtresiz PI yapisi (5.47)’deki gibi kabul edildiginde kutup ve
sifirlar cinsinden filtresiz PI kontroloriin K, ve K; parametreleri ise filtreli Pl
kontroldriin Kp ve Kj parametreleri ile aynidir.

e [X1,X2] arasinda karmasik eslenik kokiin gergel kismi varsa kontroloriin
sadece (5.40a) veya (5.41a)’daki bir sifir1 ve (5.36b)’deki bir kutbu ihmal edildiginde
(5.40b) veya (5.41b)’deki sifirlar1 ve (5.36a)’daki kutbuyla parametrik filtreli PID
elde edilir. Bu kutup ve sifirlar cinsinden filtrenin PID kontroloriin katsayilari
(5.55)’te verilmistir. Parametrik filtreli PI ve filtresiz PI baskin sifirlarin ihmaliyle
olusturulabileceginden kullanisli olmayacaktir.

e [Xs, X4] arasinda karmasik eslenik kokiin gergel kismi varsa kontroloriin
(5.40b) veya (5.41b)’deki karmasik eslenik iki sifir1 ve (5.36b)’deki bir kutubu ihmal
edildiginde (5.40a) veya (5.41a)’daki sifir1 ve (5.36a)’daki kutbuyla parametrik
filtreli PI elde edilir. Kalan bu kutup sifirlar cinsinden filtreli PI kontroldriin
katsayilar1 (5.56)’da verilmistir. Ek olarak (5.36a)’daki kutup da ihmal edilirse
filtresiz PI elde edilir. Kalan bu sifir cinsinden filtresiz PI kontroloriiniin katsayilar

filtreli PI kontroloriin Kp ve K parametrelerine esittir.

Iki kopma noktasi (xs, Xe) oldugu durumda ise

e [xs, 0] ve [Xe,-0] bolgesinde kok varsa kontroldriin sifirlarinin hepsi
gerceldir. Dort kopma noktast oldugu durumda kontrolor sifirlarin hepsinin gercel
oldugu zamanki kontrolor tasarimlar1 ayni sekilde olur. [xs, Xs] bolgesinde kok varsa
kontroldriin sifirlar1 karmasik eslenik eslenik gelecektir. Bu durumda diger sifira

baskin olup olmadigina bakilmalidir.
Ornek 5.6:

(3.24)’teki KTK model ig¢in kesirli tlireve 2. mertebe Oustaloup yaklasimi
yapildiginda elde edilen ters kontrolor (5.40b)’de verilmistir. Karmasik eslenik sifira
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sahip oldugundan dikkatli bir sekilde kutup sifir ihmali yapildiginda asagidaki

kontrolorler elde edilir:

C.(5) = s2+0.0279s +0.0011707
! 0.00032485s(s + 77.6247)(s + 0.0776247)
s?+0.0279s +0.0011707
0.0252s(s +0.0776247)
52 +0.0279s +0.0011707
C3 (S) =
0.0019565s

Ikinci kontrolérden filtreli PID tasarimi  yapilabilir. Ugiincii  kontroldriin
gerceklenmesi i¢in filtre tasarimi yapilmalidir. Kutuplar karmagik eslenik olmasaydi
filtreli PI ve filtresiz PI tasarimi da yapilabilirdi. (5.50)’de elde edilen ilk iki
kontroldrler kullanildiginda sistemin birim basamak cevaplar1 ve kontrol isaretleri

Sekil 5.9’daki gibidir.

250

3 kutup 2 sifir
2 kutup 2 sifir
filtreli PID

2001

08r

150
061

sistem gikigi
kontroldr gikis

0.4

0.2 — 3 kutup 2 sifir
2 kutup 2 sifir
filtreli PID

I 1 I I 1 I 1 1 I L L L L 1 1 1
0 ] 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t {zaman) t (zaman)

Sekil 5.9 : (3.24)’te kesirli tiireve 2. mertebe yaklasimli modelin kutup-sifir
thmalleriyle elde edilen ters kontroldrlerin birim basamak cevaplari ve kontrol
isaretleri.

5.5 Onerilen PID Kontrolorlerin Performans Olgiitleri

Bu boliimde katsayilar1 ele aliman model yapisinin parametreleri cinsinden elde
edilen PID kontrolérle bu model i¢in [19] makalesinde 6nerilen KMPI ve TMPID
kontroldrlerin performans olgiitleri degerlendirilecektir. Bunun i¢in mertebesi 0<o<I
arasinda olan KTK modeli ele alinacaktir. Makalede verilen kontroldrler ve bu tezde

onerdigimiz kontroldrler agagidaki gibidir:
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56.0224  0.0915s

0.314s+1

Cluo_wpiD (s)=0.1072+

Cruo_kupi (8)=0.225+ 8.0973
- S

1.0317

(s +0.129415)(s +18.1288)
13.0285s(s +0.177828)

(s +0.0286649)(s +1.59289)
1.425868s(s +0.0316228)

C2.mertebe_TMPID (S) =

C3.mertebe_TMPID (s)=

(5.58)

Onerilen kontrolorler

(5.58)’de verilen ilk iki kontrolor [19] makalesinde Onerilen TMPID ve KMPI

kontrolorler, son ikisi bu c¢alismada diisiik mertebedeki (2. ve 3.) kontrolorlerde

kutup-sifir ihmalleriyle elde ettigimiz kontrolorlerdir.

Sekil 5.10°da bu kontrolorle

sistem cevaplart ve kontrol isaretleri verilmistir. Cizelge 5.1’de bu kontroldrlerin

performans oSlgiitleri sunulmustur.

25

o

2
16H

— TMPID (2. mertebe)
TMPID (3. mertebe) [

—— TMPID {Luo)

— KMP!I (Luo)

=
)

sistem gikig!
o
@
kontrol igareti

&
i

05

=
)

— TMPID (2. mertebe)

TMPID (3. mertebe)
—— TMPID {Lua)
— KMPI (Luo}

=
=}

L !
5 10 18 0
zaman (sn)

=}

L L
5 10 15
zaman (sn)

Sekil 5.10: (5.58)’deki kontroldrlerin birim basamak cevaplari ve kontrol isaretleri.

Cizelge 5.1: Onerilen PID kontrolérlerin performans dlgiitleri.

Asim(%) Yiikselme Z. (sn) | Yerlesme Z. (sn) | ISE TV
TMPID (Luo) 10.204 0.0721 0.3099 0.02526 | 0.04774
KMPI (Luo) 1.3432 0.3384 1.3432 0.1078 0.0282
TMPID (2.mer.) | 0 1.8597 3.0911 0.501 0.01822
TMPID (3.mer.) | 0.4687 2.7567 4.5076 0.3893 0.01712
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6. CIFT TANK SIVI SEVIYE SISTEMI UZERINDE UYGULAMA

Calismamizda kesirli mertebe tek kutuplu sistem modeli i¢in bir 6nceki boliimde tam
say1 mertebe filtreli PID kontrolor tasarimi yontemi onerdik. Bu yontemin avantaji
filtreli PID kontroloriin - katsayilar1  kesirli mertebe tek kutuplu modelin
parametrelerine bagliligidir. Kesirli mertebe sistemler i¢in Onerilen kesirli mertebe
kontrolorler gerceklenirken yiliksek tam say1 mertebe kontroldrler kullanilir. Buradan
hareketle yiiksek mertebe tam sayr kontrolorleri diisiik mertebe seklinde ifade
edebilen kesirli mertebe kontrolorlerin avantajlarini koruyan karmagikligini azaltan

filtreli PID kontroldr tasarimi onerilmistir.

Tasarim yOntemimizin uygulanabilirligini sinamak i¢in ¢ift tank deney diizenegi
tizerinde calisilmistir. Cift tank deney diizeneginin 6zellikleri su sekilde ifade
edilebilir: Diizenekte 50 cm boyunda iki tank vardir ve bu iki tank arasindaki sivi
gecisi lic vana ile saglanmaktadir. Siv1 girisi ve cikist soldaki tanktan olmaktadir.
Sivi ¢ikist iki vana yardimiyla, sivi girisi ise oransal vana yardimiyla olmaktadir.
Sisteme giren sivinin debisi oransal vana konumuna bagli olarak degismektedir.
Oransal vananin konumu ise PLC’den gelen sayisal bilgi PLC’nin analog ¢ikis
modiilii yardimiyla elektropndmatik regiilator lizerinden 4-20 mA arasinda akim
bilgisi 0.7-14 psi arasinda basing bilgisine ¢evrilerek ayarlanmaktadir. Tanktaki sivi
seviyesi bilgisi ise basing sensori (¢ikist 1-5 V arasinda) yardimiyla PLC’nin analog
girts modiilii yardimiyla PLC’ye aktarilmaktadir. Sistem iki basing sensoriiniin
yerine bir basing sensorii ve tank secici kullanilmistir. Tank segici elemani ile hangi
tankta sivi seviye ol¢limii yapilacagini secilir. Ayrica elektropndmatik regiilator ve
basing sensoriiniin  kullanilabilmesi i¢in kompressor, Depodaki sivinin yukari
¢ikabilmesi i¢in pompa kullanilmistir. Kontrolor olarak da Allen-Bradley marka

PLC’lerden yararlanilmistir. Bu ¢ift tank deney diizenegi Sekil 6.1°de verilmistir.

Kontrolor tasarimi ve sistem modelinin diizgiin bir sekilde ¢ikarilabilmesi igin
PLC’de okunan sayisal degerler ile sistem igin anlamli olan bilgiler (debi(cm?/s) ve

yiikseklik(cm)) arasinda oOl¢ekleme yapilmasi gerekmektedir. Kullanilacak blok
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diyagrami Sekil 6.2°de gosterilmistir. Oransal vana PLC’den gelen sayisal bilgiyi
debiye(cm®/s) cevirmektedir.

a) b)

1.0ransal vana 9. Basing/Akim (0-2 PSI/ 1-5V) doniistiiriictisii
2.Seviye sensoril 10. Elektro-pnomatik regiilator (Akim/Basing
3.Tanklar (4-20 mA/0.7-14 PSI) doniistiiriicii)
4 Tanklar aras1 gecis valfleri 11. Elektriksel seviye bilgisi (PLC’ye)
5.Bosatim valfleri 12. Oransal vana konum komutu (PLC’den)
6.Baglat/Durdur butonlar1 13. Kompresor
7.Depo 14. PLC’nin giris/¢1kis birimi
8. Tank seviye segicisi 15. Pompa

16. Salter

I
[l
c)

Sekil 6.1: Cift tank s1v1 seviye sisteminin genel goriiniimii a) On goriiniim b) Arka
gbrliniim c) Sema diyagrami.
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Kontroloriin ¢ikisinin da debi olmasi i¢in oransal vananin ters karakteristigi
kullanilmis ve oransal vanadan gelen etki yok edilmistir; fakat oransal vana
karakteristiginin ¢ikarimi i¢in dogrusal fonksiyon (ax+b) uydurulmustur. Benzer
sekilde basing sensdriinden gelen bilgi PLC’de sayisal bilgi olarak goriineceginden
bu bilgi yiikseklik(cm) bilgisine gevrilmektedir. Dogrusal olarak elde basing sensorii
karakteristiginin tersinin alimmastyla hem etkisi yok edilmis olur, hem de sayisal

bilgi yiikseklik bilgisine doniistiiriilmiis olur.

Deney diizenegindeki fiziksel elemanlarin yapisi geregi sistemde dogrusal olmayan
etkiler fazladir. Oransal vananin konumunun alt ve iist sinirlarinin olmasi, oransal
vananin dogrusal oldugu bolgede yaklasik dogrusal olmasi, oransal vananin
bulundugu 6nceki konuma bagli olarak debi vermesi, sistem vananin olusturacagi

direnclerin s1vi seviyesine bagli olmasi sistemdeki dogrusal olmayan etkilerin temel

kaynaklaridir.
R 9{!21]3173 Debi ~Brvana | Sayisal Debi Yilks
+ — . 3 : i o | (cm3/s . fcm)
() Kontroler "V ters | g Oransa |emEll sistem -
‘ - karakt. |
Yiiks. ————  Caue
| (cm) Bas. Sen. | CAVsal Basing

ters - veri
karakt.

sensoril

Sekil 6.2: Blok diyagrami.

Bu sistemde debi miktar1 190 cm?/s’lik debi verilip sistem 13 cm oturmustur.
Sonrasinda 195 cm?¥s’lik debi verilmis ve sistemden veriler toplanmistir. Bu elde

edilen verilere model uydurulmaya ¢alisilmistir. Calismamizda

K

G(s) = Tl (6.1a)
G, (s) = TSK+1eLS (6.1b)
G,(s) = K (6.1c)

T,s°+T,s+1

bicimindeki sirasiyla kesirli mertebe tek kutuplu model, 6lii zamanl birinci mertebe
model ve 6lii zamansiz ikinci mertebe model uydurulmaya calisilmigtir. Adil bir

karsilastirma yapabilmek icin ii¢ serbest parametreye sahip olan kesirli mertebe tek
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kutuplu sistem modelinin yaninda {i¢ serbest parametreye sahip 6lii zamanl birinci

mertebe model ve 6lii zamansiz ikinci mertebe modelleri seg¢ilmistir. Toplanan

verilere model uydurulurken

T
2
etoplam = Z (ymodel - yveri)
t=0

bicimdeki karesel hata minimum yapilmaya caligilmistir. Bunun i¢in Biiyiik Patlama

(6.2)

Biiyiik Cokiis arama algoritmasi [28] kullanilmistir. Aramalar sonucunda elde edilen

sistem modellerinin parametreleri ve toplam karesel hatalar Cizelge 6.1°de

verilmigtir. Buna gore modelin elde edildigi aralik i¢cin en uygun model kesirli

mertebe tek kutuplu model oldugu goriilmiistiir. Elde edilen bu modeller ve sistemin

basamak yanit1 Sekil 6.3’te gosterilmistir.

Cizelge 6.1 : Modellerin katsayilari.

Kesirli mertebe tek kutuplu model | Olii zamanh birinci mertebe model | Olii zamansiz ikinci mertebe model
K 1.18314 K 0.88692 K 0.87862
T 73.6425 T 119.5197 T1 469.6709
a 0.8168 L 1.57 T2 118.3888

etoplam 87879 Etoplam 20527 etoplam 2342
18 T
175+
17 - .
16.5 .
E 16 -
< 155 .
]
= 15 -
14.5 s
sistem alinan veriler
14 kesirli mertebe tek kutuplu model | 7
3.8 dl0 zamanh 1. mertebe model
’ dll zamansiz 2. mertebe model i
13 1 1 | 1 | | 1
0 100 200 300 400 500 600 700
zaman (sn)
Sekil 6.3: Sistem verileri ve model cevaplart.
Elde edilen kesirli mertebe tek kutuplu ¢ift tank s1v1 seviye sistem modeli
1.18314
G,(s) = (6.3)

73.64255%%% 11
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bi¢cimindedir. Sistem parametrelerine bagli olarak verilen (5.24)-(5.27) denklemleri
yardimiyla sisteme ait kutup ve sifirlar bulunur. (5.49) denklemlerinde bu kutup ve

sifirlar kullanilarak filtreli PID kontrolor elde edilir.

(s+0.00699035)(s +0.160465) 1 (159,116 + 1.0658
0.0160466s(s + 0.0655843) 15.247s+1 '

+950.204s)
(6.4)

C1_ FPID (S) =

Tasarlanan bu kontroldr i¢in tasarima esneklik katmak adina serbest parametre olarak

kontroldre kazang eklenmistir. Basarim 0lciitii olarak da toplam hatanin karesi
ISE = j e?(t)dt (6.5)
0

ve kontrol isaretinin toplam degisimi
TV = |u., U] (6.6)
i=1

Olmak tizere I=a ISE+B TV secilmistir. Burada a ve  6l¢ekleme ¢arpanlari uygun
sekilde secilerek ISE ve TV basarim Olciitleri ayni seviyede degerlerdirilmistir.
Kontroloriin serbest parametresi Biiyiik Patlama Biiylik Cokiis arama algoritmasi

yardimiyla aratilmistir. Bu arama sonucu

e (s) = 32.904 (s+0.00699035)(s +0.160465) 1 0.562
1_FPID =oc.
) S

= (84.0056 + +501.705s)
s(s +0.0655843) 15.247s +1

(6.7)
bi¢iminde filtreli PID kontrolor elde edilmistir. Performans olgiitii ISE 0.9354, TV

0.968 olmak tizere 1.9034 olarak elde edilmistir. Benzetim sonucunda elde edilen

birim basamak yanit1 ve kontrol isareti Sekil 6.4 teki gosterilmistir.

14 T T T T T T T T T 35

12F 1 30

Sistem gikig!
kontrol igareti

. . . . . . . L I | L L | | I . 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
zaman (sn) zaman (sn)

Sekil 6.4: Kapali ¢gevrimli sistemin birim basamak yanit1 ve kontrol isareti.
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Elde edilen bu kontroldre ek olarak dort serbest parametreye sahip filtreli PID ve bes
serbest parametreye sahip KMPID kontroldrlerin katsayilar1 da Biiyliik Patlama
Biiylik Cokiis arama algoritmasiyla aratilmistir ve gercek sistem {izerine
uygulandiginda c¢esitli basamak isaretler i¢in Onerdigimiz (6.7)’deki filtreli PID
kontroldriiyle sistem cevaplar1 ve kontrol isareti Sekil 6.5’teki gibi olmustur. Tiim
parametreleri aratilan filtreli PID ve KMPID kontroldrler sistemi kararsizliga

siirliklemistir.

350

3001

sIv| seviyesifcm)
=
debi(cm3/s)

. . . L L L L . . . . L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
zaman (sn) zaman (sn)

Sekil 6.5: Cesitli basamak isaretleri i¢in sistem cevaplar1 ve kontrol isaretleri.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda kesirli mertebe tek kutuplu model olarak adlandirdigimiz model
yapist i¢in Once baskin kutup sifir temelli ters kontroldr tasarimi metodu Onerilmistir.
Sonrasinda diisiik mertebe ters kontrolor tasarimi {izerinden baskin olmayan kutup-
sifirlarin ihmal edilmesine dayandirilan endiistride siklikla kullanilan tam say1
mertebe PID kontrolor i¢in tasarim metodu sunulmustur. Bu iki tasarim metodunun
en avantajli yani kontrolor parametrelerinin sistem modeli parametreleri cinsinden
elde edilmesidir. Bu onerilen iki tasarim metodunda kesirli mertebe tek kutuplu
model, mertebesi [0 1] ve [1 2] arasinda olmak tiizere iki farkli kisma ayrilip
incelenmistir. Bu kesirli mertebe sistem modelini gerceklemek igin literatiirde

siklikla kullanilan Oustaloup yaklagimi tercih edilmistir.

Baskin kutup-sifir temelli ters kontrolor tasarim metodunda kesirli mertebe tek
kutuplu modelin mertebesinin sadece [0 1] arasinda oldugu durum irdelenmistir. Bu
tasarim metodu modeli yansitan baskin bolgedeki kutup-sifir ¢iftleri oldugundan
diger kutup-sifir ¢iftleri ihmal edilebilir diisiincesine dayandirilmistir. Bu amagla iKi
ve li¢ kutup sifir ¢iftini bulmaya yonelik parametrik hesaplamalar yapilmistir. Bu
hesaplamalar sistemin sifirlar1 —ya da ters kontroloriin kutuplari- kesirli tiirevin
kutuplar1 oldugundan sifirlarin yerleri Oustaloup yaklasimindan, sistem kutuplar1 —ya
da ters kontroloriin sifirlarini- i¢in kok egrisinde genlik kosulundan rahatca elde
edilmistir. Birim basamak cevaplar1 ve kontrol isaretleri a¢ilim mertebesinde ters
kontrolérdekine oldukca yakindir. Bdylece tatmin edici sonuglar elde edilmistir. ki
ve U¢ baskin kutup-sifir ¢iftiyle olusturulan ters kontroldrlerin birim basamak
cevaplart ve kontrol isaretleri birbirine oldukca yakin oldugunda islem yiikii
acisindan iki baskin kutup-sifir ¢iftiyle tasarlanan ters kontroldr daha uygundur.
Kesirli mertebe tek kutuplu modelin mertebesi [1 2] arasinda ise kokler karmagsik

eslenik gelebilecegi i¢in analizlerine bu tasarim metodu i¢in girilmemistir.

Tam say1 mertebe PID kontrolor tasarim metodunda ele alinan modelin mertebesinin

[0 1] ve [1 2] arasinda oldugu iki durum ig¢in de analizler yapilmistir. Bu tasarim
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metodu kullanilan Kkesirli mertebe sistem modelinin indirgenip baskin olmayan
kutuplarin  elenmesine dayandirilmistir.  Kesirli  mertebe sistem modelinin
indirgenmesindeki amag, model gerceklenirken kullanilan yiiksek mertebe Oustaloup
yaklasimimin diisilk mertebe Oustaloup yaklasimiyla ne kadar ifade edilecegini
gormekti. Bagka bir deyisle modelin var olan kutup ve sifirlarim1 az sayida kutup-
sifirla ifade edip edemeyecegimizi gormekti. Mertebesi [0 1] arasinda olan modeller
i¢in kesirli tiireve 2. ve 3. mertebe yaklasimla model indirgemesi yapildiginda tatmin
edici sonugclar elde edilmis, 3. mertebe modelde ¢ok kutup sifir ¢ifti kullanildigindan
sonuclar daha iyi ¢ikmistir. Modelin tiim kokleri gercel oldugunda PID yapisi rahatga
elde edilebilir. Mertebesi [1 2] arasinda olan modeller i¢in kesirli tiireve 1. ve 2.
mertebe yaklasimla model indirgemesi yapildiginda kokler karmasik eslenik
cikabileceginden PID yapis1 elde etmek i¢in ugrastirici analizler gerektirmistir. Tim
analizler yapildiginda agilim mertebesindeki ters kontrolore gore sonuglar kesirli
tireve 2. mertebe yaklagimla tasarim i¢in daha tatmin edici ¢ikmustir; fakat 1.
mertebe yaklasimda modelin karmagsik eslenik gelecegi kutuplarin  bolgeleri
parametrik olarak belirlenebiliyorken 2. mertebe yaklasimla gelecek bu bolgeler

parametrik olarak belirlenememistir.

Ayrica mertebesi [0 1] arasinda olan model 6rneginin alindig1 makalede Onerilen
kesirli mertebe PI ve tam sayr mertebe PID kontrolor ile tezde oOnerilen PID
kontrolorlerin performanlari kiyaslanmis. Yerlesme zamam ve ylikselme zamani
acisindan KMPI ve TMPID, tezde Onerilen PID kontrolorlere gére daha iistlinken
asim ve kontroldrlerin katsayilarinin model parametrelerine bagli olmas1 agisindan
tezde Onerilen kontrolor daha distiindiir. Ayrica kontroloriin kazanci, tasarim
parametresi olarak eklenirse yerlesme ve yiikselme zamani daha iyi duruma
getirebilir. Bu gelecek calismalarda irdelenmesi saglanabilir. Gelecek calismalarina
kesirli mertebe tek Kkutuplu sistem modeline O6lii zaman konarak analizler

genigletilebilir.

Onerdigimiz bu tam say1 mertebe PID kontroldr tasarimu, cift tank sivi seviye sistemi
tizerinde uygulanmistir. Bu amacla belirli ¢alisma bdlgesinde sistemden elde edilen
verilere uygun kesirli mertebe tek kutuplu model uydurulmustur. Ayrica tasarima
esneklik katmasi agisindan kontrolére kazang parametresi eklenmistir. Bu tasarim
parametresi, hata isaretinin karesi ile kontrol isaretinin toplami1 olan basarim 0l¢iitiine

gore biiylik patlama bliylik ¢okiis arama algoritmasi ile aratilmistir. Karsilastirma
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olarak dort serbest parametreye sahip tam say1 mertebe filtreli PID ve bes parametreli
kesirli mertebe PID kontrolorleri kullanilmistir. Katsayilar onerdigimiz yontemde
serbest parametrenin bulundugu gibi ayni algoritma ayni basarim Olgiitiine gore
aratilmigtir. DOrt serbest parametreye sahip tam sayr mertebe filtreli PID ve bes
serbest parametreli kesirli mertebe PID kontrolorleri sistemi kontrol edemezken

onerdigimiz kontroldr sistemi bagarili bir sekilde kontrol etmistir.
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