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OZET

Doktora Tezi
KESIRLI MERTEBEDEN BiR MATEMATIKSEL MODELIN COZUMU
Mustafa Ali DOKUYUCU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Ercan CELIK

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kesirli tiirev ve integralin
kronolojik sekilde tanimlari verilmistir. Ayrica kesirli tiirev ve integral konusunun

tarihgesi anlatilmistir.

Ikinci boliimde, kuramsal temeller bash@: altinda kesirli mertebeden tiirev ve integral
operatorleri ile ilgili tezde kullanilacak tanim, teorem ve lemmalara yer verilmistir.
Ayrica tezde kullanilacak olan Keller-Segel modeli tanitilmis ve model hakkinda gerekli

bilgiler verilmistir.

Uclincli bélimde, Caputo, Riemann-Liouville, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu
kesirli tlrev ve integral operatOrleri tanitilmis ve 6zellikleri gosterilmistir. Bunlara ek
olarak Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu operatorlerin Laplace doniisiimleri

verilmisgtir.

Ddérdincu bolimde, Keller-Segel modelini her bir operatdre entegre ederek varlik ve
teklik ¢oziimleri incelenmistir. Farkli niimerik ¢ozlimler kullanilarak sistemin bagdasik
¢cozlimleri elde edilmistir. Bulunan bagdasik ¢oziimler icin Mathematica programi

yardimiyla detayli analizler ve karsilastirmalar yapilmistir.

Besinci boliim ise tartisma ve sonug i¢in ayrilmaistir.
2017, 81 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli tiirev, Varlik-Teklik, Keller-Segel Modeli



ABSTRACT

Doctoral Thesis
A SOLUTION OF FRACTIONAL-ORDER MATHEMATICAL MODEL
Mustafa Ali DOKUYUCU

Atatiirk University
Graduate School of Applied Sciences
Department of Mathematics
Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ercan CELIK

This thesis consists of five parts. In the first part, definitions of fractional derivative and
integral are given in chronological order. Also the history of fractional derivative and
integral is explained.

In the second part, the definition, theorem and the lemmas that used in the thesis related
to derivative and are given integral operators of fractional order under the heading of the
theoretical base. In addition, the Keller-Segel model to be used in the thesis is
introduced and necessary information is given about the model.

In the third chapter, Caputo, Riemann-Liouville, Caputo-Fabrizio and Atangana-
Baleanu fractional derivative and integral operators are introduced and their properties
are shown. In addition to these, Laplace transforms of operators Caputo-Fabrizio and
Atangana-Baleanu are given.

In the fourth chapter, the Keller-Segel model is modified for each operator and the
existence and uniqueness solutions are examined. By using different numerical
solutions, coupled solutions of the system have been obtained. Detailed analyzes and
comparisons are made using Mathematica program for obtained coupled solutions.

The fifth section is devoted to discussion and conclusion.
2017, 81 pages

Keywords: Fractional Derivative, Existence-Uniqueness, Keller-Segel Model
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1. GIRIS

Birgcok makale ve teze de konu olan Marquis de L’Hospital (1661-1704)’in Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716)’c yazdigi mektup sayesinde kesirli tiirevin temelleri

atilir. L’hospital Leibniz’e n € Ny = {0,1,2, ... } inci mertebeden tiirev i¢in kullanilan n
sayisinin n =% olmasi halinde nasil bir durumla karsilasiriz diye sorar. Leibniz’in

30.09.1965 tarihinde bu soruyu cevaplamasiyla kesirli mertebeden tiirev ifadesi olusur.
Daha sonra bircok makale ve kitapta bu konu lzerinde ¢alisma yapilmistir (Podlubyn
1998).

Tam sayili mertebeden olmayan tiirev ve integral kavramlari tam sayili mertebeden
tirev ve integral kavramlar1 kadar eskiye dayanmasina ragmen, kesirli diferansiyel
denklemler teorisi son kirk yilda ivme kazanmistir. Bu zaman zarfinda arastirmacilarin
yaptig1 caligmalar incelendiginde teorik matematikten ziyade matematigin uygulamalari
tizerinde duruldugu goriilmektedir. 1974 yilinda New Haven sehrinde “The First
Conference on Fractional Calculus and its Applications” ismi ile diizenlenen konferans
kesirli tiirev konusunun literatiirde bir yeri oldugunu gostermektedir. Ayni yil Oldham
ve Spanier (1974) tarafindan “Fractional Calculus” kitab1 yazilmistir. Daha sonra kesirli
tirev Uzerine bir ¢ok dnemli kitap yazilmistir. Ornegin, McBride (1979), Nishimoto
(1991), Miller and Ross (1993), Kiryakova (1993), Rubin (1996), Davison and C. Essex
(1998), Podlubyn (1998), Hilfer (2000), Kilbas et al. (2006), Deilthelm (2010)
tarafindan yazilan kitaplar yol gosterme agisindan oldukca onemlidir. Kesirli tiirev
konusunda ilk olarak 1998 yilinda “Fractional calculus and applied analysis” dergisi
yayinlanmistir. Tiirkiye’de de 2007 yilinda Sabanci {iniversitesinde diizenlenen “Kesirli
Basamaktan Sistemler” bashigiyla diizenlenen bir 6zel oturum ile kesirli tiirev

konusunun lkemizde de 6nem kazandigi goriilmektedir.

Kesirli tiirev kavrami bu noktaya gelene kadar bircok iinlii matematik¢i tarafindan
yorumlanmig ve gelistirilmistir. Asagida Euler ile baslayan ve Fourier, Abel, Liouville

Riemann, Reimann-Liouville, Grinwald-Letnikov, Caputo, Miller ve Ross, Caputo ve



Fabrizio, Atangana ve Baleanu’ya kadar uzanan konu ile ilgili tanimlar kronolojik
olarak verilmistir (Dalir and Bashour 2010, Caputo and Fabrizio 2015, Atangana and
Baleanu 2015, Atangana 2016):

L. Euler (1730):

dnx™

=m(m—-1)..(m—-—n+ 1)x™", (1.1)
dxm

0zelligini kullanarak,

n,m
d"x r (m+1) o (1.2)
dx» T(m—-n+1)

esitligi ile tanimlar.

J. B. J. Fourier (1820-1822):

1 co co
fe) =5 | fGiz | costox—parap,
integral esitligi yardimiyla

dr 1 (® @
d];(nx) = %f_oof(z)dz f_oo cos(px —pz+n g)dp, (1.3)

elde eder.

N. H. Abel (1823-1826): Keyfi bir a degeri igin

*s'(mdn
CG—mE B (x),



esitligini kullanarak,

147%™ (1.4)
(1-a) dx—=’

s(x) = T
ile tanimlar.

J. Liouville (1832-1855): f(x) = Yoo Cnane™ seri agilimini kullanarak,

d°f (x) i W (L5)
= cpaletn”,
dxv ]
seklinde tanimlar.
G. F. B. Riemann (1847-1876):
1 X
D7F() = ey | -0 @de + 000, (L6)
c

esitligi ile tanimlar.

Riemann-Liouville: n — 1 < a < n olmak lzere,

n

DEFO) = ()

L3 fLW L7
(m—a)\dt/ J, (

t— T)a—n+1 ’

seklinde tanimlar.



Grinwald-Letnikov:

5]
DEFO) =limhe D" (1) (7) Fe ~ jm), (L8)
j=0

seklinde ifade eder.

M. Caputo (1967): n — 1 < a < n olmak Ulzere,

f"(x)dr (1.9)

DEFO = T | e

ile tanimlar.
K. S. Miller, B. Ross (1993):

Def(t) = D%1D% .. D% f(¢),

ST
I

(g, @y, ..., ), (1.10)

seklinde tanimlar.

M. Caputo, M. Fabrizio (2015): a € [0,1], f € H'(a,b), b > a olmak lizere,

a(t—1)

D7) =(11W£—02) f Fo) el =, (111)

seklinde tanimlar. Burada M (@) normallestirme sabiti olup, M(0) = M(1) = 1 dir.



J. Losada, J. J. Nieto (2015): 0 < a < 1 olmak Uzere,

2(1 — a)

IO @

2 [ 112
u(t) + - oM@ —[o u(s)ds, t=0, ( )

seklindedir.

J. Losada, J. J. Nieto (2015): 0 < a < 1 olmak Uzere, a. mertebeden Caputo-Fabrizio

kesirli tlrevi,
U (f 9]
Tosf@) =1 | el T pas e0 (1.13)
- 0

seklinde tanimlanir.

A. Atangana, D. Baleanu (2015): a € [0,1], f € H'(a, b), b > a olmak (zere,

u _ B(a) L a(t —1)% 114
ABEDES(t) = 1—a aj;) f'(DE, l——l 4 ldf, (1.14)

ile tamimlar. Burada B (a) normallestirme sabiti olup, B(0) = B(1) = 1 dir.

A. Atangana, D. Baleanu (2015): a € [0,1], f € H'(a, b), b > a olmak (zere,

N _B(@ d (! _at-o" 115
ABEDEf () = 1— aafb f(T)EaI ﬁl dr, (1.15)

seklinde tanimlar. Burada B (@) normallestirme sabiti olup, B(0) = B(1) = 1 dir.



A. Atangana, D. Baleanu (2015): 0 < a < 1 olmak (izere,

1-a)
B(a)

I ()} = u(y)(t — y)* tdy, (1.16)

a t
WEORG f

ile tanimlar.

A. Atangana (2016): f(x,t), x veya t yoniinde turevlenebilir bir fonksiyon olsun.

a, B € (0,1) ve x™“Ep {—%xﬁ"‘“} ve Z—i olmak uzere, f fonksiyonunu Atangana-

Caputo kismi diferansiyel denklemi,

Ang'ﬁf(x, £ = A(B) — a)f af (&, t)

1-B1( atn

O (@ [

(1.17)
(x — ©F* | dg,

1-p

seklinde tanimlar.

A. Atangana (2016): f(x,t), x veya t y('jnUnde tirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

a,p €(0,1) ve x “Ep {—ixﬁ’*“} ve — olmak uzere, f fonksiyonunu Atangana-

B
Riemann kismi diferansiyel denklemi,

A 1
0L 1,0) = g [ 160G
(1.18)
- Oy |- g - e as

ile tanimlar.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gamma Fonksiyonu

Tamm 2.1.1: Gamma fonksiyonu kesirli diferansiyel hesaplamalarinda kullanilan temel
bir fonksiyondur. Gamma fonksiyonu n! hesabindaki n sayisini, tamsayi olmayan

sayilar hatta karmasik sayilar1 da icerecek sekilde genellestirir. Gamma fonksiyonu,

3 2.1
I'(z) = f e tt? 14, Z ER, (2.1)
0

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir. Bir¢ok 06zelliginin yaninda en 6nemli

Ozelliklerinden biri,

I'z+1) =2zT(2), (2.2)
esitligidir. Bu esitligin gosterimi asagidaki gibidir.

0 0

e~tt?dt = [—e 't?)izy + Zj e ‘t?71dt = zT'(2). (2.3)
0

F(z+1)=f

0

(2.1) esitlikten goriilecegi tizere I'(1) = 1 olup, z = 1,2,3, ... i¢in

r)=1r1)=1=1!
ri3)=2r2)=211=2!

Nz+1)=zT(2)=2z(z-1)! =2z

elde edilir (Podlubny 1998).



Yukarida (2.1) denklemi ile verilen gamma fonksiyonu z > 0 igin yakinsaktir. Bu

durumda a >0 olmak uUzere her [a,b] sonlu araliginda gamma fonksiyonu ile
gosterilen foooe_ttz‘ldt integrali diizgiin yakinsaktir. Bilinen bu bilgiler ile birlikte

gamma fonksiyonunun diger 6zelliklerini de asagidaki gibi yazabiliriz:

1) T'[z] nin tanim bdlgesi {z: z > 0} dir.

2) T'[z] fonksiyonu z > 0 icin streklidir.

3) TJ[z] icin verilen integral, her sonlu [a,b] c R* aralifinda diizgiin yakinsak

oldugundan I'[z] nin turevide elde edilebilir.

Ayni zamanda I'[z] nin diger tamsayil1 basamaktan tiirevleride benzer hesaplamalarla

bulunabilir. Ornegin,
['[2] = f tn(t)etde, T[] = f £ In(0)]2etdt,
0 0
seklindedir (Podlubyn 1998).

Genellestirilmis Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonun taniminda da ifade edildigi gibi gamma fonksiyonunun tanim
kiimesi tim reel eksene genisletilebilir. Gamma fonksiyonunun reel eksendeki grafigi

Sekil 2.1 de verilmistir.



Sekil 2.1. Gamma fonksiyonun grafigi

(2.2) denklemindeki gamma 6zelliginden yararlanarak 1 < z < 2 i¢in I'(z) nin bilinen
degerlerini de goz Oniinde bulundurarak her z € R igin I'(z) elde edilebilir. Bunu
negatif z degerleri i¢in diisiindiigiimiizde, —1 < z < 0 oldugunda I'(z) = @ de
0<z+1<1 olacagindan I'(z+ 1) degeri bilindiginden z € (—1,0) igin I'(z) ler
bulunabilir. Bunu genellestirerek, —-n <z < —n+1ise 0 < z+n < 1 olup,

['(z+1)

(2.4)
zz+1)zZ+2)..(z+n-1)

I'(z) =

esitligini kullanarak gamma fonksiyonunun degerleri hesaplanabilir. Reel eksen
diisiintildiiglinde gamma fonksiyonunun sifir ve negatif tamsay1 degerleri sonsuzdur.

Gercekten,

1 1

1
t? e tdt > f t?7ldt = —,
eZ
0

I'(z) > f

0

olup,
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1
lim I'(z) > lim — — oo,
z—0+ ( ) z—0t eZ

elde edilir. Faktoriyel 6zelligini kullanarak,

lim I'(z) = lim(z— DI'(z—-1) - oo,
Z—00 Z—00

oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.2: Re(z) > 0 olmak lizere gamma fonksiyonu agagidaki limit gosterimi,

n!n? 2.5)
I'(z) = , .
) zz+1D)(z+2)..(z+n)
ile tanimlanir.
Tamim 2.1.3: Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak (izere T = % kabuli ile
1
B(z,w) = j 2711 — )V, (2.6)
0

ile tanimlanan integrale beta fonksiyonu denir.

Gamma fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasinda agagidaki gibi bir bagint1 kurulmustur.

t

h,w(t) = f 2711 — 1)V,
0

olsun. h,,,(t) fonksiyonunun ¢t~ ile t¥~* in konviilasyonu oldugu ve hy,, (1) =

B (z,w) esitliginin oldugu asikardir.

h, w (t) fonksiyonunun Laplace fonksiyonu H, ,, (s) olmak tzere,
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['(z)T(w) T(2)I'(w)

SZ SW SZ+W

Hz,w (s) =

)

bulunur. Diger yandan,
F(Z)F(W) tZ+W—1

hZ,W(t) = SZ+W ]

ifadesini ters laplace doniisiimii ile elde edebiliriz. O halde t = 1 igin,

_ T(@r(w)

B(z,w) = m,

elde edilir. Buradan da B(z,w) = B(w, z) oldugu ag¢iktir (Podlubny 1998).
2.2. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Tamm 2.2.1: C kompleks sayilar kiimesi ve @ € C olmak tizere, 1953 yilinda Mittag-

Leffler Fonksiyonu Wiman tarafindan ilk kez asagidaki sekliyle tanimlanmustir.

R(a) > 0, R(B) > 0 olmak Uzere,

I A 2.7)
Ea,ﬁ(z) = kzzom,

iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimlanmasi a« ve S igin secilen ¢zel

degerler igin bilinen bir¢ok fonksiyonu elde etmemizi saglar. Ornegin;

= LT+ k) L~

ez —1

Zk Zk
Fra(2) :;m:;(k+1)! =
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et—z—-1

- s 7k s 7k
E1’3 Z = - = l = 2 )
Zk:o ['3+k) Zk:o (k+1)! z

genellestirilerek,

elde edilir.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kullanilarak hiperbolik siniis ve kosiniis

fonksiyonlar1 da elde edilebilir. Ornegin,

o 42k o 42k
O ) S
21(2%) T2k + 1) i1 - Cosh®

2k+1

£, (27) = i z2%k _i z _ sinh(2)
2280 = L T2k +2)  Li@2k+ 1! 7z
k=0 k=0

seklindedir (Podlubny 1998).

Kismi tiirevli kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin c¢oziimlerinde onemli rol
oynayan fonksiyonlardan birisi de Wright fonksiyonudur. iki parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonunu kullanarak Wright tarafindan tanimlanan kismi tiirevli dalga denklemini
ornek verilebilir. Bunun disinda Agarwal ve Humbert, bu fonksiyonla ilgili birgok

kullanigh 6zelligi tanitmistir. Bu fonksiyon asagidaki gibi yazilabilir.

AN (2.8)
Wz a,p) ;m = E,(2).
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2.3. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Tamm 2.3.1: f,[a,b] Uzerinde integrallenebilen ve n>a >n—1,n € N* olmak

Uzere a.mertebeden Riemann-Liouville sol ve sag kesirli tirevleri,

1 d\" (¢t e
oDEf(E) = m(a) L (t—1) f(v)dr, 29)

1 d\" ¢
a — _ _ n—-a—1
DE® = ey () | €= @an
seklinde ifade edilir (Podlubyn 1998).

Bilindigi gibi a.mertebeden kesirli tiirevin anlam ifade edebilmesi i¢in tam say1 olmasi
durumunda saglanmasi gerekir. Riemann-Liouville kesirli tirevi icin a’nin tamsayi

olmasi durumunda,
a\“% a\“%
DEFO) =(5) ve DEFO =(-%),

seklinde ifade edilir. Diger yandan yapilan fiziksel yorumlar incelendiginde siirecin
simdiki durumunun gelecekteki durumuyla iliskili olmadigindan sag tiirev ihmal edilmis
ve Riemann-Liouville kesirli tiirevi denildiginde sol tiirev dikkate alinmistir. Ozel

olarak n = 1 ve 0 < a < 1 olmasi durumunda Riemann-Liouville kesirli tiirevi

appy__ L d (" f@dr 2.10
aDEf (1) = I'l—oa dt_L (t—1)«¥ ( )

seklinde yazilir. Griinwald-Letnikov tlirevinin ¢ok islevsel olmadigi tanimdan kolaylikla
anlasilmaktadir. Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminin gelismesinde onemli rol
oynasa da uygulamali matematigin gelismesi ve bir¢ok alanda kullanilmasindan itibaren
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin baslangi¢ deger problemleriyle birlikte

formulize edilmesi dnem kazanda.
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Fakat Riemann-Liouville yaklasimi, k = 1,2, ...,n ve b; katsayilar olmak lzere, t = a
alt sinirindaki kesirli tlirevinin limit degerlerini iceren baslangi¢c kosullarini kullanmay1

gerektirir.
lim ,DF1f(t) = by,
t—-a

lim aDg_zf(t) = bz,
t—a

lim ,DF"f(t) = b,,.
t-a

Bu sekilde verilen bir baslangic deger probleminin ¢oziimiine ulasmak miimkiin olsa da
fiziksel olarak yorumlamak neredeyse miimkiin olmadigindan dolayr ¢ok kullanigh

g6zikmemektedir.

Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in kullanilabilecek en kullanigh tanimlardan birisi
Caputo kesirli tiirevidir. Kisaca agiklamak gerekirse, Caputo kesirli tliirevinin tanimina
gore sabitin tiirevi sifirdir, diger yandan a alt limitinin sonlu degerlere sahip olmasi

durumunda C sabitinin Riemann-Liouville kesirli tiirevinin degeri sifir’a esit degil,

Ct™@

a —
oDt = rl—a)

ile bulunan degere esittir. Caputo ilk olarak 1966 ve 1967 yillarindaki makalelerinde bu

soruna ¢oziim bulmustur.
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Tamim 2.3.2: Caputo kesirli tlirevi,

NS S A A D) 211
IO = F—as j e (2.11)

seklinde ifade edilir. Sayet a degerini 0 < a < 1 arasinda bir deger alirsak,

w1 F@
ath(t)_r(l—a)_];(t—T)“dT,

a = n,n € N olmasi1 durumunda ise,

Dif (&) = f™ (),

esitligi elde edilir. n = 0 degeri igin de Caputo kesirli tiirevi,

Daf(t) = f(x),

seklinde tanimlanmustir.

Caputo tanimimin neden diger tanimlardan daha kullanigh oldugu, Kesirli tirevin
baslangic kosullarinin, tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerinin baslangic

kosullar1 cinsinden ifade edilebilir olmasi seklinde yorumlanabilir (Podlubyn 1998).

Fakat tanimda kullanilan (t — 7)% ¢ekirdegi t = 7 noktasinda tekilligi saglamadig: igin
2015 yilinda Caputo ve Fabirizo kesirli tiirev tanimii asagidaki sekilde yeniden

tanimlamistir.
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Tamm 2.3.3: Bilindigi iizere Caputo’nun bilinen en gecerli kesirli tiirev tanimi

0 < a < 1 olmak Uzere,

appyo_ L [ f® 2.12
DEFO = F—s | Gt 212)

1
i-a)

seklindedir. (2.12) denklemindeki ¢ekirdegimiz olan (t — t)~% yerine e_%t ve

(@)
—a)

yerine de yazilirsa,

DEFQ@) = a- Ma )) f f(‘[)e[_a(t T)]df (2.13)

denklemi elde edilir. Burada M (a) normallestirme sabiti olup M(0) = M(1) = 1 dir.
Yeni tanimlanan Kesirli tlirevde f(t) sabit iken kesirli tiirevi sifir elde ediliyor. Fakat
bilinen tanimda t = 7 ic¢in bir tekillik elde edilemiyor. Bir diger 6nemli durum ise
kullanilan uzaylarla ilgili olup f fonksiyonunu H'(a,b) yerine L'(—oo,b) olarak

secilirse,

DEF() = [‘%] d, (2.14)

elde edilir. Son denklemde o = 1?70[ € [0,00], a = ﬁ € [0,1] yazilirsa, son olarak

DIf () = (—) f'(De (t;ﬂ] dr, (2.15)

bulunur. Burada ¢ € [0,] and N(o), M(a)‘nin normallestirme terimidir ve N(0) =
N(o0) =1 dir. Caputo ve Fabrizio (2015) makalesinde ger¢ekten de yeni ve eski

tirevler arasinda bir uygulama 6rnegi yaptiginda « = 0.66 igin oldukga benzer bir
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sonu¢ elde etse de a sifira yaklastikga 6rnegin, @ = 0.1 igin ¢ok daha hizli bir sekilde
kararl1 oldugunu sdylemistir. Daha sonra elde edilen bu tanimi Laplace doniisiim ve
Fourier dontisiim icin elde etmis ve gayet iyi sonuglar elde etmistir (Caputo and
Fabrizio 2015).

Losada ve Nieto (2.13) denkleminde verilen Caputo ve Fabrizio’nun (2.13) tanimini bir

adim daha ileriye tasiyarak agsagidaki tanimi elde etmislerdir.

Tamm 2.3.4: Caputo’nun 0 < a < 1 araligindaki kesirli tiirev tanimi1

a & @ 2.16
‘D f(t)_F(l—a) . (t—r)“dr’ (2.16)

a

olup, burada b > 0, f € H*(0,b) dir. Cekirdegimiz olan (t —7)~* yerine e1-" ve

. 1
ra-a) yerine de m yazilirsa
cFa gy (2~ OM@) f Loy P (2.17)
DO =S| F@el i ar

elde edilir. Burada M(a),a bagli olan normallestirme sabitidir ve M(0) = M(1) =1
dir. Elde edilen iki tanimdan da goriilecegi tizere f sabit fonksiyon oldugunda,
CFD%f = 0 dir. Fakat bu iki tamim arasindaki en 6nemli fark, t = 7 icin eski tanimimn

aksine yeni tanimda tekillik yoktur. Laplace doniistimii kullanarak

2—-a)M(a)
2(s+a(l—-ys)

LITDUF)](s) = (sLIFDI(s) = £(0)), s>0, (218)

ifadesi yazilabilir (Caputo and Fabrizio 2015).
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Laplace ve ters laplace tanimlarin1 kullanarak, Losada ve Nieto’nun kesirli integral ve

kesirli tiirev tanimlar1 asagida verilmistir.

Tamm 2.3.5: 0 < a < 1 olsun. a. mertebeden f fonksiyonunun kesirli integrali,

2(1 —a)

O = G on@

2a t 4 -0
u(t) +m£u(s) s, t=0, (2.19)

seklindedir (Losada and Nieto 2015).

Bu tanimdan yola ¢ikarak f fonksiyonun birinci mertebeden integrali, 0 < a < 1 olmak

Uzere,
2(1 — a) N 2a _9
2-aoM(@)  @-aM(@)
dir. Buradan M («) ifadesi bulunursa,
M(a) = 2 0<ac<1
O s K

elde edilir. Bu durumda yeni bir Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanim1 yazilabilir.

Tamm 2.3.6: 0 < a < 1 olmak Uzere f fonksiyonunun a. mertebeden kesirli turevi,

a(t—1)

Fpef(t) = ﬁ j t F'() e[‘W]dT, (2.20)

dir (Losada and Nieto 2015).

Tamm 2.3.7: f € H'(a,b),b > a,a € [0,1] olsun. Bu durumda, kesirli ttrev,
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a _ B(o) t _a(t — 1) 291
ABEDEf(E) = mfb f (T)Eal ﬁl dr, (2.21)

dir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 2.3.8: f € H(a,b),b > a,a € [0,1] olsun. Bu durumda, kesirli tiirev,

ABRpa £ (1) = B(“) dtf F(0)E, l a(i:zaldr’ (2.22)

dir (Atangana and Baleanu 2016).

Teorem 2.3.9: f € H'(a,b),b > a,a € [0,1] olmak Uzere,
ABSDES () = “PDEf (1) + H(D), (2.23)

dir (Atangana and Baleanu 2016).

Ispat: (2.23) esitliginde her iki tarafa Laplace doniisiim uygulanirsa,

B (a) s?L{f(O}(s) s (0) B(a)

asa+1i¥a Sa+1aa1—a

LEAPGDEf (D}(s) =

elde edilir. Daha sonra,

s*1f(0) B(a)

a 1-ao
—a

L{APSDEf (D)} (s) = L{UPEDEf (D)} (s )—

yazilir. Son esitlikte her iki tarafa ters Laplace uygulanirsa,

AEDEF(E) = PEDEF(E) — L FO)E, (o),
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bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir (Atangana and Baleanu 2016).

Tamm 2.3.10: Lokal olmayan ¢ekirdek ile tanimlanan yeni tlirev tanimi kesirli integral

ile agsagidaki gibi iligkilendirilir. . mertebeden Atangana-Baleanu kesirli integrali

1— t
BEYO} =G f O+ g [ e —ay, @24

seklinde ifade edilir (Atangana and Baleanu 2016).

Yukarida yazilan Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tlrev
tanimlarinin modelimize uyarlanarak varlik ve tekligini inceleyecegiz. Bundan dolayi

varlik teklik ile ilgili kullanacagimiz tanim, lemma ve teoremler asagida verilmistir.
2.4. Varhk Teklik

Tamim 2.4.1: x-ekseninin bir [ alt araliginda tanimli siirekli fonksiyonlardan olusan bir

fonksiyon ailesi {f,,(x)} olsun. Eger her € > 0 i¢in

[x —xol < &
oldugunda

|fn(xX) — fu(x0)| <, vn € N,

olacak bicimde bir § = §(x,) > 0 bulunabiliyorsa, {f,,(x)} ailesine eg-streklidir denir
(Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Lemma 2.4.2: Her € > 0 igin [0, T] tizerinde taniml1 siirekli x.(t)



21

D¥(x.(t) — x.(0)) = f(t, x(D), 0<a<l,

(2.25)
xe(0) = xo

baslangi¢ deger probleminin ¢ozimii olmak zere, 0 < t < T icin |f(¢t, x.(t))| < M
kosulu saglamiyorsa, {x.(t)} fonksiyon ailesi 0 <t <T iizerinde es-sureklidir.

(Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Teorem 2.4.3: Ry = [(t,x):0 <t < a,|x — xo| < b] icin f € C[Ry, R] ve R, Uzerinde
|f(t,x)| < M olacak sekilde M = 0 olsun. Bu durumda, 0 < t < y Uzerinde (2.25) deki

baslangic  deSer probleminin en az  bir ¢0ziimi  vardir.  Burada

1
y = min (a, [%F(a + 1)]”), 0 < a < 1 dir (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Ispat: § > 0 olmak lizere x,(€), [—3, 0] lizerinde x.(t) = x,(t) Ve [0,y;] lizerinde

xe(t) = f (t = )1 (s, x.(s — €))ds, (2.26)

T@

olacak sekilde bir x.(t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda D%x.(t) mevcuttur ve

y; in seciminden dolay1

|xe(t) xOl

e )f (t—5)1f(s,xc(s — €))ds

a

a-14. _ My
F( )f(t—s) ds = F(a+1)£b’

dir. y; <y olmasi durumunda da (2.25) denklemi kullanilarak x.(t) fonksiyonu
¥y, = min(y,2¢) olmak (zere [-&,y,] Uzerinde kesirli mertebeden strekli
tirevlenebilir ve |x.(t) — xo| < b kosulunu saglayacak sekilde genisletilebilir. Bu

sekilde devam edilirse, |x.(t) — xo| < b kosulunu saglayan, [—&,y] tizerinde taniml
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bir x_e(t) fonksiyon tanimlanabilir. Bu fonksiyon, kesirli mertebeden siirekli tiirevlere
sahip ve ayni aralikta (2.25) denklemini saglayan bir fonksiyondur. Ayn1 zamanda R,
tzerinde |f(t,x.(t — €))| < M oldugundan |D%xy(t)| < M dir. Bu durumda {x_e(t)}
ailesinin es-siirekli ve diizglin sinirli fonksiyonlarin bir ailesi oldugu sdylenebilir.
Ascoli-Arzela teoremine gore, n — oo halinde €; > €, > --- > €, ve [—8,0] Uzerinde
x(t) = lim,_, x.(t) olacak sekilde bir {e,} dizisi mevcuttur. f dizgin surekli
oldugundan, n - oo halinde €,, = € ve y; = y alinmasiyla (2.25) Un terim terim integre

edilmesiyle,

x(t) = xo + %Lt(t —$)*1f(s,x(s))ds,

elde edilir. Bu da (2.25) baslangi¢ deger probleminin bir x(t) ¢éziimiiniin varligini

Verir.

Teorem 2.4.4: Ry = [(t,x):0 <t < a,|x — xo| < b] icin f € C[Ry, R] ve R, Uzerinde
|f(t,x)| <M olacak sekilde M = 0 olsun. f,R, tizerinde ikinci degiskenine gore

Lipschitz kosulunu saglasin, yani, her (t, x,), (t, x,) € R, icin

|f(t,x1) — f(t,x2)] < Alxy — x5,

olacak sekilde A > 0 sabiti mevcut olsun. Bu durumda, 0 <t <y Uzerinde (2.25)

baslangi¢ deger probleminin tek bir ¢oziimii vardir. (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).
2.5. Keller-Segel Modeli
2.5.1. Kemotaksis

Burada bir varligin rasgele belirlenmis hareketi ele alinacaktir. Ornegin, hiicreler,
bakteri, kimyasallar ve hayvanlar genellikle rasgele hareket etmektedirler. Mikroskobik

hareket analizi, birgok bireysel pargacigin diizensiz hareket ettigini gostermektedir.
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Difiizyonun dogada meydana gelen ¢esitli tasinim olaylarindan biri oldugunu biliyoruz.
Reaksiyon-difiizyon sistemleri, maddelerin birbirlerine doniistiigii lokal kimyasal
reaksiyonlar1 etkilemektedir. Maddelerin yiizeye yayilmasi sayesinde sz konusu sistem

diflizyonu da etkilemektedir (Murray 2002).

Bir¢ok bocek ve hayvan tiirii, ayn1 tiirler arasinda bilgi aktarmak icin koku duyularim
kullanmaktadir. Ornegin, disi ipekbdcegi giivesi Bobmyx mori’de ve birgok derin deniz
baliginda bu gergeklesmektedir. Bu tiirlerin  yaydigi kimyasallara feromon
denilmektedir. Bu da akillara: Kemotaksis nedir? Sorusunu getirmektedir. “Kemotaksis,

digsal kimyasal derisim alanina tepki olarak bir hiicrenin veya bir organizmanin

hareketidir” (Hofer 1999).

Keller-Segel modeli, kemotaksisin en yaygin kullanilan modellerinden biridir. Hiicresel
civik mantar Dictyostelium discoideum’a odaklanmak iizere gelistirilmistir. a(x,t) bir
harekete neden olan atraktant’ta bulunan gradyani olarak belirtiriz. Ortaya ¢ikan hiicre

aki, p(x, t) olan hiicre sayisi ile artacaktir. Su sekilde yazilabilir,

] = px(a)Va.

Burada; /] kemotaktik aki olup y(a) ise atraktant derisiminin bir fonksiyonudur (Murray

2002). Denklem genel olarak p(x, t) icin

op .
E+dw] = f(n),

sekilde yazilabilir. Burada; f(n) hicreler igin biyime ifadesini belirtmektedir, toplam
aki,

Jtot = ]diff + Jchem

elde edilir. Burada J4;rr = —DVp . Bu nedenle,
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Pt = Dpxx — (p)((a)ax)x + f(n)' (2.27)

dir. Burada; D hiicrelerin difiizyon katsayisidir. Denklem (2.27), Reaksiyon-diftizyon-
kemotaksis denklemi olarak adlandirilmaktadir. a(x,t) kimyasal bir ifade olarak

bilinmekte olup a(x, t) genellikle
ar = Dgayy + g(a, P); (2.28)

sekilde yazilabilir. Burada: g(a,p) kinetik bir ifade olup D,ise a’nin difiizyon
katsayisidir. Bu ifade p ve a’ya baghdir.

{pt = Dpyyx — X(pax)x (2.29)
a; = Dglyyx + g(a: ,0)-

Keller-Segel’e gore (Keller and Segel 1971) kinetik ifadeler g(a,n) = hp — ka
seklinde olacaktir, burada h, k pozitif sabitlerdir. hp amip sayisina (n) oranl iken, —ka
ise atraktant etkinliginin azaldigin1 géstermektedir. f(n) = 0, amip tretim oranini
dikkate almadigimizi ifade eden basit bir modeldir. Kemotaktik bir ifade olan y(a), x
sabiti olarak alinabilir. Daha sonra da dogrusal olmayan sistem dogrusal formla

g(a,n) = hp — ka seklinde yazilir.

0

a—'[; = DAp — y div(pVa),

da (2.30)
Frin D,Aa + hp — ka.

Burada; a tiiketilen gida olup, p bakteri popllasyonunu ifade etmektedir. Bu da, a ve
p’nun Laplace katkisina sahip iken farkli bir isareti olmasi dolayisiyla difiizyonun
siklikla stabilize edildigi, kemotaksisin ise siklikla destabilize edildigi izlemini

vermektedir
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(2.30)’da yer alan birinci denklem, hticre dinamiklerini belirtmektedir. Bu denklem,
rasgele hiicre hareketinin difiizyon akis1 modelini, bunun yani sira hiicre hareketine
yonlendirilmis aki modelini ve kimyasalin derisim gradyanina orantili olarak hizi
belirtmektedir. (2.30)’da yer alan ikinci denklem, dogrusal iiretim ve h,k > 0 sabit
hizlarinda dejenerasyon ile kimyasal kinetigi gosteren bir reaksiyon-difiizyon
denklemidir. Sistem (2.30), ‘minimal kemotaksis modeli’ olarak adlandirilmaktadir. Bu
model, ¢ozumun evrensel varlig1 ve uzamsal oriintii olusumu gibi giclu dinamikleri

icermektedir (Horstmann, 2001).

2.5.2. Diftizyon denklemi

Diflizyon, herhangi bir maddenin ¢ok yogun ortamdan, az yogun ortama dogru gegme
stirecidir. Bu siireg, madde yogunlugu bolge boyunca esit hale gelene kadar devam
etmektedir. Madde yogunlugu farki fazla ise, diflizyon daha hizli olacaktir. Fiziksel
kimyada, bu durum kinetik enerjilerine bagli olarak molekiillerin rastlantisal
hareketleridir. Rastlantisal hareket, baslangicta Brown tarafindan Brown hareketi olarak

One sirdlen difuzyonun temel fikirlerinden biridir.

Bir futbol sahasinda bulunan havaya rasgele top atan insanlar ile tamamen rastlantisal
olan ve ¢esitli yonlerde hareket eden topun hareketi, rastlantisal hareket benzetmesi

ornegidir (Wesselingh, 1993).

= Difiizyonun matematiksel aciklamasi

Diflizyon, bir maddenin molekiiliiniin ¢ok yogun ortamdan (bireysel ve rastlantisal
hareketler yoluyla) az yogun ortama hareketini kapsamaktadir. Molekiillerin diflizyonu
kinetik bir sure¢ olup, Fick kanunu ile agiklanmaktadir. Difiizyonun goreceli kolayligt
veya zorlugu, difiizyon molekiillerinin karsilastigi dirence baghdir. Molekiillerin
derisim gradyanimin bir bolgesinden digerine olan difiizyon hizina ‘aki’ (J)

denilmektedir.
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=  Fick’in Birinci Kanunu

Aki biyiikliigii, disiiniilen ortamin iki bolgesi arasindaki derisim gradyani ile ilgilidir.
Aki denklemini derisim farkini esas alarak tekrar yazarsak, Fick’in Birinci Kanunu
olarak bilinen denklemi elde ederiz. Bu denklem, iki bolge arasindaki derisim gradyani

‘sifir’ oluncaya kadar devam eder (Flynn, 2002).

_dc (2.31)
J=D—

Bu kanun, denge kosullarinda gegerlidir. dc/ dy derisim gradyani olup, zamandan

bagimsiz bir degerdir. ilgili denklemde, D molekiillerin difiizyon katsayisii, C

derisimi, x molekiillerin difiizyon yiizeyine paralel olarak kat ettigi mesafeyi gosterir.
= Fick’in ikinci Kanunu

Fick’in birinci kanununa gore derisimin mesafe ile degisimi zamandan bagimsiz iken,
Fick’in ikinci kanununa gore ise, derisim ve aki hem zaman, hem de mesafeye baglidir.

Bu denklem s0yle tanimlanabilir:

dc  dU (2.32)

dx  dx’
Denklem (2.32)’te ikinci dereceden kismi diferansiyeli alarak,

d  _d% (2.33)

S dx | dx?’

ayrica, alinan bu denklemde _d]/dx ifadesi yerine dc/dt ifadesi yazildiginda,
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dc D d?c (2.34)
dt  dx?

elde edilir. Bu Fick’in Ikinci Kanunu olarak bilinmektedir. Bu denklemde, molekiil
hareketinin sadece bir yone dogru oldugu kabul edilir. Diflizyonda, zaman ve mesafe

arasindaki derisim farki, degisim hizi ile orantilidir (Atkins 1978).

Reaksiyon-diftizyon denklemi, reaksiyon ifadesi ile difiizyon ifadesinden olugmaktadir,

genellikle su sekilde olmaktadir:

p: = DAp + ap, D > 0. (2.35)

Burada: a sabit biiyiime oranidir. Bu denklem, Difiizif-Malthus denklemi olarak
adlandirilir. Tlk ifade, “diflizyonu™ difiizyon katsayis1 olarak D ile gdstermektedir. Ikinci
ifade, (ap) diiz bir islev olup siirecleri gercekten “degisim” olarak mevcut p ile

gOstermektedir.

p(t,x) = u(x)v(x) esitligini kullandigimizda,

Du" (x)v(t) + au(x)v(t) = ulx)v'(t),

veya esdeger olarak,

p(t,x) = 2 Bye ([% — (%) 2] t sin <anx>), (2.36)
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elde edilir. Burada By, baslangig verileri p, i¢in Fourier katsayisidir. O halde iki durum

s6z konusudur;

= Eger a<0 ise, (2.35) esitligi asimptotik olarak kararlidir, ¢iinkii serideki tlm
terimler t — +oco kadar hizli sekilde katlanarak sifira ulasmaktadir

= Egera > 0 ise, acikca goriildiigii gibi,

j; (2.37)
L<m|—
a

Ve sonrasinda ¢oziim p(t,x),t — oo, olarak sifira yaklasir. (2.37)’deki kritik degerler,
Kritik Yol Boyutu’nu belirtir. % orani oldukga yiiksek ise, difiizyon hakimdir. Boylece,

eger bir reaksiyon yoksa a = 0, bu ¢6ziim asimptotik olarak kararhdir.

Birden fazla tiiriin rekabet, yikicilik, reaksiyon kinetigi ve karsiliklilik (digerlerinin
yaninda) gibi siirecler yoluyla etkilesimi, degiskenlik gdsteren difilizyon sabitlerini
gosterir. Bu gibi durumlarda, “reaksiyon-diflizyon sistemi ile modellenme” durumunda
oldugu soylenir. Bu sistem daha once Fisher (Fisher 1937) ve Kolmogorov
(Kolmogorov et al. 1937), Kessler ve Levine (Kessler and Levine 1998) ve Kawasaki

(Kawasaki et al. 1997) tarafindan incelenmistir.
= Reaksiyon-Difuizyon Denklemi

Reaksiyon-Difiizyon denklemi,
pe = Dpxx + f(&,x,p), (2.38)

seklindedir. Burada f(t,x, p) dogum/6liim siirecini  belirtmektedir. Genel olarak

populasyon modeli
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_ _P
f)=rp(1-3) (2:39)
sekilde varsayilmaktadir. Burada, r ve N pozitif sabitlerdir. Tasima kapasitesi N
biiylimenin sinir1 olarak belirtilmektedir. f(p), bir populasyondaki lojistik biytime
olarak adlandirilir. Eger p = N ise, sistem kararlidir. Ote yandan, eger p = 0 ise, sistem
kararsizdir (Atkins, 1978).

= Turing Kararsizhgi

Turing (Turing 1952), kesin olmayan bir durumda, kimyasallarin tepki verebilecegini ve
difiize edilebilecegini ileri stirmiistiir. Bu, kimyasallar veya morfojen derisimlerin sabit-
durumlu, heterojen uzamsal formlarinin olusumuyla sonuglanacaktir. Cogunlukla

kimyasal turler icin a(x, t) ve b(x, t) yapilariyla ilgilidir. Dolayisiyla, esitlik sistemi

{ata = fi(a,b) + D, Aa
atb = fz(a, b) + DbAb, (240)

seklindedir. Burada; f; ve f,, daima dogrusal olmayan kinetikleri belirtmektedir.

Turing’in kavrami kolay ama diistindiiriicii olmasinin yani sira ¢ok 6nemlidir. Turing
bunu, herhangi bir difiizyonun s6z konusu olmadig1 durumlarda; bir diger deyisle a ve
b‘nin dogrusal olarak sabit bir sekle dogru yol aldig1 durumlarda ele almistir. Bu da,
belirli durumlarda gergeklesir. D, nin Dy’ye esit olmamasi durumunda, uzamsal tekdiize
durumlar difiizyon motiveli kararsizlik ile gelisebilir. Difiizyon genellikle dengeleyici
bir prosediir olarak kabul edilir, bu nedenle yukaridaki kavramin neden derin bir fikir
olarak kabul edildigini belirtir. Asagidaki bilgilendirici benzetme, gergek¢i olmasada,
difiizyonun nasil destabilize oldugunu belirlemek i¢in kullanilir. Schnakenberg’in

(Schnakenberg 1979) reaksiyonu,



30

{fl(a,b) = K; _K2a+K3a2b (241)
f2(a,b) = k4 — K3a®b,

seklinde yazilabilir. Burada; k, pozitif sabit orani belirtmektedir. a ise f;(a, b)’de yer
alan k3a?b ifadesi ile kendiliginden olusur. Buda, reaksiyonlar-difiizyon sistemlerini

gosterir.

Difiizyon yapilari, hayvanlar1 aragtirmak i¢in rasyonel bir temel olusturup istila ve
dagilimi da kapsamaktadir. Bu da, popiilasyon artisindan kaynaklanan difiizyon iddias1
s0z konusu oldugunda, bocek dagilimmin 6nem arz ettigi konvansiyonel diflizyon
yapisiin uzantilarindan biridir. Bu yapilarin birinde, difiizyon katsayisi (a) veya daha
dogrusu diflizyon (D)’nun p ile artma egilimi gosterecegi sekilde popiilasyon
biiytikligiine (n) bagl olan bir aki (J) bulunmaktadir.

() =-D(P)Vp, D'(p)>0. (2.42)

Bazi hayvan popiilasyonlarindaki bireylerin difiizyon akisi i¢in D(p), p’ye bagl olarak
artmaktadir. Bu yapida, diflizyon bireylerin hizli bir sekilde daha yiiksek yogunluklara
ulagabilmesi i¢in yogunluga bagli olmaktadir. S6z konusu olay, bazi durumlarda
deneysel olarak incelenmistir — 6rnegin, iki birey arasindaki mesafe git gide azaldikca
difiizyon sonucu mukavemette itici etki artar. Buna ek olarak, bdyle bir varsayim hacim
doldurma etkisiyle tetiklenebilir: yogunluk ¢ok yiiksek oldugunda, pozitif hacimleri
nedeniyle bireyler birbirlerini daha fazla veya daha derin bir sekilde hissederler. Bir dizi
yazar, kemotaksis baglaminda dogrusal olmayan difiizyon kullanimi i¢in savunmada
bulunmustur. Bu, kemotaksis ve difiizyon arasinda iyi bir denge elde etmek igin
amaclanmakta olup, muhtemel bir stabil durum ve kemotaksis prevalansi ile
sonu¢lanmaktadir. Genellikle, kisi kemotaksis hakim sistemin bir sonucu olarak patlama
etkisi disinda bir 6riintii olusumunu gormek isteyebilir. Darcy kanununun uygulanmasi,
patlama yapmayan (orijinal kiitle ne kadar biiyiik olursa olsun) ve zamanla esit sekilde

cevrelenmis olan Keller-Segel yapisina bir ¢oziim iiretmek i¢in muhtemel yontemlerden
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biridir. Genis zamanlar i¢in ¢dziilmesi zor olan Oriintiilerin olugmasini 6nerir. Dogrusal

olmayan diftizyon ile ifade edilen Keller-Segel yontemini bir kez daha disiiniirsek;

D(p) = Cp’ 1, y>1, C>0, (2.43)

biiyiik yogunluklar i¢in polinom biiylime 6zelligine sahip difiizyona iligkin genel bir
durumu gostermektedir. div(p?~1vy) = %Ap” oldugu i¢in, sabitleri asagidaki esitligi

elde etmek i¢in standartlastirabiliriz,

pe = Ap¥ — div(pVc)
0=Ac+p (2.44)
p(t,0) = po(x).

Yiiksek yogunluklar i¢in daha biiyiik olan D(p)’den diflizyon etkilerinin basarili
olmasina yardim etmesini, dolayisiyla yogun agregasyon durumunda yogunlugu asagi

cekmesi beklenir.

Patlak-Keller-Segel (PKS) modeli, kemotaksis i¢in en ¢ok bilinen ve yaygin olarak
kullanilan modeldir. ilk olarak 1953’te Patlak (Patlak 1953), daha sonra Keller
tarafindan sunulmus ve 1970 yilinda Segel tarafindan da tanitilmistir (Keller and Segel
1970). Model,

{Pt = V(k,(p, a)px — k2(p, a)pay) + Kk3(p, @)
a; = Dyayy + Kk4(p, @) — ks(p, a)a, (2.45)

seklindedir. Burada; p hiicre yogunlugunu goéstermekte olup a kimyasal sinyalin
derigimini belirlemektedir. x,(p,a) hucrelerin difuzyonu iken, k,(p,a) kemotaktik
hassasiyeti belirtmektedir. x5 (p, @) hiicre blyumesini gosterirken, x4 (p, a) ve ks(p, a)

ise kimyasal sinyalin tretimini ve bozunumunu gdsteren kinetik fonksiyonlardir. Hillen
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ve Painter, bu modelde baz1 varyasyon tiplerini tanimlamaktadir. Biz de minimum ve

dogrusal olmayan difiizyon modeline odaklanacagiz.

Minimal model, evrensel c¢ozumler ile bir dizi ilging spesifikasyonlara sahiptir.
Coziimlerin varlig1 ve tekligi, ozellikle agregasyon ve bu ozelliklerin dogaya baglilig

ile ilgili sorular ortaya ¢ikmistir (Chen 1992).

Minimal model su sekilde gosterilmektedir:

{pt = V(DVp — xpVa),
a; =Via+p—a.

Dogrusal olmayan difiizyon modeli su sekilde gosterilmektedir:

{ut = V(Du"Vu — yuVv), n>1
v, = Vv +u—vw.

Burada; D diflizyon sabiti olup, y ise kemotaksis duyarliligidir (Hillen and Painter
2009).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde ilk olarak tezde kullanilacak olan ve kesirli tiireve yon veren Caputo,
Riemann-Liouville, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirev ve integral

operatorleri hakkinda bilgi verilmistir.
3.1. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve integrali

Oncelikle Riemann-Liouville kesirli integral tanimini1 verelim. a negatif olmayan bir
reel say1 olsun. f, J = (0,00) Uzerinde pargali siirekli bir fonksiyon ve bu aralikta
integrallenebilir olsun. Bu durumda, t > 0 icin, f fonksiyonunu a. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integrali,

1

1°f(t) = @

f (t —D)* f(v)dr, a >0, (3.1)

seklinde yazilir.

n. mertebeden baslangi¢ kosullar: verilen

{yn(t) = f(t) ) (3.2)
y() =y'(c)=y"(c) =0,

diferansiyel denklemi ele alalim. Cauchy fonksiyonu yardimiyla,

esitligi (3.2) problemine uygulanirsa, tek ¢6ziim,
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; (t — 7)1
y(t) = mf(‘r)dr, (3.3)

c

olarak bulunur. Bu ifade timevarim yoluyla ispatlanabilir (Podlubyn 1998).

Ispat: n = 1 igin,

{y’(t) =f(®) (3.4)
y(c) =0,
bulunur. (3.3) esitliginden,

t to i-1

jyuwx= %%;%Tf@wm (3.5)

esitligi elde edilir. y(¢) = 0 oldugundan,

ﬂﬂ=fﬂ@w,

bulunur. Simdi, (3.3) denkleminin n i¢in dogru oldugunu varsayarak, n + 1 igin de

dogru oldugunu gosterelim.

{y("“)(t) = f(®) (3.6)
y(©) =y'(e) = =y™(c) =0,

baglangig deger problemini goz oniine alalim. u(t) = y'(t) olsun. y@*V(¢) =
("™ (t) esitligi kullanilarak (3.6) denklemi,
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{u(n)(t) =f®
u(e) =u' () = =u(c) =0,

olur. Tiimevarim kullanilarak,

Lty’(x)dx = L:C <j:=c%f(x)dx> dz

t t _ n-—1 t _ n
y(®) = y(c) = f ( f (( )1), f(x)d2>dt= [ = D peoa
=0 c

elde edilir. y(c¢) = 0 oldugundan,

y© = [ @ @)

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmais olur.

Biliniyor ki (3.2) denkleminde f fonksiyonu y nin n. mertebeden tlrevidir. Bu durumu,
y fonksiyonu, f fonksiyonunun n. mertebeden integrali seklinde de yorumlanabilir.

Yani,

O = ] (t 0" f (), (39)

yazilabilir. Sonug olarak, (3.8) denkleminde n gordiigiimiiz yere pozitif bir reel a sayisi

yazilirsa Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir.

(3.8) denklemi kullanilarak Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi da yapilabilir.

m—1< a < m olmak lzere,
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(e 1 [ o L
RLpa _ { dx™|T(m—a) ] (x —t)ati-m |’ m <asm
Df(x) = o
am (3.9)
k dxmf(x)' a=m

seklinde yazilir.

Riemann-Liouville operatorii ile ilgili baz1 6zellikler asagida verilmistir (Podlubyn
1998).

Lineerlik: Tam sayili tiirevlerde oldugu gibi kesirli tiirev operatorleri de lineerlik
ozelligini saglar (Podlubyn 1998).

DT Qf () + g(©) = ADUF (&) + D f(O).

Toplama ve Degisme: x € [a, b] ve f(x) € L,(a, b) olsun.

. a>0,8>0ise,
1805, () = 157 F (),
o Sol Riemann-Liouville kesirli tlrevi ters islem 6zelligini saglar.
D& g f(x) = f(x),
. a>0,8>0ise,
DEIEF () = 157 F(0),
. a = 0vem € Nolsun. DZ, f(x) ve D&™f (x) var ise,

D™Dg.f(x) = Dgi™f (x),
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elde edilir.

o a>0,n=[a] +1vell %f(t), (n — a) mertebeden Riemann-Liouville kesirli

integrali olsun.

a) 1<p<ovef(x)€If(Ly)ise,
15.DE f(x) = f(x),
b) f(t) € Li(a,b) ve I}7%f(x) € AC™[a, b] ise,

L (n-j) (a)

D8 G) = £ = ) s
j=1

Sayet « = n € N ise,

(t—a),

oo
DM f(x) = f(x) — Z fn—ja!(a)
j=0

elde edilir (Podlubyn 1998).

3.2. Caputo Kesirli Tiirev ve Integrali

(t—

e,

Teorik matematik icin Riemann-Liouville operatorii olduk¢a kullanigli olup kesirli tiirev

konusunun gelismesinde ve ilerlemesinde blyuk bir pay sahibidir. Fakat modellemenin

giinliik hayatta uygulanmasi arttik¢a baslangi¢c kosullari ile fiziksel durumlara en 1yi

yaklasim yapan Caputo olmustur. Caputo 1967 yilinda asagidaki tanimi yapmuistir.

n—1 < a < nolmak Uzere,

t M (r)dr
(CZ — ‘I’l) 0 (t _ T)a+1—n'

GDEF(E) = r

(3.10)
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seklinde tanimlanir. Caputo tanimmin en Onemli avantaji tamsaylr mertebeden

diferansiyel denklemlerle ayn1 formda baslangi¢ kosullarina sahip olmasidir.
Caputo operatoriiniin birka¢ 6nemli 6zelligi asagida yazilmstir:
Lineerlik:
D*(Af () + uD%g(t)) = AD*f(t) + uD%g (1),
esitligi ile ifade edilir (Podbubny 1998).
Ispat:

D*(Af (&) + uD%g(t))

= llm h~ Z( 1)r (Af(t —rh) + ug(t — rh))

nhta

=2 lim h- “Z( " ( f(t—rh)

nhta r=

+u im ko aZ( D ( g(t—rh)—/lD“f(t)+uD“g(t)

nhta r=

seklindedir. Benzer sekilde a. mertebeden (k — 1 < a < k) Riemann-Liouville kesirli

tarevleri icin,
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D*(Af(t) + uD%g(t))

1 dk t
R Ff (t =D (Af (@ + ug(D))dr
=ﬁdtkf (t — D1 (1)dr

U k—-a-1 — a a
+mﬁfa (t—1) g(©)dt =AD*f(t) + uD%*g(t),

esitligi ile lineerlik 6zelligi gosterilebilir (Podbubny 1998).
Homojenlik: C herhangi bir sabit olmak Uzere,

aDECE(t) = CIGDEF (D],
esitligi ile homojenlik 6zelligi gosterilebilir (Podbubny 1998).

Birlesme ozelligi: f (t) surekli bir fonksiyon ¢ > 0, f > 0 ve a < 8 olmak Uzere,

pi|p;Pf(v)| = pf
esitligi yazilabilir (Podbubny 1998).
3.3. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev ve integrali

(3.1) boliimiinde de soz edildigi gibi Caputo’nun 1967 yilinda tanimlamis oldugu kesirli
tirev tamimindaki cekirdekte ¢ = t icin tekilliginin bulunamama problemi vardir.
Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda tanimlamis olduklar1 yeni tanimi ile bu problemi
ortadan kaldirmiglardir. Zamansal ve mekansal olmak iizere iki farkli degiskeni olan
yeni bir tanimlama yapilmustir. ilk gosterim, zaman degiskenleri iizerinde calisir;
normal Kkesirli tlrevin c¢ozimlerinde gorinen gercek gugclerin, formuillerde ve

hesaplamalarda bazi basitlestirmelerle tamsayiya doniisiir. Bu cercevede Laplace



40

doniisiimiinii kullanmak uygundur. Ikinci gdsterim mekéansal degiskenlerle iliskilidir, bu
nedenle bu yerel olmayan fraksiyonel tiirev i¢in Fourier doniisiimii ile ¢aligmak daha
kolaydir. Bu yeni yaklasimin nedeni, klasik viskoelastik materyallerin, termal
medyanin, elektromanyetik sistemler vb. davraniglarini tanimlayan bir modelin
kullanilmas: gerekliliginden kaynaklanmaktadir. Aslinda, fraksiyonel tiirevin asil
tanimi, bu mekanik olgular i¢in 6zellikle elverigli goriinmektedir. Bu etkiler mevcut

olmadiginda, yeni kesirli tiirevin kullanilmas1 daha uygun goziikmektedir.

Bilindigi lizere bilinen Caputo kesirli tiirevi 0 < a < 1 olmak uzere,

(@) . : f’(T)
oDy f() = T = a)fa = 0)e dr, (3.11)

seklindedir. Burada a € [—o,t], f € H (a,b), b > adir. (t —1)% ¢ekirdegi yerine

e["ﬁt] fonksiyonu ve = (11_a) ifadesi yerine ise % yazildiginda, yeni kesirli tiirev
tanimi,
M(a) [t _a(t-1)
o0 = gy ), £l 3.12)

seklinde yazilabilir. Burada M(a) normallestirme sabiti olup M(0) = M(1) = 1 dir.
Yeni tanimlanan kesirli turevde f(t) sabit iken kesirli tirev sifir elde edilir. Fakat
bilinen (3.11) taniminda t = 7 i¢in bir tekillik problemi olusmaktadir. Bir diger dnemli
durum ise kullanilan uzaylarla ilgili olup f fonksiyonunu H(a, b)yerine L!(—oo, b)

olarak secilirse,

a(t—1)

DEf (L) = ZM_(Z)) f_ (f@o-f (r))e[_ﬁ]dn (3.13)
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elde edilir. Son denklemde ¢ = 1; [0,00], @ = ﬁ € [0,1] yazilirsa, son olarak

-5
DIf() = f (e dr, (3.14)

bulunur. Burada o € [0,] and N(o), M(a)‘nin normallestirme terimidir ve N(0) =
N(c0) = 1 dir (Caputo and Fabrizio 2015).

Teorem 3.3.1: Caputo-Fabrizio’nun (3.12) tanimu i¢in, eger f(t) fonksiyonu

Tf(s)(a) =0, s=12,..n
ise,
o (07f(0) = D (0”1 (1),
esitligi elde edilir (Caputo and Fabrizio 2015).
Ispat:

(1) =D (D F D),

esitligini kullanarak,

. M(a) _att=D)
©§)(©§1)f(t))=(1 5 f el T ar,

elde edilir. f'(a) = 0 kabul edersek,

o (CD(”f(t)) 1 (a)) ( f(r)) 5

_at-1) ¢ . D
—(11‘4(0{)) U 4 rinel i ]dr—ﬁfa fioel ]drl

M) [ . a (' . _agt_—af)
- [f(r)——l_afaf(r)e[ ]dr]-
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Diger yandan,

(1) (@ M(a) aro
o (29f (1)) = dt((l )fﬂ)e[ el

_ M(a) [fU——f frye %]dfl,

elde edilir. n > 1 igin aym gosterim kolaylikla yapilabilir. Burada M(a) = 1 kabul

edilmistir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Caputo-Fabrizio kesirli integral tanimi Losada ve Nieto tarafindan 2015 yilinda

yapilmistir. Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimu,

0. 2—M@) (=9
DIVF () —ﬁf Fs) el has, (3.15)

seklindedir. Burada M (@) normallestirme sabitidir. Denklemde her iki tarafin Laplace

dontistimii alindiginda,

(2 - a)M(a)

L[CFD(a)f(t)]( ) = T

(SLIfFOI(s) = f(0)),  s>0

esitligi elde edilir. 0 < @ < 1 aralifindaki tiirev tanimi ayni aralikta kesirli integral

tanimi1 yapilmasina imkan tanir. Oncelikle 0 < a < 1 olmak Uizere,
CF (@)
D t) =u(t), t=0
¢ f(@) =u®) (3.16)

esitliginde Laplace doniisiimii uygulanirsa,

LD ®]() = Lu®](), >0
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elde edilir. Buradan son esitlik diizenlenerek,

(2 - a)M (a)

2(1— (SLIFDIE) = f(0) = Lu®](s),  s>0

esitligi elde edilir ve gerekli islemler yapildiginda

2(1—a)
2-a)M(a)

Llu(t)](s) + Llu(t)](s), s>0

1 2a
LIF®Is) = S F O+ =5

ifadesi bulunur. Burada ters Laplace doniisiim 6zelligini kullanarak,

2(1 — ) 2a ‘
e TM(C!)L u(s)ds +f(0),t =0 (3.17)

u(t) + 2

f(®) =

elde edilir. Bagka bir degisle, ¢ € R olmak lzere,

2(1-a)

—( e u(s)ds +c, t=0

f@®) = u(t) +

2a
2 —a)M(a) fo

bulunur. Bu denklem ayni zamanda (3.16) denkleminin ¢ozumudir. O halde (3.16)

esitligi asagidaki sekilde de yazilabilir.

2—-a)M(a) a(t —s)
2(1 —a) ,[f() [

lds = u(t), t=>0
ya da benzer olarak,

‘ 2(1 - a
f exp (1 f as) f'(s)ds =%e(mt)u(t), t>0,

yazilabilir. Bu esitlikte f’ fonksiyonu yalniz birakildiginda,
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20 - (u’(t) + 1Lu(t)), t=>0,

'O =G —onw s

bulunur. Son esitlikte her iki tarafin integrali alindiginda,

2(1—a)

O = oM@

0 2a t d 0 >0
() ~u(O] + G rees [ u(ds +£©), ez

(
elde edilir. Buradan asagidaki tanim yazilabilir (Losada and Nieto 2015).

Tanim 3.3.2: 0 < a < 1 olmak Uzere,

2(1 — a)

O = G on@

2a t p -0
u(t) +mf0 u(s) S, t =

esitligine f fonksiyonunun a’inc1 mertebeden kesirli integrali denir (Losada and Nieto
2015).

Lemma 3.3.3: 0 < a < 1 ve f fonksiyonu asagidaki kesirli diferansiyel denklemin bir

¢6zUma olsun.

Fpef) =0, t>0, (3.18)

esitligi f fonksiyonunun sabit olmasi halinde saglanir (Losada and Nieto 2015).

Ispat: (3.18) esitliginin saglanmasi igin (3.17) esitliginden yararlanarak her t > 0 igin
f(t) = f(0) olmas: halinde saglanir. Bu f fonksiyonun sabit bir fonksiyon oldugunu

gosterir.
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Teorem 3.34: 0 < a < 1,T > 0ve ¢:[0,T] X R - R sirekli bir fonksiyon olsun.

L > 0 olmak Uzere,

|p(t,s1) — d(t,s2)] < |sy — sal, Vs, S; ER

(aq + b,T)L < 1 oldugunda asagidaki baslangi¢c deger problemi J[0,T] de tek bir

¢cozlme sahiptir.

Fpef) =o(t, (), telo,T], (3.19)
f(0) =fo R

Ispat: 5[0, T], [0, T] araliginda tanimlanan tiim siirekli fonksiyonlarin uzayimda bilinen

supremum norma sahip olsun. Bu durumda,
||f|| = supeeorylf(OI,  Vf €J[0,T].

N:3[0,T] - J[0, T] operatéri ¢ = —a,¢(0, f) + fo olmak iizere, asagidaki gibi

tanimlansin.
NF@®) = ¢ + aq (6, f(©) + ba f (s, £(s)) ds.

(3.19) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii igin sabit nokta teoremini kullanarak,
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INfi(t) — (D)

aq (0t (D) - B (8. £2(D)))

+ ba <] ¢(S,f1(.5'))d.5' _j ¢(S,f2(5))d.5'>
< aa|¢(t,f1(t)) - ¢(t'f2(t))| + baf |¢(5'f1(5)) - ¢(5'f2(5))|d5
0

< agLIfi(8) = fo(0)] + bl f i(s) = £(9)] ds

< (ag + baDLIfL = f2l,

N operatoril bir daralmaya sahiptir. Dolayisiyla sabit nokta teoremine gore (3.19)

baslangic deger problemi tek bir ¢dztime sahiptir (Losada and Nieto 2015).
3.3.1. Caputo-Fabrizio kesirli trev ve integrali i¢in Laplace Doniisiimii

Caputo-Fabrizio’nun (3.14) esitligindeki Ozelliklerini incelemek icin, p degiskeniyle

verilen Laplace doniisiimii hesaplanabilir.

a(t—1)

1 @ t _
f exp —ptf f(r)exp( 1-a ) dtdt,
0 0

(1-a)

o0 -

bunun sonucu olarak, Laplace’in konvoliisyon doniisiim 6zelliginden,

(@ _ 1 : _eD)\  (pLT(F () — £(0))
LT[ (8)] = = LT(f(D)LT <exp( )) =
Benzer sekilde,
1 .. _a(t=1)
LT[DE‘HD}C (t)] “d-o LT(f(0))LT <eXp( 1ma )>

_ @’LT[f (O] - pf(0) — F'(0))
p+a(l—p) '
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elde edilir. Sonug olarak,

LT[®§“+") f(t)] == LT(f™*D(t)) LT (e(‘m))
_PMUTIF O] = p"f(0) — p"f'(0) ... — ™ (0)
p+a(l—-p) '

bulunur (Caputo and Fabrizio 2015).

3.4. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve integrali

Bilindigi gibi Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda istel ¢ekirdekli bir kesirli tiirev tanimi
yapmistir. Aym1 yil Losada ve Nieto tarafindan bu tanimin kesirli integral tanimi
yapilmistir. Bu yeni tanimda a, 1 oldugunda orjinal fonksiyon uretilemiyor. Bu problem
2016 yilinda Caputo ve Fabrizio tarafindan yayinlanan bir makale ile giderilmistir. Yeni
tanimm ana mesaji, bellek etkisi olan sistemlerin dinamiklerinin daha iyi
tanimlanmasidir. Iste bu noktada Atangana ve Baleanu su soruyu sormus ve cevabini
aramiglardir. Bu durum i¢in en uygun ¢ekirdek nedir? Bu sorunun cevabi i¢in Mittag-

Leftler fonksiyonu yardimiyla asagidaki yolu izlediler.

Asagida yazilan kesirli adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii Mittag-Leffler fonksiyonunu

vermektedir.

d%y

= ay, 0<a<l.

Simdi genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonunu g6z 6niine alalim.

(-t

E (—t9) =) ——
a(=t%) F(ak+ 1)’
k=0

t noktasindaki et~ nin taylor serisine acilimi,
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o O (—a(t — y)"k
e(-t=) = ; —L

seklindedir. a = % secilip yukaridaki ifade Caputo-Fabrizio kesirli tiirevinde yerine

yazilirsa,

M(@) < (—a)¥ ] df )

— !
1 @l k! . dy

DE(F(D) = ((t—»)“dy,

elde edilir. Son denklemde k! yerine T'(ak + 1) ve (t — y)* yerine (t — y)** yazlirsa,

M@) < (-a)* [(d .
DE(f®) =7 5022 F(aka+ 1 j;gfy) (=) "y
k=0 b

bulunur (Atanagana and Baleanu 2016).

Tamm 3.4.1: : f € H'(a,b),b > a,a € [0,1] olsun. Yeni kesirli tirev,

N _ B(@) L B a(t — 1) 320
ABEDEf(t) = mfb f (T)Eal ﬁl dr. (3.20)

dir (Atanagana and Baleanu 2016).

Burada B(«) sabiti Caputo-Fabrizio tanimindaki M (a) ile ayn1 6zellige sahiptir. Gergek
hayatta karsilastigimiz problemler ve baslangic deger problemlerini ¢ozmek igin
kullandigimiz Laplace trasformunda bu tanim bize c¢ok daha fazla kolaylik
saglamaktadir. Fakat a sifir oldugunda orjinal fonksiyonu geri getiremiyoruz. Bunun

i¢cin agagidaki verecegimiz tanim bu problemi de ortadan kaldirmis oluyor.



49

Tamm 3.4.2: f € H'(a,b),b > a,a € [0,1] olsun. Bu durumda, kesirli tiirev,

wg0ef () = 1oa s [ F -2 an 321)

dir. (3.20) ve (3.21) denklemleri lokal olmayan bir ¢ekirdege sahiptir. Ayrica (3.20)
denkleminde f fonksiyonu sabit ise tiirevi sifir olarak elde ediyoruz (Atangana and
Baleanu 2016).

3.4.1. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve Integrali icin Laplace Doniisiimii

(3.20) ve (3.21) esitlikleri i¢in Laplace doniisiimii uygulandiginda,

L{*PSDE £ ()} (p) = B(“) p“L{f(t)}(p) (3.22)
—Eopd 1—a
ve
B LY O6) ) 223
L{*PEDEF (D} (p) = —_ b+ z - (3.23)

elde edilir (Atangana and Baleanu 2016).

3.4.1.1. Teorem: f € H'(a,b),b > a,a € [0,1] olsun. Bu durumda,

AEDEf () = AFEDEF(6) + H (D), (3:24)

elde edilir (Atangana and Baleanu 2016).
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Ispat: (3.24) denkleminde her iki tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa,

B al, B a=1£(0
L{4P¢Da £ (1)} (p) = (aip {f(t)g(P) - (_05) p f( )
pe+ l1-«a “pet 1 a

elde edilir. (3.22) denklemi kullanilarak

a—1 0
L{ABEDEF ()3 (p) = L{ABRDEF ()} (p) — (ai P - / (a)
pe 1—«a

bulunur. Son esitligin her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
ABCpya ABRpa B(a) @ .«
SDEF(E) = “PEDEF (D) — T F(O)Eg (—7——1t%),
elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

3.4.1.2.Teorem: f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

|[“BRDEfF (0| < QK IRl = max [(D)].

esitligi elde edilir (Atangana and Baleanu 2016).

Ispat:

|4BR D& f(t)”— f f(x)E, ——(t—x) )dx <BTa jf(x)dx

=Lllf( -
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Burada K, || f (x)|| olarak alinirsa ispat tamamlanmis olur.

3.4.1.3.Teorem: Riemann ve Caputo anlamlarindaki Atangana-Baleanu Kesirli turevi

icin asagidaki esitsizlik yazilabilir (Atangana and Baleanu 2016).

I4B3DES (&) = APEDEFRMOI < HIIf(©) — RO
ve

I1456DEf () = “P5DERMI < HIIF (£) — D).

Ispat:

I4BRDE £(¢) — ABRDER (D)
L f f(E, [ —(t:?a]dx

—adt 1
B(a) d a(t —x)*
T1- dtf h()“l 1-a ldx”

Birinci mertebeden tlrevin Lipschitz kosulunu kullanarak, asagidaki gibi kiiciik bir

pozitif sabit bulunabilir.

I4P8DEf () = 4PEDEfF (DI < Bl(oi)zl Ea[ 2(t) ] j £(x)dx — f h(x)dx

ve

1
= HI[f(x) = h()ll,

6, a
I"P8DEF () ~ APEDEF(Ol < St , [— Z(ﬁ)a] IfG) = h@)I

bulunur. Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tlirevi igin ayni gosterimi yapmak

mimkunddr (Atangana and Baleanu 2016).
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f, n kez tirevlenebilir bir fonksiyon ve f®(0) = n, k = 1,2, ..., n olsun. Bu durumda,

dm dm
angpe (LT 2 2 (ampepey),

esitligi yazilabilir. Bunun ispati ters Laplace doniisiinii ve konviilasyon teoremini

kullanarak kolaylikla gosterilebilir. O halde,

ABSDE(f (1)) = u(v),

tek bir ¢6zime sahiptir. Bu ¢6zim,

—2u) + u(y)(t —y)* 'dy,

1-—
~ B(a) B(a )F( )f

dir.

3.4.1.4.Tammm: Lokal olmayan g¢ekirdek ile tanimlanan yeni tiirev tanimi kesirli

integrali

(1-a)

a t
HIEF©) = G5O+ Frai | HOIE- Ty @29

seklinde tanimlanir (Atangana and Baleanu 2016).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Caputo Kesirli Tiirevi i¢cin Varhk ve Teklik Gosterimi

[lk kemotaksis modeli Clifford S. Patlak tarafindan 1953 yilinda gelistirilmistir. Daha
sonra 1970 yilinda Keller ve Segel benzer bir model gelistirmislerdir. Bu modeller,
kemotaksis modellemeye Onciilik etmis ve bu alanda temel olarak bilinen Patlak-
Keller-Segel modeline doniistiiriilmiistir. Bir boyutlu basitlestirilmis Keller-Segel

modeli:

dp(x,t) y 2%p(x,t) ap(x,t) 0%a(x,t)
J ot oxz YT ox  oxz (4.1)
da(x,t) d%a(x, t)
Fyam D, Fp% + cp(x, t) —da(x, t),

dir. Baslangi¢ kosullari, p(x,0) = py(x), a(x,0) = ay(x) verilmis olup, D,D,, x, ¢
ve d pozitif sabitlerdir. Modelimizde p ve a ¢6ziimleri sirasiyla bir kimyasal maddenin

konsantrasyonu ile bakterinin konsantrasyonunu vermektedir (Keller and Segel 1970).

Oncelikle modelimizi Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevlerine
entegre ederek varlik ve tekligini inceleyecegiz. Daha sonra 0 < @ < 1 araligindaki a.
mertebeden bu tanimlarin modelimize nasil tepki verdigini grafikler yardimiyla
inceleyerek detayli bir sonu¢ vermek istiyoruz. Bu yiizden ilk olarak modelimizi

Caputo’nun kesirli tiirev tanimina gore yazalim.

F = C[a, b] kimesi [a, b] kapali araliginda Banach uzayinda siirekli bir fonksiyon ve

Z={p,a€F,p(xt)=0veal(xt) = 0}olmak tzere,

{ GDEP(x, ) = Dp(x, t)x — X(p(x, )a(x, t)x)x 4.2)
ED&a(x,t) = Dga(x,t), + cp(x, t) — da(x,t),
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sistemini elde alalim. Riemann-Liouville kesirli integral tanimi1 yardimuyla,

1

I“p(x,t) = @

f (t = D% [Dp(x, Dax — 2(p(, Dalx, 1)) )de
0 4.3)

k 1%a(x,t) = ﬁft(t — 1) 1 [Dya(x, Ty + cp(x, ) — da(x, 7)]dr,
0

elde edilir. Simdi varhik ve teklik teoremini uygulayabilmemiz i¢in T:K — K

operatorinii

1 t
To(x,t) = —— f (t = D% [Dp(x, Dz — 2(p(x, Dalx, 1)) d
['(a) 0 (4.4)
— 1 ‘ _ a-—1 _ '
kTa(x, t) = —F(a),];) (t—1)* ' [Dya(x,T) ey + cp(x, ) — da(x, 1)]dT,

seklinde tanimlansin. Ileride kolaylik saglamasi agisindan asagidaki notasyonu

kullanacagiz.

{ s(x, t,p(x,1)) = Dp(x, ) x — x(p(x, )a(x, £) ) x (45)

s(x, t,a(x, t)) = Dya(x,t), + cp(x, t) —da(x,t).

4.1.1.L.emma : T operatort T: K — K tamamen siirekli ve kompakttir.

Ispat: M c K sinirh olsun. I, m pozitif iki sabit olmak lizere Vp,a € M icin ||p|| <

L, |lall < mdir. L, ve L, asagidaki gibi tanimlansin.

L, = maxost<1 s(x, t,p(x, t)) ve L, = max ost<1 s(x, t,a(x, t)).
0=<p=l 0<asm

Vp,a € M olmak Uzere,

1 t
ITpCx, )] = H@ fo (t = )" s(x,7,p(x,1))d1
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< ﬁj:(t — )%t s(x, 7, p(x, 7)) |dT

< Ly ft(t -1 ldr

~ () Jy

= —Ll th
rl+a) '’

elde edilir. Buradan,

Ly
Toll £ =——=,
Il < Fer

bulunur. Ayn1 adimlar a(x, t) fonksiyonu i¢inde uygulanirsa,

1

m]:(t —1)%ts(x, 7, alx, 1))dr

ITa(x, )l = H

< 15 )| ¢ =0 s a0

< L, jt(t -1)*1dr

~ I(a) Jy

= —LZ th
rl+a) '’

elde edilir. Buradan,

L
ITall € ———,
1+ a)

bulunur. Yani T(M) sinirhidir. Simdi kompakt oldugunu gosterelim. p(x, t), a(x, t) € M

ve t; < t, olsun. Her € > 0 icin |t, — t;| < & sayis1 vardir.
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”Tp(xr tZ) - Tp(xr tl)”

ﬁfo (&, - D (%7, p(x D) )dr

o) Otl(tl — 1) 1s(x,7,p(x,7))dr
_ Hﬁ Otz(tz DT Ls(x,7, p(x, 7)) dr
_ ﬁ Otz(tl — 1) 1s(x,7,p(x,7))dr
o) :(tl — )% 1s(x,7,p(x,7))dr

< ﬁ _];) Z”(tz — D) — (t; — D) [|s(x, 7, pCx, D) ||dz

b J :u(tl — D)% Is(x, 7,006, )

1 2 1 1 Ly K 1
< t,— 1) —(t; — )% Vdt + t, —1)% 4dt
F(a) d (( 2 ) ( 1 ) ) F(O() 6 ( 1 )
Ll tz tz ty
= ( (t,—D)*Ydr— | (t;—D%Ydr+ | (t; - T)“‘ldr>
I'(@) \J, 0 ty
Ly a a a a
=m(tz + (6 — )% —tf + (t; — t2)9)
<L(t —t)“+—1(t —t)azi(t —t)a
“T(l4a)"t 2 rl+a)"* 1 rl+a)t 72
< 2L, 5% =
r+a)’ —©

bulunur. Buradan,

ITp(x,t;) — Tp(x, t)Il < €,

esitsizligi elde edilir. Ayni adimlar a(x, t) fonksiyonu i¢in yapildiginda,

ITalx, t;) — Ta(x, t)ll <,
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oldugu goriiliir. Arzela-Ascoli teoremini kullanarak sdyleyebiliriz ki T (M) kompakttir.

4.1.2.Teorem:  S:[uy,u,]|x[0,00) - [0,00) sirekli fonksiyon ve S(x,t,.),
[uy, uy]araliginda artan bir fonksiyon olsun. Oyle iki w; ve w, bulunabilir ki, P(s)p; <
S(x, t,p1), P(s)wy = S(x,t,p,),0 < pi(x,t) <p(x,t),u; <t <wu, Boylelikle (4.2)
sistemi pozitif ¢ozume sahiptir.

Ispat: Lemma 4.1.1’deki operatér yardimiyla sistemin tamamen siirekli oldugunu

gosterdik. Simdi ise sabit nokta teoremini kullanarak p; ve p, iki sabit olmak zere,

1 t
Tp,(x,t) = mfo (t—1)%s(x, 7, py(x, 7))dr

< ﬁj:(t — )% ts(x, 7, po (x, 7)) )dr

= sz (xr t):

olur. Aym sekilde a; ve a, sabitleri igin,

Ta,(x,t) = %J‘t(t —1)% 1s(x,7,a,(x, 7))dr
0

< %fot(t —1)% 1s(x,7,a5(x, 1) )dr

=Ta,(x,t),

elde edilir. Buradan T nin artan bir operator oldugu gostermis olduk. O halde Tp, = p,
ve Tp; = p; kestirimi yapilabilir. Lemma 4.1.1 kullanilarak T:(p;,p,) = (p1,p2) nin
kompakt oldugu sdylenebilir.

Simdi, sistemin pozitif tek bir ¢ézlimiiniin oldugunu gosterelim.
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ITps(x,t) = Tpz(x, D)l

= Hﬁjot(t _ et (s(x, 7,01 (x, 7)) — s(x, 7, po (x, r))) dr

1 t
S g f (t = D% lps (6, 7) — po(x, Dld,

esitsizligini kullanarak,

a

eI = P

ITpuCe8) = Toa(x )l < {

bulunur. Benzer sekilde,

ITay(x,t) = Taz(x, t)||

= “ﬁft(t ) (s(x, 7, a4 (x, T)) — s(x, T, a,(x, T))) dt

< 156 [ €= a0 - et Dl

esitsizligi kullanilarak,

a

m} |ai(x, ) — a,(x, 1)l

ITay(x,t) — Tay(x, Bl < {

elde edilir. Bu durum bize T operatoriiniin daraldigin1 gosterir yani Keller-Segel

modelimizi sabit nokta teoremi yardimiyla tek bir pozitif ¢6ziimii oldugunu gosterir.
4.2. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi icin Varlik ve Teklik Gosterimi

Keller-Segel modeli bir ¢ok arastirmaci tarafindan arastirilmis ve incelenmistir.
Atangana ve Alkahtani (Atangana and Alkahtani 2015) Keller-Segel modelini Caputo-
Fabrizio kesirli tiirevine modifiye ederek modelin varlik ve teklik incelemesi yapmuistir.

Fakat modelin bir sistem olmasit ve sistemde bulunan denklemler birbirlerini
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etkiledikleri i¢in modelde yapilan degisikler c¢ikan sonuglari direkt olarak

etkilemektedir. Atangana ve Alkahtani’nin kullandiklart model,

{au(x t) azu(x, t) 0 do(p(x, 1))

[ _ LA

4 dx2 ox <u(x, t) ox )
d 2%p(x,

l p((;; 2 =Db gf:; 2 + cu(x,t) — dp(x,t),

seklindedir (Atangana and Alkahtani 2015).

Burada kullanilan modelle bizim kullandigimiz model arasinda bazi farkliliklar vardir.
Oncelikle Atangana ve Alkahtani bizim kullandigimiz y kemotaktik hassasiyet
katsayisin1 kullanmamislardir. Bu katsayinin kullanilmamasi niimerik sonuglarda ve
kararlilik hesaplamalarinda olduk¢a farkli sonuglar vermektedir. Bunun disinda

% o(p(x.D) d%a(xt)
22

; terimini kullandik.
ox

Atangana ve Alkahtani terimini kullanirken biz

Burada Atangana ve Alkahtani ¢ fonksiyonu i(;in daha kesin sonugclar elde etmek adina

p(x,
SOt 1,p( t),

secilebilecegini sOylemistir. Bu durum tezde kullanilan (4.1) sistemiyle Atangana-

@(p(x,t)) fonksiyonu yerine ,log(p(x,t)) fonksiyonlarinin

2( t)+1

Alkahtani’nin kullandig1 sistem arasindaki diger farkliligir géstermektedir. Buna ragmen
yapilan varlik ve teklik gosterimindeki teorem ve ispatlar paralel oldugundan bu
bolimdeki teorem ve ispatlar Atangana ve Alkahtani’nin (Atangana and Alkahtani

2015) makalesine atif edilmistir.

Model bu haliyle etki hafizasim1 ve kiiresel hareketin gergeklestigi ortamin farkli
katmanlardaki bakterilerin hareketlerini tam olarak tanimlayamamaktadir. Bu iki etkeni
dahil etmek i¢in siradan zaman tiirevi yerine Caputo-Fabrizio’nun Kesirli tiirev tanimi

modele uygulanirsa.
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(cFna B azp(x,t)_ dp(x,t) 0%a(x,t)
oDEpt) = D o Xy T ax? (4.6)
d%a(x,t
¢DZa(x,t) = Dag(Ti) + cp(x,t) — da(x, t),

elde edilir. Bu ifade ile ¢ozimin varhigini ve tekligini géstermek gerekir. Bunun igin

oncelikle p(x,t) ve a(x,t) fonksiyonlarmin varhigi gosterilecektir. Losada ve
Nieto’nun (3.18) deki kesirli integral tanimi1 kullanilirsa,
%p(x,t) dp(x,t) 0%a(x,t)
t) — p(x,0) = §IF D ——
p(x' ) p(x ) o't { axz X ax axz (47)

ka(x, t) —a(x,0) = FI%a(x,t) {Da% + cp(x, t) — da(x, t)},

elde edilir. Buradan,

( . 2(1-a) 2%p(x,t) ap(x,t) 0%a(x,t)
plet) = p(x,0) = 2-a)M(a) {D oxz X ox 0x?2 }+

f 62 (x y)  9p(xy)d*alx,y) p
(2 - a)M(a) ox dx? y
\ a(x,t) —a(x,0) = 2= 20 ;1\/61{()0() {D 62352, 2 + cp(x, t) —da(x, t)} + (4.8)

0%a(x,y)
m[ { —+C,0(x y)_da(x y)}dy'

elde edilir. Kolaylik saglamasi agisindan ¢ekirdekler asagidaki gibi tanimlanabilir.

0° ) d , 92 }
K,(x,t,p) = D p(xy)  dp(xy)d*a(x,y)

dx? X 0x dx? (4.9)
d%a(x,y) -
sz(x, t,a) = Daa—2 + cp(x,y) —da(x,y).
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Coziimlerin varligin1 gostermek i¢in sirasiyla K; ve K, nin Lipschitz kosulunu sagladigi

gosterilmelidir.

4.2.1. Teorem: Asagidaki esitsizligin saglanmasi durumunda K; ve K, Lipschitz

kosulunu saglar (Atangana and Alkahtani 2015).

<1

—_— )

d%a(x,
0 < D8 + %8, a(xzy)

Ispat: Oncelikle K, ¢ekirdegi icin varlik ¢dziimii incelenirse, norm yardimiyla

”Kl(x' t, P) - Kl (x' t, CI) ”

D *{p(x,t) — q(x,0)}
0x?

({p(x 0 - g, 1)} ““”)”.

esitligi elde edilir. Ucgen esitsizligi kullanilarak,

1K (x,t, p) — K1 (x, £, )|

az{p(x! t) - CI(x' t)}l

<D
0x?

62
H——({p(x ) - qte, ) o ”)”,

esitsizligi elde edilir. Tiirev operatdriiniin Lipschitz sartin1 sagladigina gore oyle iki §;

ve &, pozitif say1 bulunabilir Ki;

(p *{p(x,t) — q(x, 1)}

p < D&|lp(x,t) — q(x, Ol

aza( X,y

{(_X Ep <{p(x t) —q(x, t)} alx, y) X6,

‘Ilp(x t) —q(x, t)l,

esitsizlikleri saglansin. Son esitsizlikler (4.9) denklem sisteminde yerine yazilirsa,
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) d%a(x,y)
K (.8, p) = Ky (o b, @l <) DEE + X8, ||——5—

}Ilp(x, t) —q(x, t)l,

elde edilmis olur.

a(x y)”}

alinirsa,

Ik (x,t, p) = K (b, )l S Tllp(x, £) — qx, ),

olup Lipschitz sartin1 saglamis olur. Ikinci durumdaki K, cekirdegi lineer olup

Lipschitz sartin1 sagladigi agiktir.
1K, Cx, t, @) — Ky (x t, ap) | < {Dg 07 + cHlax, £) — ay (x, DI

Bu durumda gekirdekler (4.8) denklem sisteminde yerine yazilarak diizenlenirse,

_ 2(1-@)
p(x,0) = oo Ky (5,6, ) + p(x,0) + s [ (K1 (%, )} dy
_ 201~
a(x,t) = N @ )Kz(x t,a) + a(x,0) +—(2 ot )f {K,(x,t,a)}dy,
elde edilir.
Sistem genellestirerek yazilirsa,
(68) = e K (3, )+—f{K (%t p-)}d
pn ) )M( ) 1 pn 1 (2 (Z)M( ) 1 pTL 1 y
_ 2(1 a)

denklem sistemi elde edilir. Sistemin baslangi¢ kosullari,
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{PO(X, t) = P(x» t)
aog(x,t) = a(x,t),

seklindedir. Ardisik terimler arasindaki farklar,

Pn(x, t) = pn(x: t) _pn_l(x: t)
. 20-a
C2-aM(@)

2(1 - @)
Ki(6tput) = = ity K1 (0 b Puca)

2a t
+ mfo {K,(xtp, ;) —Ki(xt,p, ,)}dy

ve

Ap(x,t) = ap(x,t) — ay_1(x, t)
20l -o 2(1—a)
- mKZ (.X', L an—l) = ml(z (.X', t, an_z)

2a ' K d
+WL{ z(xttran—l)_ Z(x't'an—Z)} Y,

seklindedir. Uggen esitsizligi kullanilarak denklemler diizenlendiginde,

2(1—a)
1P, (x, DI < Z— oM@

2

a ‘ d
+mxf0||pn_l(x,t)ll y

T||Pp_1(x, Ol
(4.10)

ve

14,06 Bl < =22 =D
Z =M@
2

a t
+ R ]1f0 |1Pr—1(x, ) dy,

Tyl Ap_1 (x, Ol (4.11)

elde edilir (Atangana and Alkahtani 2015).
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4.2.2. Teorem:

(cFna B azp(x,t)_ dp(x,t) 0%a(x,t)
i ODtp(th)_D axz X ax axz

0%a(x,t)

Cnga(xJ t) = Da axz

+cp(x,t) —da(x,t),
sistemi birlesik bir ¢dziime sahiptir (Atangana and Alkahtani 2015).

Ispat: p(x,t) vea(x,t) fonksiyonlarmin smirli oldugunu biliniyor. Yukarida bu

fonksiyonlarin ¢6ziimiiniin varligi gosterildi. (4.10) ve (4.11) esitsizlikleri kullanilarak,

+

1B )l < e IR T} + (e ke )

14nCe O < llaGe, O {27 ) + (22— )e)'),

2-a)M(a) L 2-a)M(a)

bulunur. Dolayisiyla ¢oziim vardir ve siireklidir. Bununla birlikte bu ¢éztiimiin (4.8)

sisteminin ¢0zumu oldugu gosterilebilir. Kabul edelim ki,

{ p(x,t) = pp(x,t) — Py(x, t)
a(x, t) = an(xl t) - PZn(xr t)r

olsun. Bu durumda,

p(x' t) - pn(x, t)
2(1—a)

= ml{l(x, t,p — Pn(x, t))

2a t
+ mL {Ki(x,t,p — By(x, 1))} dy,

bulunur. Son esitlik kullanilarak,
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2(1—a)

”“”‘6?5@3

Kl(xl t, ,0) - u(x, O)

] (K, (x,t, p)) dy

21-a)
2-a)M(a)

@ a)M( )

= P,(x,t) + Ki(x,t,p)

2a ¢ .
+ mfo {Ki(x,t,p — By(x, ) Ky (x, £, p) } d,

elde edilir. Bulunan son esitligin her iki tarafinin normu alimip Lipschitz sarti

uygulanirsa,

2(1—a)

10" G- om@

Kl(xl t, ,0) F u(x, O)

2 t
- m] {Kl(xl t’P)} dY”
< [|B(x, DI (4.12)

2(1-a) H 2a
* {m L +mht} IACAI] ¢

bulunur. Ayn1 sekilde a(x, t) fonksiyonu igin,

2(1 —a)

“””_ETEMQS

K,(x,t,a) —a(x,0)

——(2 T )f (K ot a)}dy”

< 1P (x, D)

2(1 — a) H 2a
* {(2 oM@ 2T - oM@

(4.13)

th} 1P Cx, O,

elde edilir. (4.12) ve (4.13) denkleminin n — oo i¢in limiti alinirsa,
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_ 201-a) ;
Jp(x,f) W{Kl(x t,p)} +p(x, 0)+Wf {Ki(x,t,p)}dy

21— a)
La(x, t) = m{[(z(x, t,a)} +a(x,0) + WL {Kz(x, t,a)} dy,

(4.14)
bulunur. Bu durum (4.14) sistemi (4.6) sisteminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterir. Simdi
bu sistemin ¢oziimiinin tek oldugu gosterilebilir. Bilinen ¢6zimin disinda

p1(x, t), a;(x, t) gibi birer ¢c6zim daha oldugu disiiniiliirse,

p(x' t) _pl(x, t)
2(1—a)

= m{xl(x, t,p) — Ki(x,t,p1)}

2a t
e fo {Ki(x,t,p) — K1 (x, £, p1)}dy

ve

llpCx, ©) = p1(x, B)
- 2(1 - a)
~C-aM(a)

2a
b f (1K, (x,t,p) = Ky Cx 6, p) 3Ly,

{IIK1(x,t,p) — K1 (x, 8, po) I}

elde edilir. Cekirdeklerin  Lipschitz kosullarindan  yararlanarak  ¢6ziimlerin

siirlandirilmis olmasiyla asagidaki esitsizlik yazilabilir.

n

oG8 = pr GOl S oty 4 o2 )
2—-a)M(a) 2—-a)M(a)

Bu esitsizlikten de sdylenebilir ki ki her n igin,

p(x, t) = pl(xr t)

Benzer ifadeler ve kosullar ile birlikte
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a(x,t) = a,(x,t),

elde edilebilecegi agiktir. Boylelikle (4.6) sisteminin ¢6zumu tektir (Atangana and
Alkahtani 2015).

4.2.1. Keller-Segel modelinin Caputo-Fabrizio kesirli tlrevi icin nimerik ¢6zimu

Caputo-Fabrizio kesirli tlrevi ile Laplace doniisiim arasindaki iliskiyi su sekildedir:

. pL(f(x)) — £(0)
£(EDEf () = o

Bu operatdr modele uygulanirsa,

pL(p(x,t)) — p(x,0) :L{D ’p(x,t) 0 (p(x 5 a(x, t))}

p+a(l—p) 0x? Xox ox

elde edilir. (4.15) sistemi yeniden dizenleyerek yazilirsa,

[
I

p(x,0) p+a(l—p) %p(x,t) 0 a(x,t)
L ) = LiD —X= ,t
4 (p(x )) p * p 0x?2 Xox ple) 0x
a(x,0) p+a(l—p) d%a(x, t) (4.16)
LL(a(x, t)) = > + » L DaT + bp(x,t) —ca(x,t) ¢,
bulunur. Simdi (4.16) sistemine ters Laplace doniisiimii uygulandiginda,
_ —1)p+a(1-p) ?%p(xt) 0 a(x,t)
plat) = p(x,0) + L { p L{D dx2 Xox (p(x, £ ax )}} (4.17)

a(x,t) =a(x,0)+ L1 {%@L{Da azgg,t) + bp(x,t) — ca(x, t)} },

elde edilir. Son sistemin genellestirilmis hali,
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- +a(1-p) 8%pp(x,t) 0 n(x,t)
(s o) = pult) + £ 1{” LT —Xa(Pn("'t)%)}}

(4.18)
|@nsa (60 = an (e, 0) + 7 {”*“S"’)L (D, D 4 by, (x,6) = can(x, t)}},
seklindedir. Sistemin ¢6ziimii agsagidaki ifade kullanilarak bulunabilir.
p(x,t) = lim pn(x, ) (4.19)
a(x,t) = lim a,(x,t),
n—->00

(4.18) esitliklerini kullanarak a’nin farkli degerleri i¢in iki farkli grafik hesaplanmistir.

Sekil 4.1. p(x,t) fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in yaklasik ¢oziimleri
(a =05,a=0.7).

Sekil 4.2. a(x,t) fonksiyonunun Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi i¢in yaklasik ¢oziimleri
(a =05,a=0.7).
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Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 incelendiginde a’nin farkli degerler i¢in verdigi sonuglar Caputo-

Fabrizio operatdriiniin dogru ¢alistigin1 gdstermektedir.
4.3. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevi icin Varlik ve Teklik Gosterimi

Bu bolimde ise Keller-Segel modelini Atangana-Baleanu kesirli tiirevine uygulayarak
oncelikle varlik ve tekligini gosterecegiz. Daha sonra buldugumuz ¢6zlimleri niimerik
sonuglar yardimiyla grafikler lizerinde inceleyecegiz. Q = (a, b), R™ uzaymin agik ve
sinirlr bir alt kiimesi olsun. Ayrica a € (0,1) icin  p(x,t),a(x,t) € HX(Q) x [0,T]

olsun.

{ 01(x,t, p) = DPyx — XPxOxx (4.20)
o,(x,t,a) = Dyay, + hp — ka

olmak Uzere,

ABCnha , —
{ ODtp - O-l(x't’p) (421)

ABCDAq = g,(x,t,q)

denklem sistemi elde edilir. Burada p kimyasal maddenin konsantrasyonunu, a ise
hiicrenin konsantrasyonunu gostermektedir. Atangana-Baleanu integral operatérinu

kullanarak,

( @ -
|p(x, t) = p(x,0) + 5@ Jl(x t,p(x, t)) +B(a)r(a)fUl(x,r,p(x,r))(t—r) ldr

{ 0, (4.22)
|

\

a(x,t) = a(x,0) + O‘Z(X t,p(x, t)) + O‘Z(X, r,p(x, r))(t —r)*ldr

a
B(a) B(Of)l"(a)of

elde edilir.

Teorem 4.3: Asagidaki esitsizligin saglanmasi durumunda o; ve g, Lipshitz kosullarini

saglar.
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0<D]/1 +X2

aza(x y)H

Ispat: Oncelikle o, cekirdegini ele alalim. Lipshitz sartin1 saglamasi igin x; ve k, gibi

iki fonksiyon alalim.

llo1(x, t, 1) — 01(x, ¢, 1) |

= HD(Kl(x, )ax — K2(X, ) xx)

; (4.23)
2 t
~ ey (e, 0 = Ry (1)) T D

)

elde edilir. Uggen esitsizligi kullanilarak son esitlik diizenlenirse,

oy (x, t, k1) — oy (x, ¢, k)|
< Dllrey (6, 6) o — K2 (2, ) x|l (4.24)

+)(”—X(K1(x ) =1 ) o)

)

bulunur. Tiirev operatorii kullanilarak, asagidaki gibi y; ve y, gibi iki pozitif sabit

bulabiliriz.

(4.25)

< Xv2 Iy G, £) = 12 (x, D)

{ Dlliey (x, ) ex — 12 (6, )| < DY Iy (1) — 1o Cx, O

|| (1 )5 = ey, 0,) o) Taed

(4.25) denklemindeki esitsizlikler (4.23) denkleminde yerine yazilirsa,

lloy (x, t, 1) — 01(x, £, 1) || < Kllrer (x, ) — 12 (x, D),

aza(x t)

elde edilir. Burada K = (DyZ + x,

”) dir. Boylece o; cekirdegi Lipshitz

kosulunu saglamis olur. Benzer sekilde o, geklrdegl icinde,
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o1 (x, t,v1) — 01(x, t, 1) < (cp? + d)llvy(x, t) — v, (x, DI,
esitsizligi gosterilebilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur.

Simdi Keller-Segel modelinin Atangana-Baleanu kesirli tirevi icin tek ¢O6zimi

oldugunu gosterelim.
p1, Py € HY (4.22) sisteminin iki ¢cozimi olsun. p = p; — p, olmak (izere,

1—«a

p= m (0-1 (x' t,p1 (x' t)) — 01 (x' t,p2 (x, t)))
(4.26)

t BT (a;z[‘(a) J- (01 (x,7,p1(x,7)) — 01(x, 7, 2 (x, r))) dr,

yazilir. Buradan (4.26) esitliginin her iki tarafinin normunu alip Gronwall esitsizligi

uygulanirsa,

l1—«a
llpll < 10 low(x, ¢, p1(x, 1)) — a1(x, £, po (., D)) ||
t

a

+ B(a)T'(a) f”o_l(x' T, p1(x, T‘)) - 0'1(x, T, p2(x, r))”dr (4.27)
" 0

= Klf”al(x,r,pl(x,r))||H1dr,
0

elde edilir.

Benzer sekilde a = a; — a, olmak Uzere,



72

1 —
|all < ng ||02(x, t,a,(x, t)) — az(x, t,a,(x, t))”

o
+———— | loz(x, 7. a1 (., 7)) = 05 (%, 7, @, (x, 7)) || dr
B(a?[‘(a)of (4.28)

<K, j”az(x, T, al(x,r))”Hldr,
0
bulunur. Sonug olarak (4.22) sistemi tek bir ¢ézlime sahiptir.

4.3.1. Keller-Segel modelinin Atangana-Baleanu Kkesirli turevi igin ndmerik

¢ozUmu

Kesirli mertebeden Atangana-Baleanu tiirevlerinin iki 6nemli rolii vardir. Birincisi,
farkli heterojen maddeleri ve bazi yapilar1 farklhi olceklerle tasvir etmektedir. Yeni
cekirdek yapinin ve ortamin igindeki belleklerin farkli Olgeklerle daha iyi
tanimlanmasina olanak saglar. Ayrica bu yeni tiirev malzemenin 6zelliklerini
tanimlamada baskin olan yerel olmayan degisikliklerle ilgili bazi materyallerin
mikroskobik davranislarinin incelenmesinde belirli bir rol oynayabilir. Ikinci énemli
roli ise hafiza etkisini matematik denklemlerine yerlestirebilmektedir. Bizde bunu
kullanarak degistirilmis Keller-Segel modelini g6z Oniine alalim. Caputo anlaminda

Atangana-Baleanu tiirevine uygulanmis Keller-Segel modeli,

ABthap(x' t) = Dpxx = XPxOxx (4.29)
ABCDEa(x,t) = DAy, + hp — ka

seklinde tanimlanir. Bu denklem sistemini Crank-Nicholson yontemi ile niimerik olarak

cozecegiz. Yerel tiirevin ikinci mertebeden yaklasimi p ve a fonksiyonlari i¢in sirasiyla,

1. . .
pCet) = S (p™ = p}),

dp(x,t) _ 1(pT ol pl—pl
ox 2\ 2(Ax) 2(00) )
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0’p(x,t) _ 1(plly =20/ + 0"} piy =20/ + i,
0x? 2 2(Ax)? 2(Ax)? ’

1. .
a(x, t) = E(a{“ —al),

d0%a(x,t) _ l a{: — Za{+1 + a{fll a{ﬂ — Za{ + a{_l
0x2 2 2(Ax)? 2(Ax)? ’

seklindedir. Bu denklemler (4.29) denklem sisteminde yerine yazildiginda,

.- .
B el -l
1—«a T ina
j=0
_D oty =20/ + 1T pli— 20! + ol
2 2(0x)? 2(0x)?
X pi]:11 _ pi]j-11 n Pl — P, affll _ 2a{+1 + a{j11
4 2(Ax) 2(Ax) 2(Ax)?
n al, —2a] +aj_,
2(Ax)?
ve
B(a) . a{ﬂ —a{
1—a T Oina

j+1 j¥L 1] joo
Do (@i —2a; " +aj_y  Qjyq =205 054\ ﬁ(pjﬂ —p))
2 l

2 2(Ax)? + 2(Ax)? i

k . .
t3 (@™ - a)),

esiklikleri elde edilir. Son iki denklem bize Keller-Segel modelinin, Caputo anlaminda
Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile sayisal ¢oziim liretmemize yardimci olacaktir. Bu
denklemler Mathematica programi yardimiyla c¢oziildiigiinde elde edilen grafikler

asagidaki gibidir.
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Sekil 4.3. p(x,t) fonksiyonunun Atangana-Baleanu kesirli tiirevi igin yaklasik
cozimleri (¢ = 0.5,a = 0.7).

Sekil 4.4. a(x,t) fonksiyonunun Atangana-Baleanu kesirli tiirevi igin yaklagik
cozimleri (a = 0.5, = 0.7).

Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 incelendiginde Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 ile ¢ok benzer sonuglar
vermektedir. Bu durum Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu operatorlerinin benzer
sonuglar verdigini ve Keller-Segel modeline modifiye edilebilecegi gdstermektedir.
Sonug olarak goriilmiistiir ki her iki operatdrde Caputo’ya gore daha hizli ve kararlidir.
Caputo, Caputo-Fabrizio ve Atanagana-Baleanu kesirli tiirev operatorlerini grafikler
tizerinde karsilastirabilmek i¢cin & = 1 secilerek asagidaki grafikler ¢izilmistir. Sekil 4.5

ve 4.6’da goriilecegi tizere p(x, t) ve a(x,t) fonksiyonlarinin Caputo, Caputo-Fabirizio
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ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevi igin yaklasik ¢oziimleri hesaplanmistir. Grafiklerden
de gorildiigii tizere her bir operator igin ¢ok yakin sonuglar elde edilmistir. a’nin farkl
degerleri i¢in ¢ikan sonuglar ¢Ozlimiiniin ayni zamanda kesirli mertebeye bagl

oldugunu gosteriyor. Bu durum, kesirli mertebeden ¢6ziimiin sistem i¢indeki farkli

Olceklerin davranisini incelemek i¢in kullanabilecegimizi gostermektedir.

Sekil 4.5. p(x,t) fonksiyonunun sirasiyla Caputo, Caputo-Fabirizio ve Atangana-
Baleanu kesirli tiirevi i¢in yaklasik ¢oziimleri (a = 1).
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]
e
0.0
1.0

Sekil 4.6. a(x,t) fonksiyonunun sirasiyla Caputo, Caputo-Fabirizio ve Atangana-
Baleanu kesirli tiirevi i¢in yaklasik ¢oziimleri (a = 1).
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez calismasinda Keller-Segel modelinin Caputo, Caputo-Fabrizio, Atangana-
Baleanu kesirli tiirev tanimlarina uygulanarak varlik ve teklikleri bulunmus, lemma ve
teoremleri verilmistir. Daha sonra bulunan bagdasik ¢oziimler icin analizler yapilarak
grafikler yardimiyla karsilastirilmistir. Bu analizler sonucunda goriilmiistiir ki, Caputo,
Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirevleri birbirleriyle ayni sonuglari
vermistir. Tam ¢oziimle karsilagtirma yapabilmek i¢cin « = 1 alinarak tam ¢oziimle
diger sonuglar karsilastirilmistir. Bu sonuglar asagida verilen tablo ile daha 1yi

anlasilacaktir.

Cizelge 5.1. p(x,t) fonksiyonunun farkli zaman ve yerdeki tam ¢oziimleri, yaklasik
cozimleri ve hatalarinin karsilastiriimasi.

Yaklasik Coziimler
t X Ptam Pcaputo |ptam — Pcaputo
0501 3.351678 | 3.351671844 0.6156 x 107>
0.3 |2.581676 | 2.581682084 0.6084 x 107°
0.5 1.891674 | 1.891680002 0.6002 X 105
0.7 1.281672 | 1.281677944 0.5944 x 105
0.9 0.751665 | 0.751670992 0.5992 x 105
t x Ptam Pcaputo-fabrizio |Ptam — Pcaputo—Fabrizio
0501 3.351678 | 3.351683432 0.5432 x 1073
0.3 |2.581676 |2.581681384 0.5384 x 107°
0.5 1.891674 | 1.891679316 0.5316 X 10~5
0.7 |1.281672 | 1.281677246 0.5246 X 10~°
0.9 0.751665 | 0.751670188 0.5188 x 10~5
t X Ptam patangana—baleanu |ptam - patangana—baleanu
0501 3.351678 | 3.351683428 0.5428 x 107>
0.3 |2.581676 |2.581681380 0.5380 x 107°
0.5 1.891674 | 1.891679312 0.5312 X 10~5
0.7 |1.281672 | 1.281677242 0.5242 X 10~°
0.9 0.751665 | 0.751670184 0.5184 x 10~5
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Cizelge 5.2. a(x,t) fonksiyonunun farkli zaman ve yerdeki tam ¢6ziimleri, yaklasik
cozimleri ve hatalarinin karsilastiriimasi.

Yaklasik Coziimler
t ve Atam Acaputo |atam — Qcaputo
05(0.1 |2676942 | 2.676945228 0.3228 x 107°
0.3 | 2.654956 | 2.654959198 0.3198 x 107°
0.5 |2.745994 | 2.745997154 0.3154 x 10~°
0.7 |2.952408 | 2.952411106 0.3106 X 10~°
0.9 |3.274402 | 3.274405078 0.3078 x 1075
t X Atam Acaputo-fabrizio |atam — Qcaputo—Fabrizio
05(0.1 |2676942 | 2.676944668 0.2668 x 107°
0.3 | 2.654956 | 2.654958624 0.2624 x 1075
0.5 |2.745994 | 2.745996588 0.2588 x 107>
0.7 |2.952408 | 2.952410540 0.2540 X 10~°
0.9 |3.274402 | 3.274404492 0.2492 x 1075
t X Atam Qatangana—baleanu |atam — Qatangana-baleanu
05(0.1 |2676942 | 2.676944666 0.2666 x 107°
0.3 | 2.654956 | 2.654958622 0.2622 x 107°
0.5 |2.745994 | 2.745996586 0.2586 x 107>
0.7 |2.952408 | 2.952410538 0.2538 x 10~°
0.9 |3.274402 | 3.274404490 0.2490 x 1075
Yukaridaki  ¢izelgede bulunan sonuglar Mathematica programi

yardimiyla

hesaplanmistir. Bu hesaplamalar yapilirken farkli iterasyon zamanlarinda elde edilen

sonuclarda asagida hesaplanarak verilmistir.

Cizelge 5.3. p(x, t) ve a(x, t) fonksiyonlarmin farkli iterasyon adimlari i¢in hesaplama

stireleri
Caputo Caputo-Fabrizio Atangana-Baleanu
po(x, 1) 0 0 0
ps(x,t) 2.13375 0.18125 0.17875
p10(x, t) 11.52625 2.86375 2.84125
ay(x,t) 0 0 0
a(x,t) 0.94500 0.059375 0.058625
aio(x, t) 3.12250 0.94875 0.92375
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Cizelge 5.3’de de goriildiigii iizere Caputo-Fabrizio ve Atangana-Baleanu kesirli tiirev
tanimlar1 bilinen Caputo tlirev tanimina gore ¢cok daha hizli bir sekilde ¢aligmaktadir.

Bu da gosteriyor ki, yeni tanimlanan turevler daha kullanisl ve hizlidir.
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