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ONUR SOZU

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kesirli Mertebeden Burgers Denkleminin Sonlu Fark
Yontemleri ile Niimerik Coziimleri” baglikli bu calismanin bilimsel ahlak ve geleneklere aykiri
diisecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan yazildi§ina ve yararlandigim biitiin kaynaklarin
hem metin i¢inde hem de kaynakcada yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu
belirtir, bunu onurumla dogrularim.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler ¢cevremizdeki diinyayr modelleme ve tahmin etme konusunda dikkate
deger bir yetenege sahiptir. Ornegin, bir bitkinin biiyiimesi, borsadaki dalgalanmalar,
hastaliklarin yayilmasi veya bir nesneye etki eden fiziksel giicler gibi cok cesitli olusumlarda
diferansiyel denklemler etkin rol oynamaktadir. Bununla birlikte zaman icerisinde, bilim
insanlar1 diferansiyel denklemlerin, katilarda yayilma, yar1 iletkenlerde yiik iletimi veya ekolojik
modellerde hayvan gocleri gibi bazi siirekli olusumlari modelleme konusunda her zaman yeterli
olmadigini ve kesirli operatorlerin yani kesirli tiirev ve integralleri iceren kesirli analizin gercek
diinya olaylarin1 daha verimli bir sekilde modelleyebildigini kesfetti. Bagka bir deyisle kesirli
analiz doganin gercekligini bilim diline daha iyi ¢eviriyordu. Belki de kesirli analiz doganin
anladig1 dildi ve bu nedenle doga ile bu dilde konugmak gerekirdi. Fakat kesirli analiz en
az klasik analiz kadar koklii, yaklasik olarak ii¢ asirlik bir gecmise sahip olmasina ragmen
uzun yillar boyunca bilimsel topluluklarin dikkatini ¢ekmeyi bagaramamaisti. Bu konunun bilim
ve mithendislik topluluguna dogayr daha iyi anlamak veya tanimlamak i¢in bagka bir boyut

eklemesi ile kesirli analiz popiiler bir konu olarak ilerlemeye devam etti.

Kesirli analiz, klasik mertebeden tiirev ve integral tamimlarinin tamsay1 olmayan mertebeye
genellestirilmesidir. Fakat bu tanimla birlikte bircok ilging soru ortaya cikabilir. Ornegin,
eger bir fonksiyonun ilk tiirevi egimi veriyorsa, yarim tiirevin geometrik anlami nedir?
Yarim mertebeden bir tiirev ile ilk tiirevi elde edilmek isteniyorsa hangi operator iki kez
kullanilmalidir? Bu sorularin derin tarihi, Gottfried Wilhelm Leibniz’in ilk kez kesirli tiirevin
var olma olasiligini 6nerdigi, kesirli diferansiyel ve integral hesabinin temellerini gelistirdigi on
yedinci yiizyilin sonlarina, kesirli analizin dogusuna kadar uzanir. Leibniz f (x) fonksiyonunun

n mertebeden tiirevini simgeleyen

dn
S f )

sembolii tanitt1 ve bunu n € N varsayimi ve gelistirilmesini ortiik bir sekilde dnererek

“Tamsay1 mertebeden tiirevlerin anlami, tamsay: olmayan mertebeden tiirevler icin

genellestirilebilir mi?”

sorusunu giindeme getirdi. L‘Hospital bu soruyu merak etti ve Leibniz’e bagka bir soru ile cevap

verdi:



“n=1/2igin j—;nf(x) tiirevinin anlami ne olur?”
Kesirli analizin dogum giinii olan 30 Eyliil 1695 tarihli bir mektupta Leibniz’in yaniti ise;
“bir giin yararli sonuglarin ortaya ¢ikacagr asikdar bir paradokstur”

oldu. Boylece, 300 yildan daha uzun siiredir devam eden kesirli mertebeden tiirev dedigimiz
alanin ilk temelleri atild1. Ozellikle n = 1/2 i¢cin sorunun sorulmasi ise matematigin bu alanina
kesirli isminin verilmesini sagladi. Her ne kadar verilen bu isim, tiirevin mertebesinin veya
integralin katinin rasyonel sayilar kiimesi ile stnirlanmamasi gerektigi iyi bilise de, o zamandan
beri kullanimda kaldi. Bununla birlikte, kesirli analiz uygulamalar1 ve ¢evreleyen matematiksel
arka plan paradoksal olmaktan uzaktir. Fiziksel anlami kavramak zor olsa da tanimlar ve

teoremleri klasik analizden daha sert degildir.

1695 tarihli bu mektuptan sonra bu alanda calismaya baslayan ilk Leibniz oldu. Daha
sonra, Bernoulli, Wallis, Lagrange, Euler, Riemann, Liouville, Laplace, Abel, Weyl gibi
bircok matematik¢i alana katkida bulundu. Yillar boyunca, ¢cok sayida matematik¢i, kendi
gosterimlerini ve yaklasimlarini kullanarak en 6nemli tanimlar1 Riemann—Liouville kesirli tiirevi,
Caputo kesirli tiirevi ve Griinwald Letnikov kesirli tiirevi olmak lizere tamsay1 olmayan bir
integral veya tiirev fikrine uyan cesitli yeni tanimlar ve teoremler sunuldu. Bunlar i¢inde en

onemli olan ise;

Sunulan tanimlarin yami sira yiizyillar igerisinde kesirli analiz kavraminin heterojen
bir olusum ile iligkili karmasikliklar nedeniyle sanayilesmesi, kesirli operatorlerin difiizyon
islemlerine sahip olduklari i¢in ¢ok yonlii ortamlarin davranisim yakalayabilmeleri ve bilgisayar
yazilimi kullanan matematiksel tekniklerin hizla gelismesi nedeniyle aragtirmacilarin karmagsik
olusumlart analiz ederken bakis acilarini sunarak yeni tanim ve teoremler, yiizlerce kitap
ve bilimsel yayinlar sunmalari ile gelisti. Son 30 yilda, bu alan bilimsel ve miihendislik

uygulamalarinda dikkat ¢ceken bir yiikselme gostermistir.

Bu tezde, Caputo anlaminda zamana bagli kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik
sonuglarinin elde edilmesi amaglandir. Bu nedenle, sonlu fark yontemlerinde Kapali1 Yontem ve
Crank Nicolson Yontemleri ¢esitli lineerlestirme teknikleri ile birlegtirilerek dort farkli niimerik
sema elde edildi. Yontemin etkisi ve giivenilirliginin test edilmesi amaciyla gbz Oniine alinan

Burgers denklemi ii¢ farkli problem ig¢in arastirildi ve niimerik ¢oziimler ile tam ¢oziimlerin



uyumlulugu, ayrica kullanilan yontemin diger yontemler kullanilarak elde edilen niimerik

sonuclar ile karsilagtirilmasi ¢izelge ve sekiller destegi ile tartisildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu boliimiinde, kesirli analize iliskin bazi tanimlar ve ozellikler sunularak kesirli
mertebeden Burgers denkleminin niimerik c¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilacak olan

kesirli mertebeden tiirevin ayriklastirilmasi hakkinda bilgi verilecektir.

2.1 Ozel Fonksiyonlar

2.1.1 Gama fonksiyonu

Kesirli tiirev ve integral hesabinda kullanilan temel fonksiyonlarindan biri de Euler’in Gama

fonksiyonudur. I'(n) ile gosterecegimiz Gama fonksiyonu

['(n) = /0 Tt (2.1.1)

ile verilen genellestirilmis integrali ile tanimlanir. Gama fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri

asagidaki gibidir:

I'(n+1) =nI'(n) (2.1.2)

Bu 6zellik (2.1.1) Gama fonksiyonu tanimindan

1) = |

; t"e~'dt = [—e7'1"],_, +n/ e 't""dt = nl'(n)

0

kolayca gosterilebilir.

e I'(1)=1vex=1,2,3,... icin (2.1.2) esitligi yardimu ile;

r2)=1I(1)=1=1!
r(3)=2I(2)=2.1!=2
I'(4)=3I(3)=3.2! =3

kullanilarak

integraline gecis yapmak miimkiindiir. Bu 6zelliginden dolay1, Gama fonksiyonu faktoriyel

fonksiyonu olarak da isimlendirilir.



Ayrica Gama fonksiyonu,

nln*

[(x) = r}gglox(x+ 1)(x+2)...x+n)

biciminde limit yardimiyla da gosterilebilir [2].

(2.1.3)

2.1.2 Beta fonksiyonu
B (m, n) ile gosterilen Beta fonksiyonu
1
B(m,n) = / (1 —x)ldx
0

olarak tanimlanir. Bu integral m>0, n>0 icin yakinsaktir. Beta fonksiyonu, Gama fonksiyonu
ile

L(m)C(n)
['(m+n)
iligkisi ile baghdir. Beta fonksiyonu yardimiyla Gama fonksiyonu i¢in onemli iki ozellik

B(m,n) = (2.1.4)

yazilabilir. Bunlarin ilki;

T(x)(1—x) = ﬁ 2.1.5)

seklindedir. x = % alindiginda Gama fonksiyonunun onemli ve kullanigh bir degeri olan

elde edilir. ikinci olarak ise; Beta fonksiyonu yardimiyla Gama fonksiyonu icin énemli bir

formiil olan

2

Legendre formiilii elde edilir [2].

I'(x)T (x+ 1) = /220 (2x), (2x £ 0,—1,-2,...). (2.1.6)

2.1.3 Mittag-Leffler fonksiyonu

Diferansiyel denklemler teorisinde biiyiik bir 6neme sahip olan e* iistel fonksiyonunun bir
parametreli genellestirilmis hali; G.M. Mittag-Leffler tarafindan, C kompleks sayilar kiimesi ve

o € C olmak iizere, E(.) notasyonu ile gosterilen bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
o0 k
X

Ea(x) :k;)l“(ock-i-l)

seklinde tanimlanir. Kesirli tiirev ve integral hesabinda biiyiik bir 6neme sahip olan iki

parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ise Agarwal tarafindan

)

xk
Eaﬁ(x):kg)m,(a>0,ﬁ > 0) (2.1.7)

5



olarak tanimlanmustir [2].

2.2 Kesirli Tiirev ve Integral Yaklasimlar

Bu kisimda tiirev ve integral kavramlarinin genellestirilmis bazi yaklagimlari verilmisgtir.
Matematik yanls isim verme sanatidir. 1k bakista gizemli ve giizel bir isim olan kesirli analiz
de bu yanlislardan biridir. Ornegin, dogal sayilar ve gercek sayilar gibi isimleri biliyoruz.
Kisa bir siire i¢in bu sayilar1 diisiinelim. Dogal sayilar kavrami dogal bir soyutlamadir ancak
sayinin kendisi dogal midir? Ya da gergek kelimesinin anlamiyla gergek sayilar aym seyi ifade
etmemektedir. Simdi tekrar kesirli analiz ismine donelim. Kesirli analiz keyfi mertebeden tiirev

ve integralin adidir. Simdi n. mertebeden tiirev ve n kath integrallerin

t T t d 42
.“’/a de/a f(Tl)dflv/a f(Tl)dTI7f(t)7 fdgt)a d];ét)’

bicimindeki sonsuz dizisini diisiinelim. Herhangi o € R i¢in keyfi mertebeden tiirev:

oD f (1)

ile gosterilir. B > 0 olmak iizere kesirli integrali ise;

D P r(t)

ile gosterilir [2].

2.2.1 Griinwald-Letnikov Kkesirli tiirevi

Griinwald-Letnikov tiirevi, adi tiirevin kesirli tiireve basit bir genisletilmesidir. Bu tiirev
1867°de Anton Karl Griinwald, sonra da 1867’de Aleksey Vasilievich Letnikov tarafindan

tanitilmistir.

Siirekli bir f(¢) fonksiyonu ve f®)(¢), (k=1,2,...,m+ 1) fonksiyonu [a,] arahginda siirekli
olsun ve m bir tamsay1 olmak iizere (m > p — 1) sartiyla, m i¢in miimkiin olan en kiiciikk deger
m<p<m+1 esitsizligi ile belirlensin, f () fonksiyonunun p’inci mertebeden Griinwald-Letnikov

kesirli tiirevi;

m (k) (q)(t —a) Pk
D (1) = Zfl—*(( )(t ) 1

t
pyrep pnt)
& T(-p+k+1) F(—p+k+1)/a(t ZAREACE

seklindedir. Yine ayn1 sartlar altinda f(¢) fonksiyonunun p mertebeden kesirli integrali;

aDlpf(t):ﬁ/a%t_r)—pmf(mﬂ)(f)df

6



olarak verilir [2].

2.2.2 Riemann-Liouville kesirli tiirevi

Griinwald-Letnikov kesirli tiirev taniminda (2.2.1) ile verilen integralin alinabiliyor oldugu
durumlar i¢in kullanilmasi uygundur. Fakat integral igleminin alinamadig1 durumlarda, basit bir

cevapla

dm—i— 1

1
oDl f(t) = S / (t—1)"" Pdrt, m<p<m+1 (2.2.2)
a

Riemann-Liouville tanimu ile kargilagilir. Buradan, f fonksiyonu tanimli oldugu |a, ] aralifinda
sirekli ve tiirevli bir fonksiyon m € N ,m — 1 < p < m olmak iizere f fonksiyonunun p

mertebeden Riemann Liouville kesirli tiirevi

1 dm

JEDPf(1) = Tm—p)d™

t
/ (t—1)" P L f(1)de (2.2.3)
a
seklindedir. (2.2.3) ile verilen tanim, kesirli tiirevin en ¢ok bilinen tanimidir ve

m+1 T
DLF() = " [~ 2y

a

m (@) (1—a) P mep olm
= Xito TR e Jat — O ()

=DM f(1), m<p<m+l

dir. Bu esitlik, siirekli bir f(7) fonksiyonu ¢ > 0 i¢in (m + 1) kez tiirevlenebiliyorsa,

Griinwald-Letnikov taniminin Riemann-Liouville tanimina esit oldugunu gosterir [2].

2.2.3 Caputo Kesirli tiirevi

Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev ve integral tanimi, kesirli tiirev ve integral te-
orisinin gelisiminde énemli bir rol oynamistir (tam say1 mertebeden diferansiyel denklemlerinin
¢Oziimii, fonksiyon siniflarinin yeni tanimlari, seri toplamlari, vb.). Bununla birlikte, modern

teknolojinin talepleri, koklii matematiksel yaklagimlarin da bir revizyonunu gerektirmektedir.

Gelismis modellere dayanan matematiksel modelleme, dogal olarak kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin kullanilmasina yol acar. Uygulamali problemler, f(a), f (a)....

gibi fiziksel olarak yorumlanabilen baslangic kosullarina imkdn veren kesirli tiirevlerin



tamimlanmasint gerektirir. Caputo yaklagiminin en onemli avantaji baslangic kosullarmin bu

sekilde alinabilmesidir. f(z) siirekli ve tiirevli fonksiyonu i¢in Caputo kesirli tiirevi;

1 tof(r)de
i

Cnp _ —
ath(t)_F(n—p o nolSp<n (2.2.4)

seklindedir [2].

2.2.4 L1 ve L2 formiilleri

Kesirli mertebeden Burgers denkleminin ¢oziimiinde kullanacagimiz sonlu fark semalarini
elde etmek icin, Caputo anlaminda kesirli tiirevin diskritize edilmesinde L1 ve L2 formiillerini

kullanacagiz. 0 < y < 1 i¢in bZ = (k+ 1)Y= k"7 igin L, formiilii ;

AVf(t)
oty

|tm = Z b]}{/ [f(tmfk) _f(tmflfk)] (2.2.5)
dur.

Benzer sekilde 1 < y < 2 igin b! = (k+1)*"" — k2 Yolmak iizere L2 formili;

A7f(t)
ot

@y
in =13 ) & Al )20 ) Sz )] 20

dir [3,4].



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Kesirli Mertebeden Burgers Denklemi

Burgers denklemi;

Ju du  d%u

a ox Vo T
ile verilen, dogrusal olmayan dalga hareketini dogrusal difiizyonla birlestirmenin bir sonucu
olarak elde edilen bir denklemdir. Bu denklem zaman evrimi, lineer olmama ve difiizyon
arasindaki dengeyi ifade eder. v viskosite teriminin varlif1 dalga kirilmasinin engellenmesine,
sok siireksizliklerinin giderilmesine yardimci olur. Burgers denklemi, ilk olarak 1948 de iki zit
etki olan konveksiyon ve difiizyonun etkilesimi olarak tanimlanan tiirbiilans1 aciklamak icin
Burgers tarafindan gelistirilmigtir. Burada u,, lineer terimi, 1s1 denklemindeki gibi difiizyon
terimi ve uu, lineer olmayan terimi ise dalgalarin kirilmasina yol acarak sok etkisi yaratir.
Burgers denkleminin ¢oziimiiyle ilgili Hopf [S] ve Benton [6] nun arastirmalari ilk dikkat ceken

calismalardir.

Giiniimiizde, kesirli mertebeden tiirev ve integral farkli bilim dallarinda arastirmacilar ve
uzmanlar arasinda daha fazla dikkat cekmeye baslamasiyla cok sayida matematik¢i kesirli
mertebeden diferansiyel denklem modellerinin niimerik ve tam ¢oziimleri iizerine yogunlasti.
Bu modeller igcerisinde en énemlisi olan , Burgers denkleminin kesirli versiyonu

0'u du d%u

—_— — —v—=0 v>0 0 <1
o Tioy Vo =% vl U<vs

seklinde verilmistir.

Burgers ve kesirli mertebeden Burgers denklemlerinin niimerik ¢dziimleri i¢in yapilan bazi
caligsmalar sunlardir: Ali ve Gardner [7], kiibik B-Spline sonlu elemanlar yontemiyle niimerik
coziimler elde ettiler. Sonlu farklar yontemini kullanarak Kutluay vd. [8], niimerik ¢oziimler
buldular. Wang [9], caligmasinda Adomian ayristirma metodunu kullanarak denklemin yari
analitik ¢o6ziimiinii buldu. Mittal ve Jain [10], modifiye edilmis kiibik B-Spline kollokasyon
yontemi ile niimerik ¢oziimler verdi. Liu vd. [11], genellestirilmis Burgers denkleminin agik,
kapali ¢coziimii ve Li simetri analizi calismasinda niimerik c¢oziimler elde etti. Jia ve Feng
[12], kompleks Burgers denkleminin ¢oziimleri icin homotopi doniisiim metodunu kullandi.
Yildirnm ve Mohyud-din [13], kesirli Burgers denkleminin niimerik c¢oziimlerini homotopi

analiz yontemiyle elde etti. Danaf ve Hadhound [14], makalelerinde kesirli Burgers denkleminin

9



niimerik ¢oziimlerini elde etmek ve sayisal bir yontem gelistirmek amaciyla parametrik spline
fonksiyonlarinin genel bir ¢ercevesini sundular. Khan vd. [15], kesirli Burgers denklemlerinin
niimerik ¢coziimleri i¢in genellestirilmis diferansiyel doniisiim teknigi ile homotopi pertiirbasyon
yontemini arasinda bir karsilastirma yaptilar. Xu ve Agraval [16], genellestirilmis kesirli Burgers
denklemi icin niimerik ¢oziimler elde etti. Esen vd. [17], kesirli Damped Burgers ve Cahn-Allen
denklemleri i¢in homotopi analiz yontemini kullandilar. Baskonus vd. [18], lineer olmayan
kesirli Burgers denkleminin ¢6ziimiinde homotopi analiz metodu ve modifiye test deneme
denklem metodu kullanarak yaklasik analitik ¢oziimler buldular. Bhrawy vd. [19], Legendre
collocation metoduyla kesirli Burgers denkleminin niimerik sonuclarini hesapladilar. Esen ve
Tasbozan [20], kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri icin kiibik B-Spline
sonlu elemanlar yontemini kullandi. Prakash vd. [21], calismalarinda birlestirilmis kesirli
mertebeden Burgers denklemlerinin ¢oziimii i¢in varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak
yaklagik tam ¢oziimler elde ettiler. Liu vd. [22], genellestirilmis kesirli Burgers denklemi
icin acgik sonlu fark yontemiyle niimerik c¢oziimlerini buldular. Cenesiz vd. [23], modifiye
Burgers ve kesirli Burgers denklemi i¢in integral metoduyla tam sonuglar elde ettiler. Saad
vd. [24], calismalarinda Liouville-Caputo, Caputo-Fabrizio ve Mittag-Leffler kesirli tiireve sahip
Burgers denkleminin homotopi analiz doniisiim metoduyla niimerik ¢oziimlerini elde ettiler.
Asgari ve Hosseini [25], makalelerinde genellestirilmis Burgers denkleminin tutarlilik, kararlilik
ve yakinsama analizleriyle birlikte ¢oziimii i¢in yar1 kapali Fourier pseudospektral semalar:
onerdiler. Gaber vd. [26], calismalarinda lineer olmayan kesirli Burgers denklemlerinin tam

¢cOziimiinii elde etmek icin modifiye Kudryashov metodunu kullandilar.

3.2 Sonlu Fark Yontemleri

Bilindigi iizere, bircok diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimiinii agik bir sekilde bulmak
oldukga zor, hatta bazen de imkansizdir. Bu nedenle yakinsak niimerik semalarin olusturulmasi,
coziimle ilgili nitel bilgilerin ortaya c¢ikarilmasi ve coziimlerin davraniglarinin nicel olarak
gozlenmesi ve arastirilmasi son derece énemli ve gereklidir. Ornegin, 1s1 ve dalga denklemleri
gibi baz1 denklemlerin acik ¢oziimleri, kapali formda ¢oziimleri ve sonsuz seri ¢oziimleri mevcut
olsa bile niimerik yontemler ile olduk¢a kararli ve yakinsak sonuglar elde edilebilir. Diferansiyel
denklemler icin temel niimerik ¢oziim semalar1 iki genis kategoriye ayrilir. Birincisi, sonlu fark
yontemleri, digeri ise sonlu eleman yontemleridir [27]. Bu tezde sonlu fark yontemleri iizerine

yogunlagilacaktir.
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Sonlu fark yontemleri baslangic ve smir kosullari ile verilen diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in kullanilan bilinen en eski yontemlerden biridir. Bir¢ok fikir yontemin temellerinin
daha gecmiste izlerinin oldugunu savunsa bile genellikle baslangic noktasi olarak Courant,
Friedrichs ve Lewy (1928) tarafindan hazirlanan "matematiksel fizigin problemlerinin sonlu
farklar yoluyla ¢oziimii" temel teorik makale kabul edilir [28]. Ikinci diinya savasinin
hemen sonrasinda bilgisayar yardimiyla biiyilik 6lcekli pratik uygulamalarin miimkiin olmasi
ile birlikte yontem iizerine onemli ilerlemeler gozlemlenmistir.Yontemin gelisimde biiyiik
bir rol oynayan Von Neumann’in caligmalarin bir kismi O’Brien, Hyman ve Kaplan [29]
caligmalarinda belirtilmistir. Yontemin gelisim siirecindeki ilk uygulamalardan biri ise "sonlu
fark yontemlerinin parabolik denklemler icin uygulamalar1 [30]" dir. Ayrica, bu donemlerde
baslangic ve sinir kosullar1 karisik formda verilen (Dirichlet ve Neumann tipi kosullarin bir
arada bulunmasi) problemler icin kapali yontemlerin kullanilmasi ise Crank ve Nicolson [30]
tarafindan calisilmistir. 1950 ve 1960 larda genel olarak baglangi¢ deger problemleri ve parabolik
problemler icin sonlu fark teorisi, Lax denklik teoremleri ve Kreiss matris lemmalarinda
kararlilik yapisinin incelenmesi ile yogun bir gelisim donemine girmistir. Bu donem boyunca
Douglas, Lees, Samarskii, Widlund ve bir¢ok arastirmaci yontemin gelisimine onemli katkida
bulunmustur. Hiperbolik denklemler i¢in Friedrichs, Lax ve Wendroff gibi bir¢ok bilim insaninin
ozellikle lineer olmayan korunum yasalar1 iizerine calismalar1 ge¢misten giiniimiize bilim
diinyasinin ilerlemesinde hayati bir rol oynamaya devam etmistir [31]. YOntemin altinda yatan
temel fikir, diferansiyel denklemlerde goriilen tiirev terimlerinin sonlu fark denklemleri ile
degistirilmesidir. Bu sonlu fark yaklasimlari cebirsel bicimdedir ve ¢oziimler ise 1zgara denilen

noktalar tizerinde aranir. Izgara modelleri bir ve iki boyut icin Sekil 3.1 de gosterilmistir.

Biraz daha agiklayici bir sekilde ifade edilirse, niimerik hesaplamalardaki temel fikirlerden
biri takdir yetkisidir. Bu nedenle bir diferansiyel denklem bir cebirsel denkleme indirgenmelidir.
Buna gore, hesaplama alani, hiicreler veya elementler ad1 verilen birden fazla alt alandan olusan
bir aga veya 1zgaraya ayrilir. Indirgenen cebirsel denklemdeki matrislerin biiyiikliigii, kafes
biiyiikliigii, hesaplama alaninin boyutlar1 ve bilinmeyenlerin sayisi ile belirlenir. Bu ise bolgenin
parcalanma yani ayriklastirma iglemi ile baglantilidir. Ornegin, Sekil 3.2°de gosterildigi iizere
problemin ¢oziim bolgesi [a,b] € D olsun, konum adimmi Ax = éx =h = (b—a)/N (N bir
tamsay1) ve zaman adimi1 At = 6t = k = T /M olarak D bolgesi boyunca bir dizi yatay ve dikey
cizgi ile pargalansin ve tiim kesisim noktalari (x j,tn), veya basitge (j,n) ile gosterilsin.Burada

N ve M boliintii sayisi, T veya t,,, ise yine takdir yetkisi kullanilarak, ilgilenilen problemin
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Sekil 3.1 : Degisik 1zgara modelleri
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sonlanma zamanini temsil edecektir. Sonlu fark yontemlerinde, ¢dziim bolgesindeki bir noktada

bagimli degiskenin degerini, komsu noktalardaki bagimli degiskenin degerleri ile iligkilendirir.

Yontem temel olarak bes adimdan olusur:

1. Coziim bolgesi, hesaplama alanin1 kapsayan bir diiglim 1zgarasina veya nokta listesine

boliiniir.
2. Diferansiyel denklemde tiirevler yerine sonlu fark yaklagimlari yazilir.

3. Diferansiyel denklem, ¢oziim bdlgesinde olusturulan 1zgara noktalarinin herhangi birinde,

bagimh degiskenin komsu noktalardaki degerleriyle iligkilendirirlir.

4. Fark denkemi adi verilen cebirsel denklem sinir kosullarina ve baglangi¢c kosullarina tabii

olarak coziiliir.

5. Analitik ve niimerik olarak hata analizi yapilir.

Ikinci adimda bahsedilen tiirevler yerine yaklasimlarin yazilmasi: adiminda, ayni tiirevleri
yaklagik olarak belirlemek i¢in farkli yollar vardir. Bununla birlikte farkli semalar elde edilir.
Bu ise farkli dogruluk seviyelerine neden olur. Ayrica, zamansal ve konumsal boyutlarin
ayriklastirilmas1 zaman ve konumsal farklardan dolayi farklilik gosterebilir. Zamansal bir boyut
icin her zaman "baslangic" ucundaki kosul bilinir ve "son zaman (#,,,)" diye adlandirilan sona
dogru yiirlinmesi gerekir. Konumsal bir boyut icin ise sinir kosullari herhangi bir ucta farklilik
gostererek verilebilir. Bu her iki tiir icin kullamilan ayriklagtirmalar farkli terim ve semalar
ile sonuglanir. Farkli semalardan ve ayriklastirmalardan bahsedilmeden oOnce, ikinci adimda
bahsedilen fark yaklasimlarinin nasil elde edildigine deginilmelidir. Daha anlasilir olmasi
acisindan tek degisken {izerinden formiillerin elde edilisi sunulacak daha sonra iki degiskenli

denklemler uizerinde formiiller sunulacaktir.

3.3 Taylor Seri Yontemi Kullanarak Sonlu Fark Yaklasimlarinin Elde Edilmesi

3.3.1 Bir fonksiyon icin Taylor seri acilimi

Bir fonksiyonun taylor seri a¢ilimi, fonksiyonun bir nokta civarindaki degerini bulmanin bir
yoludur. Bir f(x) fonksiyonu xp noktasini igeren bir aralikta (n+ 1) defa tiirevlenebilir olsun.

Taylor teoremi, araliktaki her x i¢in x ile xp arasinda bir 1) degerinin oldugunu belirtir 6yle ki;
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Sekil 3.2 : Sonlu fark yontemleri i¢in grid temsili
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df (x—x0)* d*f (x—x0)" d"f
_ _ hutl » A S R
f(x) f(X()) + (X X()) dx —x, + 21 dx2 0 n! A" - + n(rl)
dir. R, kalan terimi ise
X —x n+1 dn—|—l
Rn(”) - ( 0) J;
(n+1)! dxr |

ile verilir.

3.3.2 Birinci mertebeden tiirev icin sonlu fark formiilleri

3.3.2.1 Iki nokta ileri fark yaklagim

Iki nokta sonlu fark formiillerini olusturmak icin fonksiyonun Taylor seri acilimi kullanilir.
Yaklasimlar elde edilirken yaklasimdaki noktalarin sayisi, noktalar arasindaki araligin ol¢iisii
degisiklik gosterebilir. Iki nokta arasindaki bosluk sabit ve & = x; | — x; secilsin;

(xip1—xi)* d°f

df '
FOrin) = Fl) + (kv —x) |+l O .

xX=x; =n
Flxin) = f () +hf () + B f" ()
f (o) = H= e — ()
Ikinci terim, 4 ile orantili ve & mertebeden bir kesme hatasini verir.
Kesme Hatast = —%f"(n) = O(h)
3.3.2.2 Iki nokta geri fark yaklasmm
Fxicy) = i)+ (ximg —xi) & . %—T%)Z 65127]2[ =

Fxiot) = fa) = hf' (x) + 2 7 ()

f/(xi) — f(xi)—}{(xi—l) + %f//(n)

ikinci terim, 4 ile orantili ve & mertebeden bir kesme hatasi verir.

h
Kesme Hatast = gf”(n) =0(h)

15



Birinci mertebeden tiirev

Yontem Formiil Kesme hatasi
Iki nokta ileri fark yaklagimi fl)y="L (x,-HL—f (xi) Oo(h)
Ug nokta ileri fark yaklagimi F(xg) = L) +df (ZJZ“)_"C (xi42) O(h?)
Iki nokta geri fark yaklasimi fl) =1L () 7}{ Cei=1) O(h)
ii¢ nokta geri fark yaklagimi f(x) = Floiiza)=4f é);;_l)+3f (x) O(h?)
Iki nokta merkezi fark yaklagimi flo)y="L (xiﬂ);f (xi1) O(h?)
Dort nokta merkezi fark yaklagimi F () = LLiz2) =8 Ceim) P8/ (i) —f (xis2) O(h*)

Cizelge 3.1 : Birinci mertebeden tiirev i¢in sonlu fark yaklagimlar

3.3.2.3 iki nokta merkezi fark yaklasim

Iki nokta ileri ve geri fark yaklagimlari gz 6niine alinir

+ (xiJrl _xi)2 ﬂ

()C' l_xA)3 d'ﬂf
5 dx2 _|_ [HE i =

Fir1) = F) + (xipr —xi) 4L IR

X=X =X X=m
Xi_1—X; 2 g2 Xi11—Xj 343
f(x,;1> = f(x,-) + (xl;l —x,-) Z,—{ y + % ZT; .. + % ilng .
veE ) 5
N IORRIECORS FRCORS U
flxiz1) = f(xi) —hf (xi) + ’g—z,f”(xi) - ﬁ—if”’(nz)
buradan
X — JXi— h2 h2
f/(Xi):f( —H)hf( 1>+§f/"(711)—§f"'(712)

yine ikinci ve ligiincii terimlerin ihmal edilmesi ile
h2 11 hz 111 2
Kesme Hatast = af (m) — ;f (M) = O(h”)

olarak elde edilir. Ug yaklasim arasinda bir karsilagtirma yapilirsa, kiiciik /2 degerleri icin
merkezi fark yaklagimi ileri ve geri fark yaklagimina gore daha iyi bir yaklagim saglar. Merkezi
fark yaklasimi sadece i¢ noktalar icin kullanishdir. Uc ve daha fazla nokta kullamilarak fark

yaklagimlar1 benzer sekilde elde edilir. Baz1 yaklagimlar Cizelge 3.1°de sunulmugtur

3.3.3 Ikinci mertebeden tiirev icin sonlu fark formiilleri

3.3.3.1 Uc nokta ileri fark yaklasmm

F@ip1) = £Oa) +hf! () + 2 7 0a) + 2 7 ()

Fiia) = £x) + 20 f (xi) + L 1) 4+ B ()
16



olup buradan

X -2 X + f(x 8h h
f/(xi> _ J(xig2) ];(2 +1) + f(x) _ gf///(r’z> +§f,//<771)
ve
8h /1! h /1!
Kesme Hatast = —gf (n2) + §f (n)=0(h)
seklindedir.

3.3.3.2 Uc nokta geri fark yaklasimm

Benzer sekilde ti¢ nokta geri fark yaklasimi f(x;—1) ve f(x;_p) kullanilarak

fxia) =2f (i) +/(xi) | 8h

/1! h /1!
2 T (nz)—gf (m)

fx) =

veE

h

/" (m) =0(h)

8h
Kesme Hatast = — f"(1,) — 3l

3!
seklinde elde edilir.
3.3.3.3 Uc nokta merkezi fark yaklasim

Uc nokta merkezi fark yaklasimi ise
2 3 4
fxipr) = Fo0) +hf () + 577 (0) + 5 17 () + 5 7 ()

Fio1) = F(6) —hf () + 2 £ () = B 7 () — B £ ()

kullanilarak

. . o . 2
f(xit1) +f<;;l) 2f(xi) + %f////(n2> .

h2
I‘](-////(,r’l)

f// (-xi ) —
olup

h2 h2
Kesme Hatasi = Ef””(nz) — Ef””(m) = O(hz)

bulunur. Aynm1 prosediir daha yiiksek mertebeden sonlu fark yaklagimlar1 gelistirmek igin

kullanilabilir. Sonug Cizelge 3.2 de 6zetlenmistir.

Birden fazla bagimsiz degisken iceren fonksiyonlar i¢in, fonksiyonun degiskenlerden birine
gore kismu tiirev alinirken, diger de8isken sabit tutulur. Sonlu fark yaklagimini genellemek icin
x ve t ye bagl bir U fonksiyonu alalim. U’nun kismi tiirevlerine x’e gore yaklasacagiz. U

fonksiyonunun Taylor seri acilimi;
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Ikinci mertebeden Tiirev

Yontem Formiil Kesme hatasi
Ug nokta ileri fark yaklagimi x) =1L <x"+2)72‘2(f i)+ (1) Oo(h)
Dort nokta ileri fark yaklagimi f(x) = 21 ()57 G )224 fxiva) = f i) O(h?)
Ug nokta geri fark yaklagimi x) =1 '(x”)*zf;f 1)+ () O(h)
Dért nokta geri fark yaklagimi f(x) = _f(xi’S)+4f<xi72);5f(xi+f1Hzf(xi) O(h?)
Ucg nokta merkezi fark yaklagimi f(x) = i (X"“)_zf;l(zx )+ i) O(h?)
bes nokta merkezi fark yaklagimi f(x) = S (i) +16f (x"*l)‘ﬁg"f”mf (1) =/ i) o(h*)

Cizelge 3.2 : Ikinci mertebeden tiirev icin sonlu fark yaklagimlar:

2 Axn—l

U(X0+AX,I) = U(X(),t) +AXUX(X0,I) +7Uxx (Xo,t)—F...—FWU(n_]) (X(),[)—FO(AX")

seklinde yazilir. n=2 icin ;

U (xo+Ax,t) = U (x0,2) + AxUsy (x0,1) + O (Ax?)

dir. Simdi kismi tiirevler icin bazi sonlu fark yaklagimlarini gosterelim. Yukaridaki son esitligi

tekrar diizenlersek;

Ux (X(),l') _ U(XO+AX,AI))C*U(X0J) r O(AAXXZ> _ U()CO+AX,A1‘))67U(X()J) i O(AX)

olup her (xp,?) noktasinda esitlik saglanir. Kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii igin niimerik
semalarda x in x1,x2,...,xy ve t’nin 0 = #1,1,,...ayrik degerleri bir kafesle sinirlandirilir. Ax, x
icin sabit bir aralik olarak kabul edilirse x;;; = x; + Ax olur. Denklem (x;,#,) noktas1 i¢in yeniden

degerlendirilirse;

U (xi-i-latn) -U (Xi,tn)
Ax

olur. U" = U(x;,t,) notasyonu kullanilarak esitlik;

Ux<xiatn) = —O(AX)

n n
i+1 _Ui

Ax

seklinde yazilabilir. Bu U, (x;,1,) i¢in birinci mertebeden ileri fark yaklagimidir. Benzer sekilde

Uy (xi,ln) ~

elde edilen fark yaklagimlarini Cizelge 3.3 ile gosterilmistir [32].

Yukarida verilen cizelgelerde goriildiigii lizere sonlu fark yoOntemlerinin zamansal ve

konumsal boyutlarin ayriklastirilmasina gore niimerik semalarda farklilik gosterecektir. Boylece
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Cizelge 3.3 : Cesitli mertebeden fark yaklagimlari i¢in hata mertebeleri

Tiirev Sonlu Fark Yaklasimi Fark yaklasim ismi

%—g =U, W Ileri Fark Yaklasimi

%—g =U, % Geri Fark Yaklagimi

%—g =U, U”z*%‘g’n“ Merkezi Fark Yaklagimi
%2712] =U,, % Merkezi Fark Yaklagimi
%—’tf =U; w Ileri Fark Yaklasimi

‘98—(; =U Ul‘n_A—lt]f_l Geri Fark Yaklagimi

%—[tf =U; % Merkezi Fark Yaklagimi
‘2;712] =Uy W Merkezi Fark Yaklagimi

yukarida Cizelgeler 3.1, 3.2 ve 3.3 ile verilen formiillerin kombinasyonuna gore en temel olarak
tic farkli sonlu fark yontemi ile karsilagilir. Bunlar; A¢ik, Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark
yontemleridir. Tezin bu béliimiinde tanittigimiz sonlu fark yontemlerinin daha iyi kavranmasi

amaciyla yontemlerin basit bir uygulamasini difiizyon denklemi iizerinde ele alalim;

du d%u
EZCZW, (X,I)ED

olmak iizere x konum ve ¢ zaman degiskenlerine gore u bilinmeyen bir fonksiyon olsun.

Difiizyon denklemi asagida verilen baglangi¢
u(x,0) = up(x)
ve D = [a,b] x [0,o0) olmak iizere sinir sartlart;

u(avt):gl<t) u(b7t):g2(t)

ile gbz Oniinne alinsin. Burada ug, g1 ve g, problemle birlikte verilen siirekli fonksiyonlardir.
Denklemin niimerik ¢oziimlerini sonlu fark yontemleriyle bulmak i¢in D ¢oziim bolgesi icinde
bir grup diigiim noktasi, konum adim uzunlugu Ax = l% ve zaman adim uzunlugu Az solmak
tizere D ¢6ziim bolgesi ig¢inde dikey ve yatay cizgiler cizilerek, tim (x;,t,) veya (i,n) kesim
noktalar1 olacak sekilde belirlendikten sonra Ac¢ik, Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark semalari

sirastyla asagida verildigi gibi elde edilir;

19



3.3.4 Acik (Explicit) yontem

oo . 2 .o . . . se N e
Difiizyon denkleminde sirasiyla u,, = % ve u; = % tiirevleri yerine (i,n) diigiim noktasinda

n n n
2%u ~ Uit —2uitu
dx? Ax?

fark yaklagimlar1 yerine yazildiginda

n+l _

u;

n no A, n n
uj _ oMy —2M

At (Ax)?

At

(a2 olmak uizere

bulunur. A =
W =l (120 Ay, i=1,2,..,N—1
elde edilir. Bu esitlik acik yontem formiilasyonudur.

3.3.5 Kapalh(Implicit) yontem

Difiizyon denkleminde (i,n+ 1) diigiim noktasindaki

Pu . v 2
oz Ax2
e u;’H’liM;’l
4 At
fark yaklasimlar1 yerine yazilirsa
n+1 n n+l _ ~ n+l n+1
iy pMiy —2M g
At (Ax)?

elde edilir. Burada A = (CAZX—A)Z olarak yeniden adlandirilirsa;

u?z—lu?j11+(1+2/1)u?+1—lu?jll, i=1,2,..,N-1

ile verilen kapal1 yontem formiilasyonuna ulagilir.
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3.3.6 Crank-Nicolson yontemi

Bu yontem (i,n) noktasindaki ac¢ik yontem semasiyla, (i,n + 1) deki kapali yontem

semasinin ortalamasidir.

Uty Ly = 2ui w1 2”?:1 —2uf ! +”?i11
A 2f (Ax)? 2¢ (Ax)?
esitliginde A = ¢? ( ﬁc’)z olmak iizere;
A A A A
—Eu?fll +(1+A)uf 5”?:11 = Eu?_l +(1—=A)u! + EM?H, i=1,2,..N—1

Crank-Nicolson formiilasyonudur [33].
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Kaesirli Mertebeden Burgers Denklemi Icin Sonlu Fark Semalar

Bu boliimde zamana gore kesirli mertebeden,

% Fulx,r) a”g;’t) . vazgi’;’t) — f(x,1) @.1.1)
Burgers denklemi,
u(a,t) =hy(t), wu(b,t)="hy(t),t >0 (4.1.2)
sinir ve
u(x,0) = g(x) (4.1.3)
baslangi¢ kosullari ile ele alindi. Burada v viskozite parametresi ve denklemdeki ayggc’t) terimi
mg(t’;’t) . F(ll— ” /O[(r— r)—ya”g;’ Dz, 0<y<l (4.1.4)

Caputo anlaminda kesirli tiirevdir [3].

Tezin bu boliimiinde (4.1.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik
¢Oziimlerinin elde edilmesi icin sonlu fark yontemleri kullanilacaktir. Calismada dort farkl
sonlu fark semasi ile problemin ¢oziimlerinin elde edilmesi amaclanmaktadir. I1k olarak kapali
yontem kullanilarak lineer olmayan uu, terimi i¢in i¢ iterasyon uygulanarak elde ettigimiz yari
lineerlestirme daha sonra ise Rubin Graves [34] yaklagimi lineerlestirme islemi uygulanarak
sonlu fark semalar1 elde edildi. Ikinci durumda ise, Crank-Nicolson sonlu fark yontemi,
i¢ iterasyon yardim ile elde edilen lineerlestirme ve Rubin Graves [34] yaklagimlan ile
birlestirilerek yine iki farkli niimerik sema elde edilerek toplamda dort farkli sema yardimu ile

kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edildi.

Sonlu fark semalar1 elde edilirken denklemde goriillen zamana goére kesirli mertebeden

tirevin ayriklagtirilmast igin b} = (k+1)!~7 — k!~7 olmak iizere;

OMux,t) _ (A Sy Tk ek
57—t L [t (4.1.5)

ile verilen L1 formiilii ve denklemde goriilen birinci ve ikinci mertebeden konuma gore
tiirev iceren terimlerin ayriklastirilmasi icin ise sirasiyla x’e gore birinci ve ikinci mertebeden
tirevleri yerine birinci mertebeden merkezi ve kinci mertebeden simetrik fark yaklasimlari

kullanilacaktir.
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4.1.1 Kesirli mertebeden Burgers denklemi icin kapal sonlu fark yontemleri

Sonlu fark yontemlerinin her biri farkli niimerik 6zelliklere sahip acgik ve kapali yontemler
olarak smiflandirilabilecegi onceki boliimlerde bahsedilmisti. Kapali sonlu fark yonteminde
biitiin tiirevler ve diger parametreler (x,7) gridleri boyunca ileri zaman ¢izgisinde (n+ 1) zaman
adiminda yer alan bilinmeyenleri kullanilarak bulunmasi amaglanir. Bu yontemde, ¢6ziim bir

zaman ¢izgisinden digerine es zamanli olarak tiim noktalari tasir.

Bu boliimde (4.1.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi goz Oniine alinacak ve
denklem icin kapali sonlu fark semalar1 elde edilecektir. Bu amacla, (4.1.4) ile verilen kesirli
tireve yaklasim, x’e gore merkezi ve simetrik sonlu fark yaklagimlart (4.1.1) denkleminde

kullanilirsa;

e var A e B US R B (USRS S {EN)

-1 y(At)*Y —1.Y —k 11—k . U4+11_U(11L11
Lo b s Timo by [y =] + {Zf( o

[U;?jll —2urt 4yt
-V

(Ax)2 - :| :f(xut)

elde edilir. Burada lineer olmayan terimin lineerlestirilmesinde z; = u’} olarak almmistir. n —
n+ 1 dtelemesi yapilir, toplam ifadesi k = 0 i¢in acik bir sekilde yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilir ise kapali yontem ile elde edilen sonlu fark semast;

07 (e o) + U7 [ ] 0 (e - i)
(4.1.6)
= U7+ 8f () — Xy b] [ U3 TR - U]
olarak elde edilir. Burada; S = (Af)"T'(2 — ) olmak tizere j = 1,2,....N — 1 igin (4.1.6) ile
verilen sema bir cebirsel denklem sistemi olusturur bu sistemin agik bir sekilde yazilmasi ile
(N—1) x (N—1) tipinde bir tridiagonal matris elde edilir. Matrisin elemanlarin1 olusturan
terimlerde U ]” = z; degigken atamasi yapilacak ve U ]” degiskeninin bilinen #, zaman adimindaki

degeri kullanilarak sistem 1-3 adim yinelenerek ¢oziilecektir. Tez boyunca bu sekilde ¢oziimii

yapilan niimerik sema ise i¢ iterasyon semasi olarak adlandirilacaktir.

Ikinci niimerik semay1 elde etmek icin lineer olmayan uu, terimi yerine Rubin Graves [34]
yaklagimi;
(VU™ = U U U (U = U (U 4.1.7)
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(4.1.1) ile verilen denklemde bulunan uu, lineer olmayan terimi yerine yazilir ise kesirli

mertebeden Burgers denklemi i¢cin Rubin Graves kapali sonlu fark semast;

+1 S S +1 28 S +1 N
U (— 55Uy = ) + U 14+ 85+ 2 (V- U] + Uit (S0 - %)

=g (148 (U — U ) ) +Sf () = X o U= =]
(4.1.8)

olarak elde edilir

4.1.2 Kesirli mertebeden Burgers denklemi icin Crank-Nicolson sonlu fark yontemi

Crank-Nicolson yontemi, sonlu fark yontemleri arasinda en popiiler olan kapali sonlu fark
yontemlerinden biridir. Bu yontemde n-inci ve (n + 1)-inci zaman seviyelerinin ortalamasi
alinarak elde edilir. Yontem ile elde edilen niimerik semalarin yar1 acik ve yari kapali semalar

olusturmasi pratik uygulamalarda 6nemli bir yer almasina neden olmustur.

Tezin bu kisiminda (4.1.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi igin
Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi uygulanarak iiciincii ve dordiincii niimerik semalar elde
edilecektir. Ugiincii niimerik semada, Crank-Nicolson yontemi igin yine U 7 = zj yardimyla
lineerlestirme islemleri yardimiyla ic iterasyon igeren niimerik sema elde edilecektir. O halde,
denklemde goriilen uu, lineer olmayan terim ve u,, lineer terimi i¢in Crank-Nicolson yaklagimi
uygulanir ise;

(Uxx)n+1 + (Uxx)n
2

M UU)" +Wuy"

oty 2 = f(x,1) (4.1.9)

elde edilir. Daha sonra denklemi ayrigtirmak icin zamana gore kesirli mertebeden tiirev yerine
(4.1.4) ile verilen L1 algoritmasi, klasik mertebeden tiirevler i¢in ise merkezi ve simetrik fark

yaklagimlari kullanildiginda;
U?Hrl _UnJrl U
gt vy +§up () oy ()

g () () @110

(AX)2 (AX)2

= Sf(x,t)— X0, b] [U]’.‘“_k - U_;.'—"}

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda kesirli mertebeden Burgers denklemi igin

Crank-Nicolson-Nicolson i¢ iterasyon semast;
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+1 S S +1 S +1(_S _Sv__
UiT <_WZJ_Z(A‘;)2> +Uj [1+(Axv)2} +UR (WZJ_XAZ)Q)

n S S n+1 S n+1 S S
= U (e + i) HU 1 | U (et o)
Y 1—k —k
+SF(e ) — X0 b [Uﬁ —uy ]
olarak elde edilir.

Son niimerik sema elde edilirken, gbz Oniine alinan denklemin Crank-Nicolson yaklagimi
uygulanmis hali olan (4.1.9) denkleminde (U Ux)"+1 terimi icin (4.1.7) ile verilen Rubin Graves
yaklagimi uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa kesirli mertebeden Burgers denklemi icin

Crank-Nicolson semast ;

+1 S S +1 S S
U (et = i) 05 1 gl i (U )

+1(_s s
+U <4AxUj"1 - z(A;)2>
4.1.11)

=Up (o) + U5 1 - e

+UL (585 ) +5£Cot) — Xy o] [UgH+ — gt

olarak elde edilir. (4.1.6)-(4.1.11) ile verilen dort niimerik sema AU n+1 — B formunda lineer
denklem sistemleridir. Burada A, (N — 1) x (N — 1) tipinde bir ii¢lii bant matris, B ise (N — 1) X
1 tipinde bir vektordiir. Elde edilen niimerik semalarda bulunmasi istenilen U"+! bilinmeyen
degerleri U" bilinen degerleri yardimiyla iteratif olarak yaklagik ¢oziim serisi olusturmak amaci

ile coziliir.

4.2 Sonlu Fark Yontemleriyle Kesirli Mertebeden Burgers Denkleminin Niimerik

Coziimleri

Bu kisimda, kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik ¢éziimlerini arastirmak amact
ile i¢ temel problem g6z Oniine alinacaktir. Niimerik sonuglar, A zaman adimlari, N boliintii
sayisl, kesirli mertebeden tiirevin mertebesi olan y ve v viskosite parametrelerinin farkli degerleri

icin ¢izelgeler ve grafiklerle sunulacaktir.

Ayrica, elde edilen yeni sonuglar ile literatiirde bulunan farkli yontemlerle karsilastirilmasi

yontemin etkisini ve giivenilirligini gdstermek amaciyla yine ¢izelgeler ile ifade edilecektir.
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4.2.1 Problem 1

Ik model problem olarak (4.1.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi

2>~ Ysin(27x)

TG ) + 27t* sin(27x) cos(27x) + 4vae® sin(27x)

flx1) =

olmak tizere;

U0,1)=0, U(l,t)=0,>0

sinir sartlart ve

U(x,0)=0,0<x< 1

baslangic sart1 ile verilsin. Bu problemin tam ¢6ziimii;
U(x,t) = t* sin(27x)

dir [1].

Problem 1 de, kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in ilk olarak bir
onceki kisimda elde edilen ve (4.1.6) ile verilen kapal1 i¢ iterasyon semas1 goz Oniine alindi ve
niimerik sonuglar Cizelge (4.1)-(4.4) ile verildi. Ilk olarak, y = 0.5, Ar = 0.00025, t7 = 1, ve
viskosite degeri v = 1 olarak secildi. N boliintii sayisinin farkli degerleri i¢in niimerik sonuclar
Cizelge 4.1°de sunuldu. Cizelge 4.1’in dikkatlice incelendiginde N boliintii sayisinin artmasi ile
her bir x noktasinda elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢oziimlere daha yakin oldugu, L, ve Lo
hata normlarinin ise beklendigi gibi artan boliintii sayilari ile birlikte gittikce azaldig1 gozlenir.
Cizelge 4.2’de N boliintii sayis1t N = 120 sabit secilerek Ar zaman adimlarinin azalan farkl
degerleri i¢in kapali yontem ile elde edilen niimerik sonuglar sunuldu. Cizelgeden bir oncekine
benzer davranisin At degerlerinin azalmasi ile gergeklestigi goriildii. Cizelge 4.3’de degisen
Y degerler i¢in bulunan sonuglar gosterildi. y degerlerinin degisimi ile elde edilen sonuglar
arasinda dikkate deger bir degisimin olmadig cizelgeden agik¢a goriilmektedir. Cizelge 4.4’de

v viskosite parametresinin degerinin kiiciilmesi ile hata normlarinin azaldig: goriildii.

Cizelge 4.5-4.8 ile Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali yontem
yardimiyla elde edilen niimerik sonuglar sunuldu. Cizelge 4.5°de N bdoliintii sayisinin artan
degerlerinde elde edilen sonuclar, Cizelge 4.6’da Af’nin azalan degerleri, Cizelge 4.7°de y’nin
degisen degerleri ve son olarak Cizelge 4.8’de farkli v viskosite parametrelerinin degerleri icin

elde edilen sonuglar gosterildi. Cizelgeler incelendiginde bu yontem ile elde edilen sonuclarin
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Cizelge 4.1 : Problem 1’in y = 0.5, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve N boliintii
sayisimin farkli degerleri icin i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark
cOziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =40 N =150 N =280 N =100 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.588958 0.588537 0.588082 0.587977 0.587785
0.2 0.952948 0.952267 0.951531 0.951362 0.951057
0.3 0.952938 0.952259 0.951525 0.951355 0.951057
0.4 0.588943 0.588524 0.588071 0.587967 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.588943 -0.588524 -0.588071 -0.587967 -0.587785
0.7 -0.952938 -0.952259 -0.951525 -0.951355 -0.951057
0.8 -0.952948 -0.952267 -0.951531 -0.951362 -0.951057
0.9 -0.588958 -0.588537 -0.588082 -0.587977 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
L x 10°  1.402415 0.897282 0.350539 0.224444
L. x10°  1.983510 1.267463 0.495854 0.317553
Cizelge 4.2 : Problem 1'in y=0.5, N =120, ¢t = 1, v =1 ve At’nin farkli degerleri icin
i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle
kargsilastirmasi
X Ar =0.0025 At =0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587962 0.587953 0.587934 0.587924 0.587785
0.2 0.951299 0.951292 0.951279 0.951273 0.951057
0.3 0.951241 0.951246 0.951256 0.951261 0.951057
0.4 0.587868 0.587878 0.587896 0.587905 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587868 -0.587878 -0.587896 -0.587905 -0.587785
0.7 -0.951241 -0.951246 -0.951256 -0.951261 -0.951057
0.8 -0.951299 -0.951292 -0.951279 -0.951273 -0.951057
0.9 -0.587962 -0.587953 -0.587934 -0.587924 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Ly x10° 0.161884 0.159984 0.157131 0.156206
L. x 103 0.242421 0.235754 0.225276 0.221856
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Cizelge 4.3 : Problem 1’in N = 120, Ar = 0.0005, t = 1, v =1 ve ¥’nin farkh
degerleri icin ic iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢éziimlerinin tam
¢cOziimlerle karsilastirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢Oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587925 0.587925 0.587924 0.587926 0.587785
0.2 0.951274 0.951274 0.951272 0.951275 0.951057
0.3 0.951263 0.951262 0.951261 0.951263 0.951057
0.4 0.587906 0.587906 0.587905 0.587907 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587906 -0.587906 -0.587905 -0.587907 -0.587785
0.7 -0.951263 -0.951262 -0.951261 -0.951263 -0.951057
0.8 -0.951274 -0.951274 -0.951272 -0.951275 -0.951057
0.9 -0.587925 -0.587925 -0.587924 -0.587926 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

L, x 10°  0.157654 0.157090 0.156116 0.158260
L. x10°  0.223896 0.223104 0.221706 0.224691
Cizelge 4.4 : Problem 1’in ¥ = 0.5, N = 120, Ar = 0.0005, t = 0.1 ve v’nin farkli
degerleri icin i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢éziimlerinin tam
coziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=0.75 v=1 Tam Coziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.005879 0.005879 0.005879 0.005879 0.005878
0.2 0.009512 0.009512 0.009513 0.009513 0.009511
0.3 0.009512 0.009512 0.009513 0.009513 0.009511
0.4 0.005879 0.005878 0.005879 0.005879 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005879 -0.587864 -0.005879 -0.005879 -0.005878
0.7 -0.009512 -0.951232 -0.009513 -0.009513 -0.009511
0.8 -0.009512 -0.951279 -0.009513 -0.009513 -0.009511
0.9 -0.005879 -0.587941 -0.005879 -0.005879 -0.005878
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

L, x 10°  0.001292 0.001382 0.001504 0.001528
L. x10° 0.001831 0.001956 0.002128 0.002161
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Cizelge 4.5 : Problem 1’in y = 0.5, At = 0.00025, ¢t = 1, v =1 ve N boliintii say1isinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
kapal1 sonlu fark ¢éziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilastirmasi

X N =40 N =150 N =280 N =100 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.588954 0.588533 0.588077 0.587972 0.587785
0.2 0.952944 0.952264 0.951528 0.951358 0.951057
0.3 0.952941 0.952262 0.951527 0.951358 0.951057
0.4 0.588948 0.588529 0.588076 0.587971 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.588948 -0.588529 -0.588076 -0.587971 -0.587785
0.7 -0.952941 -0.952262 -0.951527 -0.951358 -0.951057
0.8 -0.952944 -0.952264 -0.951528 -0.951358 -0.951057
0.9 -0.588954 -0.588533 -0.588077 -0.587972 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Lr x 10°  1.402149 0.897013 0.350257 0.224153
L. x10® 1.983017 1.266356 0.495358 0.317013

ilk yontem ile elde edilen sonuglara benzer davranislar sergiledigi, Rubin Graves yontemi ile

elde edilen sonuglarin i¢ iterayonla elde edilen sonuclardan daha iyi oldugu goriildii.

Crank-Nicolson yontemi ile elde edilen sonuclar Cizelge 4.9-4.16 ile verildi. I¢ iterasyon
semasl ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 4.9-4.12°de sunuldu. y = 0.5, Ar = 0.00025,
ty =1, v =1 ve N’in farkli degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler Cizelge 4.9’da verildi.
Cizelgeden N boliintii sayisinin artmasiyla hata normlarinin azaldig1 agik¢a goriilmektedir.
Cizelge 4.10°da y = 0.5, N=120, 7y = 1, v = 1 i¢in Az nin farkli degerleri elde edilen sonuglar
gosterildi. Cizelge 4.11 ve 4.12°de sirasiyla ¥ ve v parametrelerinin farkli degerleri i¢in bulunan
coziimler gosterildi. Yine burada da 7y parametresinin de8isimi ile kayda deger degisikliklerin
olmadi81 ancak v viskosite parametresinin kii¢iilen degerlerinde hatalarinda kiiciildiigii gézlendi.
Cizelge 4.13-4.16’da Rubin Graves teknigi yardimi ile sirastyla N boliintii sayisi, Az zaman
adimu, 7y kesirli tiirev mertebesi ve v viskosite degerlerinin farkli degerlerinde alinan sonuglar

verildi.

Sekil 4.1’de farkli zaman adimlar i¢in elde edilen ¢oziimlerin tam ¢oziimler ile birlikte
grafigi verildi. Sekilden de agikca goriildiigii gibi niimerik ve tam ¢oziimlerin ayirt edilemeyecek

kadar birbirlerine yakin oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 4.6 : Problem 1’in y = 0.5, N =120, t = 1, v = 1 ve A¢’nin farkli degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali sonlu fark

coziimlerinin tam ¢oziimlerle kargilagtirmasi

x Ar =0.0025 At = 0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587916 0.587916 0.587915 0.587915 0.587785
0.2 0.951268 0.951267 0.951266 0.951266 0.951057
0.3 0.951267 0.951267 0.951266 0.951266 0.951057
0.4 0.587915 0.587915 0.587914 0.587914 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587915 -0.587915 -0.587914 -0.587914 -0.587785
0.7 -0.951267 -0.951267 -0.951266 -0.951266 -0.951057
0.8 -0.951268 -0.951267 -0.951266 -0.951266 -0.951057
0.9 -0.587916 -0.587916 -0.587915 -0.587915 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.156679 0.156379 0.155894 0.155723
L. x10° 0221597 0.221169 0.220477 0.220235
Cizelge 4.7 : Problem 1’in N = 120, Ar = 0.0005, t = 1, v =1 ve ¥’ nin farkli degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali sonlu fark
coziimlerinin tam ¢oziimlerle kargilagtirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Y=0.9 Tam ¢Oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587916 0.587916 0.587915 0.587917 0.587785
0.2 0.951268 0.951267 0.951266 0.951269 0.951057
0.3 0.951265 0.951267 0.951266 0.951268 0.951057
0.4 0.587916 0.587915 0.587914 0.587916 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587916 -0.587915 -0.587914 -0.587916 -0.587785
0.7 -0.951268 -0.951267 -0.951266 -0.951268 -0.951057
0.8 -0.951268 -0.951267 -0.951266 -0.951269 -0.951057
0.9 -0.587916 -0.587916 -0.587915 -0.587917 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.157225 0.156655 0.155532 0.157647
L. x10° 0222357 0.221551 0.219965 0.222952
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Cizelge 4.8 : Problem 1’in N = 120, Ar = 0.0005, ¢t = 0.1, Y = 0.5 ve v’nin farkli
degerleri i¢in Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.005879 0.005879 0.005879 0.005879 0.005878
0.2 0.009513 0.009512 0.009513 0.009513 0.009511
0.3 0.009513 0.009512 0.009513 0.009513 0.009511
0.4 0.005879 0.005878 0.005879 0.005879 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005879 -0.005878 -0.005879 -0.005879 -0.005878
0.7 -0.009513 -0.009512 -0.009513 -0.009513 -0.009511
0.8 -0.009513 -0.009512 -0.009513 -0.009513 -0.009511
0.9 -0.005879 -0.005879 -0.005879 -0.005879 -0.005878
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

L x 10°  0.001291 0.001382 0.001464 0.001528

L. x10°  0.001826 0.001955 0.002071 0.002161
Cizelge 4.9 : Problem 1’in Yy = 0.5, At = 0.00025, t = 1, v =1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri i¢in i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =40 N =50 N =280 N =100 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.588955 0.588534 0.588078 0.587973 0.587785
0.2 0.952941 0.952261 0.951525 0.951355 0.951057
0.3 0.952931 0.952253 0.951518 0.951348 0.951057
0.4 0.588939 0.588520 0.588067 0.587962 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.588939 -0.588520 -0.588067 -0.587962 -0.587785
0.7 -0.952931 -0.952253 -0.951518 -0.951348 -0.951057
0.8 -0.952941 -0.952261 -0.951525 -0.951355 -0.951057
0.9 -0.588955 -0.588534 -0.588078 -0.587973 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Lo x 10> 1.397469 0.892344 0.345610 0.219519
L. x 103 1.976522 1.260533 0.488887 0.310637
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Cizelge 4.10 : Problem 1’in y = 0.5, N = 120, = 1, v = 1 ve A¢’nin farkl degerleri
icin i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587925 0.587923 0.587919 0.587917 0.587785
0.2 0.951236 0.951242 0.951254 0.951260 0.951057
0.3 0.951175 0.951193 0.951229 0.951247 0.951057
0.4 0.587826 0.587843 0.587879 0.587897 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587826 -0.587843 -0.587879 -0.587897 -0.587785
0.7 -0.951175 -0.951193 -0.951229 -0.951247 -0.951057
0.8 -0.951236 -0.951242 -0.951254 -0.951260 -0.951057
0.9 -0.587925 -0.587923 -0.587919 -0.587917 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.115992 0.122629 0.138020 0.146580
L. x10®  0.181231 0.185566 0.198810 0.208372

Cizelge 4.11 : Problem 1’in N =120, =1, v=1, Ar = 0.0005 ve y’nin farkl1 degerleri
icin i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Y=0.9 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587919 0.587918 0.587917 0.587919 0.587785
0.2 0.951263 0.951262 0.951260 0.951263 0.951057
0.3 0.951250 0.951249 0.951247 0.951251 0.951057
0.4 0.587899 0.587898 0.587896 0.587899 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587899 -0.587898 -0.587896 -0.587899 -0.587785
0.7 -0.951250 -0.951249 -0.951247 -0.951251 -0.951057
0.8 -0.951263 -0.951262 -0.951260 -0.951263 -0.951057
0.9 -0.587919 -0.587918 -0.587917 -0.587919 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

L, x 10°  0.148899 0.147906 0.146502 0.148983
Lo x 10°  0.211623 0.210233 0.208255 0.211719
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Cizelge 4.12 : Problem 1’in N = 120, Ar = 0.0005, t = 0.1, y = 0.5 ve v’nin
farkli degerleri i¢in ic iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.005864 0.005871 0.005874 0.005877 0.005878
0.2 0.009489 0.009499 0.009505 0.009509 0.009511
0.3 0.009489 0.009499 0.009505 0.009509 0.009511
0.4 0.005864 0.005871 0.005874 0.005877 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005864 -0.005871 -0.005874 -0.005877 -0.005878
0.7 -0.009489 -0.009499 -0.009505 -0.009509 -0.009511
0.8 -0.009489 -0.009499 -0.009505 -0.009509 -0.009511
0.9 -0.005864 -0.005871 -0.005874 -0.005877 -0.005878
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.016325 0.008398 0.004102 0.001451
L. x10°  0.023087 0.011877 0.005801 0.002053

Cizelge 4.13 : Problem 1’in Y= 0.5, At = 0.00025, ¢t = 1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =40 N =50 N =280 N =100 Tam ¢oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.588803 0.588382 0.587926 0.587821 0.587785
0.2 0.952700 0.952020 0.951284 0.951114 0.951057
0.3 0.952696 0.952017 0.951283 0.951113 0.951057
0.4 0.588796 0.588378 0.587924 0.587820 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.588796 -0.588378 -0.587924 -0.587820 -0.587785
0.7 -0.952696 -0.952017 -0.951283 -0.951113 -0.951057
0.8 -0.952700 -0.952020 -0.951284 -0.951114 -0.951057
0.9 -0.588803 -0.588382 -0.587926 -0.587821 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

L, x 10° 1220073 0.715072 0.168462 0.042393
L. x 103 1.725529 1.009600 0.238266 0.059969
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Cizelge 4.14 : Problem 1’in y = 0.5, N = 120, t = 1, v = 1 ve A¢’nin farklh degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.586408 0.586709 0.587312 0.587613 0.587785
0.2 0.948825 0.949313 0.950289 0.950778 0.951057
0.3 0.948821 0.949310 0.950288 0.950877 0.951057
0.4 0.586402 0.586704 0.587309 0.587612 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.586402 -0.586704 -0.587309 -0.587612 -0.587785
0.7 -0.948821 -0.949310 -0.950288 -0.950877 -0.951057
0.8 -0.948825 -0.949313 -0.950289 -0.950778 -0.951057
0.9 -0.586408 -0.586709 -0.587312 -0.587613 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  1.660756 1.297570 0.571082 0.207766
L., x10®  2.348579 1.834972 0.807594 0.293801

Cizelge 4.15 : Problem 1’in N = 120, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve ¥ nn
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

x y=0.1 At =0.25 At =0.75 At =09 Tam ¢6ziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.587766 0.587765 0.587764 0.587764 0.587785
0.2 0.951024 0.951023 0.951021 0.951022 0.951057
0.3 0.951024 0.951023 0.951020 0.951021 0.951057
0.4 0.587765 0.587764 0.587762 0.587763 0.587785
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.587765 -0.587764 -0.587762 -0.587763 -0.587785
0.7 -0.951024 -0.951023 -0.951020 -0.951021 -0.951057
0.8 -0.951024 -0.951023 -0.951021 -0.951022 -0.951057
0.9 -0.587766 -0.587765 -0.587764 -0.587764 -0.587785
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.024119 0.024905 0.026695 0.025792
L., x 10> 0.034099 0.035211 0.037745 0.036467
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Cizelge 4.16 : Problem 1'in N = 120, Ar = 0.0005, ¢t = 0.1, y = 0.5 ve v ’nin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=0.5 At=1.0 Tam ¢6ziim
0.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.1 0.005835 0.005842 0.005845 0.005847 0.005878
0.2 0.009441 0.009452 0.009458 0.009461 0.009511
0.3 0.009441 0.009452 0.009457 0.009461 0.009511
0.4 0.005835 0.005841 0.005845 0.005847 0.005878
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.005835 -0.005841 -0.005845 -0.005847 0.005878
0.7 -0.009441 -0.009452 -0.009457 -0.009461 -0.009511
0.8 -0.009441 -0.009452 -0.009458 -0.009461 -0.009511
0.9 -0.005835 -0.005842 -0.005845 -0.005847 -0.005878
1.0 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

Ly x 10°  0.051652 0.043744 0.039456 0.036810
L., x10°  0.073047 0.061864 0.055799 0.052058

Sekil 4.1 :

Problem

I’in

Rubin

Graves

35

lineerlestirme

teknigi
Crank-Nicolson sonlu fark yontemiyle v =1, N = 40, y = 0.5 ve
At = 0.0025 degerleri icin farkli zamanlarda niimerik ve tam ¢oziimleri

kullanarak



4.2.2 Problem 2

Ikinci model problem olarak 4.1.1 ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi
2t~ cos(mx)

4 . 2.2
— 7 cos(mx) sin(mx) + VI t° cos(mx
67 (x) sin(7x) (mx)

f(xvt) -

olmak iizere;

U,0)=>U(1,t)=—1>, >0

sinir sartlart ve

U(x,0) =0,0<x<1.

bagslangic sart1 ile verilsin. Bu problemin tam ¢6ziimii;

U(x,t) = t* cos(mx).
dir [1].

Bu kisimda verilen ikinci problemin niimerik ¢coziimleri i¢in ilk olarak (4.1.6) ile verilen i¢
iterasyon teknigi ile ele alinan kapali sonlu fark semasi ¢coziimleri goz Oniine alinarak Cizelge
4.17-4.20 ile verildi. N boliintii sayisimin farkli degerleri icin y = 0.5, Ar = 0.00025, t =1 ve
v = 1 degerleri icin niimerik ¢oziimler Cizelge 4.17°de verildi. Cizelgede goriildiigii gibi artan
boliintii sayisi ile her bir x noktasinda elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢oziimlere daha yakin
oldugu, L, ve L., hata normlarinin ise beklendigi gibi artan boliintii sayilar ile birlikte gittikce
azalmistir. Cizelge 4.18’de At zaman adimlarinin azalan degerleri i¢in i¢ iterasyon lineerlestirme
teknigi kullanarak kapali yontem ile elde edilen niimerik sonuglar sunuldu. Az degerlerinin
azalmasi ile hatalarda azalmaktadir. Cizelge 4.19°da kesirli tiirevin mertebesini gosteren y
degerlerinin farkli se¢ilmesiyle elde edilen ¢oziimler gosterildi. y degerlerinin degisimi ile elde
edilen sonuclar arasinda dikkate deger bir degisimin olmadig1 goriildii. Cizelge 4.20’de t = 0.1

zamaninda v viskosite parametresinin degerinin kiiciilmesi ile hatalarinda kiiciildiigui goriildii.

Ikinci olarak, Cizelge 4.21-4.24°de (4.1.8) ile verilen Rubin Graves lineerlestirme teknigi
kullanilarak kapali yontem yardimiyla elde edilen niimerik sonuclar gosterildi. Cizelge 4.21°de
N boliintii sayisinin, Cizelge 4.22°de Af’nin degisen degerlerinde, Cizelge 4.23’de y’nin ve

Cizelge 4.24°de v’nin degisen degerleri i¢in olusturuldu.

(4.1.2) ile verilen i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson yontemi ile

elde edilen ¢oziimler Cizelge 4.25-4.28 ile verildi. Cizelge 4.25’de y = 0.5, At = 0.00025, ¢ =1,
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Cizelge 4.17 : Problem 2’nin y = 0.5, At = 0.00025, t = 1, v =1 ve N boliintii
sayisinin farkli degerleri icin ic iterasyon kullanarak kapali sonlu fark
cOziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951878 0.951259 0.951103 0.951064 0.951057
0.2 0.810098 0.809282 0.809076 0.809025 0.809017
0.3 0.588716 0.588013 0.587835 0.587791 0.587785
0.4 0.309543 0.309145 0.309045 0.309019 0.309017
0.5 -0.000000 -0.000000 -0.000000 -0.000000 -0.000000
0.6 -0.309543 -0.309145 -0.309045 -0.309019 -0.309017
0.7 -0.588716 -0.588013 -0.587835 -0.587791 -0.587785
0.8 -0.810098 -0.809282 -0.809076 -0.809025 -0.809017
0.9 -0.951878 -0.951259 -0.951103 -0.951064 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.772790 0.189490 0.042345 0.005587
L. x10°  1.080553 0.264864 0.059420 0.008363

Cizelge 4.18 : Problem 2’nin ¥y =05, N =280, t =1, v =1 ve At’'nin farkh
degerleri i¢in i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢éziimlerinin tam

coziimlerle karsilagtirmasi

x Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar = 0.001 At = 0.0005 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951015 0.951026 0.951048 0.951059 0.951057
0.2 0.808943 0.808961 0.808997 0.809016 0.809017
0.3 0.587706 0.587724 0.587762 0.587781 0.587785
0.4 0.308966 0.308978 0.309002 0.309013 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.308966 -0.308978 -0.309002 -0.309013 -0.309017
0.7 -0.587706 -0.587724 -0.587762 -0.587781 -0.587785
0.8 -0.808943 -0.808961 -0.808997 -0.809016 -0.809017
0.9 -0.951015 -0.951026 -0.951048 -0.951059 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.056951 0.043210 0.015704 0.002681
L. x10°  0.081742 0.062204 0.023225 0.004354
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Cizelge 4.19 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve ¥’nin farkh
degerleri i¢in i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢6ziimlerinin tam
cOzlimlerle kargsilastirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951064 0.951064 0.951064 0.951066 0.951057
0.2 0.809025 0.809025 0.809026 0.809027 0.809017
0.3 0.587790 0.587790 0.587791 0.587793 0.587785
0.4 0.309019 0.309019 0.309020 0.309021 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309019 -0.309019 -0.309020 -0.309021 -0.309017
0.7 -0.587790 -0.587790 -0.587791 -0.587793 -0.587785
0.8 -0.809025 -0.809025 -0.809026 -0.809027 -0.809017
0.9 -0.951064 -0.951064 -0.951064 -0.951066 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

L, x 10> 0.005400 0.005436 0.006040 0.007264
Lo x 103 0.008149 0.008190 0.008943 0.010545

Cizelge 4.20 : Problem 2’nin ¥ = 0.5, N = 80, Ar = 0.0005, t = 0.1 ve v’nin farkli
degerleri i¢in i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢éziimlerinin tam
coziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=20.75 v=0.9 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.009511 0.009511 0.009511 0.009511 0.009511
0.2 0.008091 0.008091 0.008091 0.008090 0.008090
0.3 0.005878 0.005878 0.005878 0.005878 0.005878
0.4 0.003091 0.003090 0.003090 0.003090 0.003090
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.003091 -0.003090 -0.003090 -0.003090 -0.003090
0.7 -0.005878 -0.005878 -0.005878 -0.005878 -0.005878
0.8 -0.008091 -0.008090 -0.008090 -0.008090 -0.008090
0.9 -0.009511 -0.009511 -0.009511 -0.009511 -0.009511
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.000528 0.000355 0.000277 0.000235
L., x10*  0.000738 0.000495 0.000386 0.000328
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Cizelge 4.21 : Problem 2’nin Y= 0.5, Ar =0.00025, ¢ = 1, v=1 ve N boliintii say1sinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
kapali sonlu fark ¢oziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951884 0.951264 0.951109 0.951070 0.951057
0.2 0.810107 0.809291 0.809086 0.809034 0.809017
0.3 0.588726 0.588022 0.587845 0.587800 0.587785
0.4 0.309554 0.309151 0.309151 0.309025 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309554 -0.309151 -0.309151 -0.309025 -0.309017
0.7 -0.588726 -0.588022 -0.587845 -0.587800 -0.587785
0.8 -0.810107 -0.809291 -0.809086 -0.809034 -0.809017
0.9 -0.951884 -0.951264 -0.951109 -0.951070 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.779787 0.196372 0.049187 0.012318
L. x10°  1.089974 0.274139 0.068658 0.017208

Cizelge 4.22 : Problem 2’nin y = 0.5, N =80, ¢ = 1, v =1 ve At’nin farkli degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali sonlu fark

cOziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

x Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar = 0.001 At = 0.0005 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951070 0.951070 0.951070 0.951070 0.951057
0.2 0.809035 0.808935 0.809034 0.809034 0.809017
0.3 0.587800 0.587800 0.587800 0.587800 0.587785
0.4 0.309026 0.309026 0.309025 0.309025 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309026 -0.309026 -0.309025 -0.309025 -0.309017
0.7 -0.587800 -0.587800 -0.587800 -0.587800 -0.587785
0.8 -0.809035 -0.808935 -0.809034 -0.809034 -0.809017
0.9 -0.951070 -0.951070 -0.951070 -0.951070 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.01259%4 0.012555 0.012427 0.012352
L. x10° 0.017583 0.017532 0.017359 0.017255
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Cizelge 4.23 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve y’'min farkh
degerleri i¢in Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Y=0.1 Y =0.25 y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951070 0.951070 0.951070 0.951071 0.951057
0.2 0.809034 0.809034 0.809035 0.809036 0.809017
0.3 0.587800 0.587800 0.587801 0.587802 0.587785
0.4 0.309025 0.309025 0.309026 0.309027 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309025 -0.309025 -0.309026 -0.309027 -0.309017
0.7 -0.587800 -0.587800 -0.587801 -0.587802 -0.587785
0.8 -0.809034 -0.809034 -0.809035 -0.809036 -0.809017
0.9 -0.951070 -0.951070 -0.951070 -0.951070 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

L, x 10> 0.012337 0.012315 0.012643 0.013824
Lo x 103 0.017235 0.017205 0.017660 0.019302

Cizelge 4.24 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.0005, t = 0.1, ¥ = 0.5 ve v’nin farkli
degerleri i¢in Rubin Graves lineerlestirme tekni8i kullanilarak kapali
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=0.5 v=1.0 Tam ¢oziim
0.0 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000
0.1 0.009511 0.009511 0.009511 0.009511 0.009511
0.2 0.008091 0.008091 0.008091 0.008091 0.008090
0.3 0.005879 0.005878 0.005878 0.005878 0.005878
0.4 0.003091 0.003090 0.003090 0.003090 0.003090
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.003091 -0.003090 -0.003090 -0.003090 -0.003090
0.7 -0.005879 -0.005878 -0.005878 -0.005878 -0.005878
0.8 -0.008091 -0.008091 -0.008091 -0.008091 -0.008090
0.9 -0.009511 -0.009511 -0.009511 -0.009511 -0.009511
1.0 -0.010000 -0.010000 -0.010000 -0.010000 -0.010000

Lr x 10°  0.000583 0.000389 0.000298 0.000247
L. x 103 0.000812 0.000542 0.000416 0.000345
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Cizelge 4.25 : Problem 2’nin y=0.5, At =0.00025,¢ =1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri i¢in ic iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢odziimlerle karsilastirmasi

X N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951879 0.951260 0.951104 0.951065 0.951057
0.2 0.810101 0.809285 0.809080 0.809028 0.809017
0.3 0.588721 0.588017 0.587839 0.587794 0.587785
0.4 0.309546 0.309148 0.309047 0.309022 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309546 -0.309148 -0.309047 -0.309022 -0.309017
0.7 -0.588721 -0.588017 -0.587839 -0.587794 -0.587785
0.8 -0.810101 -0.809285 -0.809080 -0.809028 -0.809017
0.9 -0.951879 -0.951260 -0.951104 -0.951065 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.775325 0.191943 0.044769 0.007906
L. x10® 1.083828 0.268041 0.062573 0.011113

Sekil 4.2 : Problem 2’nin  Rubin kullanarak

teknigi
Crank-Nicolson sonlu fark yontemiyle v =1, N = 40, y = 0.5 ve
At = 0.0025 degerleri i¢in farkli zamanlarda niimerik ve tam ¢oziimleri

Graves lineerlestirme

v =1 ve N’nin farkli de8erleri icin elde edilen niimerik ¢oziimler verildi. Cizelgeden N boliintii
sayisinin artmasina paralel olarak hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.26’da y =
0.5, N =80,¢ =1, v =1 i¢in Az nin farkli degerlerinde elde edilen ¢oziimler gosterildi. Cizelge
4.27 ve 4.28’de sirasiyla y ve v parametrelerinin farkli degerleri i¢in bulunan ¢oziimler gosterildi.
Y'nin degisiminin ¢oziimler iizerinde fazla etkili olmadi fakat + = 0.1 de v parametresinin
degerlerinin kiigiilmesiyle elde edilen sonuglarin daha iyi oldugu goriildii. Cizelge 4.29-4.32’de
(4.1.11) ile verilen Rubin Graves teknig8i kullanilarak Crank-Nicolson yontemi ile elde edilen
sonuclar verildi. Sirastyla N boliintii sayisi, At zaman adimi, Yy kesirli tiirev mertebesi ve v

viskosite degerlerinin farkli degerlerinde alinan sonuglar Cizelge 4.29-4.32°de gosterildi.
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Cizelge 4.26 : Problem 2’nin y = 0.5, N =80, t = 1, v = 1 ve A¢’nin farkl1 degerleri
icin i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951027 0.951036 0.951053 0.951061 0.951057
0.2 0.808973 0.808985 0.809010 0.809022 0.809017
0.3 0.587743 0.587755 0.587777 0.587789 0.587785
0.4 0.308992 0.308998 0.309012 0.309019 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.308992 -0.308998 -0.309012 -0.309019 -0.309017
0.7 -0.587743 -0.587755 -0.587777 -0.587789 -0.587785
0.8 -0.808973 -0.808985 -0.809010 -0.809022 -0.809017
0.9 -0.951027 -0.951036 -0.951053 -0.951061 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10°  0.032175 0.023266 0.005506 0.003531
L. x 10> 0.045012 0.032586 0.007923 0.005191

Cizelge 4.27 : Problem 2’'nin N = 80, t =1, v =1, Ar = 0.00025 ve 7’nin
farkli degerleri icin i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilastirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Y=0.9 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951065 0.951065 0.951066 0.951057 0.951057
0.2 0.809028 0.809028 0.809029 0.809031 0.809017
0.3 0.587795 0.587794 0.587795 0.587797 0.587785
0.4 0.309022 0.309022 0.309022 0.309023 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309022 -0.309022 -0.309022 -0.309023 -0.309017
0.7 -0.587795 -0.587794 -0.587795 -0.587797 -0.587785
0.8 -0.809028 -0.809028 -0.809029 -0.809031 -0.809017
0.9 -0.951065 -0.951065 -0.951066 -0.951057 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

L, x 10>  0.008049 0.007910 0.008354 0.009711
Lo x 10°  0.011327 0.011129 0.011725 0.013597
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Cizelge 4.28 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.0005, + = 0.1, ¥y = 0.5 ve v’nin
farkli degerleri i¢in ic iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢oziim
0.0 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000
0.1 0.009495 0.009502 0.009506 0.009508 0.009511
0.2 0.008070 0.008079 0.008084 0.008087 0.008090
0.3 0.005861 0.005868 0.005872 0.005875 0.005878
0.4 0.003080 0.003085 0.003087 0.003089 0.003090
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.003080 -0.003085 -0.003087 -0.003089 -0.003090
0.7 -0.005861 -0.005868 -0.005872 -0.005875 -0.005878
0.8 -0.008070 -0.008079 -0.008084 -0.008087 -0.008090
0.9 -0.009495 -0.009502 -0.009506 -0.009508 -0.009511
1.0 -0.010000 -0.010000 -0.010000 -0.010000 -0.010000

Ly x 10°  0.014581 0.007985 0.004459 0.002297
L. x10°  0.020327 0.011132 0.006217 0.003202

Cizelge 4.29 : Problem 2’nin y=0.5, At =0.00025,7 =1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X N =10 N=20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.952058 0.951438 0.951283 0.951244 0.951057
0.2 0.810224 0.809408 0.809202 0.809151 0.809017
0.3 0.588798 0.588094 0.587917 0.587872 0.587785
0.4 0.309583 0.309185 0.309085 0.309060 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309583 -0.309185 -0.309085 -0.309060 -0.309017
0.7 -0.588798 -0.588094 -0.587917 -0.587872 -0.587785
0.8 -0.810224 -0.809408 -0.809202 -0.809151 -0.809017
0.9 -0.952058 -0.951438 -0.951283 -0.951244 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

L x 10°  0.872593 0.298252 0.161425 0.131827
L. x10°  1.207060 0.399943 0.245778 0.241493
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Cizelge 4.30 : Problem 2’nin y = 0.5, N =40, ¢t =1, v =1 ve Af’nin farkli degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson
sonlu fark ¢oziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar =0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.952851 0.952503 0.951805 0.951457 0.951057
0.2 0.810255 0.810021 0.809553 0.809319 0.809017
0.3 0.588565 0.588421 0.588133 0.587989 0.587785
0.4 0.309394 0.309326 0.309188 0.309119 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309394 -0.309326 -0.309188 -0.309119 -0.309017
0.7 -0.588565 -0.588421 -0.588133 -0.587989 -0.587785
0.8 -0.810255 -0.810021 -0.809553 -0.809319 -0.809017
0.9 -0.952851 -0.952503 -0.951805 -0.951457 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Ly x 10° 1227758 0.990365 0.515832 0.279069
L. x10° 2306967 1.848901 0.932808 0.474783

Cizelge 4.31 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve ¥ nn
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilastirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Y=0.9 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951245 0.951244 0.951244 0.951245 0.951057
0.2 0.809153 0.809152 0.809151 0.809153 0.809017
0.3 0.587874 0.587873 0.587872 0.587874 0.587785
0.4 0.309061 0.309060 0.309060 0.309061 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309061 -0.309060 -0.309060 -0.309061 -0.309017
0.7 -0.587874 -0.587873 -0.587872 -0.587874 -0.587785
0.8 -0.809153 -0.809152 -0.809151 -0.809153 -0.809017
0.9 -0.951245 -0.951244 -0.951244 -0.951245 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

L, x10°  0.132897 0.132390 0.131943 0.133064
Lo x 103 0.241679 0.241588 0.241532 0.241753
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Cizelge 4.32 : Problem 2’nin N = 80, Ar = 0.00025, t =1, y = 0.5 ve v ’nin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilastirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.951258 0.951254 0.951248 0.951244 0.951057
0.2 0.809187 0.809172 0.809159 0.809151 0.809017
0.3 0.587922 0.587896 0.587881 0.587872 0.587785
0.4 0.309097 0.309076 0.309065 0.309060 0.309017
0.5 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.6 -0.309097 -0.309076 -0.309065 -0.309060 -0.309017
0.7 -0.587922 -0.587896 -0.587881 -0.587872 -0.587785
0.8 -0.809187 -0.809172 -0.809159 -0.809151 -0.809017
0.9 -0.951258 -0.951254 -0.951248 -0.951244 -0.951057
1.0 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000 -1.000000

Lo x 10°  0.154513 0.143903 0.136465 0.131827
L. x10° 0242371 0.242515 0.241985 0.241493

4.2.3 Problem 3

Son model problem olarak (4.1.1) ile verilen kesirli mertebeden Burgers denklemi

212"

482)( oyl 2x
I'GG-7v)

Vit~e

flx,t) = +1t

olmak iizere;

U,0)=2U(1,t) =et*>, >0

sinir sartlart ve;

U(x,00=0, 0<x<I

bagslangic sart1 ile verilsin. Bu problemin tam ¢6ziimii ;
Ul(x,t) =1%e"

dir [1].

Problem 3 ile verilen kesirli mertebeden Burgers denkleminin niimerik ¢oziimii i¢in ilk
olarak (4.1.6) ile verilen i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali sonlu fark semasi
g0z Oniine alind1 ve elde edilen niimerik sonuclar Cizelge 4.33-4.36 ile verildi. Y = 0.5, At =
0.00025, t = 1, ve viskosite degeri v = 1 olarak secilip, N boliintii sayisinin farkl degerleri icin

niimerik sonuclar Cizelge 4.33’de sunuldu. Cizelge dikkatli incelendiginde N boliintii sayisinin
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artmasi ile tam ¢oziimlere daha yakin ¢oziimler elde edildigi goriildii. Cizelge 4.34’de ise N = 80
degeri icin At zaman adimlarinin farkli degerleri i¢in kapali yontem ile elde edilen niimerik
sonuglar gosteridi. Artan zaman adimi sayisi ile birlikte hatalarda azaldi. Daha sonra sirasiyla,
kesirli mertebeden tiirevin mertebesi ¥ degerinin farkli degerleri icin sonuglar Cizelge 4.35°de

ve v viskositenin degisen degerleri i¢in bulunan sonuglar Cizelge 4.36°da verildi.

Cizelge 4.37-4.40°da verilen tablolarda ise (4.1.8) ile verilen Rubin Graves lineerlestirme
teknigi kullanilarak elde edilen kapali sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik sonuclar
yine sirasiyla, N, Az, y ve v viskositenin degisen degerleri icin Cizelge 4.37-4.40°da gosterildi.
Cizelgeler incelendiginde kapali yontem i¢ ic¢ iterasyon teknigi kullanilarak elde edilen
coziimlerin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak elde edilene gore daha iyi oldugu

gorildii.

Daha sonra Problem 3 icin (4.1.2) ile verilen i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi yardimiyla
Crank-Nicolson semasi ile elde edilen niimerik sonuclar Cizelge 4.41-4.44°de verildi. y =
0.5, At =0.00025, t =1, v =1 ve N’in farkli degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler
Cizelge 4.41°de gosterildi. N boliintii sayisinin artmasiyla hata normlarinin azaldigi acikca
goriilmektedir. Cizelge 4.42°de y = 0.50, N = 80, t = 1, v = 1 i¢in Af’nin farkli degerleri elde
edilen sonuglar verildi. A¢’nin azalisina paralel hatalarda azaldi. Cizelge 4.43 ve Cizelge 4.44’de

sirastyla y ve v’nin farkli degerleri i¢in niimerik sonuglar elde edildi.

Cizelge 4.45-4.48’de (4.1.11) ile verilen Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilmasi ile
elde edilen Crank Nicolson sonlu fark semasi ile elde edilen niimerik sonuglar sirasiyla N , At, y
ve v viskositenin farkli degerleri icin sunuldu. Cizelgeler incelendiginde ic iterasyon teknigi
kullanilarak olusturulan Crank-Nicolson sonlu fark semasi yardimiyla bulunan ¢6ziimlerin

Rubin Graves lineerlestirme teknigi ile bulunanlara gore daha iyi oldugu gozlendi.

Sekil 4.2 ’de farkli zaman adimlar1 icin Problem 2nin ¢6ziim grafikleri sadece Rubin Graves
lineerlestirme teknigi kullanilarak Carank-Nicolson sonlu fark yontemi kullanilarak elde edilen
cOziimlerin tam ¢oziimler ile birlikte grafigi verildi. Sekilden de agik¢a goriildiigii gibi niimerik
ve tam ¢Oziimlerin ayirt edilemeyecek kadar birbirlerine yakin oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.49-4.51 ’de y = 0.5, At = 0.00025, t =1, v=1 ve N’ in farkli degerleri
icin Problem 1, Problem 2 ve Problem 3’iin hata normlarinin Referans [1]’daki degerlerle

karsilagtirmas1 yapilmistir. Birinci ve iigiincii problemler i¢in hazirlanan Cizelge 4.49 ve 4.51°de

Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak olusturulan Crank-Nicolson sonlu fark semasi
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Cizelge 4.33 : Problem 3’tin v = 0.5, Ar = 0.00025, t = 1, v =1 ve N boliintii
sayisinin farkli degerleri icin ic iterasyon kullanarak kapali sonlu fark
cOziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

x N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105107 1.105155 1.105167 1.105170 1.105171
0.2 1.221277 1.221371 1.221395 1.221401 1.221403
0.3 1.349674 1.349813 1.349847 1.349856 1.349859
0.4 1.491585 1.491765 1.491810 1.491821 1.491825
0.5 1.648435 1.648650 1.648704 1.648717 1.648721
0.6 1.821801 1.822039 1.822099 1.822114 1.822119
0.7 2.013426 2.013671 2.013733 2.013748 2.013753
0.8 2.225244 2.225467 2.225523 2.225537 2.225541
0.9 2.459401 2.459553 2.459591 2.459600 2.459603
1.0 2.718282 2718282 2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10°  0.230230 0.057485 0.014168 0.003331
L. x 10° 0.326796 0.081579 0.020159 0.004751

Cizelge 4.34 : Problem 3’iin y=0.5, N =80,¢ =1, v =1 ve A¢’nin farkli degerleri i¢in
i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle
kargsilastirmasi

x Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar = 0.001 At = 0.0005 Tam ¢oziim

0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105326 1.105295 1.105232 1.105201 1.105171
0.2 1.221703 1.221642 1.221521 1.221461 1.221403
0.3 1.350292 1.350204 1.350029 1.349942 1.349859
0.4 1.492374 1.492262 1.492041 1.491931 1.491825
0.5 1.649363 1.649233 1.648974 1.648845 1.648721
0.6 1.822819 1.822677 1.822394 1.822254 1.822119
0.7 2.014458 2.014315 2.014030 2.013889 2.013753
0.8 2.226169 2.226042 2.225788 2.225662 2.225541
0.9 2.460022 2.459937 2.459768 2.459684 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2718282 2.718282

Ly x 10°  0.507392 0.404593 0.199733 0.097787

L. x10°  0.711241 0.567157 0.279985 0.137055
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Cizelge 4.35 : Problem 3’iin N = 80, Ar = 0.00025, t =1, v =1 ve ¥’nin farkh
degerleri i¢in i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢6ziimlerinin tam
cOztimlerle kargsilastirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢6zim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105185 1.105185 1.105186 1.105189 1.105171
0.2 1.221430 1.221430 1.221432 1.221438 1.221403
0.3 1.349897 1.349898 1.349900 1.349909 1.349859
04 1.491873 1.491874 1.491877 1.491887 1.491825
0.5 1.648778 1.648779 1.648782 1.648794 1.648721
0.6 1.822181 1.822182 1.822185 1.822197 1.822119
0.7 2.013815 2.013816 2.013819 2.013831 2.013753
0.8 2.225596 2.225597 2.225600 2.225610 2.225541
0.9 2.459640 2.459641 2.459643 2.459649 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

L, x 10°  0.044908 0.045639 0.048036 0.056978
L. x 10° 0.062816 0.063867 0.067169 0.079325

Cizelge 4.36 : Problem 3’iin y = 0.5, N = 80, At = 0.0005, r = 0.1 ve v’nin farkli
degerleri i¢in i¢ iterasyon kullanarak kapali sonlu fark ¢éziimlerinin tam
coziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=20.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢Oziim

0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 0.011053 0.011052 1.105170 1.105170 0.011052
0.2 0.012216 0.012215 0.012215 0.012215 0.012214
0.3 0.013501 0.013500 0.013500 0.013499 0.013499
0.4 0.014921 0.014920 0.014920 0.014919 0.014918
0.5 0.016490 0.016489 0.016489 0.016488 0.016487
0.6 0.018224 0.018223 0.018223 0.018222 0.018221
0.7 0.020140 0.020140 0.020139 0.020138 0.020138
0.8 0.022258 0.022257 0.022257 0.022256 0.022255
0.9 0.024598 0.024597 0.024597 0.024596 0.024596
1.0 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183

Ly x 10°  0.002200 0.001612 0.001105 0.000672

L. x 10> 0.002919 0.002171 0.001501 0.000917
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Cizelge 4.37 : Problem 3’iin Y= 0.5, At =0.00025, ¢ =1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
kapali sonlu fark ¢oziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

x N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105107 1.051263 1.105167 1.105170 1.105171
0.2 1.221277 1.221371 1.221395 1.221401 1.221403
0.3 1.349674 1.349813 1.349847 1.349856 1.349859
0.4 1.491585 1.491765 1.491810 1.491821 1.491825
0.5 1.648435 1.648650 1.648704 1.648717 1.648721
0.6 1.821801 1.822039 1.822099 1.822114 1.822119
0.7 2.013426 2.013671 2.013733 2.013748 2.013753
0.8 2.225244 2.225467 2.225523 2.225537 2.225541
0.9 2.459401 2.459553 2.459591 2.459600 2.459603
1.0 2.718282 2718282 2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10°  0.230247 0.057491 0.014168 0.003329
L. x 10° 0.326826 0.081591 0.020162 0.004751

Cizelge 4.38 : Problem 3’tin y = 0.5, N =80, ¢t =1, v =1 ve At’nin farkl degerleri
icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali sonlu fark
cOziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.005 At = 0.0025 Ar = 0.002 Ar =0.001 Tam ¢6ziim

0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105184 1.105174 1.105173 1.105171 1.105171
0.2 1.221427 1.221409 1.221406 1.221403 1.221403
0.3 1.349893 1.349867 1.349864 1.349858 1.349859
0.4 1.491867 1.491835 1.491831 1.491824 1.491824
0.5 1.648770 1.648733 1.648728 1.648720 1.648721
0.6 1.822170 1.822131 1.822125 1.822117 1.822119
0.7 2.013802 2.013764 2.013759 2.013751 2.013753
0.8 2.225583 2.22550 2.225546 2.225539 2.225541
0.9 2.459629 2.459609 2.459606 2.459602 2.459603
1.0 2718282 2.718282 2.718282 2.718282 2718282

Ly x 10°  0.036817 0.008728 0.004871 0.001000

L. x10° 0.051061 0.012040 0.006707 0.001615

49



Cizelge 4.39 : Problem 3’iin N = 80, Ar = 0.00025, t =1, v=1 ve y’nin farkh
degerleri i¢in Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali

sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢6ziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105170 1.105170 1.1051701 1.105175 1.105171
0.2 1.221401 1.221401 1.221403 1.221410 1.221401
0.3 1.349856 1.349856 1.349859 1.349869 1.349856
04 1.491821 1.491821 1.491825 1.491837 1.491825
0.5 1.648716 1.648717 1.648721 1.648734 1.648721
0.6 1.822113 1.822114 1.822118 1.822132 1.822119
0.7 2.013747 2.013747 2.013752 2.013765 2.013753
0.8 2.225536 2.225536 2.225540 2.225551 2.225541
0.9 2.459600 2.459600 2.459602 2.459609 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

L, x 10> 0.003851 0.003743 0.000538 0.009836
Lo x 103 0.005468 0.005318 0.001018 0.013485

Cizelge 4.40 : Problem 3’iin N = 80, Ar = 0.0005, ¢+ = 0.1, y = 0.5 ve v’'nin farkli
degerleri i¢in Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak kapali
sonlu fark ¢coziimlerinin tam c¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=0.25 v=0.5 v=1.0 Tam ¢oziim
0.0 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000
0.1 0.011053 0.011052 0.011052 0.0110532 0.011052
0.2 0.012216 0.012215 0.012215 0.012215 0.012214
0.3 0.013501 0.013500 0.013500 0.013499 0.013499
0.4 0.014921 0.014920 0.0149210 0.014919 0.014918
0.5 0.016490 0.016489 0.016489 0.016488 0.016487
0.6 0.018224 0.018223 0.018223 0.018222 0.018223
0.7 0.020140 0.020140 0.020139 0.020138 0.020138
0.8 0.022258 0.0222587 0.022257 0.022256 0.022255
0.9 0.024598 0.024597 0.0245987 0.024596 0.024596
1.0 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183

Lr x 10°  0.002204 0.001616 0.001107 0.000673
L. x 10°  0.002924 0.002175 0.001504 0.000920
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Cizelge 4.41 : Problem 3’iin Y= 0.5, At =0.00025, ¢t =1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri i¢in ic iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

X N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105094 1.105142 1.105154 1.105157 1.105171
0.2 1.221253 1.221347 1.221371 1.221377 1.221403
0.3 1.349640 1.349779 1.349814 1.349823 1.349859
0.4 1.491544 1.491724 1.491769 1.491780 1.491825
0.5 1.648390 1.648604 1.648658 1.648671 1.648721
0.6 1.821753 1.821991 1.822051 1.822066 1.822119
0.7 2.013379 2.013625 2.013686 2.013701 2.013753
0.8 2.225205 2.225427 2.225483 2.225497 2.225541
0.9 2.459376 2.459527 2.459565 2.459575 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10°  0.265093 0.092458 0.049227 0.038438
L. x10® 0.373211 0.129281 0.068029 0.052844

Cizelge 4.42 : Problem 3’iin y=0.5, N =80, = 1, v =1 ve A¢’nin farkli degerleri i¢in
i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson sonlu
fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X Ar =0.0025 Ar =0.002 Ar = 0.001 At = 0.0005 Tam ¢Oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105046 1.105070 1.105120 1.105145 1.105171
0.2 1.221167 1.221213 1.221306 1.221353 1.221403
0.3 1.349530 1.349595 1.349724 1.349790 1.349859
0.4 1.491423 1.491501 1.491660 1.491740 1.491825
0.5 1.648269 1.648357 1.648536 1.648626 1.648721
0.6 1.821645 1.821738 1.821924 1.822019 2.013753
0.7 2.013295 2.013385 2.013565 2.013556 2.013753
0.8 2.225151 2.225227 2.225381 2.225458 2.225541
0.9 2.459354 2.459403 2.459501 2.459550 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2718282 2.718282

Ly x 10°  0.345428 0.277950 0.141819 0.073052
L. x10°  0.474025 0.381456 0.194693 0.100339
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Cizelge 4.43 : Problem 3’iin N = 80, t =1, v = 1, Ar = 0.00025 ve 7¥’nin
farkli degerleri i¢in ic iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢6ziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105159 1.1051598 1.105158 1.105162 1.105171
0.2 1.221379 1.221378 1.221379 1.221386 1.221403
0.3 1.349826 1.349824 1.349825 1.349835 1.349859
0.4 1.491785 1.4917852 1.491783 1.491795 1.491825
0.5 1.648676 1.648673 1.648674 1.648688 1.648721
0.6 1.822071 1.822068 1.822069 1.822084 1.822119
0.7 2.013706 2.013704 2.013705 2.013719 2.013753
0.8 2.225501 2.225499 2.225500 2.225512 2.225541
0.9 2.459577 2.459576 2.459577 2.459584 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

L, x 103 0.034812 0.036822 0.036043 0.025343
Lo x 103 0.047833 0.050618 0.049566 0.034880

Cizelge 4.44 : Problem 3’tn N = 80, Ar = 0.0005, + = 0.1, ¥y = 0.5 ve v’nin
farkli degerleri icin i¢ iterasyon lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=20.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢Oziim

0.0 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000
0.1 0.011024 0.011032 0.011038 0.011043 0.011052
0.2 0.012169 0.012179 0.012189 0.012198 0.012214
0.3 0.013441 0.013452 0.013465 0.013477 0.013499
0.4 0.014851 0.014864 0.014878 0.014893 0.014918
0.5 0.016413 0.016428 0.016444 0.016460 0.016487
0.6 0.018143 0.018160 0.018177 0.018194 0.018221
0.7 0.020058 0.020079 0.020097 0.020112 0.020138
0.8 0.022184 0.022206 0.022222 0.022235 0.022255
0.9 0.024546 0.024565 0.024576 0.024584 0.024596
1.0 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183

Ly x 10°  0.060173 0.045724 0.032519 0.020416

L. x 10> 0.079564 0.061279 0.044027 0.027818
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Cizelge 4.45 : Problem 3’iin Y= 0.5, At =0.00025, ¢t =1, v=1 ve N boliintii sayisinin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

x N =10 N =20 N =40 N =280 Tam ¢oziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105103 1.105146 1.105156 1.105158 1.105171
0.2 1.221257 1.221349 1.221372 1.221378 1.221403
0.3 1.349640 1.349779 1.349814 1.349823 1.349859
0.4 1.491538 1.491721 1.491768 1.491780 1.491825
0.5 1.648377 1.648598 1.648655 1.648670 1.648721
0.6 1.821732 1.821981 1.822046 1.822063 1.822119
0.7 2.013348 2.013609 2.013678 2.013698 2.013753
0.8 2.225158 2.225404 2.225472 2.225491 2.225541
0.9 2.459310 2.459495 2.459549 2.459567 2.459603
1.0 2.718282 2718282 2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10° 0.286587 0.103489 0.054610 0.041012
L. x 103 0.405121 0.143835 0.074610 0.055822

Cizelge 4.46 : Problem 3’iin y=0.5, N =40, =1, v =1 ve At’nin farkl degerleri i¢in
Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson sonlu
fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

x Ar =0.0001 At =0.0002 At = 0.0005 Ar = 0.001 Tam ¢6ziim

0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105246 1.105366 1.105565 1.105963 1.105171
0.2 1.221457 1.221551 1.221708 1.222022 1.221403
0.3 1.349897 1.349971 1.350096 1.350345 1.349859
0.4 1.491851 1.491914 1.492018 1.492227 1.491825
0.5 1.648753 1.648803 1.648903 1.649104 1.648721
0.6 1.822146 1.822216 1.822333 1.822569 1.822119
0.7 2.013798 2.013897 2.014062 2.014393 2.013753
0.8 2.225625 2.225779 2.226037 2.226552 2.225541
0.9 2.459757 2.460007 2.460423 2.461257 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

Ly x 10°  0.083444 0.222522 0.454979 0.920404

L. x10°  0.236483 0.597225 1.198489 2.401079
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Cizelge 4.47 : Problem 3’tin N = 40, Ar = 0.00025, +t = 1, v =1 ve Ynn
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢éziimlerinin tam ¢éziimlerle karsilagtirmasi

X Y=0.1 Y=0.25 Y=0.75 Yy=0.9 Tam ¢6ziim
0.0 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000 1.000000
0.1 1.105366 1.105366 1.105369 1.105375 1.105171
0.2 1.221552 1.221551 1.221557 1.221569 1.221403
0.3 1.349971 1.349970 1.349980 1.349997 1.349859
0.4 1.491913 1.491912 1.491925 1.491945 1.491825
0.5 1.648802 1.648801 1.648816 1.648687 1.648721
0.6 1.822214 1.822213 1.822230 1.822254 1.822119
0.7 2.013896 2.013894 2.013910 2.013934 2.013753
0.8 2.225778 2.225777 2.225791 2.225811 2.225541
0.9 2.460006 2.460006 2.460046 2.460027 2.459603
1.0 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282

L, x 103 0222173 0.221436 0.228891 0.241114
Lo x 103 0.597232 0.596919 0.599327 0.603158

Cizelge 4.48 : Problem 3’tin N = 40, Ar = 0.00025, t = 0.1, y = 0.5 ve v ’nin
farkli degerleri icin Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak
Crank-Nicolson sonlu fark ¢oziimlerinin tam ¢oziimlerle karsilagtirmasi

X v=0.1 v=20.25 v=20.5 v=1.0 Tam ¢Oziim

0.0 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000 0.010000
0.1 0.011024 0.011032 0.011038 0.011043 0.011052
0.2 0.012169 0.012179 0.012189 0.012198 0.012214
0.3 0.013441 0.013452 0.013465 0.013477 0.013499
0.4 0.014851 0.014864 0.014878 0.014893 0.014918
0.5 0.016413 0.016428 0.016444 0.016460 0.016487
0.6 0.018143 0.018160 0.018177 0.018194 0.018221
0.7 0.020058 0.020079 0.020097 0.020112 0.020138
0.8 0.022184 0.022206 0.022222 0.022235 0.022255
0.9 0.024546 0.024565 0.024576 0.024584 0.024596
1.0 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183 0.027183

Ly x 103 0.060191 0.045736 0.032528 0.020422

L. x 10> 0.079578 0.061290 0.044035 0.027824
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Cizelge 4.49 : Ar = 0.00025, y = 0.5, tf =1, v=1 ve N’ in farkli degerleri
icin problem 1’in hata normlarinin Referans [1]’da verilen degerlerle

karsilagtirilmasi
N =40 N =280 N =100
Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1]
Ly x 10° 1.220073 2.899344 0.168462 0.577021 0.042393 0.305178
Lo x 10° 1.725529 4.064677 0.238266 0.814546 0.059969 0.434508

Cizelge 4.50 : Ar =0.00025, y=0.5,77 =1, v=1ve N in farkli degerleri i¢in problem
2’nin hata normlarinin Referans [1] teki degerlerle karsilastirilmasi

N =20 N =40 N =280

Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1]

Ly x 103 0.189490 0.183000 0.042345 0.041977 0.005587 0.001982

Lo x 103 0.264864 0.273318 0.059420 0.063233 0.008363 0.004192

ile elde edilen ¢oziimler kuadratik B-spline Galerkin [1] ile verilen ¢oziimlerle karsilastirildi.
Cizelgelerden agikca goriildiigii gibi bu calismada sunulan Rubin Graves lineerlestirme
tekniginin kullanildigr Crank-Nicolson yontemi ile elde edilen c¢oziimler daha iyi sonuglar
vermistir. Ikinci problem icin hazirlanan Cizelge 4.50’de sonlu eleman yontemi ile elde edilen

cOziimlerin daha 1yi oldugu gozlendi.

Cizelge 4.52-4.53’de Problem 1 i¢in bu ¢alismada kullanilan i¢ iterasyon ve Rubin Graves
lineerlestirme teknikleri ile kapali ve Crank-Nicolson yontemleri ayri ayri karsilastirildi.
Problem 1’de Rubin Graves lineestirmesi ile elde edilen ¢oziimlerin daha iyi oldugu goriildii.
Ayrica Crank-Nicolson yOnteminin, kapali yonteme gore daha iyi sonuglar verdigi de

goriilmektedir.

Cizelge 4.54 ve 4.55 ’de Problem 2 i¢in bu calismada kullanilan i¢ iterasyon ve Rubin
Graves lineerlestirme teknikleri ile kapali ve Crank-Nicolson yontemleri ayr1 ayri karsilastirildi.
Problem 1’de Rubin Graves lineestirmesi ile elde edilen ¢oziimlerin daha iyi oldugu goriildii.
Bu cizelgelerden de goriildiigii gibi Problem 2’de i¢ iterasyonla elde edilen ¢oziimler 6ne

cikmaktadir. Problem 1’den farkli olarak burada kapali yontem daha iyi sonuglar vermistir.

Cizelge 4.51 : Ar =0.00025, y=0.5,17 =1, v=1ve N in farkl degerleri i¢in problem
3 nin hata normlarinin Referans [1] teki degerlerle karsilastirilmasi

N =20 N =40 N =280

Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1] Sunulan yontem [1]

Ly x 10° 0.057491 0.447720 0.014168 0.161833 0.003329 0.092624

Lo % 103 0.081591 0.625018 0.020162 0.227352 0.004751 0.133125
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Cizelge 4.52 : Ar =0.00025, y=0.5,7y =1, v=1 ve N in farkl1 deerleri i¢in Kapalr’
in hata normlarinin kargsilagtirilmasi

N=40 N =280 N =100

I¢ iterasyon  Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves

Ly x 103 1.402415 1.402149 0.350539 0.350257 0.224444 0.224153

Lo x 10° 1.983510 1.983017 0.495854 0.495358 0.317553 0.317013

Cizelge 4.53 : Ar = 0.00025, y=0.5, ¢ty = L,y =1 ve N in farkl degerleri i¢in Crank
Nicolson Yonteminde I¢ Iterasyon ve Rubin Graves ile elde edilen
problem 1’ in hata normlarinin kargilastirtlmast

N =40 N =280 N =100

Iciterasyon Rubin Graves Igiterasyon Rubin Graves Ic iterasyon Rubin Graves

Ly x 10° 1.397469 1.220073 0.345610 0.168462 0.219519 0.042393

Lo x 103 1.976522 1.725529 0.488887 0.238266 0.310637 0.059969

Cizelge 4.54 : Ar =0.00025, y=0.5,¢t7 =1, v=1 ve N in farkh degerleri i¢in Kapali
Yontem I iterasyon ve Rubin Graves ile elde edilen problem 2’in hata
normlarinin kargilastirilmasi

N=10 N =20 N =40

Iciterasyon Rubin Graves Igiterasyon Rubin Graves Ic iterasyon Rubin Graves

Ly x 103 0.772790 0.779787 0.189490 0.196372 0.042345 0.049187

L. x 10°  1.080553 1.089974 0.264864 0.274139 0.059420 0.068658

Cizelge 4.55 : Ar = 0.00025, y=0.5,1f = 1, v=1 ve N in farkl degerleri i¢in Crank
Nicolson Yonteminde I¢ iterasyon ve Rubin Graves ile elde edilen
problem 2’in hata normlarinin kargsilagtirilmasi

N=10 N =20 N =40

I¢ iterasyon  Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves

L, x 10 0.775325 0.872593 0.191943 0.298252 0.044769 0.161425

Lo x 10° 1.083828 1.207060 0.268041 0.245778 0.062573 0.245778
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Cizelge 4.56 : Ar =0.00025, y=0.5,¢7 =1, v=1 ve N in farkl degerleri i¢in Kapali
Yontem I iterasyon ve Rubin Graves ile elde edilen problem 3’in hata
normlarinin karsilastirilmasi

N=10 N =20 N =40

I¢ iterasyon  Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves

Ly x 103 0.230230 0.230247 0.057485 0.057491 0.014168 0.014168

L. < 10°  0.326796 0.326826 0.081579 0.081591 0.020159 0.020162

Cizelge 4.57 : Ar = 0.00025, y = 0.5,ty = 1, v =1 ve N in farkli degerleri i¢in Crank
Nicolson Yonteminde I¢ iterasyon ve Rubin Graves ile elde edilen
problem 3’in hata normlarinin kargilagtirilmasi

N=10 N =20 N =40

I¢ iterasyon  Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves I¢iterasyon Rubin Graves

L, x 10 0.265093 0.286587 0.092458 0.103489 0.049227 0.054610

L. x10° 0373211 0.405121 0.129281 0.143835 0.068029 0.074610

Son olarak Cizelge 4.56 ve 4.57 ’de Problem 3 i¢in Onceki cizelgelere benzer olarak
hazirlanmistir. Bu ¢izelgelerden i¢ iterasyon teknigi ile bulunan ¢6ziimlerin Rubin Graves ile
elde edilenlere gore daha iyi oldugu goriilmektedir. Bunula birlikte cizelgelerden Problem 3 igin

kapali yontem daha 6ne ¢ikmaktadir.

Sekil 4.3’de farkli zaman adimlart icin ¢Oziim grafikleri birbirinin aynisi1 olacagindan
sadece Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak Crank-Nicolson sonlu fark yontemi
kullanilarak elde edilen ¢coziimlerin tam ¢oziimler ile birlikte grafigi verildi. Sekilden de acikca
goriildiigii gibi niimerik ve tam ¢6ziimlerin ayirt edilemeyecek kadar birbirlerine yakin oldugu

goriilmektedir.
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Sekil 4.3 : Problem 3’iin

Rubin Graves lineerlestirme teknigi kullanarak
Crank-Nicolson sonlu fark yontemiyle v I, N=40, y =05 ve
At = 0.0025 degerleri icin farkli zamanlarda niimerik ve tam ¢oziimleri
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada kesirli mertebeden Burgers denkleminin sonlu fark yontemleri ile niimerik
coziimleri elde edildi. Elde edilen sonuglar tam sonuglariyla birlikte cizelgeler yardimiyla
sunuldu. Ayrica elde edilen sonuclarin dogrulugunu kontrol etmek i¢in L ve L., hata normlari
hesaplandi. Sunulan yontemlerle bulunan niimerik ¢oziimlerin tam ¢6ziimle uyum igerisinde
oldugu goriildii. Problem 1 ve 3 i¢in sonlu fark yontemiyle elde edilen niimerik sonuglarin
Ref. [1]°de verilen kuadratik B-spline sonlu eleman Galerkin yontemi ile elde edilenlere gore
daha iyi oldugu goriildii. Problem 2 icin Ref. [1]’de verilen sonuglarla uyumlu ¢oziimler elde
edildi. Bunun diginda kullanilan yontemler de kendi aralarinda kargsilastirildi. Problem 1 icin
kapal1 ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemlerinde Rubin Graves ile elde edilen sonuglarin, i¢
iterasyonla elde edilen niimerik sonuglardan daha iyi oldugu goriildii. Buna karsilik Problem
2 ve Problem 3 icin i¢ iterasyonla elde edilen sonuclarin, Rubin Graves ile bulunan yaklagik

degerlerden daha iyi sonucuna varildi.

Sonug olarak kesirli mertebeden Burgers denklemleri i¢in kullanilan sonlu fark yontemle-
rinde ister i¢ iterasyonla ister Rubin Graves ile yapilan lineerlestirmelerin tam ¢oziime gayet
yakin sonuclar verdigi, bu tiir kesirli mertebeden problemlerin ¢oziimii i¢in uygun oldugu

sOylenebilir.

59



KAYNAKLAR

[1] Tasbozan, O. (2015). Kesirli Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklemlerin B-Spline
Sonlu Eleman Yontemleri Ile Coziimleri (Doktora Tezi). Inonii Univesitesi, Fen
Bilimleri Enstitiisii, Malatya.

[2] Podlubny, 1. (1993). An introduction to the finite element method, McGraw-Hill, New
York.

[3] Oldham, K. ve Spanier, J. (1974). The fractional calculus theory and applications of
differentiation and integration to arbitrary order, Elsevier.

[4] Murillo, J.Q. ve Yuste, S.B. (2011). An explicit difference method for solving
fractional diffusion and diffusion-wave equations in the Caputo form, Journal of
Computational and Nonlinear Dynamics, 6(2).

[5] Hopf, E. (1950). The partial differential equation ut+ uux= uxx, Communications on Pure
and Applied mathematics, 3(3), 201-230.

[6] Benton, E.R. ve Platzman, G.W. (1972). A table of solutions of the one-dimensional
Burgers equation, Quarterly of Applied Mathematics, 30(2), 195-212.

[7] Ali, A., Gardner, G. ve Gardner, L. (1992). A collocation solution for Burgers’ equation
using cubic B-spline finite elements, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 100(3), 325-337.

(8] Kutluay, S., Bahadir, A. ve (")zde§, A. (1999). Numerical solution of one-dimensional
Burgers equation: explicit and exact-explicit finite difference methods, Journal of
Computational and Applied Mathematics, 103(2), 251-261.

[9] Wang, Q. (2006). Numerical solutions for fractional KdV-Burgers equation by Adomian
decomposition method, Applied Mathematics and Computation, 182(2), 1048—1055.

[10] Mittal, R. ve Jain, R. (2012). Numerical solutions of nonlinear Burgers’ equation
with modified cubic B-splines collocation method, Applied Mathematics and
Computation, 218(15), 7839-7855.

[11] Liu, H., Li, J. ve Zhang, Q. (2009). Lie symmetry analysis and exact explicit solutions
for general Burgers’ equation, Journal of Computational and Applied Mathematics,
228(1), 1-9.

[12] Jia-Qi, M. ve Xian-Feng, C. (2010). Homotopic mapping method of solitary wave
solutions for generalized complex Burgers equation, Chinese Physics B, 19(10),
100203.

[13] Yildirnm, A. ve Mohyud-Din, S.T. (2010). Analytical approach to space-and
time-fractional burgers equations, Chinese Physics Letters, 27(9), 090501.

[14] El-Danaf, T.S. ve Hadhoud, A.R. (2012). Parametric spline functions for the solution of
the one time fractional Burgers’ equation, Applied Mathematical Modelling, 36(10),
4557-4564.

60



[15] Khan, N.A., Ara, A. ve Mahmood, A. (2012). Numerical solutions of time-fractional
Burgers equations, International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid
Flow.

[16] Xu, Y. ve Agrawal, O.P. (2013). Numerical solutions and analysis of diffusion for new
generalized fractional Burgers equation, Fractional Calculus and Applied Analysis,
16(3), 709-736.

[17] Esen, A., Yagmurlu, N. ve Tasbozan, O. (2013). Approximate analytical solution to
time-fractional damped Burger and Cahn-Allen equations, Applied Mathematics &
Information Sciences, 7(5), 1951.

[18] Baskonus, H.M., Bulut, H. ve Pandir, Y. (2014). On the solution of nonlinear
time-fractional generalized burgers equation by homotopy analysis method and

modified trial equation method, International Journal of Modeling and Optimization,
4(4), 305.

[19] Bhrawy, A., Zaky, M. ve Baleanu, D. (2015). New numerical approximations
for space-time fractional Burgers’ equations via a Legendre spectral-collocation
method, Rom. Rep. Phys, 67(2), 340-349.

[20] Esen, A. ve Tasbozan, O. (2016). Numerical solution of time fractional Burgers equation
by cubic B-spline finite elements, Mediterranean Journal of Mathematics, 13(3),
1325-1337.

[21] Prakash, A., Kumar, M. ve Sharma, K.K. (2015). Numerical method for solving
fractional coupled Burgers equations, Applied Mathematics and Computation, 260,
314-320.

[22] Li, D., Zhang, C. ve Ran, M. (2016). A linear finite difference scheme for generalized
time fractional Burgers equation, Applied Mathematical Modelling, 40(11-12),
6069—-6081.

[23] Cenesiz, Y., Baleanu, D., Kurt, A. ve Tasbozan, O. (2017). New exact solutions of
Burgers’ type equations with conformable derivative, Waves in Random and complex
Media, 27(1), 103-116.

[24] Saad, K.M., Atangana, A. ve Baleanu, D. (2018). New fractional derivatives with
non-singular kernel applied to the Burgers equation, Chaos: An Interdisciplinary
Journal of Nonlinear Science, 28(6), 063109.

[25] Asgari, Z. ve Hosseini, S. (2018). Efficient numerical schemes for the solution of
generalized time fractional Burgers type equations, Numerical Algorithms, 77(3),
763-792.

[26] Gaber, A., Aljohani, A., Ebaid, A. ve Machado, J.T. (2019). The generalized
Kudryashov method for nonlinear space—time fractional partial differential equations
of Burgers type, Nonlinear Dynamics, 95(1), 361-368.

[27] Olver, P.J. (2008). Numerical analysis lecture notes, Retrieved on, 18, 2017.

[28] Courant, R., Friedrichs, K. ve Lewy, H. (1928). Uber die partiellen Differenzengleic-
hungen der mathematischen Physik, Mathematische annalen, 100(1), 32-74.

61



[29] O’Brien, G.G., Hyman, M.A. ve Kaplan, S. (1950). A study of the numerical solution
of partial differential equations, Journal of Mathematics and Physics, 29(1-4),
223-251.

[30] Forsythe, G.E. ve Wasow, W.R. (1960). Finite Difference Methods, Partial Differential.

[31] Thomée, V., (2001). From finite differences to finite elements A short history of
numerical analysis of partial differential equations, Numerical Analysis: Historical
Developments in the 20th Century, Elsevier, s.361-414.

[32] Causon, D. ve Mingham, C. (2010). Introductory finite difference methods for PDEs,
Bookboon.

[33] Davis, M. (2010). Finite difference methods, MSc Course in Mathematics and Finance,
Imperial College London.

[34] Rubin, S. ve Graves, R. (1975). A Cubic Spline Approximation for Problems in Fluid
Mechanics, NASA technical report, U.S. National Aeronautics and Space Administ-
ration, https://books.google.com.tr/books?id=tzbGKg7dv-1IC.

62


https://books.google.com.tr/books?id=tzbGKg7dV-IC

OZGECMIS

Ad-Soyad :  Murat ONAL

Dogum Tarihi ve Yeri : 11.06.1984, Malatya
E-Posta :  mrt_onal @hotmail.com
OGRENIM DURUMU:

e Lisans: Inonii Universitesi Matematik Boliimii

e Y. Lisans: Inonii Universitesi Ortadgretim Matematik Ogretmenligi Tezsiz Yiiksek Lisans

CALISMALAR (Makaleler, Bildiriler, Patentler v.b.)

e Onal, M., Esen, A. 2020. A Crank-Nicolson Approximation for the time Fractional
Burgers Equation, Applied Mathematics and Nonlinear Sciences, 5(2) 177—184

63



	Dıs Kapak
	Iç Kapak
	Onay Sayfası
	Tesekkür ve Önsöz
	Onur Sözü
	Içindekiler
	Çizelgeler Dizini
	Sekiller Dizini
	Özet
	Abstract
	Bölüm1
	Bölüm2
	Bölüm3
	Bölüm4
	Bölüm5
	Kaynaklar
	Özgeçmis



