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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez çal¬̧smas¬nda, Caputo kesirli türev içeren ve lineer olmayan difüzyon denklemi,

başlang¬ç ve s¬n¬r koşullar¬ ile ele al¬narak bir ters problemin çözümünün kararl¬l¬¼g¬n¬n

araşt¬r¬lmas¬amaçlanm¬̧st¬r. Bu bölüm, tez boyunca yararlan¬lan temel tan¬m ve teorem-

lerden oluşmaktad¬r.

Tan¬m 1.1 f fonksiyonunun Laplace dönüşümü

L [f ] (s) =
1Z
0

e�stf (t) dt (1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada L [f ], yukar¬daki integrali yak¬nsak yapan tüm s de¼gerleri

için tan¬ml¬bir fonksiyondur (O�Neil 2012, s. 77).

Laplace dönüşümü, çeşitli tipteki başlang¬ç de¼ger problemlerinin çözümünde kullan¬lan

önemli bir yöntemdir. Söz konusu dönüşüm yard¬m¬yla baz¬başlang¬ç de¼ger problemleri,

çözülmesi daha kolay olan cebirsel denklemlere indirgenir, örne¼gin, dalga yay¬l¬m¬ ve

difüzyon olay¬n¬analiz etmek amac¬yla k¬smi diferensiyel denklemleri içeren s¬n¬r de¼ger

problemlerini çözmede de kullan¬l¬r (O�Neil 2012, s. 77).

Tan¬m 1.2 E¼ger f ve g fonksiyonlar¬ [0;+1) üzerinde tan¬ml¬ ise, t � 0 için f � g

konvolüsyon fonksiyonu

(f � g) (t) =
tZ
0

f (t� �) g (�) d� (1.2)

biçiminde tan¬mlan¬r (O�Neil 2012, s. 96).

Teorem 1.1 (Konvolüsyon Teoremi) E¼ger f � g tan¬ml¬ise,

L [f � g] = L [f ]L [g] (1.3)

eşitli¼gi sa¼glan¬r (O�Neil 2012, s. 97).
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Tan¬m 1.3 E¼ger u 2 L1 (Rn) ise, bu fonksiyonun Fourier dönüşümü

F [u] (�) = 1

(2�)n=2

Z
Rn

e�ix�u (x) dx; � 2 Rn (1.4)

ve ters Fourier dönüşümü

F�1 [u] (�) =
1

(2�)n=2

Z
Rn

eix�u (x) dx; � 2 Rn (1.5)

şeklindedir. Burada u 2 L1 (Rn) ve��e�ix��� = jcos (x�)� i sin (x�)j =q(cos (x�))2 + (� sin (x�))2 = 1 (1.6)

olup bu integraller her bir � 2 Rn için yak¬nsakt¬r (Evans 1998, s. 183).

Benzer şekilde, Fourier dönüşümü de baz¬lineer k¬smi diferensiyel denklemleri ya cebirsel

denklemlere ya da daha az de¼gi̧sken içeren diferensiyel denklemlere dönüştürmede oldukça

güçlü bir araçt¬r (Evans 1998, s. 182).

1.1 KES·IRL·I ANAL·IZ ·IÇ·IN TEMEL TANIMLAR

Kesirli analiz, tamsay¬-mertebeden diferensiyel ve integral kavramlar¬n¬n genelleştirilmesi

ile oluşturulmuş key�mertebeden integral ve türevlerin teorisidir (Podlubny 1999, s. 42).

Kesirli analizin en temel fonksiyonlar¬ndan biri Gamma fonksiyonu olup bu fonksiyon,

n! faktöriyel fonksiyonunu genelleştirerek n�in tamsay¬olmayan hatta kompleks de¼gerler

almas¬n¬sa¼glar (Podlubny 1999, s. 1).

Tan¬m 1.4 Gamma fonksiyonu

�(z) =

1Z
0

e�ttz�1dt; Re z > 0; (1.7)

integrali ile tan¬mlan¬r ve bu fonksiyon kompleks düzlemin sa¼g taraf¬olan

C+ = fz 2 C : Re z > 0g (1.8)

üzerinde yak¬nsakt¬r (Podlubny 1999, s. 1-2).

ez üstel fonksiyonu, tamsay¬mertebeden diferensiyel denklemlerin teorisinde önemli bir

rol oynar. Bu fonksiyonun genel hali olan Mittag-Le­ er fonksiyonu ise, kesirli analizde

ayn¬derecede önemlidir (Jin 2021, s. 59).
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Tan¬m 1.5 ·Iki parametreli Mittag-Le­ er fonksiyonu, �; � > 0 olmak üzere,

E�;� (z) =

1X
n=0

zn

�(�n+ �)
; z 2 C; (1.9)

şeklinde tan¬mlan¬r (Podlubny 1999, s. 17).

Önerme 1.2 Mittag-Le­ er fonksiyonu, her z 2 C için

E1;1 (z) = e
z; E2;1 (�z2) = cos (z) ; E2;1 (z2) = cosh (z) ; E2;2 (z2) = sinh(z)

z
(1.10)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glar (Podlubny 1999, s. 17; Goren�o et al. 2014, s. 20).

Uyar¬1.1 Tan¬m gere¼gi

E�;� (z) =
1X
n=0

zn

�(�n+ �)
=

1

�(�)
+

1X
n=1

zn

�(�n+ �)
(1.11)

şeklinde yaz¬labilece¼ginden E�;1 (0) = 1 olarak elde edilir.

Tan¬m 1.6 z 2 Cn f0g ; �; �; � 2 C; Re (�) > 0; n 2 N için

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s���

s� � �; (Re s > 0; � 2 C;
���s���� < 1) (1.12)

Laplace dönüşümü vard¬r (Kilbas et al. 2006, s. 50).

Teorem 1.3 0 < � < 2, � key� bir reel say¬olsun ve �, �� < � < min f�; ��g eşitsiz-

li¼gini sa¼glas¬n. O halde, jzj � 0 iken

jE�;� (z)j �
C1

1 + jzj ; � � jarg (z)j � � (1.13)

olacak şekilde bir C1 = C1 (�; �; �) sabiti vard¬r (Podlubny 1999, s. 35).

Lemma 1.4 t; �; � > 0 de¼gerleri ve pozitif m 2 Z için

dm

dtm
E�;1 (��t�) = ��t��mE�;��m+1 (��t�) (1.14)

özelli¼gi sa¼glan¬r (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 432).

Kesirli integral ve türevlerin tan¬m¬ ilk olarak Riemann-Liouville türünde olarak or-

taya ç¬km¬̧st¬r ve tamsay¬-mertebeden diferensiyel denklemlerin çözümünün bulunmas¬,

yeni fonksiyon s¬n¬�ar¬n¬n tan¬mlanmas¬ gibi pür matemati¼gin uygulamalar¬n¬n geli̧sti-
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rilmesinde önemli bir rol oynam¬̧st¬r. Ancak modern teknolojinin yeni ihtiyaçlar¬yla, ke-

sirli türevlere olan ihtiyaç artm¬̧st¬r. Viskoelasite ve kat¬cisimler mekani¼gi gibi teorilerde,

kesirli türevler materyallerin özelliklerini daha iyi betimleme amac¬yla kullan¬lmaktad¬r.

Bu da Riemann-Liouville türevinin yetersiz kald¬¼g¬baz¬durumlara yol açm¬̧st¬r. Örne¼gin,

Riemann-Liouville türevinin Laplace dönüşümü, yine bu türevi içeren başlang¬ç de¼ger-

lerini içermekte, bu da �ziksel yorum için baz¬sorunlara neden olabilmektedir. Ancak

Caputo türevinin Laplace dönüşümü, �ziksel yorumu iyi bilinen klasik-mertebeden türevli

başlang¬ç de¼gerlerini içermektedir (Podlubny 1999, s. 78-80).

Tan¬m 1.7 (Caputo Kesirli Türevi) n � 1 bir tamsay¬, T > 0 ve f (t), [0; T ] içinde

n+1 mertebeye kadar sürekli ve s¬n¬rl¬türevlere sahip olmak üzere, Caputo kesirli türevi,

@�t f (t) =

8><>:
1

�(n��)

tR
0

f (n)(�)

(t��)�+1�nd� ; n� 1 < � < n;

f (n) (t) ; � = n 2 N
(1.15)

şeklinde tan¬mlan¬r (Podlubny 1999, s. 79).

Tan¬m 1.8 Türevin mertebesi n � 1 < � < n iken Caputo kesirli türevinin Laplace

dönüşümü

L [f ] (s) =
1Z
0

e�st f@�t f (t)g dt = s�L [f ] (s)�
n�1X
k=0

s��1f (k) (0) (1.16)

biçiminde yaz¬l¬r (Podlubny 1999, s. 80).

·Içerisinde kesirli türev bulunduran bir denkleme kesirli diferensiyel denklem denir (Pod-

lubny 1999, s. 42). Aşa¼g¬da verilen teoremlerin ispat¬Laplace dönüşümü yöntemi ile

bulunabilmektedir, bu da yöntemin kesirli diferensiyel denklemler için başlang¬ç-de¼ger

problemleri için de oldukça önemli oldu¼gu göstermektedir.

Teorem 1.5 0 < � < 1; � 2 R ve Q � R+ bölgesi için f 2 C
�
Q
�
olsun. O halde,8<: @�t y (t) = ��y (t) + f (t) ; t 2 Q;

y (0) = y0;
(1.17)

başlang¬ç-de¼ger probleminin y çözümü

y (t) = y0E�;1 (��t�) +
tZ
0

(t� �)��1E�;� (�� (t� �)�) f (�) d� (1.18)

eşitli¼gini sa¼glar (Jin 2021, s. 113).
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Teorem 1.6 0 < � < 1 ve � 2 C olsun. y : [0; T ]! R bir fonksiyon olmak üzere,

@�t y (t) = ��y (t) + f (y (t)) ; y (0) = y0 (1.19)

başlang¬ç-de¼ger probleminin çözümü

y (t) = y0E�;1 (��t�) +
tZ
0

(t� �)��1E�;� (�� (t� �)�) f (y (�)) d� (1.20)

eşitli¼gini sa¼glar, burada f : C! C fonksiyonu global Lipschitz süreklidir (Diethelm 2019,

s. 7).

1.2 TEZ ÇALIŞMASINDA KULLANILAN BAZI UZAYLARIN TANIM-

LARI

1.2.1 Sürekli Fonksiyonlar, Lebesgue ve Sobolev Uzaylar¬

Tan¬m 1.9 (Sürekli Fonksiyonlar Uzay¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge, m � 0 bir tam-

say¬ ve j�j � m olsun. Her m de¼geri için, D�' k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli

olacak şekilde, tüm ' fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬Cm (
) ile gösterilir ve

C0 (
) � C (
) biçiminde yaz¬l¬r. C1 (
) =
T1
m=0C

m (
) şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca,


 üzerinde 0 � j�j � m için D�� s¬n¬rl¬olacak şekildeki � 2 Cm (
) fonksiyonlar¬s¬n¬rl¬

ve sürekli fonksiyonlar uzay¬n¬oluşturur ve CmB (
) ile gösterilir. C
m
B (
) uzay¬

kukCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


jD��j (1.21)

normu ile birlikte bir Banach uzay¬d¬r. Cm
�


�
uzay¬ da ayn¬ norma sahiptir (Adams

and Fournier 2003, s. 10, 80).

Tan¬m 1.10 (Lp (
) Uzay¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge, p bir pozitif reel say¬olsun. 


bölgesindeZ



ju (x)jp dx <1 (1.22)

sa¼glanacak şekilde tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir. 1 � p <

1 olmas¬durumunda

kukLp(
) =
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

(1.23)

Lp (
) üzerinde bir normdur. 0 < p < 1 iken bir norm belirtmez (Adams and Fournier

2003, s. 23-24).
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Teorem 1.7 1 � p <1 için Lp (
) bir Banach uzay¬olup L2 (
) uzay¬

(u; v) =

Z



u (x) v (x)dx (1.24)

iç çarp¬m¬na sahip bir Hilbert uzay¬d¬r (Adams and Fournier 2003, s. 29-31).

Tan¬m 1.11 (L1 (
) Uzay¬) u; 
 bölgesinde bir ölçülebilir fonksiyon olsun. E¼ger 


bölgesinde ju(x)j � K olacak biçimde bir K sabiti varsa, o takdirde u fonksiyonu 
 da

esas s¬n¬rl¬d¬r (essentially bounded) denir. Burada, K sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na 


da juj nun esas supremumu (essential supremum) denir ve esssupx2
 ju(x)j ile gösterilir.


 bölgesinde esas s¬n¬rl¬tüm u fonksiyonlar¬n¬n vektör uzay¬L1 (
) şeklinde tan¬mlan¬r.

kukL1(
) = esssup
x2


ju(x)j (1.25)

ile tan¬mlanan k�k1 fonksiyoneli L1 (
) üzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003, s. 27).

Tan¬m 1.12 (Sobolev Uzay¬) m bir pozitif tam say¬, 1 � p � 1 ve k�kLp(
) de Lp (
)

uzay¬nda bir norm olmak üzere,

Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) : D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg (1.26)

uzay¬, uygun her u için

kukWm;p(
) =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpLp(
)

1A1=p

; 1 � p <1; (1.27)

veya

kukWm;1(
) = max
0�j�j�m

kD�ukL1(
) (1.28)

normu ile birlikte Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r (Adams and Fournier 2003, s. 59).

Tan¬m 1.13 (Hm (
) Uzay¬) m � 1 olmak üzere, fonksiyonun kendisi ve m�inci mer-

tebeye kadar tüm genelleştirilmiş türevleri L2 (
) uzay¬na ait olan tüm fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu uzay Hm (
) ile belirtilir ve üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hm(
) =
X
j�j�m

Z



D�f1D
�f2dx (1.29)
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iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHm(
) =

0@X
j�j�m

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

(1.30)

biçimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tan¬m 1.14 (H1
0 (
) Uzay¬) C

1 (
) ile 
 üzerinde kompakt supporta sahip sürekli fonksi-

yonlar¬n kesişiminden oluşan uzay¬n, Hm (
) da kapan¬̧s¬H1
0 (
) ile gösterilir. H

1
0 (
),

H1 (
) uzay¬n¬n iç çarp¬m¬ile tan¬ml¬bir Hilbert uzay¬d¬r (Brezis 2011, s. 107).

Teorem 1.8 u 2 H1 (
) olsun. u 2 H1
0 (
) olmas¬ancak ve ancak @
 üzerinde u = 0

iken sa¼glan¬r (Brezis 2011, s. 107).

Teorem 1.9 (Lp Uzaylar¬·Için Gömme Teoremi)

vol (
) =

Z



1dx <1 (1.31)

ve 1 � p � q � 1 oldu¼gunu kabul edelim. E¼ger u 2 Lq (
) ise, o halde u 2 Lp (
) d¬r ve

kukLp(
) � (vol (
))
(1=p)�(1=q) kukLq(
) (1.32)

d¬r, böylece Lq (
)! Lp (
) yaz¬l¬r (Adams and Fournier 2003, s. 28).

Tan¬m 1.15 (Koni Koşulu) 
 bir bölge, �; Rn de s¬f¬rdan farkl¬bir vektör, 0 < � � �

ve �(x; �) x; � aras¬ndaki aç¬olmak üzere,

C = fx 2 Rn : x = 0 veya 0 < jxj � �; �(x; �) � �=2g (1.33)

kümesi, tepe noktas¬orijinde olan sonlu koni olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger bir C sonlu konisi

mevcut ise, öyle ki her bir x 2 
 noktas¬
 içerisinde kalan Cx sonlu konisinin tepe

noktas¬n¬oluşturdu¼gu ve Cx; C konisine eşlenik oldu¼gu takdirde, 
 koni koşulunu sa¼gl¬yor

denir (Adams and Fournier 2003, s. 82).

Örnek 1.1 
1 = f(x; y) 2 R2 : 0 < jxj < 1; 0 < y < 1g bölgesi koni koşulunu sa¼glar (Ad-

ams and Fournier 2003, s. 84).
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Teorem 1.10 (Sobolev Gömme Teoremi) 
 � Rn bir bölge ve j � 0; m � 1 ve

1 � p <1 tamsay¬lar olmak üzere, 
 koni koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger mp > n veya m = n

ve p = 1 ise,

W j+m;p (
)! CjB (
) (1.34)

d¬r, ve ek olarak p � q � 1 için

Wm;p (
)! Lq (
) (1.35)

d¬r (Adams and Fournier 2003, s. 85).

Lemma 1.11 Q s¬n¬rl¬bir bölge olmak üzere, C
�
Q
�
� L2 (Q) � L1 (Q) sa¼glan¬r (Mikhailov

1978, s. 106).

Lemma 1.12 E¼ger f ve jf j fonksiyonlar¬Lebesgue integrallenebilir ise,����Z f (x) dx

���� � Z jf (x)j dx (1.36)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Vladimirov 1971, s. 9).

1.2.2 Zaman ·Içeren Uzaylar

Parabolik tipte problemlerin iyi konulmuşlu¼gunu ve regülerli¼gini incelemek için bu uzaylar

oldukça kullan¬̧sl¬d¬r (Jin 2021, s. 339). (a; b) � R olmak üzere, Lp (a; b;X) uzaylar¬evrim

denklemleri teorisinde kilit rol oynar (Kufner et al. 1977, s. 117). � = [0; T ] iken bu

uzaylar, zaman içeren uzaylar olarak adland¬r¬l¬r (Evans 1998, s. 285).

Tan¬m 1.16 X bir Banach uzay¬ve �; Rn de bir bölge olsun. Tüm u : � ! X sürekli

fonksiyonlar¬n¬n uzay¬C (�;X) ile gösterilir ve

kukC(�;X) = sup
t2�

ku (t)kX <1 (1.37)

normu ile tan¬mlan¬r. Benzer şekilde m 2 N için Cm (�;X) ile gösterilir ve

kukCm(�;X) =
X
j�j�m

sup
t2�



D�u (t)



X
<1 (1.38)

normu ile tan¬mlan¬r (Kufner et al. 1977, s. 40).
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Teorem 1.13 C
�
�;X

�
ve Cm

�
�;X

�
birer Banach uzay¬d¬r (Kufner et al. 1977, s.

40).

Tan¬m 1.17 X bir Banach uzay¬, 1 � p <1 ve �; Rn de s¬n¬rl¬, boş kümeden farkl¬bir

bölge olsun. Bu takdirde,Z
�

ku (t)kpX dt (1.39)

Lebesgue integrali sonlu olan tüm kuvvetli ölçülebilir u : �! X fonksiyonlar¬n¬n kümesi

Lp (�;X) ile gösterilir. Bu uzay

kukLp(�;X) =
�Z

�

ku (t)kpX dt
�1=p

(1.40)

normu ile tan¬mlan¬r (Kufner et al. 1977, s. 113).

Teorem 1.14 1 � p < 1 için Lp (�;X) bir Banach uzay¬d¬r (Kufner et al. 1977, s.

114).

Tan¬m 1.18 X bir Banach uzay¬ve �; Rn de s¬n¬rl¬, boş kümeden farkl¬bir bölge olsun.

esssup
t2�

ku (t)kX <1 (1.41)

olacak şekilde tüm kuvvetli ölçülebilir u : � ! X fonksiyonlar¬n¬n kümesi L1 (�;X) ile

gösterilir. Bu uzay

kukL1(�;X) = esssup
t2�

ku (t)kX (1.42)

normu ile tan¬mlan¬r (Kufner et al. 1977, s. 115).

1.2.3 Kesirli Sobolev Uzaylar¬

Kesirli Sobolev uzaylar¬n¬tan¬mlamak için öncelikle Bspp (Rn) uzay¬göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

Burada [jsj] ; s reel say¬s¬n¬n tam de¼geri, 0 � fsg < 1 için

0 < s 6= tamsay{; s = [jsj] + fsg (1.43)

biçimindedir ve her p 2 [1;+1) olmak üzere, Bspp (Rn) uzay¬

kfkBspp(Rn) = kfkW [jsj];p(Rn) +
X

j�j=[jsj]

0@Z
Rn

kD�f (x+ h)�D�f (x)kpLp(Rn)
jhjn+fsgp

dh

1A1=p

(1.44)
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normu sonlu olan tüm f 2 Lp (Rn) fonksiyonlar¬ndan oluşur. Özel olarak, 0 < s < 1 iken

kfkBspp(Rn) = kfkLp(Rn) +

0@ Z
Rn�Rn

jf (x)� f (y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

1A1=p

(1.45)

şeklindedir (Triebel 1992, s. 6-7). Di¼ger taraftan, p = 2 özel durumu için klasik

Sobolev uzaylar¬ve Bs22 (Rn) Slobodeckij uzaylar¬Fourier dönüşümü ile tan¬mlanabilir.

f 2 Lp (Rn) ; 1 � p � 1 için

kfkBs22(Rn) �



�1 + j�j2�s=2F [f ] (�)




L2(Rn)

=



F�1

��
1 + j�j2

�s=2F [f ] (�)�



L2(Rn)

(1.46)

d¬r, burada � birbirine denk normlar¬göstermektedir (Triebel 1992, s. 5-7). Böylece

kesirli Sobolev uzaylar¬,

Hk
p (Rn) =

n
f 2 S 0 (Rn) : F�1

��
1 + j�j2

�s=2F [f ] (�)� 2 Lp (Rn)o (1.47)

şeklinde


F�1
��
1 + j�j2

�s=2F [f ] (�)�



Lp(Rn)

(1.48)

normu ile tan¬mlan¬r. Bu uzay literatürde Liouville uzaylar¬veya Bessel potansiyel uzay-

lar¬olarak da bilinir (Triebel 1992, s. 11-12).

Teorem 1.15 i) 1 < p <1; k 2 N[f0g içinHk
p (Rn) =W k;p (Rn) dir, a

ii) s > 0 için Hs
2 (Rn) = Bs22 (Rn) dir (Triebel 1992, s. 12).

Tan¬m 1.19 
; Rn de bir bölge olsun. s 2 R; 0 � p � 1 için

Bspp (
) =
�
f 2 D0 (
) : gj
 = f olacak biçimde bir g 2 Bspp (Rn) vard¬r

	
. (1.49)

Burada gj
 ile g nin 
 bölgesine k¬s¬tlan¬̧s¬n¬, D0 ile de tüm kompleks de¼gerli da¼g¬l¬mlar¬n

koleksiyonu gösterilmiştir ve f 2 Bspp (
) için

kfkBspp(
) = inf kgkBspp(Rn) (1.50)

dir (Triebel 1992, s. 69).
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Yukar¬daki tan¬m yard¬m¬yla W s;p (
), W s;p (Rn) uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n 
 bölgesine

k¬s¬tlan¬̧s¬olarak göz önüne al¬n¬r (Jin 2021, s. 339). Bunun için g fonksiyonu

g =

8<: f; 
 bölgesinde,

0; Rnn
 bölgesinde
(1.51)

şeklinde seçilebilir (Di Nezza et al. 2012, s. 546). Böylece, basitlik aç¬s¬ndanHs
2 yerineH

s

gösterimi yap¬l¬rsaW s;2 (
) = Hs (
) uzaylar¬tüm reel s > 0 de¼gerleri için tan¬mlanabilir.

Örnek 1.2 Kabul edelim ki, u 2 Hs (Rn) olsun. E¼ger s > n=2 için u 2 Hs (Rn) ise,

u 2 L1 (Rn) d¬r ve

kukL1(Rn) � C2 kukHs(Rn) (1.52)

eşitsizli¼gi vard¬r, burada C2 sabiti sadece s ve n de¼gerlerine ba¼gl¬d¬r (Evans 1998, s. 292).

·Ispat. u 2 L2
�
Rd
�
için ters Fourier dönüşümü tan¬m¬ndan

u (x) = (2�)�n=2
Z
Rn
eix�û (�) d� (1.53)

yaz¬l¬r. Buradan eix� = cos (x�) + i sin (x�) için
��eix���2 � 2 + 2i olup

ju (x)j2 �
p
2 + 2i

(2�)n=2

Z
Rn
û (�) d� �

p
2 + 2i

(2�)n=2

Z
Rn
jû (�)j d� � C27 kûkL1(Rn) (1.54)

elde edilir. Her iki taraftan x 2 Rn üzerinde esas supremumu al¬n¬rsa

esssup
x2Rn

ju (x)j = kûkL1(Rn) � C3 kûkL1(Rn) (1.55)

bulunur. Şimdi kûkL1(Rn) incelenirse, h�i :=
q
1 + j�j2 için

kûkL1(Rn) =

Z
Rn
jû (�)j d� =

Z
Rn

�
h�is h�i�s

�
jû (�)j d� =

�
h�i�s ; h�is jû (�)j

�
L2(Rn)

�


h�i�s



L2(Rn) kh�i
s ûkL2(Rn) =



h�i�s


L2(Rn)




�1 + j�j2�s=2 û



L2(Rn)

�


h�i�s



L2(Rn) kûkHs(Rn) (1.56)

olur, (1.56) eşitsizli¼ginin üçüncü sat¬r¬nda Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r. h:i

fonksiyonu, 0 noktas¬n¬n komşulu¼gunda singülerli¼ge sahip olmad¬¼g¬ndan, e¼ger n < 2s ise,

h�i�s


L2(Rn) <1 d¬r. Böylece (1.52) eşitsizli¼gi gösterilmi̧s olur.

11



1.2.4 eHs (
) Uzaylar¬

s � 0 bir reel say¬olmak üzere, eHs (
) uzaylar¬,

A : H2 (
) \H1
0 (
)! L2 (
) (1.57)

eliptik operatörü ile ili̧skilendirilerek tan¬mlan¬r ve A operatörünün simetrik, ikinci mer-

tebeden düzgün eliptik bir operatör oldu¼gu kabul edilir (Jin 2021, s. 337). Burada, söz

konusu operatörün tan¬m kümesi

H2 (
) \H1
0 (
) =

�
u 2 H2 (
) : @
 üzerinde u = 0

	
(1.58)

şeklindedir (Brezis 2011, s. 219). A operatörünün (1.57) şeklinde tan¬mlanabilmesi

amac¬yla, Teorem 1.10 gere¼gi 
 � Rd iken d < 4 şart¬n¬n sa¼glanmas¬, yani başka bir

deyi̧sle d 2 f1; 2; 3g olarak seçilmesi gerekmektedir. Aşa¼g¬daki teorem yard¬m¬yla ele

al¬nan operatörün ve özde¼gerlerinin özellikleri verilmi̧stir.

Teorem 1.16 (Simetrik Eliptik Operatörlerin Özde¼gerleri) 
; Rd düzleminde aç¬k

ve s¬n¬rl¬bir bölge,

Au = �
dX

i;j=1

@xi (aij (x) @xju) ; x 2 
; (1.59)

aij = aji; aij 2 C1
�


�

(1.60)

olsun ve pozitif bir � sabiti ile her x; � 2 Rd için
dX

i;j=1

aij (x) �i�j � � j�j
2 ; (1.61)

düzgün eliptiklik koşulu sa¼glans¬n. Bu takdirde, a

i) A operatörünün her bir özde¼geri reeldir. a

ii) A operatörünün her bir özde¼geri, (sonlu) katl¬l¬¼g¬ve tekrarl¬l¬¼g¬na göre s¬ralanarak

0 < �1 � �2 � �3 � : : : ;

j ! 1 iken �j !1 (1.62)

olacak şekilde � = f�jg1j=1 elde edilir, burada �; A operatörünün (reel) spektrumunu

göstermektedir. a

iii) j = 1; 2; : : : için

A!j = �j!j; 
 içinde (1.63)

!j = 0; @
 üzerinde (1.64)
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probleminin çözümü !j 2 H1
0 (
) olsun. Bu durumda, L

2 (
) uzay¬n¬n bir f!jg1j=1 orto-

normal baz¬vard¬r (Evans 1998, s. 335).

Her s � 0 için eHs (
) uzay¬

eHs (
) =

(
v 2 L2 (
) :

1X
j=1

�sj
���v; 'j���2 <1

)
; (1.65)

ve

kvk2eHs(
) =

1X
j=1

�sj
���v; 'j���2 (1.66)

normu ile birlikte bir Hilbert uzay¬d¬r (Jin 2021, s. 338). Bu da, Sakamoto and Yamamoto

(2011) de eHs (
) = D
�
As=2v

�
ile verilen duruma kaŗs¬l¬k gelmektedir. Aşa¼g¬daki lemma

göz önüne al¬narak eHs (
) ile L2 (
) uzaylar¬aras¬ndaki geçi̧s verilmi̧stir.

Lemma 1.17 Kabul edelim ki, H bir Hilbert uzay¬ve f'ng
1
n=1 � H ortonormal bir baz

olsun. O takdirde, her u 2 H için

u =
1X
j=1

�
u; 'j

�
'j; yani u = lim

n!1

nX
j=1

�
u; 'j

�
'j (1.67)

yaz¬labilir ve

kuk2H =
1X
j=1

���u; 'j���2 (1.68)

şeklindedir (Brezis 2011, s. 143).

Böylece

kvk2eHs(
) =

1X
j=1

����v; �s=2j 'j

����2 = 1X
j=1

���v; As=2'j���2 = 1X
j=1

���As=2v; 'j���2
=



As=2v

2
L2(
)

(1.69)

olup s > 0 için eHs (
) � Hs (
) dir. Özel olarak,

eH0 (
) = L2 (
) ; eH1 (
) = H1
0 (
) ; eH2 (
) = H2 (
) \H1

0 (
) (1.70)

şeklindedir. eHs (
) � L2 (
) oldu¼gundan, (L2 (
))0 duali ile L2 (
) özdeşleştirilerek

eHs (
) � L2 (
) �
� eHs (
)

�0
(1.71)

yaz¬l¬r. Burada

eH�s (
) =

(
v 2 L2 (
) :

1X
j=1

1

�sj

���v; 'j���2 <1
)
=
� eHs (
)

�0
(1.72)

ile verilmi̧stir (Jin 2021, s. 338).
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Lemma 1.18 A operatörünün özde¼gerleri �n olmak üzere, her n 2 N için �n � C4n2=d

özelli¼gi sa¼glan¬r (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 435).

Teorem 1.19 (Lebesgue Teoremi) Q, Rn uzay¬nda bir bölge olsun. fk (x) ; k =

1; 2; ::: ölçülebilir fonksiyonlar dizisinin Q bölgesinde hemen hemen her yerde bir f (x)

fonksiyonuna yak¬nsad¬¼g¬n¬kabul edelim. Ayr¬ca g (x) integrallenebilir bir fonksiyon ol-

mak üzere, hemen hemen her yerde jfk (x)j � g (x) ; k = 1; 2; ::: olsun. Böylece f (x)

fonksiyonu da integrallenebilirdir ve

lim
k!1

Z
Q

fk (x) dx =

Z
Q

f (x) dx (1.73)

dir (Mikhailov 1978, s. 53).

Uyar¬1.2 Yukar¬daki teoremde fk (x) =
kP
n=1

mn (x) şeklinde al¬n¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik

elde edilir:Z
Q

1X
n=1

mn (x) dx =

Z
Q

lim
k!1

kX
n=1

mn (x) dx =

Z
Q

lim
k!1

fk (x) dx =

Z
Q

f (x) dx

= lim
k!1

Z
Q

fk (x) dx = lim
k!1

Z
Q

kX
n=1

mn (x) dx

= lim
k!1

kX
n=1

Z
Q

mn (x) dx =
1X
n=1

Z
Q

mn (x) dx: (1.74)

Teorem 1.20
1P
n=1

mn (x) serisi [a; b] içerisinde her bir x de¼geri içerisinde F (x) fonksi-

yonuna yak¬nsad¬¼g¬n¬kabul edelim, m0
n (x) mevcut ve a � x � b aral¬¼g¬nda sürekli, öyle ki

1P
n=1

m0
n (x) serisi [a; b] üzerinde düzgün yak¬nsak olsun. Bu durumda,

1P
n=1

m0
n (x) = F

0 (x)

eşitli¼gi geçerlidir (Buck and Buck 1978, s. 270).

Lemma 1.21 (Konvolüsyon ·Için Young Eşitsizli¼gi) v 2 L1 (0; T ), w 2 Lq (0; T ) ve

1 � q � 1 olsun. O halde,

kv � wkLq(0;T ) � kvkL1(0;T ) kwkLq(0;T ) (1.75)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Kubica et al. 2020, s. 123).
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Lemma 1.22 (Genelleştirilmi̧s Grönwall Eşitsizli¼gi) C5 > 0 bir sabit, 0 < � < 1

ve (0; T ) bölgesinde f 2 L1 (0; T ) olsun. Ayr¬ca u 2 L1 (0; T ) için

0 � u (t) � f (t) + C5
tZ
0

(t� s)��1 u (s) ds; 0 � t � T (1.76)

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬kabul edilirse,

u (t) � f (t) + C6eC7t
tZ
0

(t� s)��1 f (s) ds; 0 � t � T (1.77)

elde edilir. Burada C6; C7 > 0 sabitleri �;C5 de¼gerlerine ba¼gl¬d¬r, ancak T > 0 de¼gerinden

ba¼g¬ms¬zd¬r (Kubica et al. 2020, s. 124-125).

Teorem 1.23 (Green Formülü) p (x) ve q (x) reel de¼gişkenli ve reel de¼gerli fonksiyon-

lar¬için

L1 = �
d

dx

�
p (x)

d

dx

�
+ q (x) (1.78)

diferensiyel operatörünü göz önüne alal¬m. u ve v; [a; b] aral¬¼g¬üzerinde iki kez integral-

lenebilir fonksiyonlar olmak üzere,

bZ
a

(vL1u� uL1v) dx = p (�vu0 + v0u)jba (1.79)

ifadesine Green formülü denir (Cahill 2013, s. 206).

Uyar¬1.3 E¼ger u ve v fonksiyonlar¬, (1.79) Green formülünde (v0u� vu0)jba = 0 eşitli¼gini

sa¼gl¬yor ise, L1 diferensiyel operatörü simetriktir denir (Cahill 2013, s. 207).

1.3 EL·IPT·IK DENKLEMLER ·IÇ·IN SINIR DE¼GER PROBLEMLER·I

Tan¬m 1.20 G � Rn için L2 lineer operatörünün tan¬m kümesi ML2 � L2 (G) olsun.

E¼ger f; g 2ML2 için

(L2f; g) = (f; L2g) (1.80)

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, o takdirde L2 : ML2 ! L2 (G) dönüşümü ile tan¬ml¬operatöre self-

adjoint denir (Vladimirov 1971, s. 25).
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Teorem 1.24 E¼ger L2 operatörü self-adjoint ise, tüm özde¼gerleri reel ve farkl¬özde¼gerlere

karş¬l¬k gelen tüm özfonksiyonlar ortogonaldir (Vladimirov 1971, s. 26).

G s¬n¬rl¬bir bölge olmak üzere,

L2u � � div (p gradu) + qu = �u; x 2 G; (1.81)

denklemini ve

�u+ �
@u

@n

����
@G

= 0 (1.82)

koşulunu sa¼glayan u 2 C2 (G) \ C1
�
G
�
çözümünü bulma problemi ele alal¬m. Burada

p 2 C1
�
G
�
; q 2 C

�
G
�
; p (x) > 0; q (x) � 0; x 2 G; (1.83)

� 2 C1 (@G) ; � 2 C1 (@G) ; � (x) � 0; � (x) � 0; (1.84)

0 < � (x) + � (x) ; x 2 @G (1.85)

d¬r.

Lemma 1.25 � = 0 de¼gerinin L2 operatörünün bir özde¼geri olmas¬ için gerek ve yeter

şart q = 0 ve � = 0 olmas¬d¬r (Vladimirov 1971, s. 259).

Bu lemma yard¬m¬yla Neumann s¬n¬r koşulu içeren problemler için � = 0 özde¼gerinin

spektruma dahil edilmesi gerekti¼gi ancak Dirichlet s¬n¬r koşulu içeren problemler için bu

özde¼gerin bulunmayaca¼g¬söylenebilir.

Teorem 1.26 L2 operatörünün özde¼gerlerinin kümesi say¬labilirdir ve sonlu say¬da limit

noktas¬na sahip de¼gildir; her özde¼ger sonlu katlara sahiptir. ML2 bölgesine ait her fonksiyon

L2 operatörünün özfonksiyonunu içeren Fourier serisine aç¬labilir (Vladimirov 1971, s.

260).

Bu teorem yard¬m¬yla L2 operatörünün özde¼gerleri, k ! 1 iken �k ! 1 olmak üzere,

0 � �1 � �2 � : : : şeklinde numaraland¬rabilir. Burada her k = 1; 2; : : : ; de¼geri için f�kg

özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar¬'k 2 ML2 ile gösterilir, böylece her bir �k

özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bir ve yaln¬z bir 'k özfonksiyon vard¬r. Burada f'kg özfonksi-

yonlar¬reel ve ortonormal seçilerek

(L2'k; 'i) = �k('k; 'i) = �k�ki (1.86)
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yaz¬labilir. ML2 bölgesine ait her fonksiyon L2 operatörünün f'kg özfonksiyonlar¬n¬içeren

Fourier serisine aç¬labilir, yani

f (x) =

1X
k=1

(f; 'k)'k (x) (1.87)

biçimindedir ve bu seri G üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r (Vladimirov 1971, s. 261).

Tan¬m 1.21 (Leibniz ·Integral Formülü) f ve @f=@x;

R = f(x; t) : a � x � b; c � t � dg

dikdörtgeni içinde sürekli olsun ve u0 (x) ile u1 (x) ; a � x � b aral¬¼g¬nda sürekli dife-

rensiyellenebilir fonksiyonlar ve de¼ger kümeleri (c; d) aç¬k aral¬¼g¬n¬n bir alt kümesi olsun.

Bu durumda,

@

@x

u1(x)Z
u0(x)

f (x; t) dt =

u1(x)Z
u0(x)

@f

@x
(x; t) dt+ f [x; u1(x)]u

0
1(x)� f [x; u0(x)]u00(x) (1.88)

eşitli¼gi vard¬r (Protter and Morrey 2012, s. 425).

Aşa¼g¬da verilen Reynolds transport teoremi, Leibniz integral kural¬n¬n üç boyuta geni̧sle-

tilmesi olarak düşünülebilir (Kundu et al. 2012, s. 85).

Tan¬m 1.22 (Reynolds Transport Denklemi) ~x = (x1; x2; x3) olmak üzere,

D

Dt

Z
R

G (~x; t) dV =

Z
R

@

@t
G (~x; t) dv +

Z
@R

G (~x; t) vknkdv

eşitli¼gine Reynolds transport denklemi denir. Burada nk @R yüzeyine d¬̧s birim normal

vektör ve J Jakobiyen determinant¬olmak üzere, dv = JdV d¬r. E¼ger R bölgesi sabitlen-

miş bir bölge ise, s¬n¬rlar t de¼gişkeninden ba¼g¬ms¬z olup

@

@t

Z
R

G (~x; t) dv =

Z
R

@

@t
G (~x; t) dv (1.89)

d¬r (Sadd 2018, s. 139-140).

Teorem 1.27 (Fubini Teoremi) 
1 ve 
2 reel eksen üzerinde aral¬klar olmak üzere,

bir f fonksiyonu 
1 � 
2 üzerinde sürekli ve s¬n¬rl¬olsun. Bu takdirde,Z

1

Z

2

f (x; y) dxdy =

Z

2

Z

1

f (x; y) dydx (1.90)

eşitli¼gi geçerlidir (Krantz 1999, s. 8).
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Tan¬m 1.23 (Cauchy-Schwarz Eşitsizli¼gi) X bir iç çarp¬m uzay¬ olsun ve X üze-

rinde norm

kxk =
p
j(x; x)j (1.91)

şeklinde tan¬mlans¬n. E¼ger x; y 2 X ise,

j(x; y)j � kxk kyk (1.92)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 128).
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BÖLÜM 2

KES·IRL·I MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN BAZI D·IFÜZYON

DENKLEMLER·I ·IÇ·IN DÜZ PROBLEMLER·IN FORMAL ÇÖZÜMÜ

2.1 G·IR·IŞ

Rastgele moleküler hareketler sonucu, maddenin, ele al¬nan sistemin bir parças¬ndan

di¼gerine taş¬nma sürecine difüzyon ad¬verilir (Crank 1975, s. 1).

Tan¬m 2.1 
 � Rd ve T > 0 olmak üzere, 
� (0; T ) silindiri üzerinde tan¬ml¬

%
@u

@t
= div (p gradu)� qu+ F (x; t) ; (2.1)

difüzyon denklemi olarak adland¬r¬l¬r. Burada %; p; q katsay¬lar¬t zaman de¼gişkenine ba¼gl¬

olmay¬p x 2 
 iken % (x) ; p (x) > 0; q (x) � 0 ve p 2 C1
�


�
; %; q 2 C

�


�
d¬r (Vladimirov

1971, s. 53).

Tan¬m 2.2 
 � Rd; yeterince düzgün @
 s¬n¬r¬na sahip ve s¬n¬rl¬bir bölge olsun. Burada

T > 0 ve L düzgün simetrik eliptik operatör olmak üzere,

@�t u (x; t) = (Lu) (x; t) + F (x; t) ; x 2 
; t 2 (0; T ) (2.2)

denklemine 0 < � < 1 iken kesirli difüzyon denklemi, 1 < � < 2 iken de kesirli difüzyon-

dalga denklemi veya kesirli dalga denklemi denir (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 427).

Kesirli difüzyon denkleminde, kesirli türevin mertebesinin de¼geri yay¬l¬m¬n h¬z¬n¬de¼gi̧stir-

mektedir. � = 1 iken normal difüzyon, � = 2 iken balistik difüzyon olarak bilinmektedir

(Metzler and Klafter 2000, s. 7). 0 < � < 1 durumu, normalden daha yavaş difüzyonu

(subdi¤usion), 1 < � < 2 ise normalden daha h¬zl¬difüzyonu (superdi¤usion) göstermek-

tedir (Gitterman 2000, s. 6065). Örnek olarak, kesirli difüzyon denklemi, kaya, tortu veya

toprak gibi oldukça farkl¬bileşenlerden oluşan ve suyu geçiren bir yeralt¬tabakas¬ndaki

ola¼gand¬̧s¬yay¬l¬m olay¬için bir model denklemidir (Xu et al. 2011, s. 1356).
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Kesirli mertebeden k¬smi diferensiyel denklemler için baz¬modeller bilinmekle birlikte

bu türden denklemler için tam bir s¬n¬�and¬rma henüz mevcut de¼gildir (Rogosin 2013,

s. 51). Ancak literatürde üzerine çal¬̧s¬lan denklemlerin özelinde lineer, hemen-hemen

lineer ve lineer olmayan olarak isimlendirilen denklemler mevcuttur. Jin (2021)�in alt¬nc¬

bölümünde, kesirli difüzyon denklemini, lineer difüzyon, F (x; t) = F (u (x; t)) iken ise

lineer olmayan difüzyon denklem olarak belirtilmektedir. Son zamanlarda, kesirli mer-

tebeden lineer olmayan difüzyon denklemleri önem kazanm¬̧st¬r. Düzensiz sistemlerde

ola¼gand¬̧s¬taş¬ma, gazlar¬n gözenekli ortamda süzülmesi ve yine gözenekli ortamda ince

tabakal¬doygun çözelti bölgelerinin incelenmesi gibi uygulamalar¬vard¬r (Vishal and Das

2012, s. 203).

Literatürde 
 � Rd olmak üzere,

@�t u (x; t) = Lu (x; t) + F (x; t; u (x; t)) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (2.3)

Bu(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� [0; T ] ; (2.4)

u(x; t0) = b (x) ; x 2 
; t0 2 f0; Tg ; (2.5)

zaman de¼gi̧skenine göre Caputo kesirli türevi, uzay de¼gi̧skenine göre L türev operatörünü

içeren probleminin çözümünü elde eden çal¬̧smalar dikkate al¬nm¬̧st¬r. (2.4) eşitli¼ginin sol

taraf¬ndaki Bu ise s¬n¬r koşulunu belirtmektedir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan formdaki bir problemin formal çözümünün bulunmas¬n¬n

temeli, klasik k¬smi diferensiyel denklemler için

@tu (x; t) = L0u (x; t) ; (x; t) 2 
� (0;+1) ; (2.6)

u(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� (0;+1) ; (2.7)

u(x; 0) = b (x) ; x 2 
; (2.8)

probleminin çözümünün, de¼gi̧skenlere ay¬rma (Fourier, özfonksiyonlar aç¬l¬m¬) yöntemi ile

u (x; t) =

1X
n=1

(b; 'n)L2(
) exp (��nt�)'n (x) (2.9)

şeklinde elde edilmesine dayan¬r. Burada 
 � Rd s¬n¬rl¬bir bölge, operatör

L0 : H
2 (
) \H1

0 (
)! L2 (
) (2.10)

biçiminde, 'n (x) fonksiyonu8<: L0'n = ��n'n; 
 içinde,

'n = 0; @
 üzerinde,
(2.11)
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probleminin bir çözümü ve f'ngn�1 L2 (
) uzay¬n¬n bir baz¬d¬r (Brezis 2011, s. 325-

332). Luchko (2010) çal¬̧smas¬nda (2.3)-(2.5) problemini, F (x; t; u (x; t)) = 0 homojen

ve lineer durumunda göz önüne alm¬̧s ve (2.9) çözümünde üstel fonksiyon yerine Mittag-

Le­ er fonksiyonu içeren şekilde elde ederek genelleştirmi̧stir. Daha sonra, Sakamoto and

Yamamoto (2011), bu yöntemi F (x; t; u (x; t)) = F (x; t) iken parametrelerin de¼gi̧simi

mant¬¼g¬ndan yararlanarak homojen olmayan lineer denklemlere uygulam¬̧st¬r. Beckers

and Yamamoto (2013) çal¬̧smas¬nda, �1 < � için F (x; t) = @�1t u (x; t) al¬nmas¬ise, söz

konusu yöntemin lineer olmayan denklemlere uygulanmas¬için temel haz¬rlam¬̧st¬r. Yön-

temi, lineer olmayan denklemlerin çözümü için kullanan başl¬ca çal¬̧smalar, Luchko et al.

(2013), Kian and Yamamoto (2017), Jin et al. (2018), Jing et al. (2019) ve Ngoc et

al. (2019) olarak say¬labilir ve s¬ras¬yla Neumann s¬n¬r koşulu, kesirli türevin mertebesi

1 < � < 2, F fonksiyonu, L operatörü ve u(x; t0) = u(x; T ) seçilmesi ile ele ald¬¼g¬m¬z

düz problemden farkl¬l¬k göstermektedir. Söz konusu çal¬̧smalar, ele ald¬¼g¬m¬z problemin

çözümünün bulunmas¬için ¬̧s¬k tutmuştur.

Bu bölümde, d 2 f1; 2; 3g için 
 � Rd ve r1; r2; r3; T > 0 birer reel say¬olmak üzere,


 =

8>>><>>>:
(0; r1) ; d = 1 ise,

(0; r1)� (0; r2) ; d = 2 ise,

(0; r1)� (0; r2)� (0; r3) ; d = 3 ise,

(2.12)

biçimindeki 
� (0; T ) bölgesinde

@�t u (x; t) = Lu (x; t) + F (x; t; u (x; t)) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (2.13)

u(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� [0; T ] ; (2.14)

u(x; 0) = b (x) ; x 2 
 (2.15)

şeklindeki başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü ele al¬nm¬̧st¬r. Burada u fonksiyonu

problemin çözümünü, � 2 (0; 1) bir rasyonel say¬y¬, @�t Caputo kesirli türev operatörünü,

b (x) ve F (x; t; u (x; t)) bilinen birer fonksiyonu ve aij 2 C1
�


�
katsay¬lar¬aij = aji

şart¬n¬sa¼glayacak şekilde tan¬mlanan

Lu =

dX
i;j=1

@xi (aij (x) @xju) ; x 2 
 (2.16)

ikinci mertebeden türev içeren lineer bir operatörü temsil etmektedir. Konunun daha iyi

anlaş¬lmas¬amac¬yla, ilk olarak, Lu için en basit durum olan d = 1 ve aij (x) = 1 iken

Lu = uxx durumunda çözüm elde edilmi̧stir. Daha sonra, L operatörü için (2.16) genel

durumunda (2.13)-(2.15) problemi göz önüne al¬narak çözümü bulunmuştur.
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2.2 x 2 R DURUMUNDA L·INEER OLMAYAN DENKLEM ·IÇEREN B·IR

BAŞLANGIÇ-SINIRDE¼GERPROBLEM·I ·IÇ·IN FORMALÇÖZÜMÜN

BULUNMASI

Bu k¬s¬mda,

@�t u (x; t) = uxx (x; t) + F (x; t; u (x; t)) ; (x; t) 2 (0; �)� (0; T ) ; (2.17)

u(0; t) = u(�; t) = 0; t 2 [0; T ] ; (2.18)

u(x; 0) = b(x); x 2 (0; �) (2.19)

şeklindeki problem ele al¬nm¬̧st¬r. Formal çözümün elde edilmesi için öncelikle

@�t uh (x; t) = (uh)xx (x; t) ; (x; t) 2 (0; �)� (0; T ) ; (2.20)

uh(0; t) = uh(�; t) = 0; t 2 [0; T ] ; (2.21)

uh(x; 0) = b(x); x 2 (0; �) (2.22)

lineer ve homojen denklem için başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin incelenmesi gerekmek-

tedir. Çözüm özfonksiyonlar cinsinden

uh (x; t) =
1X
n=1

(Th)n (t)'n (x) (2.23)

ele al¬nm¬̧st¬r, buradan elde edilen 'n yard¬m¬yla homojen olmayan denklem için başlang¬ç-

s¬n¬r de¼ger probleminin çözümü de

u (x; t) =
1X
n=1

un (t)'n (x) (2.24)

biçimindedir. Bunun için öngörülen çözüm

uh (x; t) = Th (t)' (x) ; (x; t) 2 (0; �)� [0; T ] (2.25)

şeklinde aran¬rsa homojen denklem ve koşullar

' (x) @�t (Th (t)) = Th (t)'
00 (x) ; (x; t) 2 (0; �)� (0; T ) ; (2.26)

Th (t)' (0) = Th (t)' (�) = 0; t 2 [0; T ] ; (2.27)

Th (0)' (x) = b(x); x 2 (0; �) (2.28)

haline gelir. Burada öncelikle koşullar incelenecek olursa, (2.27) koşulunda her t 2 [0; T ]

için Th (t) = 0 olmas¬sadece u = 0 aşikar çözümünün gerçeklenmesine yol açacakt¬r. O

halde, (2.27) eşitli¼gi

' (0) = ' (�) = 0 (2.29)
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şeklini almal¬d¬r. (2.28) koşulu ise,

Th (0) =
b(x)

' (x)
; x 2 (0; �) (2.30)

olup Th fonksiyonunun x bileşenine ba¼gl¬olmas¬, ancak Th (0) = C8 biçiminde bir sabite

eşit iken sa¼glan¬r. (2.26) denklemi ele al¬nd¬¼g¬nda ise,

@�t (Th (t))

Th (t)
=
'00 (x)

' (x)
(2.31)

eşitli¼gine dönüşür ve denklemin sol taraf¬t ve sa¼g taraf¬x de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬oldu¼gun-

dan bir sabit de¼gere eşit olmal¬d¬r. Aşa¼g¬da (2.33) şeklinde yaz¬lan özde¼ger probleminin,

Teorem 1.16 ile uyumlu olmas¬aç¬s¬ndan bu sabit de¼ger �� olarak seçilmi̧stir. Yukar¬daki

ba¼g¬nt¬ve koşullardan

(@�t Th) (t) + �Th (t) = 0; Th (0) = C8 (2.32)

kesirli mertebeden adi diferensiyel denklem için bir başlang¬ç de¼ger problemi ve

L3' = '
00 = ��'; ' (0) = ' (�) = 0 (2.33)

olarak ifade edilen, özde¼geri �� ve kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon ' olan eliptik k¬smi diferen-

siyel denklem için bir s¬n¬r de¼ger problemi elde edilmi̧stir. (2.33) problemi çözülerek elde

edilen

' (x) = C9 cos
�p
�x
�
+ C10 sin

�p
�x
�

(2.34)

özfonksiyonu için 'n (0) = C9 = 0 koşulu dikkate al¬narak

' (x) = C10 sin
�p
�x
�

(2.35)

yaz¬l¬r. Burada ' (�) = C10 sin
�p
��
�
= 0 eşitli¼gi göz önüne al¬n¬r vep

�n� = n�; n 2 Z (2.36)

bulunur. Böylece C10 =
p
2=� seçimi ile n 2 Z için, L3 operatörünün özde¼geri

��n = �n2; (2.37)

ve özfonksiyonu

'n (x) =

r
2

�
sin
�p

�nx
�
=

r
2

�
sin (nx) ; (2.38)
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olarak elde edilir. Burada m;n 2 Z için r
2

�
sin (mx) ;

r
2

�
sin (nx)

!
L2(0;�)

=

8<: 1; m = n iken,

0; m 6= n iken,
(2.39)

oldu¼gundan 'n; L
2 (0; �) uzay¬nda ortonormaldir.

Şimdi, (2.17)-(2.19) problemine geri dönülürse, denklem ve başlang¬ç koşulu 'n özfonksi-

yonu ile çarp¬larak uzaysal bölge üzerinde x de¼gi̧skenine göre integral al¬n¬rsa

(@�t u (�; t) ; 'n)L2(0;�) = (uxx (�; t) ; 'n)L2(0;�) + (F (�; t; u (�; t)) ; 'n)L2(0;�) ; t > 0; (2.40)

(u (�; 0) ; 'n)L2(0;�) = (b; 'n)L2(0;�) (2.41)

elde edilir. Yukar¬daki problemi, kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemler için

başlang¬ç de¼ger problemi biçimine getirmek amac¬yla denklem ve koşuldaki her bir ter-

imin incelenmesi gerekir. Denklemin sol taraf¬ndaki terim üçüncü sat¬rda Fubini teoremi

ve dördüncü sat¬rda Leibniz integral formülü kullan¬larak

(@�t u (�; t) ; 'n)L2(0;�) =
�Z
0

@�t u (x; t)'n (x) dx

=

�Z
0

24 1

� (1� �)

tZ
0

@� [u (x; �)]

(t� �)� d�

35'n (x) dx
=

�Z
0

1

� (1� �)

tZ
0

@� [u (x; �)'n (x)]

(t� �)� d�dx

=
1

� (1� �)

tZ
0

24 �Z
0

@� [u (x; �)'n (x)] dx

35 1

(t� �)�d�

=
1

� (1� �)

tZ
0

@

@�

24 �Z
0

u (x; �)'n (x) dx

35 1

(t� �)�d�

= @�t

24 �Z
0

u (x; t)'n (x) dx

35 = @�t (u (�; t) ; 'n)L2(0;�) (2.42)

bulunur. (2.40) denkleminin sa¼g taraf¬ndaki ilk terim olan

L3u =
d

dx

�
a1 (x)

du

dx

�
+ a2 (x)u; (2.43)

a1 (x) = 1; a2 (x) = 0 özel durumu için (L3u; 'n)L2(0;�) ifadesine kaŗs¬l¬k gelmektedir. O

halde, burada
bZ
a

(vL3u� uL3v) dx = a1 (�vu0 + v0u)jba (2.44)
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bir boyutlu Green formülü uygulanabilir ve v = 'n (x) ; u = u (x; t) için

�Z
0

['n (x) fL3u (x; t)g � u (x; t) fL3'n (x)g] dx

= [�'n (x)ux (x; t) + '0n (x)u (x; t)]
�
0

= �ux (�; t)'n (�) + u (�; t)'0n (�) + ux (0; t)'n (0)� u (0; t)'0n (0) = 0 (2.45)

olup (L3u; 'n)L2(0;�) = (u; L3'n)L2(0;�) eşitli¼gi sa¼glan¬r.

(uxx (�; t) ; 'n)L2(0;�) = (L3u (�; t) ; 'n)L2(0;�) = (u (�; t) ; L3'n)L2(0;�)

= (u (�; t) ;��n'n)L2(0;�) = ��n (u (�; t) ; 'n)L2(0;�) (2.46)

yaz¬l¬r. Basitlik için

(u (�; t) ; 'n)L2(0;�) = un (t) ; (2.47)

(F (�; t; u (�; t)) ; 'n)L2(0;�) = F (1)n (u (t)) (2.48)

gösterimleri kullan¬larak problem

@�t un (t) = ��nun (t) + F (1)n (u (t)) ; t > 0; (2.49)

un (0) = (b; 'n)L2(0;�) (2.50)

başlang¬ç de¼ger problemine indirgenmi̧stir. (2.49) denkleminin her iki taraf¬na Laplace

dönüşümü uygulan¬rsa

s�L (un (s))�
0X
k=0

s��k�1u(k)n (0) = ��nL (un (s)) + L
�
F (1)n (u (s))

�
(2.51)

eşitli¼ginden

L (un (s)) = (b; 'n)L2(0;�)
s��1

s� + �n
+

1

s� + �n
L
�
F (1)n (u (t))

�
(2.52)

elde edilir ve (1.12) gere¼gi

L [E�;1 (��t�)] (s) =
s��1

s� + �n
; L

�
t��1E�;� (��t�)

�
(s) =

1

s� + �n
(2.53)

olup (2.52) ifadesine ters Laplace dönüşümü uygulanarak

un (t) = (b; 'n)L2(0;�)E�;1 (��nt�) +
�
t��1E�;� (��nt�)

�
� F (1)n (u (t)) (2.54)
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bulunur. O halde aran¬lan formal çözüm

u (x; t) =

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (F (�; � ; u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
+

1X
n=1

(b; 'n)E�;1 (��nt�)'n (x) (2.55)

biçimindedir. (2.37) özde¼geri ve (2.38) özfonksiyonu çözümde yerine yaz¬larak

u (x; t) =
2

�

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;�
�
�n2 (t� �)�

� �
F (2)n (u)

�
d�

1A sin (nx)
+
2

�

1X
n=1

(b; sin (nx))E�;1
�
�n2t�

�
sin (nx) (2.56)

elde edilir, burada basitlik için
�
F
(2)
n (u (�))

�
= (F (�; � ; u (�; �)) ; sin (n�))L2(0;�) olarak

gösterilmi̧stir.

Bir sonraki k¬s¬mda x 2 Rd durumunda ele al¬nan operatör için Green formülü elde edilmi̧s

ve operatörün self-adjointli¼gi gösterilmi̧stir.

2.3 
 BÖLGES·IN·IN BOYUTU d = 3 ·IKEN L OPERATÖRÜNÜN SELF-

ADJO·INTL·I¼G·IN·IN ·INCELENMES·I

Bu k¬s¬mda ele al¬nacak problemde bulunan operatör, 
 bölgesinin boyutunun d = 3 özel

durumda incelenmi̧stir. d = 2 iken de, i̧slemler benzer şekilde yap¬lmaktad¬r. Y (x) =

(aij (x))d�d olmak üzere,

Lu =
dX
i=1

@

@xi

 
dX
j=1

aij (x)
@

@xj
u (x)

!

=
dX
i=1

@

@xi

�
ai1
@u

@x1
+ ai2

@u

@x2
+ ai3

@u

@x3

�

=

dX
i=1

@

@xi

�
(ai1; ai2; ai3)

�
@u

@x1
;
@u

@x2
;
@u

@x3

��
=

@

@x1

�
(a11; a12; a13)

�
@u

@x1
;
@u

@x2
;
@u

@x3

��
+
@

@x2

�
(a21; a22; a23)

�
@u

@x1
;
@u

@x2
;
@u

@x3

��
+
@

@x3

�
(a31; a32; a33)

�
@u

@x1
;
@u

@x2
;
@u

@x3

��
(2.57)
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ve

Lu =
h

@
@x1

@
@x2

@
@x3

i0BBB@
26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
26664

@u
@x1

@u
@x2

@u
@x3

37775
1CCCA

=

�
@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3

�
� (Y (x)ru)

= r � [Y (x)ru]

= div [Y (x) gradu] (2.58)

yaz¬labilir. Burada

wL [u]� uL [w] = w (r � [Y (x)ru])� u (r � [Y (x)rw]) (2.59)

olup türev atma i̧slemi uygulan¬rsa

wL [u]� uL [w]

= r � [wY (x)ru]�rw � [Y (x)ru]� [r � [uY (x)rw]�ru � [Y (x)rw]]

= r � [wY (x)ru]�rw � [Y (x)ru]�r � [uY (x)rw] +ru � [Y (x)rw] (2.60)

oldu¼gu görülür. Y matrisinin simetrikli¼gi oldu¼gu dikkate al¬narak

rw � [Y (x)ru]

=
h

@w
@x1

@w
@x2

@w
@x3

i0BBB@
26664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

37775
26664

@u
@x1

@u
@x2

@u
@x3

37775
1CCCA

=
h

@w
@x1

@w
@x2

@w
@x3

i0BBB@
26664
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

37775
26664

@u
@x1

@u
@x2

@u
@x3

37775
1CCCA

=
h

@w
@x1

@w
@x2

@w
@x3

i26664
a11

@u
@x1
+ a12

@u
@x2
+ a13

@u
@x3

a21
@u
@x1
+ a22

@u
@x2
+ a23

@u
@x3

a31
@u
@x1
+ a32

@u
@x2
+ a33

@u
@x3

37775
=

@w

@x1

�
a11

@u

@x1
+ a12

@u

@x2
+ a13

@u

@x3

�
+
@w

@x2

�
a21

@u

@x1
+ a22

@u

@x2
+ a23

@u

@x3

�
+
@w

@x3

�
a31

@u

@x1
+ a32

@u

@x2
+ a33

@u

@x3

�
=

�
a11

@u

@x1

@w

@x1
+ a12

@u

@x2

@w

@x1
+ a13

@u

@x3

@w

@x1

�
+ a21

@u

@x1

@w

@x2
+ a22

@u

@x2

@w

@x2

+a23
@u

@x3

@w

@x2
+

�
a31

@u

@x1

@w

@x3
+ a32

@u

@x2

@w

@x3
+ a33

@u

@x3

@w

@x3

�
(2.61)
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yaz¬l¬r ve benzer şekilde

ru � [Y (x)rw]

=
h

@u
@x1

@u
@x2

@u
@x3

i0BBB@
26664
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

37775
26664

@w
@x1

@w
@x2

@w
@x3

37775
1CCCA

= a11
@w

@x1

@u

@x1
+ a21

@w

@x2

@u

@x1
+ a31

@w

@x3

@u

@x1
+ a12

@w

@x1

@u

@x2
+ a22

@w

@x2

@u

@x2

+a32
@w

@x3

@u

@x2
+ a13

@w

@x1

@u

@x3
+ a23

@w

@x2

@u

@x3
+ a33

@w

@x3

@u

@x3
(2.62)

elde edilir. Böylece rw � [Y (x)ru] = ru � [Y (x)rw] eşitli¼gi gösterilmi̧stir. O halde

wL [u]� uL [w] = r � [wY (x)ru]�r � [uY (x)rw]

= r � [wY (x)ru� uY (x)rw] (2.63)

olup her iki taraftan x-e göre integral al¬n¬rsa ve basitlik için @
 = S yaz¬l¬rsaR



wL [u]� uL [w] dx =
R



r � [wY (x)ru� uY (x)rw] dx

=
R
S

[uY (x)rw � wY (x)ru] � ndS

=
R
S

Y (x) (urw � wru) � ndS

=
R
S

Y (x)

�
u
@w

@n
� w@u

@n

�
dS (2.64)

bulunur. Bu da ikinci Green formülü olarak adland¬r¬l¬r (Vladimirov 1971, s. 257). Ele

al¬nan şart, (1.82) gibi genel yaz¬l¬rsa, u ve w fonksiyonlar¬

�u+ �
@u

@n

����
@


= 0; (2.65)

�w + �
@w

@n

����
@


= 0 (2.66)

koşullar¬n¬sa¼glar. Yukar¬daki homojen sistemin s¬f¬rdan farkl¬�; � çözümleri olmas¬için

katsay¬lar determinant¬s¬f¬ra eşit olmal¬d¬r, buradan������ u
@u
@n

w @w
@n

������
@


= 0 (2.67)

ve

u
@w

@n

����
@


� w @u
@n

����
@


= 0 (2.68)
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bulunur. Böylece Green formülünün sa¼g taraf¬ndaki integral s¬f¬ra eşit olarak

R



wL [u]� uL [w] dx = 0 (2.69)

yaz¬l¬r, buradan da

(Lu;w)L2(
) = (u; Lw)L2(
) (2.70)

eşitli¼gi elde edilir.

2.4 x 2 Rd DURUMUNDA L·INEER OLMAYAN DENKLEM ·IÇEREN B·IR

BAŞLANGIÇ-SINIRDE¼GERPROBLEM·I ·IÇ·IN FORMALÇÖZÜMÜN

BULUNMASI

Şimdi, bölümün baş¬nda verilmi̧s olan (2.13)-(2.15) probleminin öngörülen çözümü elde

edilmi̧stir. ·I̧slem s¬ralamas¬2.2 altbaşl¬¼g¬nda incelenen d = 1 durumuna benzer şekildedir.

Burada A = �L olacak şekilde eHs (
) ; s � 0 uzaylar¬ tan¬mlanabilir ve Teorem 1.16

gere¼gi n = 1; 2; ::: için8<: L'n = ��n'n; 
 içinde,

'n = 0; @
 üzerinde
(2.71)

probleminin çözümü olan 'n 2 H2 (
)\H1
0 (
) özfonksiyonlar¬, L

2 (
) uzay¬n¬n ortonor-

mal bir baz sistemini oluşturur. Burada 1 � i; j � d olacak şekildeki her i; j de¼geri için

aij (x) 2 C1
�


�
, aij (x) = aji (x) oldu¼gu ve

v

dX
i=1

�2i �
dX

i;j=1

aij (x) �i�j (2.72)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir v > 0 sabitinin var oldu¼gu kabul edilmi̧stir. Dikkat

edilmesi gerekir ki, bir önceki k¬s¬mda incelenen L3u = uxx; L operatörü için aij (x) = 1;

d = 1 özel durumudur. Dolay¬s¬yla formal çözüm elde edilirken yap¬lan i̧slemler bir önceki

k¬sma oldukça benzerdir.

·I̧slemlere yine homojen denklem için

@�t uh (x; t) = (Luh) (x; t) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (2.73)

uh(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� [0; T ] ; (2.74)

uh(x; 0) = b(x); x 2 
 (2.75)
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problemi ele al¬narak başlayal¬m. Çözüm

uh (x; t) = Th (t)' (x) ; (x; t) 2 
� [0; T ] (2.76)

şeklinde aranarak problem

' (x) @�t (Th (t)) = Th (t) (L') (x) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (2.77)

Th (t) ' (x)j@
 = 0; t 2 [0; T ] ; (2.78)

Th (0)' (x) = b(x); x 2 
 (2.79)

biçiminde yaz¬l¬r. O halde, (2.78) şart¬

' (x)j@
 = 0 (2.80)

d¬r. (2.79) koşulu ise,

Th (0) =
b(x)

' (x)
; x 2 
 (2.81)

olup Th fonksiyonunun x bileşenine ba¼gl¬olmas¬, ancak Th (0) = C11 biçiminde bir sabite

eşit oldu¼gu durumda sa¼glan¬r. (2.77) denklemi ise,

@�t (Th (t))

Th (t)
=
(L') (x)

' (x)
(2.82)

eşitli¼gine dönüşür ve denklemin sol taraf¬t ve sa¼g taraf¬x de¼gi̧skenlerine ba¼gl¬olarak bir

sabit de¼gere eşit olmal¬d¬r. Aşa¼g¬da x de¼gi̧skeni için elde edilen problemin, Teorem 1.16

ile uyumlu olmas¬aç¬s¬ndan bu sabit de¼ger �� olarak seçilir, böylece

(@�t Th) (t) + �Th (t) = 0; Th (0) = C11 (2.83)

kesirli mertebeden adi diferensiyel denklem için bir başlang¬ç de¼ger problemi ve

L' = ��'; ' (x)j@
 = 0 (2.84)

özde¼geri �� ve kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon ' olan eliptik k¬smi diferensiyel denklem için

bir s¬n¬r de¼ger problemi elde edilir. Teorem 1.16 gere¼gi, L2 (
) uzay¬n¬n bir f'ng
1
n=1

ortonormal baz¬vard¬r.

Böylece, lineer olmayan denklem için (2.13)-(2.15) problemine geri dönülebilir. Buradan

denklem ve başlang¬ç koşulu 'n özfonksiyonu ile çarp¬l¬p uzaysal bölge üzerinde x de¼gi̧ske-

nine göre integral al¬nd¬¼g¬takdirde

(@�t u (�; t) ; 'n)L2(
) = (Lu (�; t) ; 'n)L2(
) + (F (�; t; u (�; t)) ; 'n)L2(
) ; t > 0; (2.85)

(u (�; 0) ; 'n)L2(
) = (b; 'n)L2(
) (2.86)
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bulunur. Bu problemi, kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemler için başlang¬ç de¼ger

problemi biçimine getirmek amac¬yla denklemdeki her bir terimin incelenmesi gerekmek-

tedir. Denklemin sol taraf¬ndaki terim önceki k¬sma benzer şekilde incelenmi̧stir, integ-

rale d kez üst üste Fubini teoremi uygulanm¬̧s ve Leibniz integral formülünün genelleştir-

ilmi̧s hali olan Reynolds transport denklemi kullan¬larak

(@�t u (�; t) ; 'n)L2(
) = @�t (u (�; t) ; 'n)L2(
) (2.87)

yaz¬lm¬̧st¬r. Bir önceki başl¬kta elde edilen d boyut için Green formülü yard¬m¬yla (2.85)

eşitli¼ginin sa¼g tarafa¬ndaki ilk terim

(Lu (�; t) ; 'n)L2(
) = (u (�; t) ; L'n)L2(
) = ��n (u (�; t) ; 'n)L2(
) (2.88)

şeklindedir. Basitlik için

(u (�; t) ; 'n)L2(
) = un (t) ; (2.89)

(F (�; t; u (�; t)) ; 'n)L2(
) = F (3)n (u (t)) (2.90)

gösterimleri kullan¬larak problem

@�t un (t) = ��nun (t) + F (3)n (u (t)) ; t > 0; (2.91)

un (0) = (b; 'n)L2(
) (2.92)

kesirli mertebeden başlang¬ç de¼ger problemine indirgenmi̧s olur. (2.91) denkleminin her

iki taraftan s¬ras¬yla Laplace ve ters Laplace dönüşümleri al¬n¬rsa

un (t) = (b; 'n)L2(
)E�;1 (��nt�) +
�
t��1E�;� (��nt�)

�
� F (3)n (u (t)) (2.93)

yaz¬l¬r. O halde öngörülen çözüm

u (x; t) =
1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (F (�; � ; u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
+

1X
n=1

(b; 'n)L2(
)E�;1 (��nt�)'n (x) (2.94)

biçiminde elde edilir.
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BÖLÜM 3

KES·IRL·I MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN B·IR D·IFÜZYON

DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR DÜZ PROBLEM·IN ÇÖZÜLEB·IL·IRL·I¼G·IN·IN

·INCELENMES·I

Bu bölümden itibaren, sadece başlang¬ç koşulunun s¬f¬ra eşit oldu¼gu durum incelenmi̧stir

ve (2.13)-(2.15) probleminin b = 0 özel durumu olan

@�t u (x; t) = Lu (x; t) + F (x; t; u (x; t)) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (3.1)

u(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� [0; T ] ; (3.2)

u(x; 0) = 0; x 2 
 (3.3)

düz problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada F (x; t; u (x; t)) = s (t) p (x)+ g (u (x; t)) olarak belir-

lenmi̧stir. @�t u; 0 < � < 1 için u fonksiyonunun Caputo kesirli türevini göstermek üzere,


 bölgesi (2.12), L operatörü ise (2.16) biçimindedir. Başlang¬ç koşulu için yap¬lan (3.3)

seçiminin nedeni, bir sonraki bölümde ele al¬nan ters problemin Sakamoto and Yamamoto

(2011) çal¬̧smas¬ndaki denklemin lineer olmayan duruma genelleştirilmesi olmas¬d¬r. Söz

konusu çal¬̧smada ele al¬nan ters problem ayn¬başlang¬ç koşuluna sahiptir.

Klasik mertebeden türevli bir diferensiyel denklem için bir başlang¬ç de¼ger probleminin

çözümünün varl¬k ve tekli¼ginin ispat¬için Bielecki yöntemi kullan¬l¬r ve söz konusu yön-

tem, Jin et al. (2018) taraf¬ndan L = � ve F (x; t; u (x; t)) = F (u (x; t)) özel durumunda

lineer olmayan kesirli difüzyon denklemi için (3.1)-(3.3) problemine uygulanm¬̧st¬r. Ayn¬

teknikten lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemler için yararlan¬lan literatürdeki baz¬

çal¬̧smalar ise, Kian and Yamamoto (2017), Ngoc et al. (2019), Jing et al. (2019) ve Au

et al. (2021) olarak s¬ralanabilir. Söz konusu makalelerin ¬̧s¬¼g¬nda Ar¬baş et al. (2022),

(2023a), (2023b) çal¬̧smalar¬yap¬lm¬̧st¬r ve buradaki sonuçlar kullan¬larak aşa¼g¬daki teo-

rem yaz¬lm¬̧st¬r. Teorem 3.1 bu bölümün ana sonucunu belirtmektedir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki, p 2 L2 (
) ; r 2 C [0; T ] ; g (0) = 0;����sup
�2R

dkg

d�k
(�)

���� <1; k = 0; 1 (3.4)
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ve her v; w 2 C ([0; T ] ;L2 (
)) için

kg (v)� g (w)kL2(
) � C0 kv � wkL2(
) (3.5)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir C0 > 0 sabiti olsun. Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin @�t u 2

C ([0; T ] ;L2 (
)) olacak şekilde tek bir u 2 C ([0; T ] ;H2 (
) \H1
0 (
))\C1 ((0; T ] ;L2 (
))

çözümü vard¬r ve

kukC([0;T ];L2(
)) � C12 kpkL2(
) krkC[0;T ] (3.6)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde bir C12 > 0 sabiti mevcuttur.

Teoremin ispat¬için aşa¼g¬da aç¬klanan Bielecki yönteminden yararlan¬lm¬̧st¬r.

3.1 B·IELECK·I YÖNTEM·I

Bielecki yöntemi, a¼g¬rl¬kl¬ bir norma göre s¬n¬rl¬ elemanlardan oluşan fonksiyon uzay-

lar¬nda kullan¬l¬r (Corduneanu et al. 2016, s. 43). Önemli kullan¬m alanlar¬ndan biri

Picard teoreminin ispat¬d¬r ve Banach sabit nokta teoremine dayan¬r. Bir E Banach

uzay¬nda, C13 ve C14 birer sabit olmak üzere, her x 2 E için

C13 kxk1 � kxk � C14 kxk1 (3.7)

eşitsizli¼gini sa¼glayan iki norm varsa, bu takdirde bir normda Lipschitz sürekli olan bir

dönüşümün di¼ger normda da Lipschitz sürekli oldu¼gu dikkate al¬n¬r. Örne¼gin, k > 0 ve

u 2 C [0; T ] için

kukk = max
0�t�T

e�kt ju (t)j (3.8)

olmak üzere,

C15e
�kt kukC[0;T ] � kukk � C16 kukC[0;T ] (3.9)

eşitsizli¼gini gerçekleyen k�kC[0;T ] ile k�kk normlar¬şeklindedir (Tarafdar and Chowdhury

2008, s. 34).

Tan¬m 3.1 (Sabit Nokta) E 6= ? için, M : E ! E bir dönüşüm olsun. Bir x 2

E noktas¬ için M (x) = x eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, x noktas¬na M dönüşümünün bir sabit

noktas¬d¬r denir (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 62).
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Tan¬m 3.2 (Daralma, Daralma Dönüşümü) (E; d) bir metrik uzay olsun. E¼ger, her

x; ~x 2 E için

d (M (x)�M (~x)) � cd (x� ~x) (3.10)

ba¼g¬nt¬s¬n¬0 � c < 1 olacak şekilde sa¼glayan bir c sabiti varsa, M : E ! E dönüşümüne

bir daralma ya da daralma dönüşümü denir (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 61).

Teorem 3.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi) E bir Banach uzay¬,M : E ! E lineer

olmayan bir dönüşüm olsun. Ayr¬ca her x; ~x 2 E ve bir 
 < 1 sabiti için

kM (x)�M (~x)k � 
 kx� ~xk (3.11)

sa¼glans¬n. Bu durumda M dönüşümünün bir tek sabit noktas¬ vard¬r (Evans 1998, s.

498).

Teorem 3.3 (Picard Teoremi) Kabul edelim ki, E bir Banach uzay¬ ve F : E ! E

fonksiyonu için her u; v 2 E için

kF (u)� F (v)kE � C17 ku� vkE (3.12)

sa¼glans¬n. O halde, her u0 2 E için8<: d
dt
u (t) = Fu (t) ; [0;+1) üzerinde

u (0) = u0
(3.13)

probleminin bir tek u 2 C1 ([0;+1) ;E) çözümü mevcuttur (Brezis 2011, s. 184).

·Ispat. Problemin çözümünün varl¬¼g¬. (3.13) probleminin çözümünün bulunmas¬,

u (t) = u0 +

tZ
0

F (u (s)) ds (3.14)

integral denklemin sa¼glayan bir u 2 C ([0;+1) ;E) bulunmas¬na denktir. De¼geri daha

sonra belirlenmek üzere, k > 0 için

X =

�
u 2 C ([0;+1) ;E) : sup

t�0
e�kt ku (t)kE <1

�
(3.15)

uzay¬

kukX = sup
t�0
e�kt ku (t)kE (3.16)
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normu ile birlikte bir Banach uzay¬d¬r. Her u 2 X için

(�u) (t) = u0 +

tZ
0

F (u (s)) ds (3.17)

ile tan¬ml¬�u fonksiyonu da X uzay¬na aittir. Buradan, her u; v 2 X için

k�u� �vkX �
C18
k
ku� vkX (3.18)

oldu¼gu görülür. k > C18 seçilerek, � dönüşümünün X uzay¬nda bir (tek) u sabit noktas¬

vard¬r, bu da (3.14) ile verilen integral denklemdir.

Problemin çözümünün tekli¼gi. Kabul edelim ki, (3.13) probleminin u ve ~u şeklindeki iki

çözümü olsun. Bu durumda, her t � 0 için ku (t)� ~u (t)kE � 0 elde edilir, bu da ispat¬

tamamlar.

Jin et al. (2018), yukar¬daki ispat ile benzer şekilde lineer olmayan kesirli k¬smi dife-

rensiyel denklem için başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminin çözümünü incelemi̧stir. Bu çal¬̧s-

man¬n ¬̧s¬¼g¬nda (3.1)- (3.3) probleminin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧s ve i̧slem-

ler (2.94) çözümü göz önüne al¬narak yap¬lm¬̧st¬r. Önceki bölümde, farkl¬ d boyutlar¬

için u çözümünün formunda de¼gi̧sen bir durum bulunmad¬¼g¬görüldü¼günden bu bölümde

ayr¬ca bir incelemeye ihtiyaç duyulmam¬̧st¬r.

3.2 TEOREM 3.1�·IN ·ISPATI

3.2.1 Problemin Çözümünün Varl¬¼g¬Ve Tekli¼ginin ·Incelenmesi

(3.1)-(3.3) probleminin formal çözümü olan (2.94) ifadesinde b = 0 al¬narak

u (x; t) =
1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (F (�; � ; u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x) (3.19)

yaz¬l¬r. Sabit noktas¬, (3.19) çözümü olan bir M : C ([0; T ] ;L2 (
)) ! C ([0; T ] ;L2 (
))

dönüşümü Mu (x; t) = u (x; t) şeklinde tan¬mlans¬n. M dönüşümünün, C ([0; T ] ;L2 (
))

uzay¬nda

kvkk = max
t2[0;T ]

n

e�ktv (t)


L2(
)

o
(3.20)

normu ile bir daralma dönüşümü olmas¬durumunda, söz konusu dönüşümün tek bir sabit

noktaya sahip oldu¼gu görülür. Böylece, problemin u çözümünün var ve tek oldu¼gunu

gösterilmi̧s olur.

36



Banach sabit nokta teoremini uygulamak amac¬yla, k > 0 de¼geri, i̧slemlerin sonunda

belirlenmi̧stir. (3.19) integral denkleminin u ve v şeklinde iki çözümü olsun. O halde

M (u (x; t))�M (v (x; t))

=
1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (s (�) p (:) + g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
�

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (s (�) p (�) + g (v (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�) ; v (�)) d�

1A'n (x) (3.21)

yaz¬labilir. Burada, i̧slemlerde basitlik için, son sat¬rda

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)L2(
) (3.22)

ifadesi yerine g(1)n (u (�)) gösterimi kullan¬lm¬̧st¬r. (3.21) ifadesinde her iki taraf¬na L2 (
)

normu uygulan¬rsa

kM (u (�; t))�M (v (�; t))k2L2(
)

=








1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�)) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

=
1X
j=1

�������
0@ 1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�)) d�

1A'n; 'j
1A
L2(
)

�������
2

=

1X
j=1

������
Z



1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�)) d�

1A'n (x)'j (x) dx
������
2

=

1X
j=1

������
Z



I1 (x; t) dx

������
2

(3.23)

olup I1 teriminde integral ile serinin s¬ras¬n¬n de¼gi̧sebilmesi incelenmelidir. Lebesgue
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teoremi gere¼gi

I2 (x; t)

=

������
1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�)) d�

1A'n (x)'j (x)
������

�

������
1X
n=1

max
0���t

g(1)n (u (�))

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) d�

1A'n (x)'j (x)
������

�
�����C19 t��

1X
n=1

max
0���t

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)L2(
) 'n (x)'j (x)
�����

�
�����C19 t��

�
max
0���t

g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n
�
L2(
)

����� (3.24)

bulunur ve Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

C19
t�

�

Z



�
max
0���t

g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n
�
L2(
)

dx

� C19
t�

�





max0���t
g (u (�; �))� g (v (�; �))






L2(
)



'j

L2(
)
� C0C19

t�

�
max
0���t

ku (�; �)� v (�; �)kL2(
)

� C0C19
t�

�
max
0���t

h
2 ku (�; �)k2L2(
) + 2 kv (�; �)k

2
L2(
)

i1=2
(3.25)

yaz¬l¬r. u; v 2 C ([0; T ] ;L2 (
)) olarak kabul edildi¼ginden (3.25) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬n-

daki ifade sonludur. Böylece

kM (u (�; t))�M (v (�; t))k2L2(
)

=
1X
n=1

������
0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�) ; v (�)) d�

1AZ



'n'ndx

������
2

=
1X
n=1

������
0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�) ; v (�)) d�

1A k'nk2L2(
)
������
2

=

1X
n=1

������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) g(1)n (u (�) ; v (�)) d�

������
2

(3.26)

olarak ifade edilir ve g(1)n (u (�) ; v (�)) yerine yaz¬l¬rsa

e�2kt kM (u (�; t))�M (v (�; t))k2L2(
)

�
1X
n=1

������e�kt
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n) d�

������
2

(3.27)

38



olur. Şimdi de (3.27) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki integralin incelenmesi gerekir ve basitlik

aç¬s¬ndan

max
0���t

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)
ek�

= I3 (�) (3.28)

gösterimi kullan¬larak

e�kt
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n) d�

= e�kt
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n) ek��k�d�

� I3 (�)

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) ek�e�ktd�

� I3 (�)

tZ
0

(t� �)��1 C20
1 + j��n (t� �)�j

e�k(t��)d�

� I3 (�)C20

tZ
0

(t� �)��1 e�k(t��)d� (3.29)

elde edilir. S¬ras¬yla � = tw1 ve 1� w1 = w2 de¼gi̧sken dönüşümleri yap¬larak

e�kt
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n) d�

= I3 (�)C20

1Z
0

t��1 (1� w1)��1 e�kt(1�w1)tdw1

= I3 (�)C20t
�

1Z
0

w��12 e�ktw2dw2 = I3 (�)C1k
��

1Z
0

(kt)�w��12 e�ktw2dw2

= I3 (�)C20k
�� (kt)

1Z
0

(ktw2)
��1 e�ktw2dw2

� max
0���t

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)
ek�

C20k
�� (kt)

:

1Z
0

�
sup
k;t;w2

(ktw2)
�=2 e�ktw2

�
(ktw2)

(�=2)�1 dw2

= I3 (�)C21k
�� (kt)�=2

1Z
0

w
(�=2)�1
2 dw2 = I3 (�)C2k

�� (kt)�=2
1

�=2

� max
0���t

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)
ek�

C22k
��=2t�=2 (3.30)
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bulunur. Böylece (3.30), (3.27) ifadesinde yerine konulursa

e�2kt kM (u (�; t))�M (v (�; t))k2L2(
)

�
1X
n=1

����(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)ek�
C22k

��=2t�=2
����2

�
�
C22t

�=2

k�=2

�2
max
0���T

��������
1P
n=1

(g (u (�; �))� g (v (�; �)) ; 'n)
2

e2k�

��������
=

C222t
�

k�
max
0���T

�����kg (u (�; �))� g (v (�; �))k
2
L2(
)

e2k�

�����
� C222t

�

k�
max
0���T

�����C20 ku (�; t)� v (�; t)k
2
L2(
)

e2k�

�����
=

C20C
2
22t

�

k�
ku� vk2k

=
C20C

2
3 t
�

k�
kM (u)�M (v)k2k (3.31)

dir ve (3.3) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬ndan t�ye göre maksimum al¬n¬rsa

kM (u)�M (v)kk �
C0C22T

�=2

k�=2
kM (u)�M (v)kk (3.32)

elde edilir. Burada

k�=2 > C0C22T
�=2 (3.33)

seçimi ile C ([0; T ] ;L2 (
)) uzay¬nda k:kk normu ile bir daralma dönüşümü haline gelir.

Banach sabit nokta teoremi gere¼gi M dönüşümünün bir sabit noktas¬n¬n (3.19) şeklinde

verilen u çözümü oldu¼gu görülür: Böylece (3.1)-(3.3) probleminin çözümünün varl¬¼g¬gös-

terilmi̧stir.

Problemin çözümün tekli¼ginin gösterilmesi için ise, problemin u ve ~u şeklinde iki çözümü

oldu¼gu kabul edelim. C23 = C0C22T�=2

k�=2
olarak isimlendirilirse, (3.33) seçiminden dolay¬

C23 < 1 şeklindedir. Buradan

kM (u)�M (~u)kk = ku� ~ukk � C23 ku� ~ukk (3.34)

ve

(1� C23) ku� ~ukk � 0 (3.35)

olup 1�C23 > 0 gere¼gi norm negatif olamayaca¼g¬ndan (3.35) eşitsizli¼gi ancak ku� ~ukk = 0

iken sa¼glan¬r. Böylece u = ~u bulunmuş olup (3.1)-(3.3) probleminin çözümü tektir.
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3.2.2 Problemin Çözümünün C ([0; T ] ;L2 (
)) Uzay¬ndan Oldu¼gunun ·Incelen-

mesi

(3.19) çözümünün L2 (
) uzay¬nda normu ve her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬rsa

ku (�; t)k2L2(
)

� 2








1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

+2








1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

= 2 [I4 (�; t)]2 + 2 [I5 (�; t)]2 (3.36)

elde edilir. S¬ras¬yla I4 ve I5 terimleri incelenecektir.

I4 teriminin incelenmesi amac¬yla seri ile integralin s¬ras¬n¬de¼gi̧siminin incelenmesi gerek-

mektedir, bunun için Lebesgue teoreminden yararlan¬lm¬̧st¬r. Aşa¼g¬da Mittag-Le­ er

fonksiyonunun (1.13) özelli¼gi ve Lemma 1.17 gere¼gi

1X
n=1

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x)

=
1X
n=1

(p; 'n)'n (x) (t� �)
��1 C24

1 + j��n (t� �)�j
r(�)

� C24 (t� �)��1 r(�)
1X
n=1

(p; 'n)'n (x) = C24 (t� �)
��1 r(�)p (3.37)

olup (3.37) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬için

pC24

tZ
0

(t� �)��1 r(�)d� � krkC[0;T ] pC24
tZ
0

(t� �)��1 d�

� krkC[0;T ] pC24
T�

�
<1 (3.38)

yaz¬l¬r. Böylece söz konusu ifade, ele al¬nan aral¬kta integrallenebilir. Bu durumda

Lebesgue teoreminin hipotezleri sa¼gland¬¼g¬ndan
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tZ
0

1X
n=1

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�








L2(
)

�
tZ
0







1X
n=1

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x)






L2(
)

d�

=

tZ
0

24





1X
n=1

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x)






2

L2(
)

351=2 d�
=

tZ
0

" 1X
n=1

��(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)��2
#1=2

d�

� C25

tZ
0

(t� �)��1 r(�)
" 1X
n=1

j(p; 'n)j
2

#1=2
d�

= C25

tZ
0

(t� �)��1 r(�) kpkL2(
) d� = C25D (t) (3.39)

yaz¬labilir. Sondan üçüncü sat¬rda Lemma 1.17 gere¼gi ortonormal bir ('n) baz¬na sahip

bir Hilbert uzay¬n¬n her p 2 L2 (
) eleman¬n¬n p =
P
(p; 'n)'n şeklinde yaz¬labildi¼gi

kullan¬lm¬̧st¬r.

I5 teriminin incelenmesi için, Lebesgue teoreminden yararlan¬lm¬̧s ve I4 için yap¬lan in-

celemeye benzer şekilde

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

0@ tZ
0

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n) d�

1A'n (x) (3.40)

yaz¬l¬p Mittag-Le­ er fonksiyonunun (1.13) özelli¼gi ve Lemma 1.17 gere¼gi�����
1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)
�����

�
��������1C26

1X
n=1

(g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)
�����

=
�����1C26g (u (x; t� �))�� (3.41)

oldu¼gu görülür. (3.41) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki fonksiyonun istenen aral¬kta integral-

lenebilir olmas¬aşa¼g¬da incelenmi̧stir. Burada (3.4) hipotezi gere¼gi

esssup
x2
;�2R

jg (u (x; �))j � g ("1) (3.42)
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olacak şekilde bir "1 : R! R vard¬r, böylece

C26

tZ
0

�����1g (u (x; t� �))�� d� � C26

tZ
0

��(t� �)��1�� jg (u (x; �))j d�
= C26 kgkL1(R)

tZ
0

(t� �)��1 d�

= C26 kgkL1(R)
t�

�
� C26 kgkL1(R)

T�

�
<1 (3.43)

bulunur. Lebesgue Teoremi gere¼gi integral ile serinin yeri de¼gi̧sebilir ve bu şekilde ifade,

içerisinde seri bulundurmadan yaz¬labilir. Ancak bunun için bir incelemeye daha ihtiyaç

vard¬r. Burada integrali hesaplamak için
tZ
0

" 1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)
#
d� := v (�; t) (3.44)

olmak üzere, aşa¼g¬daki ifadenin dördüncü sat¬r¬nda Fubini teoremi ve alt¬nc¬ sat¬r¬nda

Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬larak

kv (�; t)k2L2(
)

= (v (�; t) ; v (�; t))L2(
)

=

0@ tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d� ; v (�; t)

1A
L2(
)

=

Z



tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d�dx

=

tZ
0

Z



1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) v (x; t) dxd�

=

tZ
0

 1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) ; v (�; t)
!
L2(
)

d�

�
tZ
0







1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)






L2(
)

kv (�; t)kL2(
) d�

= kv (�; t)kL2(
)

tZ
0







1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)






L2(
)

d� (3.45)

elde edilir. Her iki taraftan kv (�; t)k2L2(
) ile bölünürse

kv (�; t)kL2(
) �
tZ
0







1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)






L2(
)

d� (3.46)
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d¬r ve böylece






tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d�








L2(
)

�
tZ
0







1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)






L2(
)

d�

=

tZ
0

24





1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)






2

L2(
)

351=2 d�
=

tZ
0

" 1X
n=1

��������1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)L2(
) 'n; 'n�
L2(
)

����2
#1=2

d�

=

tZ
0

" 1X
n=1

�����1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)��2
#1=2

d�

� C27

tZ
0

���1

" 1X
n=1

j(g (u (�; t� �)) ; 'n)j
2

#1=2
d�

= C27

tZ
0

���1 kg (u (�; t� �))kL2(
) d� (3.47)

olur.

Son olarak, (3.39) ve (3.47) eşitsizlikleri, (3.36) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa

ku (�; t)k2L2(
) � 2C225 [D (t)]
2 + 2C227

24 tZ
0



(t� �)��1 g (u (�; �))


L2(
)

d�

352 (3.48)

bulunur ve

ku (�; t)kL2(
) � C25D (t) + C27

tZ
0



(t� �)��1 g (u (�; �))


L2(
)

d�

= C25D (t) + C27

tZ
0

(t� �)��1 kg (u (�; �))kL2(
) d� (3.49)

elde edilir. Burada, Teorem 3.1�in hipotezlerinden

kg (u (�; t))kL2(
) = kg (u (�; t))� g (0)kL2(
) � C0 ku (�; t)� 0kL2(
)

= C0 ku (�; t)kL2(
) (3.50)

oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, yukar¬daki eşitsizlik

ku (�; t)kL2(
) � C25D (t) + C27C0
tZ
0

(t� �)��1 ku (�; �)kL2(
) d� (3.51)
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halini al¬r. Grönwall eşitsizli¼ginden yararlan¬lmas¬ amac¬yla, C25D (t) terimi incelen-

melidir. k1 (�) = ���1 olmak üzere, aşa¼g¬daki ifadenin ikinci sat¬r¬nda Young eşitsizli¼gi

kullan¬l¬r ve

kC25D (t)kL1(0;T ) =

TZ
0

C25D (t) dt = C25 kpk2L2(
)

TZ
0

24 tZ
0

(t� �)��1 r(�)d�

35 dt
= C25 kpk2L2(
) kk1 � rkL1(0;T ) � C25 kpk

2
L2(
) kk1kL1(0;T ) krkL1(0;T )

� C25 kpk2L2(
)

0@ TZ
0

���1d�

1A krkL1(0;T )
= C25 kpk2L2(
)

T�

�
krkL1(0;T ) <1 (3.52)

d¬r, yani C25D (t) 2 L1 (0; T ) dir. Böylece Grönwall eşitsizli¼gi gere¼gi

ku (�; t)kL2(
) � C25D (t) + C25C28eC29t
tZ
0

(t� �)��1D (�) d� (3.53)

olur. Burada eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integral incelenerek

tZ
0

(t� �)��1D (�) d� = kpkL2(
)

tZ
0

(t� �)��1
�Z
0

(� � �)��1 r(�)d�d� (3.54)

yaz¬l¬r ve integrallerin s¬ras¬de¼gi̧stirilerek

tZ
0

(t� �)��1
�Z
0

(� � �)��1 r(�)d�d� =
tZ
0

24 tZ
�

(� � �)��1 (t� �)��1 d�

35 r(�)d� (3.55)

bulunur. (1.75) formülünde b = t; a = �; t = � ; p = q = � al¬n¬rsa

tZ
0

(t� �)��1
�Z
0

(� � �)��1 r(�)d�d� =

tZ
0

�
� (�) � (�)

� (2�)
(t� �)2��1

�
r(�)d�

=
(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1 r(�)d� (3.56)

elde edilerek (3.53) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬r ve

ku (�; t)kL2(
) � C25 kpkL2(
)

24 tZ
0

(t� �)��1 r(�)d�

+C28e
C29t

(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1 r(�)d�

35 (3.57)
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bulunur. Burada

ku (�; t)kL2(
) � C25 kpkL2(
) krkC[0;T ]

24 tZ
0

(t� �)��1 d�

+C28e
C29t

(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1 d�

35
� C25 kpkL2(
) krkC[0;T ]

"
t�

�
+ C28e

C29t
(� (�))2

� (2�)

t2�

2�

#
(3.58)

şeklinde ifade edilerek [0; T ] aral¬¼g¬üzerinde her iki taraftan t�ye göre maksimum al¬n¬rsa

(3.6) elde edilir, böylece u 2 C ([0; T ] ;L2 (
)) uzay¬na ait oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

Uyar¬3.1 g fonksiyonu için (3.50) eşitsizli¼ginden

kg (u (�; t))kL2(
)

� C0C25 kpkL2(
)

24 tZ
0

(t� �)��1 r(�)d� +C28eC29t
(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1 r(�)d�

35
� C0C25 kpkL2(
)

24 tZ
0

(t� �)��1
�
max
�2[0;T ]

r(�)

�
d�

+C28e
C29t

(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1
�
max
�2[0;T ]

r(�)

�
d�

35
� C0C25 kpkL2(
) krkC[0;T ]

24 tZ
0

(t� �)��1 d� +C28eC29t
(� (�))2

� (2�)

tZ
0

(t� �)2��1 d�

35
� C0C25 kpkL2(
) krkC[0;T ]

"
t�

�
+ C28e

C29t
(� (�))2

� (2�)

t2�

2�

#

� C0C30 kpkL2(
) krkC[0;T ]
�
t�

�
+
t2�

2�

�
(3.59)

oldu¼gu görülebilir.

3.2.3 @tu Teriminin Ait Oldu¼gu Uzay¬n Belirlenmesi

(3.19) çözümünde, ele al¬nan serilerde seri ile integralin s¬ras¬n¬n de¼gi̧sebilece¼gi yukar¬da

incelenmi̧sti. Bu durumda, u çözümünün t de¼gi̧skenine göre türevlenebilmesi için
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u (�; t) =

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)
+

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�

+

tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d� (3.60)

biçiminde yaz¬lm¬̧st¬r. Burada (3.60)�¬n her iki taraf¬n¬n türevi al¬narak

@tu (�; t) = @t

0@ 1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�

1A
+@t

0@ tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d�

1A (3.61)

yaz¬l¬r. Leibniz integral kural¬, u (x; 0) = 0 başlang¬ç koşulu ve g (0) = 0 hipotezi

yard¬m¬yla

@tu (�; t) = @t

0@ 1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�

1A
+@t

0@ tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x) d�

1A
= @t

0@ 1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�

1A
+

tZ
0

@t

 1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g (u (�; t� �)) ; 'n)'n (x)
!
d� (3.62)

elde edilir. (3.62) ifadesinde, serilerin türevlerin al¬nabilmesi için yak¬nsak oldu¼gu bi-

linmelidir. (3.62) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci seri için bu inceleme I5 terimi göz

önüne al¬nd¬¼g¬nda yap¬lm¬̧st¬r. Birinci seri ise,

1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n)'n (x) d�

� C31 krkC[0;T ]
1X
n=1

(p; 'n)'n (x)

0@ tZ
0

(t� �)��1 d�

1A � C32T�p (x) krkC[0;T ] (3.63)
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oldu¼gundan yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca Leibniz integral kural¬ndan

1X
n=1

@t

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

(p; 'n)

0@ tZ
0

@t
�
(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�)

�
r(�)d�

1A'n (x)
=

1X
n=1

(p; 'n)

0@ tZ
0

(t� �)��2E�;��1 (��n (t� �)�) r(�)d�

1A'n (x)
� krkC[0;T ]

1X
n=1

(p; 'n)

0@ tZ
0

(t� �)��2E�;��1 (��n (t� �)�) d�

1A'n (x)
� C33t

��1p (x) krkC[0;T ] (3.64)

yaz¬l¬r ve
1X
n=1

���1E�;� (��n��) @t
�
(g (u (�; t� �)) ; 'n)L2(
)

�
'n (x)

=
1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g0 (u (�; t� �))ut (�; t� �) ; 'n)L2(
) 'n (x)

� C33�
��1g0 (u (x; t� �))ut (x; t� �) � C33���1

�
esssup
"22R

g0 ("2)

�
ut (x; t� �)

� C33�
��1 kg0kL1(R) ut (x; t� �) (3.65)

bulunur. Burada hipotez gere¼gi

esssup
x2
;�2R

jg0 (u (x; �))j � g0 ("2) (3.66)

olacak şekilde "2 : R! R vard¬r ve ut 2 L2 (
) kabul edilmi̧stir. O halde,

kv2 (�; t)k2L2(
) = (v2 (�; t) ; v2 (�; t))L2(
)

=

0@ tZ
0

���1ut (�; t� �) d� ; v2 (�; t)

1A
L2(
)

=

0@ tZ
0

(t� �)��1 ut (�; �) d� ; v2 (�; t)

1A
L2(
)

=

Z



tZ
0

(t� �)��1 ut (x; �) d�v2 (x; t) dx

=

tZ
0

Z



(t� �)��1 ut (x; �) v2 (x; t) dxd� (3.67)
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şeklinde ifade edilir. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden yararlan¬larak

kv2 (�; t)k2L2(
) =

tZ
0

�
(t� �)��1 ut (x; �) ; v2 (�; t)

�
L2(
)

d�

�
tZ
0



(t� �)��1 ut (x; �)

L2(
) kv2 (�; t)kL2(
) d� (3.68)

ve






tZ
0

(t� �)��1 ut (�; �) d�








L2(
)

�
tZ
0



(t� �)��1 ut (�; �)

L2(
) d� (3.69)

oldu¼gundan

kut (�; t)k2L2(
)

� 2 krk2C[0;T ]








1X
n=1

(p; 'n)

0@ tZ
0

(t� �)��2E�;��1 (��n (t� �)�) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

+2








tZ
0

1X
n=1

���1E�;� (��n��) (g0 (u (�; t� �))ut (�; t� �) ; 'n)L2(
) 'n (x) d�








2

L2(
)

= 2 krk2C[0;T ]
1X
n=1

(p; 'n)
2

������
tZ
0

(t� �)��2E�;��1 (��n (t� �)�) d�

������
2

+2C234








tZ
0

���1ut (�; t� �) d�








2

L2(
)

(3.70)

yaz¬l¬r. Böylece

kut (�; t)kL2(
) � C35 krkC[0;T ] kpkL2(
) t��1

+C35

tZ
0

(t� �)��1 kut (�; �)kL2(
) d� (3.71)

elde edilir ve genelleştirilmi̧s Grönwall eşitsizli¼gi gere¼gi

kut (�; t)kL2(
) � C36 krkC[0;T ] kpkL2(
) t��1

+C36C37e
C38t

tZ
0

(t� �)��1C55 krkC[0;T ] kpkL2(
) t��1d�

� C39t
��1 krkC[0;T ] kpkL2(
) (3.72)

bulunur. � de¼gerinin seçiminden dolay¬� � 1 < 0 şeklindedir, bu nedenle t = 0 durumu

dahil edilmeyerek (3.58) ve (3.72) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬rsa, u 2 C1 ((0; T ] ;L2 (
))

sonucunu verir.
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3.2.4 Lu Teriminin Ait Oldu¼gu Uzay¬n Belirlenmesi

Bu başl¬k alt¬nda u çözümünün her iki taraf¬na L operatörü uygulanm¬̧st¬r. L ope-

ratörünün x de¼gi̧skenine göre bir türev operatörü oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa, seri ile yer

de¼gi̧stirmesi için yap¬lan incelemenin benzer şekilde olmas¬gerekti¼gi aç¬kt¬r. Yukar¬da

yap¬lan incelemeler gere¼gi u çözümünü oluşturan seriler yak¬nsakt¬r. Böylece,

I6(x; t)

=
1X
n=1

L

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (r(�)p (�) + g (u (�; �)) ; 'n) d�'n (x)

1A
=

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (r(�)p (�) + g (u (�; �)) ; 'n) d�

1AL ('n (x))
=

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A (��n'n (x))
+

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A (��n'n (x)) (3.73)

yaz¬l¬r, burada w = t� � dönüşümü yap¬l¬rsa

��n (t� �)�E�;� (��n (t� �)�) = ��nw�E�;� (��nw�) = @w [E�;1 (��nw�)]

= @� [E�;1 (��n (t� �)�)] �w

= �@� [E�;1 (��n (t� �)�)] (3.74)

olaca¼g¬ndan

I6(x; t) =
1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)
+

1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x) (3.75)

şeklindedir. Yukar¬daki terimler göz önüne al¬n¬rsa, eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ilk seri ince-

lenerek������
1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)
������

� krkC[0;T ]
1X
n=1

[E�;1 (��nt�)� E�;1 (0)] (p; 'n)'n (x)

� krkC[0;T ]C40
1X
n=1

(p; 'n)'n (x) = C40 krkC[0;T ] p(x); (3.76)
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elde edilir, ve ikinci seri ise

1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
�

1X
n=1

max
0���T

(g (u (�; �)) ; 'n)'n (x)

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] d�

1A
� C41

1X
n=1

max
0���T

(g (u (�; �)) ; 'n)'n (x) = C41 max
0���T

g (u (�; t)) (3.77)

şeklindedir. Böylece her iki seri de s¬n¬rl¬d¬r ve

kLu (�; t)k2L2(
)

� 2








1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

+2








1X
n=1

0@ tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)







2

L2(
)

� 2
1X
n=1

������
tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] r(�) (p; 'n) d�

������
2

+2
1X
n=1

������
tZ
0

�@� [E�;1 (��n (t� �)�)] (g (u (�; �)) ; 'n) d�

������
2

� 2
1X
n=1

krk2C[0;T ] j(p; 'n)j
2

�������
tZ
0

@� [E�;1 (��n (t� �)�)] d�

������
2

+2
1X
n=1

max
0���T

j(g (u (�; �)) ; 'n)j
2

�������
tZ
0

@� [E�;1 (��n (t� �)�)] d�

������
2

� 2C242

"
krk2C[0;T ]

1X
n=1

j(p; 'n)j
2 +

1X
n=1

max
0���T

j(g (u (�; �)) ; 'n)j
2

#

� 2C242

"
krk2C[0;T ]

1X
n=1

j(p; 'n)j
2 + max

0���T

1X
n=1

j(g (u (�; �)) ; 'n)j
2

#

= 2C242

�
krk2C[0;T ] kpk

2
L2(
) + max

0���T
kg (u (�; �))k2L2(
)

�
� 2C242 krk

2
C[0;T ] kpk

2
L2(
)

+2C242 max
0���T

�
C0C30 kpkL2(
) krkC[0;T ]

�
��

�
+
� 2�

2�

��2
� C243 krk

2
C[0;T ] kpk

2
L2(
) (3.78)

51



olup

kLu (�; t)kL2(
) � C43 krkC[0;T ] kpkL2(
) (3.79)

biçimindedir. Burada (1.69) ve (1.70) gere¼gi,

kLu (�; t)kL2(
) = ku (�; t)k eH2(
) (3.80)

yaz¬ld¬¼g¬ndan

ku (�; t)k eH2(
) � C43 krkC[0;T ] kpkL2(
) (3.81)

şeklindedir. Böylece her iki taraftan t�ye göre maksimum al¬n¬rsa

u 2 C
�
[0; T ] ;H2 (
) \H1

0 (
)
�

(3.82)

elde edilir.

Uyar¬3.2 @�t u ifadesinin ait oldu¼gu uzay¬n belirlenmesi için, (3.1) denklemi göz önüne

al¬n¬r ve

k@�t u (�; t)k
2
L2(
) � 2 kLu (�; t)k2L2(
) + 4 [r (t)]

2 kpkL2(
) + 4 kg (u (�; t))k
2
L2(
)

� 2C243 krk
2
C[0;T ] kpk

2
L2(
) + 4 [r (t)]

2 kpkL2(
)

+4

�
C0C30 kpkL2(
) krkC[0;T ]

�
t�

�
+
t2�

2�

��2
� C244 krk

2
C[0;T ] kpk

2
L2(
) (3.83)

eşitsizli¼ginin ve her iki taraftan t�ye göre maksimum al¬n¬rsa @�t u 2 C ([0; T ] ;L2 (
))

oldu¼gu görülür.
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BÖLÜM 4

KES·IRL·I MERTEBEDEN L·INEER OLMAYAN B·IR D·IFÜZYON

DENKLEM·I ·IÇ·IN TERS PROBLEM·IN ÇÖZÜMÜNÜN

KARARLILI¼GININ ·INCELENMES·I

Bu bölümde, önceki k¬s¬mlarda elde edilen sonuçlar göz önüne al¬narak ters problemin

çözümünün kararl¬l¬¼g¬ incelenmi̧stir. Bu inceleme s¬ras¬nda Sakamoto and Yamamoto

(2011), Luchko et al. (2013), Kian and Yamamoto (2017), Jing et al. (2019), Au et al.

(2021) çal¬̧smalar¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r. Burada

@�t u (x; t) = (Lu) (x; t) + p(x)r(t) + g (u (x; t)) ; (x; t) 2 
� (0; T ) ; (4.1)

u(x; t) = 0; (x; t) 2 @
� (0; T ) ; (4.2)

u(x; 0) = 0; x 2 
 (4.3)

problemi ele al¬nm¬̧st¬r, p ve g bilinen fonksiyonlard¬r. Bir önceki bölümde göz önüne

al¬nan düz problemdeki gibi 0 < � < 1 için @�t Caputo kesirli türev operatörünü göster-

mektedir, L operatörü (2.16) ve 
 bölgesi (2.13) şeklindedir. Ek bilgi, Sakamoto and

Yamamoto (2011)�de lineer denklemler için yap¬lan çal¬̧smaya benzer şekilde x0 2 
 ve

0 < t < T için u (x0; t) = h (t) olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Ters problem ise, (u; r) fonksiyon

çiftinin bulunmas¬şeklindedir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki, g (0) = 0;����sup
�2R

dkg

d�k
(�)

���� <1; k = 0; 1; (4.4)

ve her v; w 2 C ([0; T ] ;L2 (
)) için

kg (v)� g (w)kL2(
) � C0 kv � wkL2(
) (4.5)

eşitsizli¼gini sa¼glayan ve x; t; w1; w2 de¼gerlerinden ba¼g¬ms¬z bir C0 > 0 sabiti mevcut olsun.

Ayr¬ca p 2 eH2� (
), � > 1 + 3d
4
ve r 2 C [0; T ] için u çözümü (4.1)-(4.3) problemini

sa¼glas¬n, öyle ki p (x0) 6= 0; krkL1(0;T ) <1 olsun. O halde,

krkC[0;T ] � C45
�
k@�t hkC[0;T ] + kg (h)kC[0;T ]

�
(4.6)
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eşitsizli¼gini sa¼glayan bir C45 > 0 sabiti vard¬r.

Bundan sonraki k¬s¬m yukar¬daki koşullu kararl¬l¬k teoreminin ispat¬na ayr¬lm¬̧st¬r ve

(2.94) çözümü, Teorem 3.1�in hipotezleri ile Uyar¬3.1 ispatta kullan¬lan temel araçlard¬r.

4.1 DENKLEMDE x = x0 YAZILAB·ILMES·I ·IÇ·IN ·INCELEME

Öncelikle (3.19) şeklinde elde edilen u çözümü, (4.1) denkleminde yaz¬l¬rsa

@�t u (x; t)

= L

0@ 1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A'n (x)
1A

+L

0@ 1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x)
1A

+p(x)r(t) + g (u (x; t))

=
1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A (��n'n (x))
+

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A (��n'n (x))
+p(x)r(t) + g (u (x; t)) (4.7)

elde edilir. Burada her iki taraftan norm al¬n¬rsa

k@�t u (x; �)k
2
C[0;T ]

� 4








1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A (��n'n (x))







2

C[0;T ]

+4








1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A (��n'n (x))







2

C[0;T ]

+4 [p(x)]2 krk2C[0;T ] + 4 kg (u (x; �))k
2
C[0;T ]

= 4 max
0�t�T

24 1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A�n'n (x)
352

+4 max
0�t�T

24 1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A�n'n (x)
352

+4 [p(x)]2 krk2C[0;T ] + 4 kg (u (x; �))k
2
C[0;T ] (4.8)
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bulunur. (4.8) ifadesinde I7 ve I8 isimlendirilmeleri yap¬larak

k@�t u (x; �)k
2
C[0;T ]

= 4 [I7 (x; t)]
2 + 4 [I8 (x; t)]

2 + 4 [p(x)]2 krk2C[0;T ] + 4 kg (u (x; �))k
2
C[0;T ] (4.9)

elde edilir ve burada x = x0 yaz¬ld¬¼g¬takdirde eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son iki terimin

yak¬nsak olaca¼g¬aç¬kt¬r. O halde, I7 ve I8 serilerinin C
�

� [0; T ]

�
uzay¬nda yak¬nsak

olup olmad¬¼g¬n¬n incelenmesi gerekir. ·Ilk terim göz önüne al¬narak

I7 (x; t) = max
0�t�T

1X
n=1

0@�n'n (x) tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�) (p; 'n) d�

1A
� max

0�t�T

1X
n=1

�������n (p; 'n)'n (x)
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�)d�

������
� max

0�t�T

1X
n=1

����esssup
x2


�n (p; 'n)'n (x)

����
�

������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�)d�

������ (4.10)

biçiminde elde edilir. I7 (x; t) teriminde önce ilk mutlak de¼ger içerisindeki ifadeyi in-

celeyelim. Burada � > 1 + 3d
4
kabulünden (2� � 2� d) > (d=2) olur ve s¬ras¬yla (1.52)

eşitsizli¼gi, kesirli Sobolev uzaylar¬ve eHs (
) uzay¬n¬n özellikleri gere¼gi����esssup
x2


�n (p; 'n)'n (x)

���� = k�n (p; 'n)'nkL1(
)

� C46 k�n (p; 'n)'nkH2��2�d(
)

� C47 k�n (p; 'n)'nk eH2��2�d(
)

= C47


(�L)��1�d=2�n (p; 'n)'n

L2(
)

= C47


�n (p; 'n) (�L)��1�d=2'n

L2(
)

= C47




�n (p; 'n)���1�d=2n 'n





L2(
)

= C47�
�d=2
n



���np; 'n�'n

L2(
)
= C47�

�d=2
n

�
(�L)�p; 'n

�
k'nkL2(
)

= C47�
�d=2
n

�
(�L)�p; 'n

�
(4.11)

yaz¬l¬r. I7 (x; t) terimindeki integral incelenirse
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������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�)d�

������
=

������
tZ
0

���1E�;� (��n��) r(t� �)d�

������ �
tZ
0

�����1E�;� (��n��) r(t� �)�� d�
=

tZ
0

���1E�;� (��n��) jr(t� �)j d� =
tZ
0

d

d�

�
�1
�n
E�;1 (��n��)

�
jr(t� �)j d�

� �1
�n

tZ
0

d

d�
E�;1 (��n��) max

0��;t�T
jr(t� �)j d�

� �
krkC[0;T ]
�n

tZ
0

d

d�
E�;1 (��n��) d� =

krkC[0;T ]
�n

(�E�;1 (��nt�) + E�;1 (0))

=
krkC[0;T ]
�n

�
[�E�;1 (��nt�) + E�;1 (0)]2

�1=2
�

krkC[0;T ]
�n

�
2 [E�;1 (��nt�)]2 + 2 [E�;1 (0)]2

�1=2
�

krkC[0;T ]
p
2

�n

�
C248

(1 + �nt�)
2 + C

2
49

�1=2
�
C50 krkC[0;T ]

�n
(4.12)

eşitsizli¼gi bulunur. Lemma 1.18, d de¼gerinin seçimi gere¼gi yaz¬lan (4=d) + 2 > 1 ve

Cauchy-Schwarz eşitsizlikleri kullan¬larak

I7 (x; t) � max
0�t�T

1X
n=1

������k�n (p; 'n)'n (x)k2L1(
)
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r(�)d�

������
� max

0�t�T

1X
n=1

C47�
�d=2
n

�
(�L)�p; 'n

� C50 krkC[0;T ]
�n

� max
0�t�T

1X
n=1

C47
�
(�L)�p; 'n

� C50 krkC[0;T ]
�1+d=2n

� max
0�t�T

C47

1X
n=1

�
(�L)�p; 'n

� C50 krkC[0;T ]
C51n(2=d)+1

� max
0�t�T

C47C50
C51

krkC[0;T ]

" 1X
n=1

���(�L)�p; 'n���2
#1=2 " 1X

n=1

1

n(4=d)+2

#1=2

= max
0�t�T

C47C50
C51

krkC[0;T ]


(�L)�p



L2(
)

" 1X
n=1

1

n(4=d)+2

#1=2

= max
0�t�T

C47C50
C51

krkC[0;T ] kpk eH2�(
)

" 1X
n=1

1

n(4=d)+2

#1=2
� C52 krkC[0;T ] (4.13)
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olur. Benzer şekilde I8 (x; t) terimi incelenmi̧stir. Cauchy-Schwarz ve (3.59) eşitsizlik-

lerinden yararlanarak

I8 (x; t)

= max
0�t�T

1X
n=1

�n'n (x)

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

� max
0�t�T

1X
n=1

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) kg (u (�; �))kL2(
) k'nkL2(
) d� (�n'n (x))

= max
0�t�T

1X
n=1

(�n'n (x))

tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) kg (u (�; �))kL2(
) d�

� max
0�t�T

1X
n=1

C0C30 kpkL2(
) krkC[0;T ] (�n'n (x))

�
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�)
�
��

�
+
� 2�

2�

�
d�

� max
0�t�T

C0C30 krkC[0;T ]
�
t�

�
+
t2�

2�

� 1X
n=1

����n kpkL2(
) 'n (x)���
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) d� (4.14)

yaz¬l¬r ve t 2 (0; T ) nedeniyle

I8 (x; t) � C0C53 krkC[0;T ] max0�t�T

1X
n=1




kpkL2(
) �n'n



L1(
)

�

������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) d�

������ (4.15)

bulunur. Aşa¼g¬da s¬ras¬yla (4.15) ifadesindeki terimler incelenmektedir ve I7 (x; t) terimi

ile benzer i̧slem s¬ralamas¬ile ilerlenilmi̧stir. p 2 eH2� (
) � L2 (
) oldu¼gundan


kpkL2(
) �n'n



L1(
)

� C54




kpkL2(
) �n'n



H2��2�d(
)

� C55



kpkL2(
) �n'n


 eH2��2�d(
)

= C55




(�L)��1�d=2 kpkL2(
) �n'n



L2(
)

= C55




kpkL2(
) �n(�L)��1�d=2'n



L2(
)

= C55




kpkL2(
) �n���1�d=2n 'n





L2(
)

= C55




kpkL2(
) ���d=2n 'n





L2(
)

; (4.16)

57






kpkL2(
) �n'n



L1(
)

� C55








" 1X
n=1

j(p; 'n)j
2

#1=2
���d=2n 'n








L2(
)

= C55�
�d=2
n








" 1X
n=1

�2�n j(p; 'n)j
2

#1=2
'n








L2(
)

= C55�
�d=2
n kpk eH2�(
) k'nkL2(
)

= C55�
�d=2
n kpk eH2�(
) ; (4.17)

ve������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) d�

������ =

������
tZ
0

���1E�;� (��n��) d�

������
�

tZ
0

�����1E�;� (��n��)�� d�
=

tZ
0

���1E�;� (��n��) d�

=

tZ
0

d

d�

�
�1
�n
E�;1 (��n��)

�
d�

=
�1
�n

tZ
0

d

d�
E�;1 (��n��) d�

=
1

�n
[�E�;1 (��nt�) + E�;1 (0)]

=
1

�n

�
[�E�;1 (��nt�) + E�;1 (0)]2

�1=2
� 1

�n

�
2 (E�;1 (��nt�))2 + 2 (E�;1 (0))2

�1=2
�

p
2

�n

�
C248

(1 + �nt�)
2 + C

2
49

�1=2
� C57
�n

(4.18)

şeklinde bulunur. (4.17) ile (4.18) eşitsizlikleri, (4.15) ifadesinde yerine yaz¬larak

I8 (x; t) � C0C53 krkC[0;T ] max0�t�T

1X
n=1




kpkL2(
) �n'n



L1(
)

:

������
tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) d�

������
� C0C53C55C57 kpk eH2�(
) krk

2
C[0;T ] max0�t�T

1X
n=1

��d=2n

���� 1�n
���� (4.19)
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ve

I8 (x; t) � C0C53C55C57 kpk eH2�(
) krk
2
C[0;T ] max0�t�T

1X
n=1

1

�2=d+1n

� C0C58 kpk eH2�(
) krk
2
C[0;T ] max0�t�T

1X
n=1

1

C18n4=d+2

� C0C59 krkC[0;T ] (4.20)

elde edilir.

Böylece serilerin C
�

� [0; T ]

�
uzay¬nda yak¬nsak oldu¼gu gösterildi¼ginden (4.7) denkle-

minde x = x0 yaz¬labilir.

4.2 SER·I ·ILE ·INTEGRAL·IN SIRASININ DE¼G·IŞMES·I ·IÇ·IN ·INCELEME

Bir önceki k¬s¬mda yap¬lan inceleme gere¼gi, 0 < t < T iken

@�t u (x0; t) =
1X
n=1

��n

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) r (�) (p; 'n) d�

1A'n (x0)
+

1X
n=1

��n

0@ tZ
0

(t� �)��1E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n) d�

1A'n (x0)
+p(x0)r (t) + g (u (x0; t)) (4.21)

yaz¬labilir. Burada seri ile integralin s¬ras¬n¬n de¼gi̧smesini incelemek için Lebesgue teo-

reminden yararlan¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak,

Q1(t) =

1X
n=1

��nE�;� (��nt�) (p; 'n)'n (x0) ; (4.22)

Q2(� ; t) =

1X
n=1

��nE�;� (��nt�) (g (u (�; �)) ; 'n)'n (x0) (4.23)

eşitliklerini ele alal¬m. Q1 terimini incelemek için, aşa¼g¬da I9 teriminin C [0; T ] normu

dikkate al¬n¬r. Aşa¼g¬daki ifadede Teorem 1.3, Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi ve Lemma 1.18
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kullan¬larak

kI9 (x; �)kC[0;T ] =







1X
n=1
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C47�
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�
(�L)�p; 'n

� C60
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�����C47C60
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�d=2n
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������
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1X
n=1

1

n
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(�L)�p; 'n
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������C47C60C61

" 1X
n=1

1

n2

#1=2 " 1X
n=1

�
(�L)�p; 'n

�2#1=2������
� C62



(�L)�p


L2(
)

= C62 kpk eH2�(
) � C63 (4.24)

bulunur. I9 (x; t) 2 C [0; T ] olarak hesapland¬¼g¬ndan ve I9 (x0; t) = Q1 (t) oldu¼gundan

Q1 2 C [0; T ] d¬r. Burada,

��(t� �)��1Q1(t)�� � (t� �)��1C63 (4.25)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ifadenin incelenmesi gerekmektedir. Böylece

tZ
0

(t� �)��1C63d� = C63
tZ
0

���11 d� 1 = C63 lim
t1!t

t1Z
0

���11 d� 1 = C63
t�

�
(4.26)

yaz¬ld¬¼g¬ndan, (4.25) eşitsizli¼ginin sol taraf¬ndaki ifade de [0; t] bölgesinde � de¼gi̧skenine

göre integrallenebilirdir ve Lebesgue teoreminden integral ve seri s¬ras¬de¼gi̧stirilerek

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1Q1(t)d�

1A =

tZ
0

(t� �)��1
1X
n=1

Q1(t)d� (4.27)

yaz¬labilir.
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Son olarak, benzer şekilde I10 terimi için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi ve Lemma 1.18 gere¼gi

kI10 (x; �)kC[0;T ]

=







1X
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��nE�;� (��nt�) (g (u (�; �)) ; 'n)'n (x)
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� C65

������
�Z
0

�
(� � �)��1 + (� � �)2��1

�
r(�)d�

������ (4.28)

elde edilir. (4.28) eşitsizli¼ginden ve I10 (x0; t) = Q2 (t) oldu¼gundan Q2 2 C [0; T ] d¬r.

Ayr¬ca
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C65

24 �Z
0

�
(� � �)��1 + (� � �)2��1

�
r(�)d�

35 (4.29)

ifadesinin ��ya göre integrallenebilir olup olmad¬¼g¬n¬n bulunmas¬amac¬yla aşa¼g¬daki in-

celeme yap¬l¬r. Aşa¼g¬daki ifadenin üçüncü sat¬r¬nda k1 (�) = ���1 + � 2��1 olmak üzere,

Young eşitsizli¼gi uygulanarak
tZ
0

C65

������
�Z
0

�
(� � �)��1 + (� � �)2��1

�
r(�)d�

������ d�
=







C65
24 �Z
0

�
(� � �)��1 + (� � �)2��1

�
r(�)d�

35






L1(0;t)

= C65 kk1 � rkL1(0;t) � C65 kk1kL1(0;t) krkL1(0;t)

� C65 krkL1(0;t)

tZ
0

�
���1 + � 2��1

�
d�

� C65

�
t�

�
+
t2�

2�

�
krkL1(0;t)

� C66 krkL1(0;T ) (4.30)

bulunur. Burada unutmamak gerekir ki, [0; t] bölgesinde krkL1(0;T ) ifadesi sonlu ise, o

takdirde (4.29) ifadesi ��ya göre integrallenebilirdir. Bu da Teorem 4.1�in kabullerinden

biri oldu¼gundan Lebesgue teoreminden

1X
n=1

0@ tZ
0

(t� �)��1Q2(� ; t)d�

1A =

tZ
0

(t� �)��1
1X
n=1

Q2(� ; t)d� (4.31)

şeklinde ifade edilir.

4.3 KARARLILIK EŞ·ITS·IZL·I¼G·IN·IN ELDE ED·ILMES·I

Gereken tüm araçlar elde edildi¼ginden art¬k kararl¬l¬k eşitsizli¼gi hesaplanmaya başlan¬r.

Son iki alt başl¬ktaki elde edilen sonuçlardan, 0 < t < T için

@�t u (x0; t) =

tZ
0

(t� �)��1
1X
n=1

��nE�;� (��n (t� �)�) (p; 'n)'n (x0) r (�) d�

+

tZ
0

��n (t� �)��1
1X
n=1

E�;� (��n (t� �)�) (g (u (�; �)) ; 'n)'n (x0) d�

+p(x0)r (t) + g (u (x0; t)) (4.32)
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yani

@�t u (x0; t) =

tZ
0

(t� �)��1Q1(t� �)r(�)d� +
tZ
0

(t� �)��1Q2(t� �)d�

+p(x0)r(t) + g (u (x0; t)) (4.33)

yaz¬labilir. Teorem 4.1�de p(x0) 6= 0 kabulünden 0 < t < T için

r(t) =
1
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35 (4.34)

şeklindedir. � 1 = t� � de¼gi̧sken dönüşümü yap¬larak
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olur. (4.35) ifadesinin sa¼g taraf¬ndaki dördüncü terim için aşa¼g¬daki integral incelenerek
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yaz¬l¬r. (4.36) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki birinci ve ikinci integraller, s¬ras¬yla, b = t; a = �;

t = � ; p = q = � durumunda ve b = t; a = �; t = � ; p = �; q = 2� durumunda (1.75)

formülüne kaŗs¬l¬k gelmektedir. Böylece
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bulunur ve (4.35) eşitsizli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa
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olup 0 < t < T için

jr(t)j � C67

h
k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + kg (u (x0; �))kC[0;T ]
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kQ1kC[0;T ] +

(� (�))2 t�

� (2�)
+
� (�) � (2�) t2�

� (3�)

# tZ
0

(t� �)��1 jr(�)j d�

35 (4.39)

şeklindedir. u (x0; t) = h (t) ek bilgisi dikkate al¬narak

C67

�
k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + kg (u (x0; �))kC[0;T ]

�
2 L1 (0; T ) (4.40)
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biçimindedir ve (4.39) eşitsizli¼ginde genelleşmi̧s Grönwall eşitsizli¼gi uygulanabilir. Böylece

0 < t < T için

jr(t)j � C67

�
k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + kg (u (x0; �))kC[0;T ]
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yaz¬l¬r ve
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0

���1d� =
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(4.42)

oldu¼gundan

jr(t)j � C67

�
k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + kg (u (x0; �))kC[0;T ]

��
1 + C68e
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�

�
� C45

�
k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + kg (u (x0; �))kC[0;T ]

�
(4.43)

elde edilir. Her 0 < t < T için r(t) � jr(t)j oldu¼gundan, (4.43) eşitsizli¼ginin sol taraf¬

daha küçültülerek

r(t) � C45 k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + C45 kg (u (x0; �))kC[0;T ] (4.44)

eşitsizli¼gi elde edilir ve [0; T ] üzerinde (4.44) ifadesinin her iki taraf¬ndan t�ye göre mak-

simum al¬n¬rsa

krkC[0;T ] � C45 k@�t u (x0; �)kC[0;T ] + C45 kg (u (x0; �))kC[0;T ] (4.45)

bulunur ve bu da u (x0; t) = h (t) oldu¼gundan (4.6) eşitsizli¼gine kaŗs¬l¬k gelmektedir.

Böylece ispat tamamlan¬r.
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BÖLÜM 5

TARTIŞMA VE SONUÇ

Kesirli difüzyon denkleminin klasik difüzyon denkleminden, kesirli türevin özelliklerinden

kaynaklanan baz¬ farkl¬l¬klar¬ vard¬r. Bu da ayr¬ bir teorinin oluşturulmas¬ ihtiyac¬n¬

do¼gurur.

Bu çal¬̧smada, kesirli mertebeden lineer difüzyon denklemleri için uygulanan spektral

teorisi, Grönwall ve Young eşitsizlikleri gibi temel eşitsizliklerden yararlanarak lineer ol-

mayan difüzyon denklemi için bir ters problemin çözümünün koşullu kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧s-

t¬r. Lineer olmayan kesirli mertebeden difüzyon denklemlerinin, bilim ve teknolojinin

birçok alan¬nda ortaya ç¬kma potansiyeli göz önüne al¬nd¬¼g¬nda bu tür problemlerin

çözülebilirli¼ginin ve yaklaş¬k çözümlerinin incelenmesi günümüzün önemli bir konusu

olarak görülmektedir.
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