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BOLUM 1
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez caligmasinda, Caputo kesirli tiirev igeren ve lineer olmayan difiizyon denklemi,
baglangic ve siir kosullari ile ele alinarak bir ters problemin ¢oziimiiniin kararliliginin
aragtirilmasi amaglanmistir. Bu boliim, tez boyunca yararlanilan temel tanim ve teorem-

lerden olusmaktadir.

Tanim 1.1 f fonksiyonunun Laplace doniigiimsii

oo

LIf(s) = / et f (1) dt (11)

0
seklinde tanimlanar. Burada L[f], yukaridaki integrali yakinsak yapan tim s degerleri

icin tanumly bir fonksiyondur (O’Neil 2012, s. 77).

Laplace doniistimii, cesitli tipteki baglangic deger problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan
onemli bir yontemdir. S6z konusu déniigiim yardimiyla bazi baglangic deger problemleri,
¢oziilmesi daha kolay olan cebirsel denklemlere indirgenir, 6érnegin, dalga yayilimi ve
difiizyon olayini analiz etmek amaciyla kismi diferensiyel denklemleri igeren sinir deger

problemlerini ¢zmede de kullanilir (O’Neil 2012, s. 77).

Tanim 1.2 Eger f ve g fonksiyonlar: [0,400) tzerinde tanwmly ise, t > 0 i¢in f * g

konvoliisyon fonksiyonu

t

e )= [ Fit-T)g()dr (1.2
0

bigiminde tanamlanyr (O’Neil 2012, s. 96).

Teorem 1.1 (Konvoliisyon Teoremi) Eger f * g tanimli ise,

L[fxgl=L[flL]g] (1.3)

esitligi saglanwr (O’Neil 2012, s. 97).



Tamim 1.3 Eger u € L' (R™) ise, bu fonksiyonun Fourier déniigimii

1 )
Flu] (&) = — /e_”&u (x)dz, £ €R” (1.4)
(2m)"
R
ve ters Fourier dontistimii

1
(27T)n/2

FHu) (6) = /e“fu (x)dx, £ € R" (1.5)

R

seklindedir. Burada u € L' (R™) ve

‘eiixq = |cos (z€) £ isin (x€)| = \/(cos (2€))* + (£sin (z€))* =1 (1.6)
olup bu integraller her bir £ € R™ i¢in yakinsaktir (Evans 1998, s. 183).

Benzer gekilde, Fourier doniisiimii de bazi lineer kismi diferensiyel denklemleri ya cebirsel
denklemlere ya da daha az degisken iceren diferensiyel denklemlere doniistiirmede oldukca

giiglii bir aractir (Evans 1998, s. 182).

1.1 KESIiRLi ANALIiZ iCIN TEMEL TANIMLAR

Kesirli analiz, tamsayi-mertebeden diferensiyel ve integral kavramlarinin genellegtirilmesi
ile olugturulmug keyfi mertebeden integral ve tiirevlerin teorisidir (Podlubny 1999, s. 42).
Kesirli analizin en temel fonksiyonlarindan biri Gamma fonksiyonu olup bu fonksiyon,
n! faktoriyel fonksiyonunu genellegtirerek n—in tamsayi olmayan hatta kompleks degerler

almasimi saglar (Podlubny 1999, s. 1).

Tanim 1.4 Gamma fonksiyonu
['(z) = /ett'Zldt, Rez > 0, (1.7)
0

integrali ile tanmimlanar ve bu fonksiyon kompleks dizlemin sag tarafi olan
C,={2€C:Rez>0} (1.8)
tizerinde yakinsaktir (Podlubny 1999, s. 1-2).

e® iistel fonksiyonu, tamsay1 mertebeden diferensiyel denklemlerin teorisinde ¢énemli bir
rol oynar. Bu fonksiyonun genel hali olan Mittag-Leffler fonksiyonu ise, kesirli analizde

ayn1 derecede 6nemlidir (Jin 2021, s. 59).



Tamm 1.5 ki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, o, 3 > 0 olmak tizere,
zeC 1.9
% C'(an+6)’ ’ (1.9)
geklinde tamimlanr (Podlubny 1999, s. 17).
Onerme 1.2 Mittag-Leffler fonksiyonu, her z € C igin
By (2) =€, Eyi(—2%) =cos(2), Eay(22) =cosh(z), Eps(2?) =222 (1.10)

bagintilarina saglar (Podlubny 1999, s. 17; Gorenflo et al. 2014, s. 20).

Uyar1 1.1 Tamm gereqi

& - 1 - b
h RN J 4 1.11
; I(an+8) T(B) nz:; ['(an+ B) (111
seklinde yazilabileceginden E, 1 (0) =1 olarak elde edilir.
Tanim 1.6 z € C\ {0}, o, 8,A € C, Re(a) > 0, n € N i¢gin
a—f3
L[ Bop ()] (5) = Sf; — (Res>0, A€ C, A <) (1.12)

Laplace doniigimii vardwr (Kilbas et al. 20006, s. 50).

Teorem 1.3 0 < a < 2, 8 keyfi bir reel sayr olsun ve pu, ma < p < min {m, 7o} esitsiz-

ligini saglasin. O halde, |z| > 0 iken

B (2)] < , < larg (z)| <m (1.13)

| e S
— 147

olacak sekilde bir Cy; = Cy («, B, 1) sabiti vardir (Podlubny 1999, s. 35).

Lemma 1.4 t,a, A > 0 degerleri ve pozitif m € Z i¢in

dm

dt_mEa’l (—)\ta) == —)\taimEa,a,m+1 (-)\ta) (114)

ozelligi saglamir (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 432).

Kesirli integral ve tiirevlerin tanimi ilk olarak Riemann-Liouville tiirtinde olarak or-
taya cikmistir ve tamsayi-mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢oziimiiniin bulunmasi,

yeni fonksiyon siniflarinin tanimlanmasi gibi piir matematigin uygulamalarinin geligti-



rilmesinde énemli bir rol oynamistir. Ancak modern teknolojinin yeni ihtiyaglariyla, ke-
sirli tiirevlere olan ihtiyag artmigtir. Viskoelasite ve kati cisimler mekanigi gibi teorilerde,
kesirli tiirevler materyallerin 6zelliklerini daha iyi betimleme amaciyla kullanilmaktadir.
Bu da Riemann-Liouville tiirevinin yetersiz kaldig1 bazi durumlara yol acmustir. Ornegin,
Riemann-Liouville tiirevinin Laplace doniigiimii, yine bu tiirevi igeren baglangic deger-
lerini igermekte, bu da fiziksel yorum i¢in bazi sorunlara neden olabilmektedir. Ancak
Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii, fiziksel yorumu iyi bilinen klasik-mertebeden tiirevli

baglangi¢ degerlerini igermektedir (Podlubny 1999, s. 78-80).

Tamim 1.7 (Caputo Kesirli Tiirevi) n > 1 bir tamsay:, T > 0 ve f (t), [0,T] i¢inde

n+ 1 mertebeye kadar stirekli ve sinarly tiirevlere sahip olmak tizere, Caputo kesirli tirevi,

t
1 F(r)
F(TL*O[) b[ (th)O“"l_”dT? n— 1 < o< n7

fo (1), a=néeN

o f(t) = (1.15)

geklinde tanmimlanyr (Podlubny 1999, s. 79).

Tanim 1.8 Tirevin mertebesi n — 1 < a < n iken Caputo kesirli tirevinin Laplace

dondistimii
LUV = [ O}t =L 1f1(5) = 359 0 (1.16)

biciminde yazlur (Podlubny 1999, s. 80).

Igerisinde kesirli tiirev bulunduran bir denkleme kesirli diferensiyel denklem denir (Pod-
lubny 1999, s. 42). Asagida verilen teoremlerin ispati Laplace doniigiimii yontemi ile
bulunabilmektedir, bu da yontemin kesirli diferensiyel denklemler i¢in baslangic-deger

problemleri i¢in de oldukca 6nemli oldugu gostermektedir.
Teorem 1.5 0 <a <1, A€ R ve Q C R* bolgesi icin f € C (@) olsun. O halde,

Oyt)=-Ay()+f(t), teq,

(1.17)
y (0) = yo,
baslangic-deger probleminin y ¢oziimii
t
Y (t) = YoLon (=A%) + / (t=7)""" Eoo (At =7)%) f(r) dr (1.18)

0

esitliging saglar (Jin 2021, s. 113).



Teorem 1.6 0 < a <1 ve A € C olsun. y : [0,T] — R bir fonksiyon olmak tizere,

Oy (t)=- y(t)+f(y @), y(0) =y (1.19)

baslangi¢-deger probleminin ¢ozimii

t

Y (1) = yoEar (=) + / (t = 1) Bua (<A (t — 7)) f (4 (7)) dr (1.20)

0

esitligini saglar, burada f : C — C fonksiyonu global Lipschitz streklidir (Diethelm 2019,
s. 7).

1.2 TEZ CALISMASINDA KULLANILAN BAZI UZAYLARIN TANIM-
LARI

1.2.1 Siirekli Fonksiyonlar, Lebesgue ve Sobolev Uzaylar:

Tanim 1.9 (Siirekli Fonksiyonlar Uzay1) Q, R™ wuzayinda bir bolge, m > 0 bir tam-
sayr ve |a| < m olsun. Her m degeri igin, D%p kismi tiirevleri ) bélgesinde stirekli
olacak sekilde, tim ¢ fonksiyonlarinin olusturdugu vektor uzay, C™ () ile gosterilir ve
C? () = C(Q) bigiminde yazilir. C= () = (+_, C™ () seklinde tanvmlanar. Ayrica,
Q dizerinde 0 < |a| < m igin D*¢ sumarl olacak sekildeki ¢ € C™ (Q) fonksiyonlar sinarl

ve strekli fonksiyonlar uzayin olusturur ve C (Q) ile gosterilir. CF (Q) uzay

Hu”cg(ﬂ): max sup |D¢| (1.21)

0<|e|<m e
normu ile birlikte bir Banach uzayidir. C™ (ﬁ) uzayr da ayne norma sahiptir (Adams

and Fournier 2003, s. 10, 80).

Tanim 1.10 (L? () Uzay1) 2, R" wuzayinda bir bolge, p bir pozitif reel sayr olsun.

bélgesinde

/Q|u ()P dx < o (1.22)

saglanacak sekilde tim ol¢ilebilir u fonksiyonlarman uzayr LP () ile gosterilir. 1 < p <

oo olmast durumunda

ol = ([ 1o d:v)]l’ (1.23)

LP (Q) dizerinde bir normdur. 0 < p < 1 iken bir norm belirtmez (Adams and Fournier

2003, s. 23-24).



Teorem 1.7 1 < p < oo igin LP () bir Banach uzay olup L* () uzay

(u,v) = /Qu (x) v (x)dx (1.24)

i¢ ¢arprmana sahip bir Hilbert uzayidir (Adams and Fournier 2003, s. 29-31).

Tanim 1.11 (L*> (Q) Uzay1) u, Q bolgesinde bir olgilebilir fonksiyon olsun. Eger Q
bolgesinde |u(z)| < K olacak bi¢imde bir K sabiti varsa, o takdirde u fonksiyonu ) da
esas symrhdir (essentially bounded) denir. Burada, K sabitlerinin en buyik alt sinarina
da |u| nun esas supremumu (essential supremum) denir ve esssup,.q |u(x)| ile gosterilir.

Q bolgesinde esas sinirly tiim u fonksiyonlarinn vektor uzayr L™ () seklinde tanimlanar.
1tl] e ey = esssup [u(@)] (1.25)

ile tamwmlanan ||-||  fonksiyoneli L> () dzerinde bir normdur (Adams and Fournier

2003, s. 27).

Tamm 1.12 (Sobolev Uzay1) m bir pozitif tam sayi, 1 < p < 00 ve [||| p () de L (2)

uzaynda bir norm olmak tzere,
Wwmr(Q)={ue LF(Q): D e LP(Q),0 < |a| <m} (1.26)

uzayr, uygun her u i¢in

1/p
HuHWm,p(Q) = Z HDQUHI;JP(Q) ) 1 <p<o0, (1.27)
0<|a|<m
veya
||U||Wmvoo(9) = Oéﬁj‘%{m ||DauHL°°(Q) (1.28)

normu ile birlikte Sobolev uzayr olarak adlandvrilir (Adams and Fournier 2003, s. 59).

Tanim 1.13 (H™ (Q2) Uzay1) m > 1 olmak tizere, fonksiyonun kendisi ve m—inci mer-
tebeye kadar tim genellestirilmis tirevieri L? (Q) uzayna ait olan tim fonksiyonlarin

olugturdugu uzay H™ (2) ile belirtilir ve tzerinde tanymlanan

(e Fmay = 3 [ DD Fada (1.29)

la|<m



1¢ carprmana gore bir Hilbert uzaydr, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/2

T / D d (1.30)

la|<m @

bigimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tamm 1.14 (H} (Q) Uzay1) C' (Q) ile Q iizerinde kompakt supporta sahip siirekli fonksi-
yonlarin kesigiminden olusan uzaym, H™ (Q) da kapams: H} () ile gosterilir. Hy (),
H' (Q) wzaymmn i¢ ¢carpuma ile tanamly bir Hilbert uzayudar (Brezis 2011, s. 107).

Teorem 1.8 u € H' (Q) olsun. u € H} (Q) olmas: ancak ve ancak 09 dizerinde u = 0

iken saglamir (Brezis 2011, s. 107).

Teorem 1.9 (L? Uzaylar1 igin Gémme Teoremi)

vol () = / ldz < o0 (1.31)

ve l <p < q< oo oldugunu kabul edelim. Eger w € L1(Q)) ise, o halde uw € LP () dur ve

el gy < (w0l ()P Ju]| (1.32)

)
dur, boylece L1 (Q) — LP () yazlir (Adams and Fournier 2003, s. 28).

Tanim 1.15 (Koni Kosulu) Q bir bolge, v, R™ de sifirdan farkly bir vektor, 0 < k < m

ve Il (x,v) x,v arasindaki a¢r olmak tizere,
C={zeR":2=0veya 0 < |z| < p, II(z,v) < K/2} (1.33)

kiimesi, tepe noktast orijinde olan sonlu koni olarak adlandwrilir. Eger bir C' sonlu konisi
mevcut ise, oyle ki her bir x € € noktasi Q) icerisinde kalan C, sonlu konisinin tepe
noktasini olusturdugu ve C,, C' konisine eglenik oldugu takdirde, 2 koni kosulunu sagliyor

denir (Adams and Fournier 2003, s. 82).

Ornek 1.1 Q, = {(z,y) €R?: 0 < |z| < 1, 0 <y < 1} bélgesi koni kosulunu saglar (Ad-
ams and Fournier 2003, s. 84).



Teorem 1.10 (Sobolev Gémme Teoremi) Q@ C R™ bir bolge ve j > 0, m > 1 wve
1 < p < oo tamsayilar olmak tzere, Q) koni kosulunu saglasin. Eger mp > n veya m =n

ve p =1 ise,

Witme (Q) — C4 (Q) (1.34)
dir, ve ek olarak p < q < oo i¢in

WP (Q) — L1(Q) (1.35)
dir (Adams and Fournier 2003, s. 85).

Lemma 1.11 Q sunrh bir bolge olmak tizere, C (Q) C L? (Q) C L' (Q) saglanwr (Mikhailov
1978, 5. 106).

Lemma 1.12 FEger f ve |f| fonksiyonlari Lebesgque integrallenebilir ise,

‘/f(:c)d:c

esitsizligi saglanar (Viadimirov 1971, s. 9).

< [1f@lda (1.36)

1.2.2 Zaman igeren Uzaylar

Parabolik tipte problemlerin iyi konulmuslugunu ve regiilerligini incelemek i¢in bu uzaylar
oldukga kullanmighdir (Jin 2021, s. 339). (a,b) C R olmak iizere, L (a, b; X') uzaylar1 evrim
denklemleri teorisinde kilit rol oynar (Kufner et al. 1977, s. 117). © = [0,7] iken bu

uzaylar, zaman igeren uzaylar olarak adlandirihr (Evans 1998, s. 285).

Tanim 1.16 X bir Banach uzayr ve ©, R™ de bir bélge olsun. Tim u : © — X stirekli

fonksiyonlarinin uzay C (0; X) ile gosterilir ve

[ull ooy = sup [lu (8)]lx < oo (1.37)
t€®

normu ile tanimlanir. Benzer sekilde m € N i¢in C™ (0; X)) ile gosterilir ve

lullemec) = 2 swp[|D7u(B)]] < o0 (1.38)

[B]I<m ted

normu ile tanimlanr (Kufner et al. 1977, s. 40).



Teorem 1.13 C (@; X) ve C™ (@; X) birer Banach uzayidir (Kufner et al. 1977, s.
40).

Tanim 1.17 X bir Banach uzay, 1 < p < oo ve ©, R" de sinirli, bos kiimeden farkly bir

bélge olsun. Bu takdirde,

/@ lew (8% dt (1.39)

Lebesgue integrali sonlu olan tim kuvvetli ol¢iilebilir uw: © — X fonksiyonlarinan kiimes:

LP (©; X) ile gosterilir. Bu uzay

ol = [ Iutol dt) ’ (1.40)

normu ile tanwmlamr (Kufner et al. 1977, s. 113).

Teorem 1.14 1 < p < oo i¢in LP (0; X) bir Banach uzaydwr (Kufner et al. 1977, s.
114).

Tanim 1.18 X bir Banach uzay: ve ©, R™ de sinarl, bos kiimeden farkly bir bolge olsun.

esssup ||u (t)]|x < oo (1.41)
t€®

olacak sekilde tim kuvvetli olgiilebilir v : © — X fonksiyonlariman kiimesi L (0; X) ile

gosterilir. Bu uzay

[l s (0,x) = esssup [Ju (#)]| ¢ (1.42)
t€®

normu ile tanwmlanar (Kufner et al. 1977, s. 115).

1.2.3 Kesirli Sobolev Uzaylar:

Kesirli Sobolev uzaylarii tammlamak i¢in 6ncelikle B; (R™) uzay1 gz 6niine alinmigtir.

Burada [|s|], s reel sayisinin tam degeri, 0 < {s} < 1 i¢in
0 < s # tamsayr, s = |[|s|] + {s} (1.43)
bi¢imindedir ve her p € [1,+00) olmak tizere, B, (R") uzay

1/p
1D%f (z + h) — D*f ()| 70 @n)
Bg,(R™) = || fllywus sp®n) T Z / ]h|n+{8}p dh (1.44)

lal=[ls]] \gn

/1




normu sonlu olan tiim f € L? (R") fonksiyonlarindan olusur. Ozel olarak, 0 < s < 1 iken

1/p

o — y[""

/]

Bs,(R™) — Hf”LP(R") + /

nxR"

seklindedir (Triebel 1992, s. 6-7). Diger taraftan, p = 2 6zel durumu igin klasik
Sobolev uzaylar1 ve B3, (R") Slobodeckij uzaylar1 Fourier déniigiimii ile tamimlanabilir.

ferlP(R"),1<p<ooign

1P lpseey ~ || +1ED O] 0.

= |Fr (a+1er)” i)

(1.46)

L2(Rm)

dir, burada ~ birbirine denk normlar1 gostermektedir (Triebel 1992, s. 5-7). Boylece

kesirli Sobolev uzaylari,
HERY) = {fe ' ®):F 1+ FI11©) € 1 R} (1.47)
seklinde

|7 (163 7 1719) (148

LP(R™)

normu ile tanimlanir. Bu uzay literatiirde Liouville uzaylari veya Bessel potansiyel uzay-

lar1 olarak da bilinir (Triebel 1992, s. 11-12).

Teorem 1.15 7)1 < p < 00, k € NU{0} igin H} (R") = W*? (R") dir,
ii) s > 0 ig¢in Hy (R™) = B, (R™) dir (Triebel 1992, s. 12).

Tanim 1.19 Q, R"™ de bir bolge olsun. s € R, 0 < p < 00 i¢in
B, (Q) = {feD(Q):glg=f olacak bigimde bir g € B, (R") vardur} . (1.49)

Burada g|, ile g nin  bolgesine kisitlanasine, D' ile de tim kompleks degerli dagilimlarin

koleksiyonu gésterilmistir ve f € By, (§2) igin

||fHB;p(Q) = inf HQHng(Rn) (1.50)
dir (Triebel 1992, s. 69).
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Yukaridaki tamm yardimiyla W*P (), W*P (R") uzaymdaki fonksiyonlarin Q bolgesine

kisitlanigi olarak goz oniine alinir (Jin 2021, s. 339). Bunun i¢in g fonksiyonu

f, € bolgesinde,

g= (1.51)
0, R™\Q bolgesinde

seklinde segilebilir (Di Nezza et al. 2012, s. 546). Boylece, basitlik agisindan Hj yerine H*®

gosterimi yapilirsa W*2 () = H® (Q) uzaylar1 tiim reel s > 0 degerleri i¢in tanimlanabilir.

Ornek 1.2 Kabul edelim ki, w € H* (R") olsun. Eger s > n/2 icin u € H* (R") ise,
u € L*® (R"™) dur ve

[ull oo mmy < C2 ]| gra ey (1.52)

esitsizligi vardur, burada Cy sabiti sadece s ve n degerlerine baglhdir (Evans 1998, s. 292).

Ispat. u € L? (Rd) i¢in ters Fourier doniisiimii tanimindan
u(z) = (2m)"/? / e84, (&) dE (1.53)

yazilir. Buradan e = cos (z€) + isin (z€) igin |e™ ‘2 < 2+ 2i olup

_V2E2 \/2 T
< oy e (014 < O il (1.5)

u (z)[?

elde edilir. Her iki taraftan x € R" iizerinde esas supremumu alinirsa

esssup [ ()] = (] < oy < C 1] (1.55)

r€R™

bulunur. Simdi [|@| ;1. incelenirse, (§) := /1 + €% icin

ol gny = . @ (§)] d€ = (<€>S €7 [a ()l dg = ({6, () [ (&) paggny
< MO g € >ar\mn):H<£>‘SHL2(R,L i),
< [l ||L2(]Rn) 1] 7 ey (1.56)

olur, (1.56) esitsizliginin iigiincii satirinda Cauchy-Schwarz egitsizligi kullanilmigtir. ()
fonksiyonu, 0 noktasinin komgulugunda singiilerlige sahip olmadigindan, eger n < 2s ise,

H H L2@ny < dir. Boylece (1.52) esitsizligi gosterilmis olur. m

11



1.2.4 H*(Q) Uzaylar

s > 0 bir reel say1 olmak tizere, H* (Q) uzaylar,
A H*(Q)NHL(Q) — L2 () (1.57)

eliptik operatorii ile iligkilendirilerek tanimlanir ve A operatoriiniin simetrik, ikinci mer-
tebeden diizgiin eliptik bir operator oldugu kabul edilir (Jin 2021, s. 337). Burada, soz

konusu operatoriin tanim kiimesi
H*(Q) N Hy () = {u e H*(Q) : 09 tizerinde u = 0} (1.58)

seklindedir (Brezis 2011, s. 219). A operatoriiniin (1.57) seklinde tamimlanabilmesi
amaciyla, Teorem 1.10 geregi Q C R? iken d < 4 sartmmn saglanmasi, yani bagka bir
deyisle d € {1,2,3} olarak secilmesi gerekmektedir. Agagidaki teorem yardimiyla ele

alinan operatoriin ve dzdegerlerinin 6zellikleri verilmigtir.

Teorem 1.16 (Simetrik Eliptik Operatorlerin Ozdegerleri) Q, R? diizleminde acik

ve stnarly bir bolge,

d

Au = — Z Ox; (a;j (v) Ozju) ,x € Q, (1.59)
ij=1

;= Qj;, Qi € Cc*™ (ﬁ) (160)

olsun ve pozitif bir 0 sabiti ile her x,& € R icin

d
> ai () €8 > 01, (1.61)
ij=1

diizgiin eliptiklik kosulu saglansin. Bu takdirde,
i) A operatérinin her bir 6zdegeri reeldir.

it) A operatérinin her bir ozdegeri, (sonlu) kathiligr ve tekrarliligina gore siralanarak
0 < M<Ah<A<...,
j — oo iken \j — oo (1.62)

olacak sekilde ¥ = {)\j};il elde edilir, burada %, A operatoriniin (reel) spektrumunu
gostermektedir.

i) j=1,2,... icin

Aw; = Mwj, Q iginde (1.63)

wj = 0, 0Q dzerinde (1.64)
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probleminin ¢ézimii w; € Hy (Q) olsun. Bu durumda, L? (Q) uzayiman bir {w;})2, orto-

normal baz vardir (Evans 1998, s. 335).

Her s > 0 icin H* () uzay:

H* (Q) = {UELQ(Q):i/\ﬂ(v,cpj)’2<oo}, (1.65)
ve ~

Z X2 (v, ;)] (1.66)

normu ile birlikte bir Hilbert uzayidir (Jin 2021, s. 338). Bu da, Sakamoto and Yamamoto
(2011) de H* (Q) =D (AS/ 211) ile verilen duruma kargilik gelmektedir. Asagidaki lemma

g6z oniine alinarak H* () ile L? (Q) uzaylar arasindaki gegis verilmistir.

Lemma 1.17 Kabul edelim ki, H bir Hilbert uzay ve {¢, },-, C H ortonormal bir baz
olsun. O takdirde, her u € H i¢in

Z u, <pj ©j, yaniu = hm Z ,gpj ®; (1.67)
Jj=1 j=1

yazlabilir ve

Jull7 = Z | (u, )| (1.68)

seklindedir (Brezis 2011, s. 143).

Boylece
o 2 o0 o
e = 3 |(X%)] = 010470 = 1A ¢
j=1 j=1 j=1
- ”AS/%H;(Q) (1.69)

olup s > 0 icin H* () € H*(Q) dir. Ozel olarak,

H®(Q) = L*(Q), H'(Q) = H} (Q), H?(Q) = H*(Q) N H () (1.70)
seklindedir. H* (Q) C L? (Q) oldugundan, (L2 (Q)) duali ile L2 (Q) zdeslestirilerek

i (@) c 12 (9) (7 (Q))' (1.71)

yazilir. Burada

H(Q) = {Ueﬁ Z% (v, 0,) <oo}: (HS(Q))' (1.72)

J

ile verilmigtir (Jin 2021, s. 338).
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Lemma 1.18 A operatiriniin ézdegerleri A\, olmak tzere, her n € N i¢in A, > Cyn?/?

ozelligi saglanir (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 435).

Teorem 1.19 (Lebesgue Teoremi) @), R" wzayinda bir bilge olsun.  fp(x), k =
1,2, ... olgilebilir fonksiyonlar dizisinin Q) bolgesinde hemen hemen her yerde bir f(x)
fonksiyonuna yakinsadiginy kabul edelim. Ayrica g (x) integrallenebilir bir fonksiyon ol-
mak tizere, hemen hemen her yerde |fy (x)| < g(x), k = 1,2,... olsun. Boylece f(x)

fonksiyonu da integrallenebilirdir ve

k—o0

lim /fk (x)dx = /f(m) dx (1.73)
Q Q
dir (Mikhailov 1978, s. 53).

k
Uyar: 1.2 Yukaridaki teoremde fi (x) = > my, () seklinde alimarsa asagudaki egitlik

elde edilir:

/imn(:&)dm — /’}ngmn(x)dﬁ_/ljil{;fk(x)dx/f(x)dx
Q n=1 Q n=1 ) 5
k
= Jin [ G =t [ S m, @) ds
Q Q n=1
k oo
N JEEOZ/W (z) dw = Z/mn () da. (1.74)
n=1 Q n=1 Q

Teorem 1.20 >  m, (x) serisi [a,b] icerisinde her bir x degeri icerisinde F (x) fonksi-
n=1
yonuna yakinsadigine kabul edelim, m), (x) mevcut ve a < x < b araliginda strekli, oyle ki

doom! (x) serisi [a,b] tizerinde diizgin yakinsak olsun. Bu durumda, Y m! (z) = F' (x)
n=1

= n=1
esitligi gegerlidir (Buck and Buck 1978, s. 270).

Lemma 1.21 (Konvoliisyon I¢in Young Esitsizligi) v € L' (0,7), w € L1(0,T) ve
1 < q < o0 olsun. O halde,

|v * w”Lq(o,T) < ”UHLI(O,T) ”wHLq(o,T) (1.75)
esitsizligi saglanwr (Kubica et al. 2020, s. 123).
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Lemma 1.22 (Genellesgtirilmis Gronwall Esitsizligi) C5 > 0 bir sabit, 0 < a < 1
ve (0,T) bélgesinde f € L' (0,T) olsun. Ayrica w € L* (0,T) i¢in

t
Ogu(t)gf(t)—i—Cg,/(t—s)o‘_lu(s)ds,OgtST (1.76)

0
egitsizliginin saglandige kabul edilirse,

w(t) < £ () +C'Gec7t/(t—s)a_1f(s) ds, 0<t<T (1.77)

elde edilir. Burada Cg, C7 > 0 sabitleri o, Cs degerlerine baglidir, ancak T’ > 0 degerinden
bagimsizdur (Kubica et al. 2020, s. 124-125).

Teorem 1.23 (Green Formiilii) p (z) ve q(x) reel degiskenli ve reel degerli fonksiyon-

lary i¢in

L= (v ) +a@) (1.78)

diferensiyel operatérini géz éniine alalim. u ve v, [a,b] aralige tizerinde iki kez integral-
lenebilir fonksiyonlar olmak tizere,
b

/ (vLyu — ulyv) dz = p(—vi’ + v'u)|’ (1.79)

a

a

ifadesine Green formiilii denir (Cahill 2013, s. 2006).

Uyar1 1.3 Egeru ve v fonksiyonlari, (1.79) Green formiilinde (v'u — vu')|Z = 0 egitligini
saglyor ise, Ly diferensiyel operatori simetriktir denir (Cahill 2013, s. 207).

1.3 ELIiPTiK DENKLEMLER iCiN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Tamm 1.20 G C R" igin Ly lineer operatdriniin tanvm kiimesi Mr, C L? (G) olsun.

Eger f,g € My, i¢in

(L2f,9) = (f, L2g) (1.80)

egitligi saglanwyorsa, o takdirde Ly : My, — L? (G) déniisiimii ile taneml operatire self-

adjoint denir (Vladimirov 1971, s. 25).
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Teorem 1.24 FEger Lo operatori self-adjoint ise, tiim 6zdegerleri reel ve farkl ézdegerlere

karsilik gelen tim ozfonksiyonlar ortogonaldir (Viadimirov 1971, s. 26).

G smirh bir bolge olmak iizere,

Lou = —div (pgradu) + qu = \u, x € G, (1.81)
denklemini ve

au+ 3 g—z =0 (1.82)
oG

kosulunu saglayan u € C? (G) N C* (@) ¢oziimiinii bulma problemi ele alahm. Burada

p € Cl(a),qGC’(@),p(:L‘)>O,q(x)ZO,xE@, (1.83)
a € C'(0G), peC(0G), a(x)>0, 3(z) >0, (1.84)
0 < a(@)+p(z), v€0G (1.85)
dir.

Lemma 1.25 A\ = 0 degerinin Lo operatoriniin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter

sart g =0 ve a = 0 olmasidur (Viadimirov 1971, s. 259).

Bu lemma yardimiyla Neumann sinir kosulu igeren problemler i¢in A = 0 6zdegerinin
spektruma dahil edilmesi gerektigi ancak Dirichlet sinir kogulu igeren problemler icin bu

ozdegerin bulunmayacagi soylenebilir.

Teorem 1.26 L, operatoriniin ézdegerlerinin kiimesi saynlabilirdir ve sonlu saipda limit
noktasina sahip degildir; her ézdeger sonlu katlara sahiptir. My, bolgesine ait her fonksiyon
Ly operatoriiniin ozfonksiyonunu iceren Fourier serisine agilabilir (Viadimirov 1971, s.

260).

Bu teorem yardimiyla Lo operatoriiniin 6zdegerleri, k — oo iken A\, — oo olmak {izere,
0 < A < )\ <... geklinde numaralandirabilir. Burada her £ = 1,2, ..., degeri igin {\}
ozdegerlerine karsiik gelen ozfonksiyonlar1 ¢, € M, ile gosterilir, boylece her bir Ay
ozdegerine kargilik gelen bir ve yalmz bir ¢, 6zfonksiyon vardir. Burada {¢,} 6zfonksi-

yonlari reel ve ortonormal secilerek

(L2@k, 0i) = Me(rs 1) = Nl (1.86)
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yazilabilir. M|, bolgesine ait her fonksiyon Ly operatoriiniin {¢, } 6zfonksiyonlarimi igeren

Fourier serisine agilabilir, yani

o0

f(z)= (fs on) or (2) (1.87)

k=1

bigimindedir ve bu seri G iizerinde diizgiin yakmsaktir (Vladimirov 1971, s. 261).
Tanim 1.21 (Leibniz Integral Formiilii) f ve 0f /0,
R={(z,t):a<z<b c<t<d}

dikdortgeni iginde strekli olsun ve ug (x) ile uy (x), a < z < b aralbiginda siirekli dife-
rensiyellenebilir fonksiyonlar ve deger kiimeleri (¢, d) agik aralginin bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda,

w1 () u ()

o [ reod= [ Lenasspn@ine - feu@hne )

ug(z) ug(z)

esitligi vardur (Protter and Morrey 2012, s. 425).

Asagida verilen Reynolds transport teoremi, Leibniz integral kuralinin ii¢ boyuta genisle-

tilmesi olarak diigiiniilebilir (Kundu et al. 2012, s. 85).

Tanim 1.22 (Reynolds Transport Denklemi) & = (xy, 2, 23) olmak tzere,
D faavav= [Lawnia+ (6@ mmd
Dt z, = [ 3G @ t)dv Z,t) vgngdv

R R OR

esitligine Reynolds transport denklemi denir. Burada ny OR yizeyine dig birim mormal
vektor ve J Jakobiyen determinant: olmak tizere, dv = JdV diwr. Eger R bolgesi sabitlen-

mas bir bolge ise, sinarlar t degiskeninden bagimsiz olup
Q/G(ft)dv—/ﬁe(m)dv (1.89)
ot ’ ot '

R R
dur (Sadd 2018, s. 139-140).

Teorem 1.27 (Fubini Teoremi) Q; ve Qy reel eksen fdizerinde araliklar olmak iizere,

bir f fonksiyonu 1 X Qq dizerinde stirekli ve sinirly olsun. Bu takdirde,

//f(x,y)dxdy://f(x,y)dydx (1.90)

Q1 Qz QQ Q1

esitligi gecerlidir (Krantz 1999, s. 8).
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Tanim 1.23 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) X bir i¢ carpim uzayr olsun ve X fdize-

rinde norm
[z = VI(z, z)| (1.91)
seklinde tanimlansin. Eger x,y € X ise,

(@, )| < ]l ]yl (1.92)

esitsizligi saglanar (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 128).
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BOLUM 2

KESIiRLi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN BAZI DiFUZYON
DENKLEMLERI iCIN DUZ PROBLEMLERIN FORMAL COZUMU

2.1 GIRIS

Rastgele molekiiler hareketler sonucu, maddenin, ele alinan sistemin bir parcasindan

digerine taginma siirecine difiizyon adi verilir (Crank 1975, s. 1).

Tanim 2.1 Q C R? ve T > 0 olmak tizere, Q x (0,T) silindiri iizerinde tanimih

Q% = div (pgradu) — qu + F (z,t), (2.1)
difiizyon denklemi olarak adlandirilir. Burada o, p, q katsayplar: t zaman degiskenine bagh
olmayip x € Q iken o (x),p(z) >0, q(z) > 0vep € O (ﬁ) ,0,q€C (ﬁ) dur (Viadimirov

1971, s. 53).

Tamim 2.2 Q C R?, yeterince diizgiin OQ simarina sahip ve siarl bir bélge olsun. Burada

T > 0 ve L diizgiin simetrik eliptik operator olmak tizere,
oy (z,t) = (Lu) (x,t) + F (z,t), 2 €, t € (0,7) (2.2)

denklemine 0 < o < 1 tken kesirli difiizyon denklemi, 1 < a < 2 iken de kesirli difiizyon-

dalga denklemi veya kesirli dalga denklemi denir (Sakamoto and Yamamoto 2011, s. 427).

Kesirli difiizyon denkleminde, kesirli tiirevin mertebesinin degeri yayilimin hizini degistir-
mektedir. a = 1 iken normal difiizyon, a = 2 iken balistik difiizyon olarak bilinmektedir
(Metzler and Klafter 2000, s. 7). 0 < o < 1 durumu, normalden daha yavag difiizyonu
(subdiffusion), 1 < a < 2 ise normalden daha hizl difiizyonu (superdiffusion) gostermek-
tedir (Gitterman 2000, s. 6065). Ornek olarak, kesirli difiizyon denklemi, kaya, tortu veya
toprak gibi oldukga farkli bilesenlerden olusan ve suyu gegiren bir yeralt1 tabakasindaki

olagandig1 yayilim olay1 igin bir model denklemidir (Xu et al. 2011, s. 1356).
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Kesirli mertebeden kismi diferensiyel denklemler i¢in bazi modeller bilinmekle birlikte
bu tiirden denklemler i¢in tam bir simiflandirma heniiz mevcut degildir (Rogosin 2013,
s. 51). Ancak literatiirde iizerine galigilan denklemlerin ¢zelinde lineer, hemen-hemen
lineer ve lineer olmayan olarak isimlendirilen denklemler mevcuttur. Jin (2021)’in altinc
boliimiinde, kesirli difiizyon denklemini, lineer difiizyon, F' (z,t) = F (u(z,t)) iken ise
lineer olmayan difiizyon denklem olarak belirtilmektedir. Son zamanlarda, kesirli mer-
tebeden lineer olmayan difiizyon denklemleri 6nem kazanmigtir. Diizensiz sistemlerde
olagandis1 tagima, gazlarin gozenekli ortamda siiziilmesi ve yine gozenekli ortamda ince
tabakali doygun ¢ozelti bolgelerinin incelenmesi gibi uygulamalar: vardir (Vishal and Das
2012, s. 203).

Literatiirde ) C R? olmak iizere,

u(x,t) = Lu(x,t)+ F(x,t,u(z,t)), (x,t)eQx(0,7T), (2.3)
Bu(z,t) = 0, (x,t) € 9Q x [0,T7], (2.4)
u(z,tg) = b(x), x€Q, to€{0,T}, (2.5)

zaman degiskenine goére Caputo kesirli tiirevi, uzay degiskenine gore L tiirev operatoriinii
igceren probleminin ¢oziimiinii elde eden galigmalar dikkate alinmigtir. (2.4) esitliginin sol
tarafindaki Bu ise sinir kogulunu belirtmektedir.

Bu tez ¢alismasinda ele alinan formdaki bir problemin formal ¢oziimiiniin bulunmasinin

temeli, klasik kismi diferensiyel denklemler icin

O (x,t) = Lou(x,t), (x,t)€ Qx(0,400), (2.6)
u(z,t) = 0, (x,t) € 9Q x (0,+00), (2.7)
u(z,0) = b(z), z e, (2.8)

probleminin ¢dziimiiniin, degiskenlere ayirma (Fourier, 6zfonksiyonlar agilimi) yontemi ile

o

w(z,t) = (b,0,) 2 XD (—Aal®) @, (2) (2.9)

n=1

seklinde elde edilmesine dayanir. Burada € C R? siirh bir bolge, operator
Lo: H* (Q)N Hy () — L*(Q) (2.10)
bigiminde, ¢,, (x) fonksiyonu

L = =\, € iginde,
©,, = 0, 0% iizerinde,
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probleminin bir ¢oziimii ve {¢,},>, L* () uzaymm bir bazdir (Brezis 2011, s. 325-
332). Luchko (2010) galismasinda (2.3)-(2.5) problemini, F'(x,t,u (z,t)) = 0 homojen
ve lineer durumunda goz oniine almig ve (2.9) ¢oziimiinde tistel fonksiyon yerine Mittag-
Leffler fonksiyonu igeren gekilde elde ederek genellegtirmistir. Daha sonra, Sakamoto and
Yamamoto (2011), bu yontemi F' (z,t,u(z,t)) = F (z,t) iken parametrelerin degisimi
mantigindan yararlanarak homojen olmayan lineer denklemlere uygulamigtir. Beckers
and Yamamoto (2013) calismasinda, oy < « igin F'(z,t) = 0;"u (z,t) alinmas ise, soz
konusu yontemin lineer olmayan denklemlere uygulanmasi i¢in temel hazirlamistir. Yon-
temi, lineer olmayan denklemlerin ¢oziimii i¢in kullanan baslica ¢aligmalar, Luchko et al.
(2013), Kian and Yamamoto (2017), Jin et al. (2018), Jing et al. (2019) ve Ngoc et
al. (2019) olarak sayilabilir ve sirasiyla Neumann sinir kosulu, kesirli tiirevin mertebesi
1 < a < 2, F fonksiyonu, L operatorii ve u(x,ty) = u(z,T) segilmesi ile ele aldigimiz
diiz problemden farklilik gostermektedir. Soz konusu galigmalar, ele aldigimiz problemin
¢Oziimiinlin bulunmasi icin 11k tutmustur.
Bu boliimde, d € {1,2,3} i¢in Q C R? ve ry, 79,73, T > 0 birer reel say1 olmak {izere,
(0,71), d =1 ise,
Q=1 (0,71) x (0,79), d =2 ise, (2.12)
(0,71) x (0,79) x (0,73), d=3 ise,
bi¢imindeki Q2 x (0,7") bolgesinde

)
)

O (z,t) = Lu(z,t)+ F(z,t,u(x,t)), (z,t)eQx(0,T), (2.13)
u(xz,t) = 0, (z,t) € 9Q x [0,7T], (2.14)
u(z,0) = b(z), v€Q (2.15)

seklindeki baglangic-sinir deger probleminin ¢oziimii ele alinmigtir. Burada u fonksiyonu
problemin ¢oziimiinii, @ € (0, 1) bir rasyonel sayiy1, d5* Caputo kesirli tiirev operatoriinii,
b(z) ve F(z,t,u(z,t)) bilinen birer fonksiyonu ve a;; € C* (Q) katsayilar a;; = aj;
sartin1 saglayacak sekilde tanimlanan
d
Lu = Z 0x; (a;j (z) Ozju) ,x € Q (2.16)
ij=1

ikinci mertebeden tiirev iceren lineer bir operatorii temsil etmektedir. Konunun daha iyi
anlagilmas1 amaciyla, ilk olarak, Lu igin en basit durum olan d = 1 ve a;; (x) = 1 iken
Lu = u,, durumunda ¢oziim elde edilmigtir. Daha sonra, L operatérii i¢in (2.16) genel

durumunda (2.13)-(2.15) problemi g6z 6niine alinarak ¢6ziimii bulunmustur.
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2.2 2 € R DURUMUNDA LINEER OLMAYAN DENKLEM iCEREN BiR
BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMI iCiN FORMAL COZUMUN
BULUNMASI

Bu kisimda,

Hu(x,t) = g (x,t)+ F(z,t,u(z,t)), (x,t) € (0,7)x(0,7T), (2.17)
w(0,t) = w(mt)=0, te[0,T7], (2.18)
u(z,0) = b(x), z € (0,m) (2.19)

seklindeki problem ele alinmigtir. Formal ¢oz{imiin elde edilmesi icin ¢ncelikle

Rup (z,t) = (up),, (z,t), (x,t) € (0,7)x(0,T), (2.20)
up(0,t) = wuy(m,t) =0, t€0,7], (2.21)
up(z,0) = b(x), z € (0,7) (2.22)

lineer ve homojen denklem i¢in baglangic-sinir deger probleminin incelenmesi gerekmek-

tedir. Coziim 6zfonksiyonlar cinsinden

[e.e]

up (2,8) =Y (Th),, (1) ¢, (@) (2.23)

n=1

ele alinmigtir, buradan elde edilen ¢,, yardimiyla homojen olmayan denklem i¢in baslangig-

sinir deger probleminin ¢oziimii de

w(z,t)=> u,(t)g, (z) (2.24)
n=1

bi¢cimindedir. Bunun igin 6ngoriilen ¢oziim

up (2, t) =T, (t) o (x), (x,t) € (0,7) x [0,7T] (2.25)

seklinde aranirsa homojen denklem ve kogullar

p (@) (Tu(t) = Tu(t)@"(x), (x,t) €(0,m)x(0,T), (2.26)
Th)p(0) = Tu(t)p(r) =0, t€0,T1, (2.27)
T, (0)p(x) = bz), z € (0,7) (2.28)

haline gelir. Burada 6ncelikle kogullar incelenecek olursa, (2.27) kogulunda her ¢t € [0, 7]
icin T}, (t) = 0 olmasi sadece u = 0 agikar ¢oziimiiniin gergeklenmesine yol agacaktir. O

halde, (2.27) esitligi
p(0) =@ (m) =0 (2.29)
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seklini almalidir. (2.28) kosulu ise,

b(x)

15, (0) = o)

x € (0,m) (2.30)

olup T}, fonksiyonunun z bilegenine bagh olmasi, ancak T}, (0) = Cy bigiminde bir sabite
esit iken saglanir. (2.26) denklemi ele alindiginda ise,
o (Tn (1) _ ¢" ()

Th (t) ¢ (2)

esitligine doniisiir ve denklemin sol tarafi ¢ ve sag tarafi x degiskenlerine bagh oldugun-

(2.31)

dan bir sabit degere egit olmahdir. Asagida (2.33) seklinde yazilan 6zdeger probleminin,
Teorem 1.16 ile uyumlu olmasi agisindan bu sabit deger —\ olarak secilmistir. Yukaridaki

bagint1 ve kogullardan

(0Th) (t) + AT (t) = 0, T;, (0) = Cy (2.32)
kesirli mertebeden adi diferensiyel denklem icin bir baslangi¢c deger problemi ve
Lyp=¢" = =Xp, p(0) =¢ () =0 (2.33)

olarak ifade edilen, tzdegeri —\ ve karsilik gelen 6zfonksiyon ¢ olan eliptik kismi diferen-
siyel denklem i¢in bir simir deger problemi elde edilmistir. (2.33) problemi ¢oziilerek elde

edilen

¢ (x) = Cq cos <\/Xm> + Chpsin <\/Xx> (2.34)
ozfonksiyonu i¢in ¢,, (0) = Cy = 0 kosulu dikkate alinarak

¢ (z) = Cypsin (\/Xx> (2.35)
yazilir. Burada ¢ (1) = Cygsin <\/X7T> = 0 esitligi goz oniine alinir ve

Vem =nm, n€Z (2.36)
bulunur. Boylece Cy = \/2/_7r secimi ile n € Z icin, L3 operatoriiniin 6zdegeri

—Ap = —n?, (2.37)

ve dzfonksiyonu

o, (1) = \/g sin (\/)\—nx) - \/g sin (nz) | (2.38)
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olarak elde edilir. Burada m,n € Z igin
2 2 1, m =n iken,
—sin (mx) , 4/ — sin (nx) = (2.39)
T T L2(0,m) 0, m # n iken,

oldugundan ¢,,, L? (0, 7) uzayinda ortonormaldir.

Simdi, (2.17)-(2.19) problemine geri déniiliirse, denklem ve baglangig kogulu ¢,, 6zfonksi-

yonu ile carpilarak uzaysal bolge iizerinde z degiskenine goére integral alinirsa

OFu (1), 0n)rem = (tae (58) ) 20 + (F (S u(1)0n)p20m . £ >0, (2.40)

(u (- 0), <Pn)L2(o,7r) = (b, S%)L2(o,7r) (2.41)
elde edilir. Yukaridaki problemi, kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemler igin
baglangic deger problemi bicimine getirmek amaciyla denklem ve kosuldaki her bir ter-

imin incelenmesi gerekir. Denklemin sol tarafindaki terim ii¢iincii satirda Fubini teoremi

ve dordiincii satirda Leibniz integral formiilii kullanilarak

™

@) 2o = [ (o0, (@) da
0

™

4 Y 8 100 P
_/ r(1—a)0/ i=ry 7| (@

0

™

[ [ekEne@),
‘/r<1—a>0/ -

0

t ™
1 1
F(l—a)/ /aT[U’(‘/L‘7T)§0n(ZE)] Z (t—T)a T
0 Lo
1 o7 1
= [ = dr| ——xd
e ) e | @) e @ ds| e
0 0
=0 | [ut)g, () de| =0 (w(0). )i (2.42)
0
bulunur. (2.40) denkleminin sag tarafindaki ilk terim olan
d du
Lsu = . {al (x) %] + as () u, (2.43)

a1 (z) =1, az (z) = 0 6zel durumu i¢in (Lsu, @,) 2 (g, ifadesine karsilik gelmektedir. O
halde, burada

b
/ (vLsu — uLsv) dz = a1 (—ou’ + v'u)]” (2.44)

a

a
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bir boyutlu Green formiilii uygulanabilir ve v = ¢,, (z), v = u (x, 1) i¢in

™

/ [on (2) {Lau (2, 1)} —u (2, t) {Lap, (2)}] dx

= [=¢n (2) ug (2,1) + @, (x) u (2, 1)
= —uy (m,1) @, (7) + u (7w, 1) ], (7) + z (0,2) @, (0) = (0,2) 7, (0) = 0

olup (Lau, ¢y,) 2(0.x) = (U L3y) 120 ) esitligl saglamir.

(umc ('a t) ) <107’L)L2(077T) = (L3u ('7 t) ) (pn)L2(0,7r) = (u ('7 t) ) L390n)L2(0,7r)

= (u ('7 t) ) _)‘n(zpn)L2(0,7r) =\ (U ('7 t) ) @n)L2(O,7r)

yazilir. Basitlik icin

(u ('7 t) 790n)L2(0,7r) Wl (t) )

(F ('7 t,u ('7 t)) > ('pn)L2(0,7r) = Frsl) (’LL (t))
gosterimleri kullanilarak problem

Oup () = —dun (1) + FWY (u(t)), t >0,

n

Up, (0) = (b7(pn)L2(O,7r)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
(2.48)

(2.49)
(2.50)

baglangi¢ deger problemine indirgenmistir. (2.49) denkleminin her iki tarafina Laplace

doniigiimii uygulanirsa

0

SPL (un (5)) = Y™l (0) = =ML (u () + £ (FV (u(s)))

k=0
esitliginden

st 1

0.7) gor 4 An + s+ A\,

L (un (5)) = (b n) 2

elde edilir ve (1.12) geregi

a—1 1

L[Ear (—=M*)] (5) = 35+ o L [t By (—A%)] () =

s+ A\,
olup (2.52) ifadesine ters Laplace doniigiimii uygulanarak
Un (t) = (b,0n) 12(0,5) Bt (—Ant®) + [ B o (—Aat®)] FO (u (1))
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bulunur. O halde aranilan formal ¢oziim

0o t

u (.I‘, t) = Z / (t - T)ail EOé,a (_)‘n (t - 7_)@4) (F (" T,U ('7 7—)) ) @n) dr “n (33)

+Z —Ant®) o, () (2.55)

bigimindedir. (2.37) 6zdegeri ve (2.38) 6zfonksiyonu ¢oziimde yerine yazilarak

t

(o) =23 / (t— 1) Bo (—® (t — 7)°) (F? (u)) dr | sin (na)

m
n=1 0
2 o0
=> (0, Eqop (—n*t) si 2.56
+ - ; sin (nx)) Eag (—n?t®) sin (nz) (2.56)

elde edilir, burada basitlik i¢in (F,?) (u (7‘))) = (F(,7,u(-7)),sin(n)) s, olarak
gosterilmigtir.
Bir sonraki kisimda z € R? durumunda ele alinan operator icin Green formiilii elde edilmis

ve operatoriin self-adjointligi gosterilmistir.

2.3 QO BOLGESININ BOYUTU d = 3 iIKEN L OPERATORUNUN SELF-
ADJOINTLIGININ INCELENMESI

Bu kisimda ele alinacak problemde bulunan operator, €2 bolgesinin boyutunun d = 3 6zel
durumda incelenmistir. d = 2 iken de, islemler benzer gekilde yapilmaktadir. Y (z) =

(aij (v)),4, 4 olmak iizere,

ou ou )

d
= Z <1181+&1282+0138x3
i1y W2,y Wq3 al’l’ 8@’ 8273

(9 ou Ou OJOu
= 8_ {<a11>a127a13> (a%’ 3_1:2’ 0_1:3)}
0 ou Ou OJOu
+8_ {(a21,a22,a23) (6’_x1’ (9_x2’ a—xsﬂ
0 ou Ou OJOu
8_ [(a31,a32,a33) (8_x1’ 8_@7 8_903,)}

(2.57)
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ve

11 Q12 Q13 38—;1
LUZ[%%%} Q21 Q22 Q23 59—;;
a31 dazz (33 3671;
o 0 0
= _——— — | - (Y \V4
= V[V (z)Vuy]
= div[Y (x) grad u (2.58)
yazilabilir. Burada
wlL [u] —uLl [w] =w(V-[Y () Vu]) —u (V- [Y (z) Vuw)]) (2.59)
olup tiirev atma iglemi uygulanirsa
wL [u] — ul [w]
= V- [wY (x)Vu] = Vw - [Y (z) Vu] = [V - [uY (z) Vw] — Vu - [Y (z) Vw]
= V-[wY (x)Vu] = Vw - [Y (x) Vu] = V- [uY () Vw] + Vu - [Y (z) Vw] (2.60)
oldugu goriiliir. Y matrisinin simetrikligi oldugu dikkate alinarak
Vw - [Y (x) Vu]
ailz aiz2 Aais %
:[g—ig—f?g—;”g} Qo1 G2 Q23 38—3;”2
_G31 a32 Cl33_ _8671;_
11 ag1 a31 aa—afi
:[%Q—Z%} Q12 Q22 @32 5’—;
_a13 23 a33_ _3%_
all% + G12§7u + a1338—:,:u3
= [3—;‘1 3—;”2 g—;g} Cl21ax +a228m +a 3553
i agla—m + Gggﬂ +a 35);3
_8 8+a 8u+a ou +8_wa8u+a 8u+a ou
s 1183:1 125~ i~ 1375 — O Oy 205 o 25 i~ 23 5 — O
+(9 . ou ta 3u+a ou
315 o 32 B 33 02,
n llaxl 3x1 12 8.772 81’1 13 81’3 81’1 21 axl 8.732 2 81’2 81’2
Ou Ow N ou Ow Ju Ow ou Ow (2.61)
Qg3 —— —— a3 — —— + 39— —— + 33— —— .
23 85(33 (‘31:2 31 8x1 81‘3 32 61’2 85(13 53 8x3 (%3
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yazilir ve benzer sekilde

Vu-[Y (z) Vw)
ail Aag1 asi g—;“l
= 5—; 38—;,; (r)a—Ji Q12 Q22 Q32 3—;”2
@13 Q23 433 (%’;
ow Ou n ow Ou n ow Ou n ow Ou N ow Ou
= a a a a a
1 8x1 0x1 21 8@ (%1 3 6.733 81’1 12 81’1 81’2 22 8@ 8x2
ow Ou ow Ou ow Ju ow Ou
+CL32—— + (262)

03 0s |+ B 02: 025 P01, 015 "B o1, 01,

elde edilir. Boylece Vw - [Y (z) Vu] = Vu - [Y (z) Vw] esitligi gosterilmistir. O halde
wlLu] —ulw] = V-[wY (x)Vu] =V - [uY (z) Vu]
= V- [wY (x) Vu—uY (z) Vu] (2.63)
olup her iki taraftan x-e gore integral alinirsa ve basitlik i¢in 92 = S yazilirsa
({wL [u] —uL [w)dx = ({V [wY (x) Vu — uY (x) Vw] dz
= [ Y (z) Vw —wY () Vu] - ndS

5
= [Y (z) (uVw — wVu) - ndS
s

—~ {Y (x) (ug—: - w%) ds (2.64)

bulunur. Bu da ikinci Green formiilii olarak adlandirihir (Vladimirov 1971, s. 257). Ele

alinan sart, (1.82) gibi genel yazilirsa, u ve w fonksiyonlari

ou

.- — 2.
au+ 5 1 e 0, (2.65)
aw+ 828 Z 0 (2.66)

on |yq N '

kosullarini saglar. Yukaridaki homojen sistemin sifirdan farkl o, 3 ¢oziimleri olmasi igin

katsayilar determinant1 sifira esit olmalidir, buradan

ou

on 1 =0 (2.67)
ow
BT P
ve
L I - (2.68)
on | yq on | 50
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bulunur. Boylece Green formiiliiniin sag tarafindaki integral sifira egit olarak

JwL [u] — uL [w]dx =0 (2.69)
Q

yazilir, buradan da

(Lu, w) r2(qy = (U, Lw) 2 (2.70)

esitligi elde edilir.

2.4 2z € R DURUMUNDA LINEER OLMAYAN DENKLEM iCEREN BIR
BASLANGIC-SINIR DEGER PROBLEMI iCiN FORMAL COZUMUN
BULUNMASI

Simdi, boliimiin baginda verilmig olan (2.13)-(2.15) probleminin 6ngoriilen ¢oziimii elde
edilmistir. Islem siralamasi 2.2 altbaghgimda incelenen d = 1 durumuna benzer sekildedir.
Burada A = —L olacak sekilde H* (Q2),s > 0 uzaylar tammlanabilir ve Teorem 1.16

geregin = 1,2, ... i¢gin

Ly, = =\, €icinde,
Pn @ G 271)
v, =0, 02 iizerinde

probleminin ¢éziimii olan o, € H? (Q) N Hy (Q) 6zfonksiyonlar1, L? () uzaymmn ortonor-
mal bir baz sistemini olusturur. Burada 1 < 1,5 < d olacak sekildeki her 7, j degeri icin

a;; (z) € C*° (ﬁ), a;; () = aj; (v) oldugu ve

d d
Uzgzz < Z aij (7) &5 (2.72)

i=1 ij=1
esitsizligi saglanacak sekilde bir v > 0 sabitinin var oldugu kabul edilmigtir. Dikkat
edilmesi gerekir ki, bir énceki kisimda incelenen Liu = u,,, L operatorii i¢in a;; (v) = 1,
d = 1 6zel durumudur. Dolayisiyla formal ¢oziim elde edilirken yapilan iglemler bir énceki
kisma oldukca benzerdir.

Islemlere yine homojen denklem icin

uy (x,t) = (Luy) (z,t), (x,t) € Qx(0,T), (2.73)
up(z,t) = 0, (x,t) € 02 x (0,17, (2.74)
up(z,0) = b(z), v € (2.75)
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problemi ele alinarak baglayalim. Coziim
up (2, t) =Ty () p(x), (x,t) € Qx[0,T] (2.76)

seklinde aranarak problem

@ @) (Th(t)) = Tu(t)(Le)(z), (2,8) €2x(0,T), (2.77)
Th () ¢ (2)lpe = 0, t€][0,T7, (2.78)
T, (0)p(x) = bz), z€ (2.79)

bi¢iminde yazilir. O halde, (2.78) sart1

0 (2)|pq =0 (2.80)

dir. (2.79) kosulu ise,
b(x)
¢ (2)

olup T}, fonksiyonunun z bilegenine bagh olmasi, ancak T}, (0) = C4; bi¢iminde bir sabite

T, (0) = 2z e (2.81)

esit oldugu durumda saglanir. (2.77) denklemi ise,

o (T (1)) _ (Le) (z) (2.82)

T (t) v (x)

esitligine doniigiir ve denklemin sol tarafi ¢ ve sag tarafi x degigkenlerine bagh olarak bir

sabit degere esit olmalidir. Asagida = degiskeni i¢in elde edilen problemin, Teorem 1.16

ile uyumlu olmas: agisindan bu sabit deger —\ olarak secilir, boylece
(G0T4) (£) + AT, (£) = 0, T, (0) = Cy (2.83)
kesirli mertebeden adi diferensiyel denklem icin bir baglangic deger problemi ve

Lo==Xp, ¢(@)lpg =0 (2.84)

ozdegeri —\ ve karsilik gelen 6zfonksiyon ¢ olan eliptik kismi diferensiyel denklem igin

)
n=1

bir siir deger problemi elde edilir. Teorem 1.16 geregi, L?(2) uzaymm bir {¢,}
ortonormal baz vardir.

Boylece, lineer olmayan denklem i¢in (2.13)-(2.15) problemine geri déniilebilir. Buradan
denklem ve baglangi¢ kosulu ¢,, 6zfonksiyonu ile ¢arpilip uzaysal bolge iizerinde x degiske-

nine gore integral alindig1 takdirde

(OFu (1), (pn)LQ(Q) = (Lu(-1) 7()0n)L2(Q) + (F (- tu(,t) 7()0n)L2(Q) , >0, (2.85)

(U('ao)aSOn)Lz(Q) = (579071)1;2(9) (2.86)
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bulunur. Bu problemi, kesirli mertebeden adi diferensiyel denklemler icin baglangic deger
problemi bigimine getirmek amaciyla denklemdeki her bir terimin incelenmesi gerekmek-
tedir. Denklemin sol tarafindaki terim 6nceki kisma benzer sekilde incelenmistir, integ-
rale d kez iist iiste Fubini teoremi uygulanmis ve Leibniz integral formiiliiniin genellegtir-

ilmig hali olan Reynolds transport denklemi kullanilarak

(OFuw (1) s @n) 2 = 07 (W (1), 00) 2(q) (2.87)

yazilmigtir. Bir énceki baglikta elde edilen d boyut i¢in Green formiilii yardimiyla (2.85)

esitliginin sag tarafaindaki ilk terim

(Lu (1), (pn)LQ(Q) = (u(+1), LSOn)LZ(Q) == (u (1), S%)LZ(Q) (2.88)

seklindedir. Basitlik i¢in

(u ('7 t) 790n)L2(Q) = Um (t) ) (289)
(F ('vt7u("t)) 790n)L2(Q) ~ F?EB) (u (t)) (290>

gosterimleri kullanilarak problem

up () = =g (1) + F® (u (1)), t >0, (2.91)

n

up (0) = <b7()0n)L2(Q) (2.92)

kesirli mertebeden baslangi¢ deger problemine indirgenmis olur. (2.91) denkleminin her

iki taraftan sirasiyla Laplace ve ters Laplace doniigiimleri alinirsa
U (1) = (0,90 r2() Bag (—Aat®) + [1°7 Ega (= Aat®)] * B (u (1)) (2.93)

yazilir. O halde éngoriilen ¢oziim

t

-y / (= 7 B (A (= 7)) (F (7)) 7 | 1 (0)

+Z ) 2@y Bat (—Aat®) @, () (2.94)

biciminde elde edilir.
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BOLUM 3

KESIiRLi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN BIiR DIiFUZYON
DENKLEMI iCiN BiR DUZ PROBLEMIN COZULEBILIiRLiGININ
INCELENMESIi

Bu boliimden itibaren, sadece baslangic kosulunun sifira esit oldugu durum incelenmistir

ve (2.13)-(2.15) probleminin b = 0 6zel durumu olan

Hu(x,t) = Lu(x,t)+ F(x,t,u(z,t)), (x,t)eQx(0,7T), (3.1)
u(z,t) = 0, (x,t) € 90 x[0,T], (3.2)
u(z,0) = 0, x € (3.3)

diiz problemi ele alinmigtir. Burada F' (x,t,u (z,t)) = s (t) p () + g (u (x,t)) olarak belir-
lenmistir. df'u, 0 < a < 1 igin u fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevini gostermek {izere,
Q) bolgesi (2.12), L operatorii ise (2.16) bigimindedir. Baglangi¢ kosulu i¢in yapilan (3.3)
se¢iminin nedeni, bir sonraki boliimde ele alinan ters problemin Sakamoto and Yamamoto
(2011) caligmasindaki denklemin lineer olmayan duruma genellegtirilmesi olmasidir. Soz
konusu caligmada ele alinan ters problem ayni baslangic kosuluna sahiptir.

Klasik mertebeden tiirevli bir diferensiyel denklem icin bir baglangic deger probleminin
¢oziimiiniin varlik ve tekliginin ispati i¢in Bielecki yontemi kullanilir ve s6z konusu yon-
tem, Jin et al. (2018) tarafindan L = A ve F' (z,t,u (z,t)) = F (u(x,t)) 6zel durumunda
lineer olmayan kesirli difiizyon denklemi igin (3.1)-(3.3) problemine uygulanmigtir. Ayni
teknikten lineer olmayan kesirli diferensiyel denklemler i¢in yararlanilan literatiirdeki baz
caligmalar ise, Kian and Yamamoto (2017), Ngoc et al. (2019), Jing et al. (2019) ve Au
et al. (2021) olarak siralanabilir. S6z konusu makalelerin 1g1¢inda Aribas et al. (2022),
(2023a), (2023b) caligmalar1 yapilmigtir ve buradaki sonuglar kullanilarak agagidaki teo-

rem yazilmigtir. Teorem 3.1 bu boliimiin ana sonucunu belirtmektedir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki, p € L*(Q), r € C[0,T], g(0) =0,

dk
sup ~ (¢)

<o k=01 (3.4)
¢eRr d§
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ve her v,w € C ([0, T]; L*(2)) i¢in

lg (v) = g (W)l 12(0) < Collv = wll 2 (3.5)

esitsizligini saglayan bir Cy > 0 sabiti olsun. Bu durumda (3.1)-(3.3) probleminin 0fu €
C ([0,T]; L? (2)) olacak sekilde tek birw € C ([0, T]; H*(Q) N HE (2))NC* ((0,T7]; L? (22))
¢Ozimii vardir ve

HuHC([O,T];L?(Q)) < Ch ”pHL2(Q) HTHC[O,T] (3.6)

esitsizligini saglayacak gekilde bir Ciy > 0 sabiti mevcuttur.

Teoremin ispat1 i¢in asagida agiklanan Bielecki yonteminden yararlanilmigtir.
3.1 BIELECKI YONTEMIi

Bielecki yontemi, agirlikli bir norma gore siirh elemanlardan olusan fonksiyon uzay-
larinda kullamilir (Corduneanu et al. 2016, s. 43). Onemli kullanim alanlarindan biri
Picard teoreminin ispatidir ve Banach sabit nokta teoremine dayanir. Bir E Banach

uzayimnda, C13 ve C4 birer sabit olmak iizere, her x € E icin
Cus[|z]l; < 2| < Cra |zl (3.7)

esitsizligini saglayan iki norm varsa, bu takdirde bir normda Lipschitz siirekli olan bir
doniisiimiin diger normda da Lipschitz siirekli oldugu dikkate almir. Ornegin, k& > 0 ve
ue C10,7T] i¢in

_ —kt
Jull, = g e fu 1) 39
olmak tizere,

Cise™ ull o) < el < Cs Il (39)

esitsizligini gercekleyen ||| 1y ile [|-[|; normlar seklindedir (Tarafdar and Chowdhury

2008, s. 34).

Tanim 3.1 (Sabit Nokta) F # @ i¢in, M : E — E bir dontsim olsun. Bir x €
E noktasy i¢in M (x) = x esitligi saglanwyorsa, x noktasina M déniigiminin bir sabit

noktasidir denir (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 62).
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Tanim 3.2 (Daralma, Daralma Déniisiimii) (E,d) bir metrik uzay olsun. Eger, her
r,T € F i¢cin
d(M(x) — M (%)) < cd(z—17) (3.10)

bagintising 0 < ¢ < 1 olacak gekilde saglayan bir ¢ sabiti varsa, M : E — E doniigiimiine

bir daralma ya da daralma déniigimi denir (Hunter and Nachtergaele 2001, s. 61).

Teorem 3.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi) FE bir Banach uzayi, M : E — E lineer

olmayan bir dontisim olsun. Ayrica her x,& € E ve bir v < 1 sabiti i¢in
M (z) = M (2)]| < lle— 2| (3.11)

saglansin. Bu durumda M dondigiminin bir tek sabit noktasy vardwr (Evans 1998, s.

498).

Teorem 3.3 (Picard Teoremi) Kabul edelim ki, E bir Banach uzayi ve F : E — E

fonksiyonu i¢in her u,v € E i¢in
[F (u) = F ()]l < CrrlJu = vl (3.12)

saglansin. O halde, her uy € E i¢in
(3.13)

probleminin bir tek u € C* ([0,4+00); E) ¢dziimii mevcuttur (Brezis 2011, s. 184).

Ispat. Problemin ¢ézimiiniin varki. (3.13) probleminin ¢oziimiiniin bulunmast,

t

u(t) =up+ /F (u(s))ds (3.14)

0
integral denklemin saglayan bir v € C' ([0, +00); E) bulunmasina denktir. Degeri daha

sonra belirlenmek tizere, k£ > 0 igin

X = {u € C([0,400); E) :supe ™ |lu(t)||p < oo} (3.15)
>0
uzayl
lull x = supe™ JJu (t)l| 5 (3.16)
0
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normu ile birlikte bir Banach uzayidir. Her u € X igin

t

(@) (1) = up + / F(u(s))ds (3.17)

0

ile tanimli ®u fonksiyonu da X uzayma aittir. Buradan, her u,v € X i¢in

Cis

lu — vl (3.18)

oldugu goriiliir. k£ > Cig segilerek, ® doniisiimiiniin X uzayinda bir (tek) u sabit noktasi
vardir, bu da (3.14) ile verilen integral denklemdir.

Problemin ¢oziimiiniin tekligi. Kabul edelim ki, (3.13) probleminin u ve @ geklindeki iki
¢Oziimii olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 igin ||u () — @ (t)||z = 0 elde edilir, bu da ispati
tamamlar. m

Jin et al. (2018), yukaridaki ispat ile benzer sekilde lineer olmayan kesirli kismi dife-
rensiyel denklem i¢in baglangic-sinir deger probleminin ¢oziimiinii incelemistir. Bu calis-
manin 1g1gimda (3.1)- (3.3) probleminin ¢dziimiiniin varhg: ve tekligi aragtirilmig ve iglem-
ler (2.94) ¢oziimii goz oniine almarak yapilmistir. Onceki boliimde, farkli d boyutlar:
i¢in u ¢oziimiiniin formunda degisen bir durum bulunmadig1 goriildiigiinden bu boliimde

ayrica bir incelemeye ihtiya¢ duyulmamistir.
3.2 TEOREM 3.1’IN ISPATI

3.2.1 Problemin Céziimiiniin Varlhg Ve Tekliginin Incelenmesi

(3.1)-(3.3) probleminin formal ¢oziimii olan (2.94) ifadesinde b = 0 alinarak

o t

u(z,t) = Z /(t — )t Epo (=2t =7))(F (,7,u (7)), 0,)dT | @, (x) (3.19)

n=1 0
yazilir. Sabit noktasi, (3.19) ¢oziimii olan bir M : C ([0, T]; L*(Q)) — C ([0, T]; L* (Q))
doniigiimiit Mu (x,t) = u (z,t) seklinde tammlansm. M déniigtimiiniin, C ([0, T]; L? (Q2))

uzayinda
_ —kt
ol = mas {70 ()] o} (3.20)

normu ile bir daralma doniistimii olmas1 durumunda, s6z konusu doniistimiin tek bir sabit
noktaya sahip oldugu goriiliir. Boylece, problemin v ¢oziimiiniin var ve tek oldugunu

gosterilmis olur.
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Banach sabit nokta teoremini uygulamak amaciyla, & > 0 degeri, islemlerin sonunda

belirlenmigtir. (3.19) integral denkleminin u ve v seklinde iki ¢oziimii olsun. O halde

/(t — )" Eaa (=X (t=7)") (s (1) () + 9 (v (7)), ) dT) Pn (1)

S — s T T — ./ T —

= Z( (t=7)"" Baa (At =7)") (g (u (7)) =g (v (7)) 0,) dr | 0, ()
=) ( (t =) Eaa (=20 (t =7)") gV (u(7) ;0 (7)) dT) Pn () (3.21)

yazilabilir. Burada, islemlerde basitlik icin, son satirda

(g(u(7) =9 @) 0020 (3.22)

ifadesi yerine g\ (u (7)) gosterimi kullamlmsgtir. (3.21) ifadesinde her iki tarafina L? (Q)

normu uygulanirsa

1M (u (-, 1) = M (0 () 720
= X /(?f—T)a_1 Ega (=X (t=7)%) g1 (u (T))dT) on (1)

L2(2)
2

(/ (t—=7)"" Bao (=M (t = 7)) gV (u (7)) dT) Pn» %)
L2()

-3l ( [ =1 B (A = 117 o <r>>d7) 0 (@) ¢ (2) da

2

j=1 n=1 \
2
=y / I (z,t) dx (3.23)
Jj=1 QO

olup I; teriminde integral ile serinin sirasinin degisebilmesi incelenmelidir. Lebesgue
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teoremi geregi

[2 <x7t)
o t
= D ( / (t—7)"" Eaa (= (t = 7)) gV (u <T>>d7) P, (2) 9; ()
n=1 0
o t
(1) o a—1 o - « )
< |2 max o (w(n) ( / (t = 7)° " Eaor (<A (£ = 7) W) P (2) 05 ()
n 0
1 —
< C’193 — 012?2% g (U( aT)) -9 (U (’77—)) 7¢n)L2(Q) Pn (l’) ¥ (ZE)
ta
< v ) — 24
< Jowy (payotuen o0t 0) (320
bulunur ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden
th
Cory [ (paso@Cr)—sweme) a
Q
tO{
< Ciy— || max g (u (7)) = g (0 (7)) 'm) 123l 20
< 000195 Lo Ju (-, 7) —v ('7T)||L2(Q)
t* 2 2 1/2
< CoCro— max [2[u (-, 7llFa@ + 20 (4 7)aqe) | (3.25)

yazilir. u,v € C ([0,T]; L*(Q)) olarak kabul edildiginden (3.25) esitsizliginin sag tarafin-

daki ifade sonludur. Boylece

(u () = M (v ()72

M =

(t— T)ail Eoo (= (t = T)a) 97(11) (u(r),v(r))dr /@n‘ﬁndm

i
I

M]3

(t=7)""" Baa (=20 (t = 7)) g5 (u ()0 (7)) d7 | 207200

i
I

/
/

[M]8

/ (t — 7_)0471 Eoo(=X\, (t—1)%) g (u(r),v (1)) dr (3.26)

0

S
I
—

(

olarak ifade edilir ve g\ (u(7),v (1)) yerine yazilirsa

<

e MM (u (1) — M (v (‘at))HQH(Q)

S e / (t=7)"" Baa (=M (t = 7)) (g (u (7)) = g (0 (7)) ) dr|  (3.27)
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olur. Simdi de (3.27) esitsizliginin sag tarafindaki integralin incelenmesi gerekir ve basitlik

agisindan

e 00T 00 C)2)

0<r<t ekt

(3.28)

gosterimi kullanilarak
t

e / (t=7)"" Eaa (=X (t =7)) (g (u(7) =g (v (7)) ) dr

S 020/ t - T a ! _k G T)dT (329)
0
elde edilir. Sirasiyla 7 = tw; ve 1 — w; = wy degigken doniigiimleri yapilarak
¢

e / (t=7)"" Eaa (=X (t =7)) (g (u (7)) =g (v (7)) p,) dr

0

1
= I (7') Cgo/ta_l (1 - w1>a_1 e‘kt(l_wl)tdwl

= Ogota/ -1 _kthde _[3 Clk‘ a/ kt G_kthd’LUQ

0 0
1

= I (r) ok (kt) / (etws)® €412 dapy

(g (u (~, T)) —9g (U (" T)) 7§0n) Cook ™ (k‘t)

0<r<t ekt

IN
=
Q
"

/ {Sup (ktws)™? e_ktwﬂ (ktws) ™2™ duwy

k7t7w2
1

1
= I3 (1) Cork ™ (kt) a/2/w(a/2 Ydws = I3 (1) Cok™ (kt)*?
0

a2

o GO =g O 00) oy

0<7<t e’”

IA

(3.30)

39



bulunur. Béylece (3.30), (3.27) ifadesinde yerine konulursa

e MM (u(-,t)) — M (v ('at))||i2(ﬂ)

>

n=1

2

() =90 7)) 1y oy

IA

{CQQWT S (g, — g w70

< n=1
- ka/Q OrélTaéXT er‘T
C3te lg (u (7)) = g (0 ()20
= max
kOé 0<r<T 62k7
2 4o C2 lu(-,t) — v (-, )]
o Ot |G [u () = v (D))
ka OSTST €2kT
CaC2,t™
= Q%
CsCit™ >
= e 1M (u) = M ()] (3.31)
dir ve (3.3) esitsizliginin her iki tarafindan t—ye gére maksimum alinirsa
CoCorT/?
1M () = M @)l €S2 1M () = M ()] (332
elde edilir. Burada
kY2 > CyCyyT? (3.33)

secimi ile C'([0,77; L* (Q2)) uzaymda ||.|[, normu ile bir daralma déniigiimii haline gelir.
Banach sabit nokta teoremi geregi M doniigiimiiniin bir sabit noktasimin (3.19) seklinde
verilen u ¢oziimii oldugu goriiliir: Boylece (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimiiniin varligi gos-
terilmistir.

Problemin ¢oziimiin tekliginin gésterilmesi icin ise, problemin u ve % seklinde iki ¢oziimii

CoCooT/?

oldugu kabul edelim. Cy3 = =052

olarak isimlendirilirse, (3.33) seciminden dolay:

Cs3 < 1 geklindedir. Buradan

1M (u) = M (@)]]), = [lu— all,, < Cas [u — all, (3.34)
ve
(1= Cs) [lu —all, <0 (3.35)

olup 1—C53 > 0 geregi norm negatif olamayacagindan (3.35) esitsizligi ancak ||u — @[, = 0

iken saglamir. Boylece v = 4 bulunmus olup (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimii tektir.
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3.2.2 Problemin Céziimiiniin C ([0,7]; L? (2)) Uzaymdan Oldugunun Incelen-

mesi

(3.19) goziimiiniin L? (Q) uzayimda normu ve her iki tarafimin karesi alinirsa

2
[ (- D720

IN
[N}
(]
=
|
3
Q
L
5
Q
>
3
=
|
2
)
S
N
U
ﬂ
S
3

elde edilir. Sirasiyla I ve I5 terimleri incelenecektir.
I, teriminin incelenmesi amaciyla seri ile integralin sirasini1 degisiminin incelenmesi gerek-
mektedir, bunun i¢in Lebesgue teoreminden yararlamlmigtir. Asagida Mittag-Lefller

fonksiyonunun (1.13) ozelligi ve Lemma 1.17 geregi

Coa

t—7)" Eoa (A (= 1)) (1) (0, 01) ¢, (2)
Jon ( T A (=)

P, @n) o (z) (£ — 1) r(r)

>

n=1

= 2

n=1

< Cou(t=7)"7 (1) Y (ppa) @0 (8) = Cou (E=7)" " r(7)p (3.37)
n=1

olup (3.37) esitsizliginin sag tarafi igin

t t

pCai [ (=" () < [l pCan [ (6= 7)
0 0
Ta
< Irllegoz PCoa— < o0 (3.38)

yazilir. Boylece stz konusu ifade, ele alinan aralikta integrallenebilir. Bu durumda

Lebesgue teoreminin hipotezleri saglandigindan
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/ S (= 1) B (<A (= 7)) 1(7) (0, 00) 00 () T

12(9)
< / (= 7)" Bag (—An (= 7)) 1(7) (0, 00) 00 ()| dr
o lln=1 12(0)
I s 2 1/2
- / S (= 1) B (<A (= 1)) 7(7) (0. 90) 00 () dr
o [Llln=l L2()
b ) 1/2
= / Z }(t - T)a_l Eoo (= (t— T>a) r(7) (p, 90n>‘ ] dr
o ¢ - 1/2
< Oy / (t—7)*"r(r) [Z |(p, S%)F} dr
o / (t = 7)° " 7(7) bl ooy dr = Cos D (1) (3.39)

0
yazilabilir. Sondan iigiincii satirda Lemma 1.17 geregi ortonormal bir (,,) bazina sahip

bir Hilbert uzaymm her p € L?(Q) elemanmm p = Y (p,¢,) ¢, seklinde yazlabildigi
kullanilmigtir.
I5 teriminin incelenmesi icin, Lebesgue teoreminden yararlanilmig ve I icin yapilan in-

celemeye benzer sekilde
¢

> /(t—T)a1 Eao (A (t=7)%) (g (u (7)), 0,) d | @, ()

t

= S [ B A =) 0| o, 0 340
n=1 0
yazilip Mittag-Leffler fonksiyonunun (1.13) 6zelligi ve Lemma 1.17 geregi

S 0 B (=X (g (u (= 7)) ) 0 (2)

< 0 Y (gt =), 0,) 9 (@)

= |7 ' Casg (u(z,t — T))| (3.41)

oldugu goriiliir. (3.41) esitsizliginin sag tarafindaki fonksiyonun istenen aralikta integral-

lenebilir olmas: agagida incelenmistir. Burada (3.4) hipotezi geregi

esssup |g (u (z,7))| < g(&1) (3.42)
zeN,TER
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olacak gekilde bir €; : R — R vardir, boylece

¢
026/‘7"1 ! (x,t—1T)) ‘dT < 026/|(t—7)a_1‘|g(u(x,7'))|d7'
0

t

— Cuslglimge [ (t= ) dr
0
e A
= O Hg“LOO(R) o < Css HgHLOO(]R) o <0 (3.43)

bulunur. Lebesgue Teoremi geregi integral ile serinin yeri degisebilir ve bu sekilde ifade,
igerisinde seri bulundurmadan yazilabilir. Ancak bunun i¢in bir incelemeye daha ihtiyac

vardir. Burada integrali hesaplamak i¢in

/ [Z P (<) (9 (0 (= 7)) s 0,) 90 (0)] dr o= 0 (1) (3.4

olmak tizere, asagidaki ifadenin dordiincii satirinda Fubini teoremi ve altinci satirinda

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

2
lv (5 D20

= (U ('7 t) U ('7 t))L2(Q)

- /ZT“Ea,a (A7) (g (u (-t = 1)), 0) ¢ (2) dT, 0 (1)
o 12(@)

- //ZTa_lEava (=T (g (u (-t —7)),0,) ¢, (x) drdz

[ B (Ar g 0t = 1) ) (@) 0 o)

0 o n=l

-/ (Z P B (<207 (9 (0 (= 7)) 0, (2) 0 (- t)) dr
n=1 12(Q)

0
t

< [ B M) 0t =) ) @) oDl o
o ln=t L2(Q)
= llv ()l 120 T Baa (Am) (g (u (-t = 7)), 9,) @, (2) dr (3.45)
L3 (Q)
elde edilir. Her iki taraftan ||v (-, )| 12(q) ile boliiniirse
v ()l 20 N B (= Aam) (g (u (-t = 7)), 0,) @ () dr (3.46)
210
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dir ve boylece

/Z T Bya (= M7) (g (u (-t = 7)), 0,) @, () dT

L2(Q)
t o
< / ZTailEa,a (_)‘nTa> (g (u ('7t_7—))7(pn) “n ((ﬁ) dr
0 n=1 L@
t ) 1/2
— / “ 1Eaa — AT )( (u('at_T))7Q0n)<pn<x) ar
-l L2 ()
o 07 1/2
. a—1 &
B / Z ( Eoa (A7) (g (u (-t = 7)), 00) 120 %"P">L2(ﬂ) ] o
; _
- 1/2
_ / > 7 B (2T (g (U(vt_T))’%)F] p
0 | n=1
. 1/2
< o [ [Z\ ). m] "
0
t
_ 027/Ta_1 lg (w (-t = ) 2oy dT
0
olur.

Son olarak, (3.39) ve (3.47) esitsizlikleri, (3.36) ifadesinde yerine yazilirsa
2

i 1) ) < 203 (D (0 +23, / (0= )" (D)
bulunur ve

Ju (Ol 2@ < 02517(?5)+027/H(t—T)a_lg(u(~,r))HL2(Q)dr

t

= CuD )+ Car [ (=7 g ()20
0
elde edilir. Burada, Teorem 3.1’in hipotezlerinden

lg (w2 = Mg w(8) =g ()2 < Collult) =0l 2
= Collu(, )2

oldugu goz oniine alinirsa, yukaridaki esitsizlik

t

[ (D 20y < CosD (t)+0270o/(t—7)a1 [ (- 7) 2 ) A7

0
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(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)



halini alir. Gronwall esitsizliginden yararlanilmasi amaciyla, CosD (t) terimi incelen-
melidir. k; (7) = 771 olmak iizere, agagidaki ifadenin ikinci satirinda Young esitsizligi

kullanilir ve
T T t

ICsD Ollsory = [ CosD Ot = Casloley [ | [ ¢ =7 riryar | at
0 0 0

2 2
= Css ||p||L2(Q) [y 7”||L1(0,T) < Cys ||p||L2(Q) HleLl(O,T) ||T||L1(0,T)
T

2 _
< Cos [l / 2z | o
0
Ta
2
= Css ||p||L2(Q) o ||7"||L1(0,T) <0 (3.52)

dir, yani Cos D (t) € L' (0,T) dir. Boylece Gronwall esitsizligi geregi

t
(- 8) 2y < Cos D (£) + CasClge " / (t— )\ D (r) dr (3.53)

0
olur. Burada egitsizligin sag tarafindaki integral incelenerek

t t T

/ (t—7)*"D(r)dr = 1P/l 20 / (t—7)"" / (1 — 60)* " r(0)dbdr (3.54)

0 0 0
yazilir ve integrallerin siras1 degistirilerek

t T

/ (t—7)*" / (1 —0)* ' r(0)dbdr = / / — ) dr| r(0)dd (3.55)

0

bulunur. (1.75) formiiliinde b =¢, a =60, t =7, p = ¢ = a alinirsa

t T t

/ (t—7)*" / (t—0)* ' r(0)dodr = / {M (t—@)%‘l} r(0)do

0 0 0

(I« 2a L,
- o / (0)d0 (3.56)

elde edilerek (3.53) esitsizliginde yerine yazilir ve

t

O | e My T / (t — 0)* " r(6)do

0

+0286029t—<£ ((‘232)) / (t—6)* " r(6)do (3.57)
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bulunur. Burada

t

”u('at)HL?(Q) < Css ||p||L2(Q) HTHC[O,T] /(t_ 9)%1 do

0
T (2)* |
Cagt L &) _\2a-1
+0286 F(Za) /(t 9) do
0
¢ Cagt (T (@)* £
< C25||p||L2(Q) HTH(J[o,T] E‘f‘czse i m% (3.58)

eklinde ifade edilerek [0, 7] aralig1 iizerinde her iki taraftan t—ye gre maksimum alinirsa

§
(3.6) elde edilir, boylece u € C' ([0,T]; L* () uzayma ait oldugu gosterilmig olur.

Uyar: 3.1 g fonksiyonu i¢in (3.50) esitsizliginden

lg (u ()l 20

t t

am ot (T (2)° o
< CoCs% |Ipll 2 / (t—0)*"" r(6)df +Case” gtm / (t—0)* " r(6)do
Lo 0
a—1
< CoCss HP||L2(Q) /(t —0) <0133?T<] 7"(9)) do
rw? |
Caot o 201
+Ce I (2a) /(t 0) (eren[(&i)T(}r(@)) df
0

t

t
a- ot (T () am
CoCas [P 120 7l o,y /(t—&) " df +Cose™! (20) /(t—Q)Q tdf
0

IN

r
0

[ o (T (@) e
< CoCos Pl ooy I llcromy | o + Cage” gtm%
, to t2a
< CoCso [Pl 120y 17l cpo,my (E - %) (3.59)

oldugu goriilebilir.

3.2.3 O,u Teriminin Ait Oldugu Uzayin Belirlenmesi

(3.19) ¢oziimiinde, ele alinan serilerde seri ile integralin sirasinin degigebilecegi yukarida

incelenmisti. Bu durumda, u ¢oztimiiniin ¢ degiskenine gore tiirevlenebilmesi igin
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ult) = Y (/ (t=7)"" Eaa (=0 (t = 7)) 7(7) (D ) dT) n ()

0

+Z / (t =) B (=2 (0 = 7)) (9 (7). 2, | 0, (0)

-3 / (t =) Baa (<X (6 = 7)) 7(7) (1o 00) 0 () d

o0

[ S B (At g 0t = 7)) ) 6 0 (3.60)

bi¢iminde yazilmigtir. Burada (3.60)'in her iki tarafinin tiirevi alinarak

O (Z [ =177 Ba (Mt = 1) 10 (.2 0 (0 df)

+0, /Z T Eapa (A7) (g (u (-t — 7)), 0,) ¢, (¥) dr (3.61)

yazilir. Leibniz integral kural, u(x,0) = 0 basglangic kogulu ve ¢ (0) = 0 hipotezi
yardimiyla

() = o / (t = 7)™ B (= A (E = 7)) (1) (b1 00) 0 () dr

+ / O, <Z T Eaa (A7) (g (u (-t = 7)), 0,) 0 (x)) dr (3.62)

elde edilir. (3.62) ifadesinde, serilerin tiirevlerin alinabilmesi igin yakinsak oldugu bi-
linmelidir. (3.62) esitliginin sag tarafindaki ikinci seri i¢gin bu inceleme 5 terimi goz

oniine alindiginda yapilmistir. Birinci seri ise,

3 / (t = 7)™ B (A (E = 7)) (1) (. 00) 0 (2) d

< Callrlcpg ) (0, 0n) on (@ (/ (t—r)"" dT) < CTp (@) Il o,y (3.63)
n=1

0
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oldugundan yakinsaktir. Ayrica Leibniz integral kuralindan

Z 815 (/ t - T a ' Eoz,oz (_/\n (t - T)a) T(T) (pa QOn) dT) Pn (I)

= > (pva) (/ 0, [(t =7)"" Eaa (= (t = 7)%)] T(T)dT) o (7)

n=1 0

= > (.en) (/ (t=7)" Boam1 (= (t = T)Q)T(T)dT) n ()

0
t

< Wl D2 0:00) | [ =7 s (M= | 5,0
n=1 0
< Cot* (@) oo (3.64)
yazilir ve
S B (he )2 (0 =) udy) 0 0
= ZTa oo (A7) (¢ (Wt = 7)) e (6 = 7)) 2y n ()
< Casm g (u(2,t — 7)) wy (w,t — 7) < Cagr®t [essiﬁp q (52)} u (z,t — 1)
< Coar g ey — 7) 2 (3.65)

bulunur. Burada hipotez geregi

esssup |g' (u (z,7))| < ¢ (22) (3.66)
zeQ,TER

olacak gekilde &5 : R — R vardir ve u; € L? (Q) kabul edilmistir. O halde,

||U2<'>t)||i2(n) = (v2(-1),02(+0)) 2(q)

T¢ (,t—7)dr,vs(+, 1)

L)

[
— /t—r g (1) dryva (1)

L2(9)

(t — 1) uy (z,7) drvy (z,t) do

I
D\

[
(t —7)* g (z,7) vy (2, 1) dedr (3.67)
I

I
S —
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seklinde ifade edilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak

||U2 ('7 t)HiQ(Q) = ((t - ,7_)04*1 Uy (.flf, T) o) ('a t))Lz(Q) dr

IA

H (t - 7_)01—1 U (‘7;7 T) HL2(Q) ||U2 ('7 t)HL2(Q) dr (368)

/
/

ve
t

/ (t —7) "y (-, 7) dr < / (¢t — ) g (- 7')HL2(Q) dr (3.69)
2@ 0

0

oldugundan

2
[[ue ()| 72q)

< 2llrllga | D s @n) /(t—T)a2 Eaa-1 (=An (t = 7)%) dT | @, (2)
n=1 0 12(Q)
too 2
+2 /Z T Baa (=Aam) (¢ (u (-t = 7)) w (-t = 7) a%pn)ﬁ(ﬂ) ¢ () dr
et L2(9)
. 2
2 a—2 «a
= 20l Y 0 0a)? | [ (¢ =17 Bt (<At = 7)) dr
n=1 0
; 2
+2C3%, /Talut (,t—7)dr (3.70)
0 12(2)
yazilir. Boylece
lue ()l 2) < Cos Irllopo Pl 20y 27
t
+Css [ (¢ =" 7 .71
0
elde edilir ve genellegtirilmis Gronwall egitsizligi geregi
||ut('at)||L2(Q) < Cser HC[OT ||p||L2 et
¢
+CaaCanc® [ (¢ = 777" Cos gy Wy 1r
0
< Oyt ||T||C[0,T] ||p||L2(Q) (3.72)

bulunur. « degerinin se¢iminden dolay1 o — 1 < 0 seklindedir, bu nedenle ¢t = 0 durumu
dahil edilmeyerek (3.58) ve (3.72) esitsizlikleri goz oniine ahmirsa, u € C* ((0,77]; L? (Q))

sonucunu verir.
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3.2.4 Lu Teriminin Ait Oldugu Uzayin Belirlenmesi

Bu baghk altinda u ¢oziimiiniin her iki tarafina L operatorii uygulanmistir. L ope-
ratoriiniin x degiskenine gore bir tiirev operatorii oldugu goz oniine alinirsa, seri ile yer
degigtirmesi i¢in yapilan incelemenin benzer gekilde olmasi gerektigi aciktir. Yukarida

yapilan incelemeler geregi u ¢oziimiinii olusturan seriler yakinsaktir. Boylece,

[G(I', t)

t

= i [ B a0+ 0 7)) e 0

0

=S / (t =7 Baa (=M (= 7)) (0(P)P () + g (u (7)), 0,) d7 | L, (2))

=1

3

t

= 3| [ = B (A = 7)) () | (A @)

L' \b

8

3
Il

- t
+> / (t =) Baa (A =7)") (g (u (7)) s ) d7 | (<Angp, () (3.73)
n=1
yazilir, bumdaiJ w =t — 7 dontisimii yapilirsa
DAt =T) Epua (2t —=7)Y) = =XNwEqya (—Aw®) = 0y [Eas (—Aw®)]
= O [Baa (=An (t = 7)) 7w
= —0; [Ea1 (=N (t —7)%)] (3.74)
olacagindan

S [ -0 1Bar (2 (6= D) (00 dr | 0, )

n=1 0

00 t
+) /—& [Eai (=An (= 7)) (g (u (7)) 0,) dT | @, (2) (3.75)
n=1 0
seklindedir. Yukaridaki terimler goz oniine alinirsa, esitligin sag tarafindaki ilk seri ince-

lenerek

S| [0 s (A=) 00 | )

0

< ITHC[OT]Z a1 (=Ant®) = Ea (0)] (p, ¢n) @ (%)
< |Irllopor C1o Z (P ) @5 (x) = Cao |7l o0 7y (), (3.76)
n=1

20



elde edilir, ve ikinci seri ise

<

max (g (u (7)), ¢n) ¢ ( )(/ =07 [Ba (A (t —7)%)] dT)
Cu ) max (g(u( 7)), on) o (2) = Ca max g (u(-t))

seklindedir. Boylece her iki seri de sinirhidir ve

IA

IN

IN

IN

IN

IN

IN

1L (-, )1 720

2 Z ( O —An (t = 7)) () (0, #) dT) ()

2

n=1

L2(2)
2

2 Z:l (/ —0: [Eay (=An (t = 7)) (g (u (7)), ,) dT) o ()

0

L2(Q2)
2

—0r [Eap (=M (t = 7)) 7(7) (D p,) dT

o t
22
n=1 0

_87— [Ea,l <_)‘n (t - T)a)] (g (u (" T)) ) gpn) dr

t
+22
n=1 0

2

22” Hc[OT]|p790n l /8 By (=M (t—7)%)]dr

+22021T21<XT| /3 Eop (=M (t=7)%)]dr

202, || |rncmzq§£j|p,¢n| +—§£jlnax (g (u (7)), o)

0<r<T

203, ||T||C[0,T]Z|(p, n)|* + max Zl(g (u(,7) s pn)l’

0<r<T

2 2 2 2
22 [l I + g o ) B
2 2
2022 ||7"HC[0,T] ||P||L2(Q)
T 2 2
2
+203 g |CoCo s o (- + 5 )|

2 2
023 ||7‘||C[0,T} ||p||L2(Q)
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olup

[ Lu (- )| 2 () < Cas lIrllcp.m P2 (3.79)

bi¢imindedir. Burada (1.69) ve (1.70) geregi,

1w (5 Ol 2y = G Ol 2o (3.80)
yazildigindan
[, Ol g2y < Caz 7l 1Pl L2 (3.81)

seklindedir. Boylece her iki taraftan t—ye gore maksimum alinirsa
ue C([0,T];H* () N Hy () (3.82)
elde edilir.

Uyar: 3.2 0%u ifadesinin ait oldugu uzayin belirlenmesi igin, (3.1) denklemi goz oniine

alinir ve

10 (-, )1 720

IN

2 2 2
2| Lu(, t)“p(sz) +41[r(t)] ||p||L2(Q) +4 /g (u(, t))HL?(Q)
2 2 2
205 |17 leom 1Pll72(0) + 4 [ (O] 121l 120
to t2a 2
+4] 6 ol e (5 + 5o )

Cia Il 1ol 720 (3.83)

IN

IN

esitsizliginin ve her iki taraftan t—ye gére maksimum almirsa 0°u € C ([0,T]; L*(Q))

oldugu goriiliir.
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BOLUM 4

KESIiRLi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN BIiR DIiFUZYON
DENKLEMI iCIN TERS PROBLEMIN COZUMUNUN
KARARLILIGININ iINCELENMESI

Bu boliimde, onceki kisimlarda elde edilen sonuclar goz oniine alinarak ters problemin
¢Oziimiiniin kararliligi incelenmigtir. Bu inceleme sirasinda Sakamoto and Yamamoto
(2011), Luchko et al. (2013), Kian and Yamamoto (2017), Jing et al. (2019), Au et al.

(2021) ¢alismalarindan yararlanilmigtir. Burada

Ku(x,t) = (Lu)(x,t)+plx)r(t)+g(u(x,t)), (x,t)€Qx(0,T), (4.1)
u(z,t) = 0, (x,t) €0 x(0,T), (4.2)
u(z,0) = 0, ze€ (4.3)

problemi ele alinmigtir, p ve g bilinen fonksiyonlardir. Bir 6énceki boliimde gtz oniine
aliman diiz problemdeki gibi 0 < @ < 1 igin 97 Caputo kesirli tiirev operatoriinii goster-
mektedir, L operatorii (2.16) ve Q bolgesi (2.13) seklindedir. Ek bilgi, Sakamoto and
Yamamoto (2011)’de lineer denklemler i¢in yapilan galigmaya benzer sekilde zy € €2 ve
0 <t <Ticin u(xg,t) = h(t) olarak ele almmigtir. Ters problem ise, (u,r) fonksiyon

¢iftinin bulunmasi gseklindedir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki, g (0) = 0,

dk
sup — (¢)

¢er d§
ve her v,w € C ([0,T]; L? () igin

<oo, k=0,1, (4.4)

lg (v) —g (w)HL2(Q) < Collv— wHL2(Q) (4.5)

egitsizligini saglayan ve x,t, wy, wy degerlerinden bagimsiz bir Cy > 0 sabiti mevcut olsun.
Ayrica p € H¥ (Q), B > 1+ 3 we r € C0,T] igin u ¢oziimi (4.1)-(4.3) problemini

saglasin, 6yle ki p (zo) # 0, |[r[| 1107y < 00 olsun. O halde,
Il < Cas (10 Rl cgoiry + g Wl (4.6)
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egitsizliging saglayan bir Cys > 0 sabiti vardar.

Bundan sonraki kisim yukaridaki kosullu kararlilik teoreminin ispatina ayrilmistir ve

(2.94) ¢oziimii, Teorem 3.1’in hipotezleri ile Uyar1 3.1 ispatta kullanilan temel araglardur.
4.1 DENKLEMDE z = z, YAZILABILMESI ICIN INCELEME

Oncelikle (3.19) seklinde elde edilen u ¢oziimii, (4.1) denkleminde yazilirsa

+p(e)r(t) + g (u(z,1)) (4.7)

elde edilir. Burada her iki taraftan norm alinirsa

a 2
|0Fu (z, ')||C[0,T]

t 2

< A | [ =D B (A = )0 () d | (A (@)
n=1 \7 Co,T)

2

+4|> /(t—T)a1Ea7a(—An(t—T)a)(g(U(-,T))>30n)dT (=Any, (1))

clo,1]
@) I + 49 (oo Do
= 4 max Zl / (t —7)" " Bao (=X (t = 7)) 1 (7) (p, 0,) dT | Ao, (2)
"= \o
a—1 a

w52 | [0 B (A =) ) ) | A 0

n= 0
D) [, + 4 g (1 ) g (45)

o4



bulunur. (4.8) ifadesinde I7 ve Iy isimlendirilmeleri yapilarak

o 2
105w (2, )l o,

= AL (@, O] + 4L (@, O0F + 4[p@)]" [rllepm + 419 (u @ Do (4.9)

elde edilir ve burada x = x( yazildig1 takdirde esitsizligin sag tarafindaki son iki terimin
yakinsak olacagr aciktir. O halde, I; ve Ig serilerinin C' (ﬁ x [0, T]) uzayimda yakinsak

olup olmadiginin incelenmesi gerekir. Ilk terim goz oniine almarak

o t

(1) = 0cror Angpy () / (t = 7) " Ean (=M (t = 7)) (1) (D, @) dT
-7 n=1 o
00 t
- . a—1 . yr o
S R 2| (P 2n) 0 0) / (t = 7)%" Bao (=20 (¢ = 7)) r(7)dr
" 0
<
B Orgtzgg’ = eSxSESgp >‘n (pa (pn) Pn (l’)
t
| [ = B (o ha = )i (4.10)

0

bigiminde elde edilir. I (x,t) teriminde 6nce ilk mutlak deger igerisindeki ifadeyi in-
celeyelim. Burada # > 1+ 24 kabuliinden (28 —2 — d) > (d/2) olur ve sirasiyla (1.52)

esitsizligi, kesirli Sobolev uzaylari ve H* (Q) uzaymin ozellikleri geregi

esssup A, (p, ¢,,) @, (@)

[An (D, 2n) Onll Lo
e

IN

C(46 H>\n (p7 9071) SOnHHQB—Q_d(Q)

IN

Car ”)‘n (pa gpn) wn||ﬁ2ﬁf27d(g)

= Cur [|(=L)°2N (0, 22) @ull 12
C'47 H)\n (p7 gon) (_L>6ilid/2g0nHL2(Q)
— Oy } NS/

)\n (p7 Son) (‘On LQ(Q)
= 047)\7;d/2 H (/\gpv Son) Spn||L2(Q)
= 047)\;d/2 (<_L)Bp7 QOn) ||90nHL2(Q)

= Cu) " ((=0)°p. ¢,) (4.11)

yazilir. I7 (x,t) terimindeki integral incelenirse

5]



(t — 7')(1_1 Eoo (=X (t —1)) r(7)dr

o —__

t

= /T“ "Boo (A7) r(t — 7)dT S/’To‘_lEa,a (—)\nTa)r(t—T)|dT
0
¢

0
t

= [ B ear =l dr = [ (T Bas (-0 (e - Dl dr

0
t
< L p (A max |r(t— 1)l
= N ) et T R M T TAT
0
Irllcpn [ d o Il oo,y o
S —_— —Ea 1 (—)\nT )dT =F . a2 <_Ea 1 (_Ant ) + Ea 1 (0))
)\n dT ’ >\n ; 7
0
] 1/2
= B ([ B (~al) + Ea (O)F) /
] 1/2
< I 2By (~Ant)] + 2 [Ban (0))] /
||7“H(J[0,T]\/§ Ch ) 1/2 Cso lIrllcpo.m
S 5 19 S N O (4.12)
An (14 A\pt2) An

esitsizligi bulunur. Lemma 1.18, d degerinin secimi geregi yazilan (4/d) +2 > 1 ve

Cauchy-Schwarz egitsizlikleri kullanilarak

t
00

2 a—1 «
Et) < eS| (00 60 @l [ (=7 Baa (<A 6= 7)) r(r)dr
== n=1 2
- _ Cso I7ll cpo.r
< Ogltég(TZ Cr A, ((=1)°p, ¢,,) )\—H
-7 n=1 n
= Cso HTHc[o 7]
< gg;ggz% ) =
050 ||7"||C[0 7]
< OrgtaSXTC p7 (pn Csyn@/d+1
oo 1/2 [ o . 1/2
47050 8 2 -
S Org%)% 051 ||T||C[O,T} [Zl‘«_L) b, Qpn>| ] [Zl n(4/d)+2]
~ 1/2
CyrCso 3 1
T sy Oy IPleoa [(=L)°Pl| 20 ;nwd)m
~ 1/2
= CarCso _L | <c 4.13
a o@fiXT Csy HTHC[O,T} ||p||ﬁ2ﬂ(ﬂ) Zl n@/d)+2 = 52 HTHC[O,T} (4.13)
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olur. Benzer sekilde g (z,t) terimi incelenmistir. Cauchy-Schwarz ve (3.59) esitsizlik-

lerinden yararlanarak

IS (JZ, t)

0<t<T
n=1

= max S M, (2 / (t = 7)° 7 Baa (=2 (t = 7)) (9 (u (-, 7)), 0,) d

a—1 «@
< O@%ZI/ (t=7)"" Eaa (=2 =7)%) lg (w ;7)) 120y 1001l 120 47 (Anipy, (7))
=1y
a—1 «@
= max > O, o / (t =) B (= (6= 7)) g (1 (7)) 0
n=1 0
< 012%5%2100030 Hp||L2(Q) ||7"||C[0,T] (Aneen, ()
t 2
a—1 o Ta T -
_ E _ il ! A
x/(t T) o (= ( 7))(a+2a)dr
0

o0

to t2a
Rax CoCso [|rflepry ( + 2_) 231

n=

IN

(@)

t

/ (t — T)ail Eoo (=X (t=1)%)dr (4.14)

0

yazilir ve t € (0,7T) nedeniyle

Iy (z,1) < 00053||T||C[O,T]012tag§1;HHp”LQ(Q)/\n(Pn L)

t

« /(t T B (< (= 7)) dr (4.15)

0
bulunur. Asagida sirasiyla (4.15) ifadesindeki terimler incelenmektedir ve I7 (x,t) terimi

ile benzer iglem siralamast ile ilerlenilmistir. p € H%° (Q) ¢ L* () oldugundan

H||p||L2(Q) Antn Lo(Q) < Csal||llpll p2() Ann H26-2-d(Q) < Css H“p||L2(Q) An H20-24(9)
= G5 ||(=L)° 7 |Ipll 120y Antpn £2(9)
= Css ||p||L2(Q) (L)1 7 2, L2(Q)
= Css |[[Ipll 2oy AnXa 0, L2(Q)
= Css ||l 20y Ao~ L)’ o
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o0

1/2
> . son)lzl X,

n=1

< Css

H||p||L2(Q) Anp Lo (@)

L2(Q)

o 1/2
= Cs\, " [ZA?f!(p,%)IQ] ©n
n=1

12(@)
= C55>‘7:d/2 ||p||g23(9) ||80n||L2(Q)
= CssA\ " Ipll 25 (0 (4.17)
ve
t t
/ (t=7)" " By (=M (t = 7)) dr| = /T‘)‘_lEOW (= A7) dT
0 0

t
< /|T°‘1Ea,a (—)\nTO‘)i dr
0

t

= /T“‘lEOW (= A7) dT

=

1 (=A7Y) dr

N

I
|
—_
o\
~+

[=Ea (=Ant®) + o1 (0)]

1/2

([_Ea,l (_)‘nta) + Ea,l (0)]2)

1/2

A
1§ ==

2 (B (= Aat*))? + 2 (Ean (0))7]

<

>
3

C? 2
{ﬁJrCfg} < = (4.18)

seklinde bulunur. (4.17) ile (4.18) esitsizlikleri, (4.15) ifadesinde yerine yazlarak

0<t<T

Is(z,t) < CoCss|rllgpr max Z HHPHLQ(Q) Ann L (Q)
n=1

t

| / (= 7)Y By (— A (£ — 7)) dr

0

< CoCssCssCs |pll oo I o 1y ma >~ A2 (4.19)
n=1

01T g<e<r

1
An

o8



ve

Is(z,t) < 00053055057||P||H26(Q) ||7‘”?J[0,T} ggﬁ;n_l%
< Co Il sy Iy o 3 =
stsT o= Lagn
< 00059”7“HC[0,T] (4.20)

elde edilir.

Boylece serilerin C (ﬁ x [0, T]) uzayinda yakinsak oldugu gosterildiginden (4.7) denkle-

minde z = z( yazilabilir.

4.2 SERI iLE INTEGRALIN SIRASININ DEGIiSMESI iCiN iNCELEME

Bir onceki kisimda yapilan inceleme geregi, 0 < t < T iken

t

Fu(mot) = 3 A / (t = 7)™ Ban (<A (t = 1)) () (0. 00) dr | 0y (0)

£ h | [ B M= (0 ) | o )
+p(a0)r () + g (u (30, 1) (421)

yazilabilir. Burada seri ile integralin sirasinin degismesini incelemek i¢in Lebesgue teo-

reminden yararlanilmustir. ilk olarak,

Qi(t) = Z —AEoa (—=Ant®) (p, 2,) @5, (20) (4.22)
Qa(7,1) = D =ABaa (=Mat") (9 (w (7)), ¢,) 0, (x0) (4.23)

esitliklerini ele alalim. ); terimini incelemek i¢in, agsagida Iy teriminin C'[0,7] normu

dikkate alimir. Asagidaki ifadede Teorem 1.3, Cauchy-Schwarz esitsizligi ve Lemma 1.18
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kullanilarak

11 (z, ')HC[O,T} = nEaa (=Anl®) (, o) ¢ (%)

c[o,T]
< _ - o
< a3 N () B (Al 0, (0
< - (e}
>~ O%taé}% Z“ p7 Pn Son||Loo(Q)|Eaa( )\nt >’|
s ZCM_M (~L)pp,) —2
IRl o " T 4 At
=1
< |CarCon ) X ((=L)’p, )
n=1""n
Cu7Cs0 =1
< - i .
S T 2y (D)
Cy7C, 1 1/2
47060
< _
o 061 Z?’L2] [; p7 Pn ]

< Cg2 H(_L)%HH(Q)

= Ce2 ”p“fpﬁ(g) < Cé3 (4.24)

bulunur. Iy (z,t) € C[0,T] olarak hesaplandigindan ve Iq (zo,t) = @1 (t) oldugundan
Q1 € C[0,T] dir. Burada,

[(t—7)" " Qu(t)| < (t—7)" " Coy (4.25)

esitsizliginin sag tarafindaki ifadenin incelenmesi gerekmektedir. Boylece

t t i1
_ o
/ (t —7)* ! Cosdr = Ces /T?_ldﬁ = Ceg3 thmt 0 dry = C’63— (4.26)

0 0 0

yazildigindan, (4.25) egitsizliginin sol tarafindaki ifade de [0,¢] bolgesinde 7 degiskenine

gore integrallenebilirdir ve Lebesgue teoreminden integral ve seri sirasi degistirilerek

n=1

Z / (t—7)"" Qi(t)dr z/(t—T)alz:lQl(t)dT (4.27)

yazilabilir.
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Son olarak, benzer sekilde I1g terimi i¢in Cauchy-Schwarz egitsizligi ve Lemma 1.18 geregi

[ £10 (2, ) HC[O,T]

= 1D ABaa (=Mat®) (g (u (7)), 00) 0 (2)

clo,7]

- 1/2 F o 1/2
— [Z [~ M FEaa ( )\nta)gpn(x)]Ql [Z|(g(u('>7)>>¢n)|2]

clo,1)

- c 011/2 [ oo 1/2
< moax Z[—MHTW%(@H [Z\(g(u(-ﬁ)),son)\Q]

Ln=1 n=1
. 1/2
< Orgtag}% ; [—AnC64g0n (33)]2] Hg (’LL ('7 T))HLQ(Q)
- 1/2
S Jax |Co ; [=Aapn (@) CoCio 1Pl 20

X [ / (1 —0)*"'r(0)do + / (r—0)* ! r(@)d&]

00 ,]2
<t<T [Z [_)‘" 121l z20) ©n (m)] ]

IA
£
e
2
=
]
]

X [/ (7= 0"+ (1 —0)*] r(e)cw]

0

~ REE
< 00064030 Jnax, [Z [ An ||p||L2(Q) Pn (55)] ]
X [ / (T =)'+ (1 —0)* ] r(@)d@]

0 00 2 1z

< CpCesCsg Z ( ) / (T — )+ (1 — ‘9>2a_1] r(0)do
o 91/2| 7

< CyCssC3g Z (C’gﬂl) / [(7' — 0)0‘*1 + (7 — 9)201—1} r(0)d6
< Ces / [(r = 0)°" + (r — 6)* '] r(0)db (4.28)

elde edilir. (4.28) esitsizliginden ve I (xg,t) = Q2 (t) oldugundan Q)3 € C'[0,7] dur.
Ayrica
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T

Cs / (7= 0)*" + (7= 0)** '] r(0)d0 (4.29)

ifadesinin 7—ya gore integrallenebilir olup olmadiginin bulunmas: amaciyla agsagidaki in-
celeme yapilir. Asagidaki ifadenin {igiincii satirinda k; (1) = 771 4 727! olmak iizere,

Young egitsizligi uygulanarak
t T

/065 / (7= 0"+ (r — 0)* ] r(0)db]| dr

0 0
’

= ||Ces / (T - 0)* !+ (1 — 9)2%1] r(6)do
0 L1(0,t)
= Cos ||k1 * THLI(O,t) < Cs ”kl”Ll(O,t) HTHLl(O,t)
t
< Cislirllagy [ [t 7] dr
0

ta tZOz
Ces (E + %) “T”Ll(o,t)
S C166 HT”Ll(O,T) (430)

IA

bulunur. Burada unutmamak gerekir ki, [0,¢] bolgesinde [|7|/;: ) ifadesi sonlu ise, o
takdirde (4.29) ifadesi T—ya gore integrallenebilirdir. Bu da Teorem 4.1’in kabullerinden

biri oldugundan Lebesgue teoreminden

> / (t—7)* " Qa(r, t)dr | = / (t=7)"")  Qa(r,t)dr (4.31)

seklinde ifade edilir.
4.3 KARARLILIK ESiTSiZLiGININ ELDE EDiLMESI

Gereken tiim araclar elde edildiginden artik kararlilik esitsizligi hesaplanmaya baglanir.

Son iki alt bagliktaki elde edilen sonuclardan, 0 < ¢ < T" igin
¢ o0
Ofu(zo,t) = / (t =) “AaBaa (= (= 7)) (9, 0,) @ (o) 7 (7) d
n=1

0
t

[ A= 1S B (6= 7)) g (7)) 0 0, (20
(o) (1) + g (u (0, 0) (432
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yani
t
Ou (zg,t) = /(t—T)alQl(t—T dT—i-/t—Tangt—T)dT
0

+p(o)r(t) + g (u(xo,1)) (4.33)

yazilabilir. Teorem 4.1’de p(zq) # 0 kabuliinden 0 < ¢ < T igin
L oruta /t L0t — T)r(r)d
,t —T) —7)r T

0

r(t) =

— / (t — T)O‘_l Qo(t — 1)dT — g (u (0, t))] (4.34)

seklindedir. 71 =t — 7 degisken doniisiimii yapilarak

0<t<T 0<t<

r(t)* = e (2107w (w0, 1) + 219 (u (w0, 1))]”
+ / (t — 1) Qu(t — T)r(r)dr + / (t —7)* " Qa(t — 7)dr ]
max O/ u (o, max Zo, 2
< e |2 g 07 (a0, + 2 g Lo o (0.)
+ O/TiY [OinT?i(TQl(Tl)} r(t —71)dm +0/(t—7)a Og'?i(TQQ(t T)dT ]
< 2 {2 max |9%u (o, t)[* + 2 max |g (u (20, 1))

[P(I(;)]2
/T’f ! [ max Ql(ﬁ)} r(t — 71)d7y

0<m <T
0

+

t T

+ / (t —7)*' Cgs / (7= 0"+ (1 — 0)** '] |r(0)| dodr

0 0

] (4.35)

olur. (4.35) ifadesinin sag tarafindaki doérdiincii terim igin agagidaki integral incelenerek

t T

/ (t—7)*" / [(r =)+ (7 — 0)** '] r(0)dodr

0 0

- / [/t (r—0)*"(t— T)aldT] r(0)do

0 0

+/ [/ (=) (t—7)"" dT] r(6)do (4.36)

0 0
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yazilir. (4.36) egitliginin sag tarafindaki birinci ve ikinci integraller, sirasiyla, b = ¢, a = 0,
t=7,p=q=adurumundave b =t, a =0,t =7, p =, ¢ = 2a durumunda (1.75)

formiiliine karsilik gelmektedir. Boylece

_ Oj {% (t—@)m_l] r(0)d6 + O/t [—F <§)(§Of)20‘> (t — 6y | r(6)dd
(5835/@—9ﬂ*%wme+5%%%%ﬁjlv—mwlrwwe
Ll Lz% o] oo

[ g e e

bulunur ve (4.35) esitsizliginde yerine yazilirsa

7 21080 (o, g0 + 219 (u (w0, DliEgory +
[p(0)]

1Q1llcom + L)t + La)T (20) t2a] /(t —60)*""r(0)dd

I' (2a) I' (3a) ] (4.38)

olup 0 <t < T igin

7@ < Cor [H&?u (@0, Moz + g (w(@o, Dlleo.n

I@ullpn + e + 2&“1/t_7 )m]@mm

0

seklindedir. u (xg,t) = h(t) ek bilgisi dikkate alinarak

Cor (190 (w0, My + 19 (@0, eporry) € L (0,7) (4.40)
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bigimindedir ve (4.39) esitsizliginde genellegmis Gronwall egitsizligi uygulanabilir. Boylece
0<t<Tigin

PO < Cor (107 (o, Moo + 19 (v (@0, Nl oo

t

+Cp7Cose”" /(t - T)ail (||8f‘u (2o, ')Hc[o,T] + [lg (u (20, '))Hc[o,T}) dr

0
= Cegr <Hatau (o, ')Hc[o,T] + [lg (u (2o, '))HC[O,T])

t

x | 14 Cgge®" /(t — 1) ldr (4.41)
0
yazilir ve
/ / o Te
t—7) dr = /To‘_ldT = — S 4.42
!( ) / = <= (4.42)
oldugundan

(0% Ta
O] < Cor (100 G Mg + o o Do) (1 + CoseT )
< Cys (||3fu (o, ')HC[O,T] + llg (u (@0, '))”c[o,T]) (4.43)

elde edilir. Her 0 < t < T i¢in r(t) < |r(t)| oldugundan, (4.43) esitsizliginin sol tarafi
daha kiiciiltiilerek

r(t) < Cs (|07 (20, )| opor) + Cas Nl (u (0, )l opo,my (4.44)

esitsizligi elde edilir ve [0, T iizerinde (4.44) ifadesinin her iki tarafindan t—ye gore mak-

simum alinirsa

HTHC[O,T] < Cs (|07 u (2o, ')HC[O,T] + Cs5 |9 (u (2o, '))HC[O,T] (4.45)

bulunur ve bu da wu(xo,t) = h(t) oldugundan (4.6) esitsizligine kargihk gelmektedir.

Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 5

TARTISMA VE SONUC

Kesirli difiizyon denkleminin klasik difiizyon denkleminden, kesirli tiirevin ¢zelliklerinden
kaynaklanan bazi farkliliklar1 vardir. Bu da ayri bir teorinin olusturulmas: ihtiyacim
dogurur.

Bu caligmada, kesirli mertebeden lineer difiizyon denklemleri icin uygulanan spektral
teorisi, Gronwall ve Young esitsizlikleri gibi temel esitsizliklerden yararlanarak lineer ol-
mayan difiizyon denklemi i¢in bir ters problemin ¢oziimiiniin kogullu kararlilig1 aragtirilmig-
tir. Lineer olmayan kesirli mertebeden difiizyon denklemlerinin, bilim ve teknolojinin
bir¢cok alaninda ortaya cikma potansiyeli goz oniine alindiginda bu tiir problemlerin
¢oziilebilirliginin ve yaklagik ¢oziimlerinin incelenmesi giintimiiziin énemli bir konusu

olarak goriilmektedir.
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