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ABSTRACT
FRACTIONAL DERIVATIVES AND RELATED NUMERICAL METHODS

SAHANTURK, Fulya
M.Sc. Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ali Thsan HASCELIK
Ocak 2019
45 pages

The notions of arbitrary order derivative and integral are extended form non-integer-
order derivative and integral. In the recent years, it has been applied extensively in
mathematics, physics, biology and engineering branches. Since the derivative deter-
mines the rate of change of physical events, fractional-order derivatives close the
openings that cannot be calculated by integer-order derivatives. There are many defi-
nitions of fractional derivative in literature. Having more than one definition allows
to use the most suitable one according to the type of problem and thus to obtain the
best solution of the problem. Some of these definitions are Griinwald-Letnikov, Rie-

mann-Liouville and Caputo fractional derivatives.

In this study, the Caputo fractional derivative, which is more advantageous since it
contains initial values, have been used. This derivative is applied to some known
functions and the results have been given in table form. Then, this derivative, with
use of Algorithm 1 and Gauss-Jacobi rule have been examined. A new method has
been created with the transformation we applied to Gauss-Jacobi and with the help of
Jacobian matrix. This method has been applied to selected functions and very effici-

ent results have been obtained.

Key Words: Fractional Derivative and Integral, Caputo Fractional Derivative, Ga-

uss-Jacobi Rule, Caputo’s Numerical Solutions



OZET
KESIRLI TOREVLER VE ILGILI NUMERIK METOTLAR
SAHANTURK, Fulya
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Ali ihsan HASCELIK
Ocak 2019
45 sayfa

Keyfi mertebeden tiirev ve integral kavramlari, tamsay1 mertebeden tiirev ve integra-
lin tam olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis seklidir. Son yillarda ise matema-
tik, fizik, biyoloji ve miihendislik alanlarinda olduk¢a genis kapsamli uygulanmaistir.
Ciinki tiirev fiziksel olaylarin degisim hizini belirlediginden kesirli mertebeden tii-
revler tam sayilt mertebeden tiirevlerin hesaplayamadigi agikliklar1 kapatmaktadir.
Literatiirde kesirli tiirevin bir¢ok tanimi mevcuttur. Birden fazla taniminin olmasi,
problemin tiirline gore en uygun olaninin secilmesini ve bdylece problemin en iyi
¢ozlimiiniin elde edilmesini saglar. Bu tanimlarin bazilar1 Griinwald-Letnikov, Rie-

mann- Liouville ve Caputo kesirli tlirevleridir.

Bu calismada, baglangi¢ degerlerini igerdiginden dolayr daha avantajli olan Caputo
kesirli tiirevi kullanilmistir. Bu tiirev bilinen bazi fonksiyonlara uygulanmis ve so-
nuclar tablo halinde verilmistir. Daha sonra Algoritma 1 ve Gauss-Jacobi kurali ile
birlikte kullanimlar1 incelenmistir. Gauss-Jacobi’ ye uyguladigimiz doniisiim ve Ja-
cobi matrisi yardimi ile yeni bir metot olusturulmustur. Olusturulan bu metot segilen

bazi fonksiyonlara uygulanmis ve ¢ok iyi sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev ve Integral, Caputo Kesirli Tiirevi, Gauss-Jacobi

Kurali, Caputo’nun Niimerik Coziimleri
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BOLUM 1
GIRIS
Literatiirde kesirli mertebeden tiirevin birgok tanimi1 mevcuttur. {lk kez 1697 de Le-
ibnitz ile baslayip daha sonra 19. yy’da Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace,
Lagrange, Euler, Abel, Grunwald, Letnikov, Lacroix gibi bir¢ok iinlii matematikg¢i de
bu konuyla ilgili caligmalar yapmistir. Griinwald -Letnikov kesirli mertebeden tlirev
ile Riemann — Liouville kesirli mertebeden tiirev ve integral tanimlar1 verilmistir.

20. ylizyilin ortalarinda ortaya atilan ve literatiirde siklikla kullanilan Caputo kesirli

mertebeden tiirev tanimi yapilmistir.

Son yillarda kesirli mertebeden tiirev {izerine ¢ok sayida calisma yapilmis bilim ve
miihendisligin birgok dallarinda fiziksel sekillendirme de kullanilmistir. Bunun sebe-
bi ise, fiziksel sistemlerin kesirli mertebeden tiirev ile daha iyi ifade edilebilir olma-
sidir. Ciinkii tamsay1 mertebeli tiirevin fiziksel sekillendirme de yetersiz kaldig yer-
lerde kesir mertebeli tlirevin daha iyi sonu¢ vermesidir. Bu yiizden kesirli mertebe-
den tiirev ve integral tanimlar1 tam sayili mertebeden olan tiirev ve integral kavram-
larinin genisletilmis halidir. Fiziksel anlamda tam sayilit mertebeden tiirevlerin ifade
edemedigi yerlerde kesirli mertebeden tiirevler hesaplamayi kolaylastirir. Bu hesap-
lamalar i¢in 3. boliimde bahsedecegimiz farkli fonksiyonlar i¢in bir¢ok tanimlar ve-
rilmistir ve bu da problemin ¢esidine gére en uygun olanimin kullanilmasi ile prob-
lemde en iyi sonucun elde edilmesini saglar. {lk dnce n-katli integral ve tiirevlerin

sonsuz dizisini ele alalim:

dy d*f(t)
dx’ T dez T

t e t
- f duy [ FCu)dp, f Fudp . £,

a
Kesirli mertebeden tiirevler i¢in kisa isim, kesirli tiirevlerdir ve ,Dff(t) seklinde
gosterilir. Burada a ve t alt sembolleri, kesirli tlirevlerin integral araligini belirtmek-

tedir. Buna kesirli tiirevlerin terminalleri (u¢ noktalar) denilir,[1].



Kesirli tlirevlerin semboliindeki terminallerin goriiniimii esastir. Bu, kesirli tiirevlerin
uygulamalarindaki belirsizlikleri gercek problemleri 6nlemeye yardimci olur. ¢ ‘nin
negatif degerleri iginde D7 *f(t) = J&f(t) seklinde kesirli integral tanimlanabilir.

Bunun gosterim sekli de kesirli tiirevler ile aynidir.

Bu tezde, Boliim 2’de hesaplamada yardimci olacak bazi 6zel tanimli fonksiyonlar

Ozetlenecektir.

Boliim 3’te integral ve tiirev arasindaki iligki, kesirli tiirevlerin ortaya ¢ikisi
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi, Riemann-Liouville kesirli integrali ve tiirev tanim-
lar1 verilip 6zelliklerine kisaca degindikten sonra asil konumuz olan Caputo kesirli
tiirevinden bahsedilecek ve bilinen baz1 fonksiyonlara uygulanarak drneklerle anali-

tik ¢oziimleri elde edilecektir.

Boliim 4’te ise Caputo‘nun taniminda fonksiyonlarin niimerik hesabi i¢in a’ya de-
gerler vererek coziimler elde edilecektir. Ayrica bu boliimde Algoritma 1 ve Capu-
to’ya doniisiim uygulayarak olusturulan féD,@‘ tanim1 Jacobian matrisi yardimiyla
Mathematica [11] ile niimerik olarak elde edilecek Matlab [13] ile sekiller olusturu-

lacaktir. Daha sonra bu degerler tablolarla ifade ederek hata miktarlar1 verilecektir.



BOLUM 2
HESAPLAMADA KULLANILAN YARDIMCI FONKSiYONLAR

Bu boliimde klasik tiirevden yola ¢ikilarak kesirli mertebeden tiirevleri hesap etmek
icin yardimci fonksiyonlar kullanilmaktadir, ([1,s.6],[7]). Bu fonksiyonlar kesirli
tiirevlerin hesaplanmasinda en 6nemli rolii oynar. Bu yiizden, ilerleyen boliimlerde
analitik ve niimerik hesaplamalarda kullanacagimiz i¢in kesirli mertebeden tlirevlerin
bazi tanimlarini ve 6zelliklerini vermeden 6nce bu yardimci fonksiyonlarin tanimla-

rin1 verecegiz.

2.1 Gama Fonksiyonu: Gama fonksiyonu, n’nin pozitif degerleri i¢in Euler integra-
li dedigimiz

F(n)=f x"le~*dx (2.1)
0

ile tanimlanir. Burada I'(n), n’ nin pozitif degerleri i¢in yakinsaktir. n’nin bazi de-

gerleri icin (2.1) denklemin degerlerini ve 6zelliklerini inceleyelim:

n=1 i¢in;
(0] oo T
ra) = f x%e™* dx =f e*dx= lim | e®dx = lim(1—-e7) =1
0 0 T—oo T—oo
elde edilir.
n yerine n+1 yazilirsa ,
] T
rn+1)= j x"e *dx = Tlim x"e ¥ dx
0 0

= Jim 1™ = [ (e dx
0



T
= Th_r)go (-TY (e + nf(x"‘l)(e‘x)dx = nl'(n)
0

elde edilir. I'(n+ 1) =nl'(n) ,n = 1,2 ...i¢in degerler verilirse ;

ra =1
re)=r1+1)=11=1
r3)=r@2+1)=2r@) =2
r4)=r3+1)=3r@3) =32 =3

rn+1)=n!

elde edilir. Burada tiim n degerleri pozitif tamsayr olarak alinmistir. Ayrica
n > —1 i¢in her hangi bir reel say1 olabileceginden I'(n + 1) tanimli olur, bu yiizden
de yakinsaktir. Faktoriyel degerleri —1 den biiyiik olan tiim degerler icin tanimlaya-
bilecegimizden bu Gama fonksiyonuna genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da de-

nilir. Ustelik yukarda verilen I'(n + 1) = nI"(n) esitliginden I'(n) ¢ekilirse

esitligi elde edilir ve I'(n), n’ nin tamsay1 olmayan tiim negatif degerleri i¢in taniml

hale gelir. Ornegin; n = —% alirsak ;

elde edilir.

n= —2 alirsak ve I’ (— %)’ yi kullanirsak




elde edilir. Burada Gama fonksiyonu n’nin negatif tamsay1 degerleri i¢in sonsuza
giderken, n = 0 igin I'(0) tanimsiz olur. Bununla ilgili olarak Gama fonksiyonunun

[-5,5] araligindaki grafigi Sekil 2.1 ve bazi sayisal esitlikleri Tablo 2.1 de verilmistir.

10 ¢
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Sekil 2.1 Gama Fonksiyonunun [-5,5] araligindaki grafigi



Tablo 2.1 Gama Fonksiyonunun bazi sayisal esitlikleri
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2.2 Beta Fonksiyonu:

Beta fonksiyonu, m > 0,n > 0 i¢in

1

p(m,n) = fxm"l(l —x)" tdx

0

seklinde tanimlanir.

Bu integrale x = 1 — y doniisiimii uygulanirsa dx = —dy olur ve

0
B(mm) = — f (1 - y)™ (1 - (1 - y)"dy

1

1
= j 1 —y)™ty"ldy = f y' 1 —-y)™ tdy
0 0

integrali elde edilir. Ayrica

1 1

B(m,n) = f XML = x)"ldx = f Y (1= y)y™ 1 dy = B(n,m)

0 0

oldugundan m ile n arasinda degisme 6zelligi vardir. Yani B(m,n) = B(n,m)’ dir.

Buna Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi denir, [14].
Simdi Beta ile Gama fonksiyonu arasindaki iliskiyi inceleyelim:

Beta fonksiyonuna x = sin?@ doniisimii uygulanirsa dx = 2sinf cos6 d6 olur.
Integralde yerine yerlestirilirse smirlar sin?6 =1 den 6 =§ ve sin’f =0 dan

6 = 0 olur. Boylelikle;

B(m,n) =

sin?0™ 1(1 — sin?0)" ! 2sinfcosHdB

O — iy

sin@?*™ 2c0sf?" 2sinfcosOdb

Il
N
S ——wIa



=2 | sin@*™ 1cosf?""1d6o

o — iy

esitligi elde edilir. Gama fonksiyonunda x = y2alinirsa;

rtn) = L

bulunur. Ayni sekilde Gama fonksiyonu

(0] [ee]

0

rim) = Zf xZm=1g=2% gy
0

seklinde yazilabilir. Simdi (2.2) ve (2.3) esitliklerinin her iki tarafini ¢arparsak,

r(m)r(n) = 4.[ j- x2Mm=1y2n=15=(*+¥) gy gy
o Jo

olup, ;C:z(:;g} dontisiimiiyle kutupsal koordinatlara gegerek,

Y
7 (00}
r(m)r(n) = 4f f p2m+m)=2o-1% (056)2M=1(5ing)2" 1y drde
o Jo
carpimi elde edilir. Integrali diizenlersek,
E oo
2
rm)r(n) = [2[ (cosH)Zm‘l(sinH)Z"‘ldel [2[ rz(m”l)‘ze‘rzl
0

0
Beta Fonksiyonu Gama Fonksiyonu

= B(m,n).I'(m+ n)
elde edilir. Boylece Gama ile Beta fonksiyonu arasindaki iliski

_r'mr)

BGm,n) = r(m+n)

bulunmus olur.

(2.2)

(2.3)



2.3 Mittag — Leffler Fonksiyonu:

Tanim 2.3.1: z € C i¢in

o0 Zk
Ea(Z):;m,a>0

ile tanimlanan E, fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) a mertebeli Mittag —
Leffler fonksiyonu denir. Bu gosterim Mittag — Leffler fonksiyonunun bir parametreli

gosterimidir,[1].

Tamm 2.3.2: ze Cve o, f > 0 icin

Eap (2) = kZOF(ak +B)

ile tanimlanan E, g fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) « ve 8 parametreleri ile

birlikte iki parametreli (genellestirilmis) Mittag — Leffler fonksiyonu denir. Mittag —

Leffler fonksiyonunun bazi esitlikleri asagida verilmistir,[1].
1. |z[<1 igin genellestirilmis Mittag — Leffler fonksiyonu

*© 1
-]; e_ttﬁ_lEa,ﬁ(taZ)dt = E

esitligini saglar.

2. a=1vef =1igin

1,1(2) = Z—F(k+ ) = ZF_ e
k=0 k=0

3. a=1vef =2igin

£, () i zk i zk 1w zk+t e?—1
12(2) = _— N = —z ' =
LiTU+2) LG+D zLk+ Dz

4. a=1vef =3igin

£, (2) i zk i zk 1 zk+2 e?—1—-z
B =y =y Ny =t
LiT(+3) LG+l 2L+ z

9




genellestirilirse,

olarak elde edilir.

5. a=2vef =1igin

had 72k had 42k
2\ — — —
E21(2%) = Z rk+1) Z 21— cosh(@)
k=0 k=0

6. a=2vef =2icin

2k+1

Ei3(2%) = ZF(2k+2) Z(2k+1)' sinh(z)

Biz buradaki verdigimiz (5). ve (6). esitliklerin n. mertebeden hiperbolik ve tri-
gonometrik fonksiyonlarin genellestirilmis formiiliinii Mittag-Leffler fonksiyonu

ile ifade edebiliriz. Bu formiiller sirasiyla;

nk+r 1

h (Z TL) Z m = Zr_lEn'r(Zn), (T' = 1,2, ,Tl)

ve

had (_1)jznj+r—1

(le +7r— 1)| = Zr_lEn,r(_Zn): (T =1,2, ,Tl)
=0

t.(z,n) =

seklindedir.

2.4 Abel integral Denklemi :

Tanim 2.3.3: a € (0,1) olmak iizere,

f@) = ﬁf () (t—s5)*1ds t>0

seklinde tanimlanan integral denklemine Abel Integral denklemi denir, [10].

10



BOLUM 3
KESIRLI INTEGRAL ve KESIRLi TUREVLER

Tiirev ve integral; teknolojinin ilerlemesinde, fen, matematik, miihendislik gibi uygu-
lamal1 bilim dallarinin ¢ogunda basit ve karmasik sistemlerin ¢oziimlenmesinde kul-
lanilan en 6nemli kavramlardan biridir. Kesirli integralin ve tiirevin temeli bu kav-
ramlara dayanmaktadir. Bu yiizden de ilk once integral ile tiirev arasindaki iliskiyi
inceleyip daha sonrasinda kesirli integral ve tiireve gecis yapalim, [1]. y = f(¢t) sii-

rekli fonksiyonunu goz oniine alalim, f(t) fonksiyonunun tiirev tanimiyla

df S fOSTE-4)

fi©) == lim . (3.1)
wem _ f L fO-ft=h)
ffo=Zz=ln n
o LfO - fE=h) =k~ fE=2h)
T 50 h h h
—2f(t—nh — 2h
OB Gl L (Gatc) 32)
d3 —3f({t—h)+3f(t—3h) - —3h
Y SR (Olak{ Gul D R Gk DRt Gk 33)
dn 1 O
o =L =m0 - 34
ardisik tiirevlerinden f(t)’nin genel tiirev formiilii elde edilir. Burada
(n) _ nn—1)(n— 2? wn—r+1) 3.5)
r r!
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n ve r sabitleri i¢in genel binom gosterimidir. p € Z i¢in (3.1)-(3.4) esitliklerinden
P = Z( o () fe - (3.6)

elde edilir ve (3.5) ifadesinde (g) teriminden sonraki biitiin terimler sifir bulunaca-

gindan p < n igin

dPf(t)
dtP

lim £,7 (1) = f® (1) =

bulunur. Simdi p ‘nin negatif degerleri i¢in genel binom gosterimi yazma kolayligin-

dan faydalanilarak

[p] _pp-Dp-2).p-r+1
!

gosterimi kullanilirsa

(—p) _pp-DEp=2) .. (cp-r+D _ (—1y" [zr?]

T 7! 3.7)

seklinde yazabiliriz ve (3.6) esitliginde p yerine —p yazip (3.7) de yerine koyarsak

P = hiz 1 [l —rmy

— hp Z [1:] £t —7h) (3.8)

r=0

elde edilir ve burada p pozitif tamsayidir.

Eger n sonlu bir deger alinirsa, h — 0 i¢in fh(_p) (t) sifira yakinsar. Sifira yakinsa-

- . . .. - t—
mamasli i¢in n — oo kabul etmemiz gerekir. Bu ylizden, a € R i¢in h = Ta adim

araligina parcalayip fh(_p) (t) limitini hesaplayabiliriz. ilk olarak denklemimizi

lim £77 (0 = DTV F(0)

nh=t-a

12



esitligi ile yazalim ve p nin tamsay1 degerleri i¢in inceleyelim.

p = 1i¢in,
i = hi ] ree—rm

bulunur. t — nh = a ve f(t) fonksiyonunu siirekli varsayalim,

lim £, = DIVF()

nh=t-a
n t—a
lim hZf(t—rh)=ff(t—Z)dZ t—z=1
nh=t-a =0 0
t
= ff(r)dr
a
bulunur. p = 2 i¢in
21 23. .. .2+r—-1
[ ] = (24r-1) =r+1
T r!
ise
n 2 n
=24y _ —
AP0 =0 [ |fe-rm=r e+ Dro -,
r=0 r=0
doniisiimiinden

n+1

F7P@ = h ) rhf(y—rh)

elde edilir ve h — 0 iken

t—a
i £ = DPf@O = [ 2= Dz f=7=1
nh=t-a 0

doniisiimiinden

t
= f(t —17)f(v)dt

elde edilir. Burada h, sifira yakinsadigi i¢in y de t ye yakinsar.
p = 3 i¢in

[3]:3.4. .(3+r—1):%(r+1)(r+2)

T !
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ve

£ = hZ[ [rce=rmy _%Z (r+ D)0 + DR f(E—Th)

denilirse

n+1

s h
KOO =15 ) 0+ DR —rh)
r=1

bulunur.

n+1 n+1

K0 = 122(rh)2f(y—rh)+ Z(rh)f(y—rh)

dir. Boylelikle burada h, sifira yakinsadigi i¢in y de t ye yakinsar ve

n+1

hm —Z(rh)f(y—rh) = hmhj(t—r)f(r)dr =0

bulundugundan
1 t—a 1 t
i 600 = DO =5 [ - Ddz =5 [ - @
nh=t-a "0 -

elde edilir. Buradan genel gosterim,

DEVFW = (P =1 Y [P fe—rhy = f (6~ P f (D)
r=0

1)'

seklinde elde edilir. Simdi burada buldugumuz son ifadenin bir p-katl integral oldu-

gunu gostermek icin her iki tarafin tlirevini alalim.
t

1
=5 | =@ = DVF©)

d
(-p)
(D7) =
bulunur ve a dan t ye integral alirsak,

t
D10 = [ (D00

a

t

DVFO = [ (PP 0) de

a

ardisik integralleri birlestirilirse,
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t

dt f (DS 2f (1) de
dtfdtf(aDt(_p+3)f(t)> dt

dtfdt
a

p—defa

Il
B A e

...ff(t) dt

Q%H

elde edilir. Boylelikle tiirev ve integral islevi bir gdsterim altinda birlestirilmis olup

genel gosterimi de

DEPF® = lim A PZ( D ( f(t—rh) (3.9)

nh t a
seklindedir. Burada mertebe p = n ise n. mertebeden tiirev, p = —n ise n. mertebe-
den integral formiili elde edilir. p nin tamsay1 olmamasi1 halinde ise daha sonra J ile

gosterdigimiz Riemann-Liouville kesirli integrali tanimlanacaktir.
3.1 Kesirli Integrallerin Ortaya Cikasi :

Biz bu alt baglikta ardil integralin tanimindan yola ¢ikarak ilk dnce kesirli integralin
sonrasinda kesirli tiirevin farkli yaklagimlarla nasil olusturuldugunu ve buna bagl
olarak tanimlarim1 verecegiz, [1]. Kesirli integralin olusumuna yardimci olan Abel

integrali [10] ve n-kath integralden yola ¢ikarak

H1 Uz U3 Un-1

j“] j j e j fu)dpndpn_1 - . . dppdpy (3.10)

integralini ele alalim. Bu integralin integrasyon sirasini ve sinirlarini yer degistirirsek

a<u <x Uy < Uy < X
a<p; < Mz < pp <X
a<pp_q < Up— Hp < HUp—1 <X
a<tp < lp- a< fp <X

15



n- katli integrali

K1 U2 U3 Un-1

ffff---ff(un)dun...dM

a

X

=ff fx ff(.un)dﬂl---dﬂn

Un HUn-1 U2

= ff(ﬂn) fx o fx fd/,tl duy - . . din—y |duy (3.11)
a HUn

U3 \U2

seklinde yazabiliriz. (3.11) esitliginin sag tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplanir-
sa;

X
] duy = (emp,)
Uz

X

(x — u3)?

](x_ﬂz) du, =TB
Us

x ( )n—l

XUy

](x — Un-1) AUn-1 = NCEE
HUn
bulunur ve

x K1 H2 U3 HUn—-1

ffff : f flun)duy - .. dy
a a a a a

1 et g, L r )
= =D ff(:un)(x_ﬂn) M= T ff(un)(x—un) ty, (3.12)

esitligi elde edilir. Burada I'(n) = (n — 1) ! dir. Bundan sonra yapacagimiz hesap-
lamalarda bu integral baz alinarak kesirli tlirev tanimlar1 olusturulacak ve problem
¢ozlimlerinde hangi tanim daha avantajliysa o kullanilacaktir. Ayrica esitligin sag
tarafindaki n pozitif tamsayidir ancak gama fonksiyonu negatif degerler icinde he-

saplanabileceginden asagidaki kesirli integral tanim1 meydana gelir.
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Tamim 3.1.1: « € R* olsun. a < x < b igin L,[a, b] de

Ja f(x) = Dg*f(x) =

1 7 »
maf(x —-)* 1 f(dt xX=>a (3.13)

seklinde tanimlanan J§ integraline , @. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integ-

rali denir,[1,5,9]. Ayrica

o Ozdeslik fonksiyonu: JOf (x) = f(x) dir. Yani JO = I dur.
e Lineerlik: J*(Af (x) + g(x)) = AJ%f(x) +]J* g(x), a€RY,1eC
e Eger f(x),x = 0 igin siirekliyse ;

lim 40 Jf(x) = f(x)

J (1PF) = JFUF () = J**Ff(®),  aBER",AeC

ozellikleri saglanir.
Ispat: Ispat icin bkz [9].

Teorem 3.1.1: « ¢ R* ve Re(c) > —1 igin f(x) = (x — a)° fonksiyonunun a. mer-

tebeden Riemann-Liouville kesirli integrali

a o Te+1) et
JG [(x —a)] = m(x —a) (3.14)

seklindedir, [1,5,9].

ispat:
1 X
Jil(x—a)] = mf (x —t)* ' (x — a)°dx

x=a+u(x—a)
a=a+u(x—a)

(t=a+ulx—a),dt = (x —a)du) doniisimiinden ve } oldugun-

dan dolayi sinirlar 0 ile 1 araligina gelir ve

1

m! x—a)* "1 -—w* u(x —a)(x —a)du
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xC+a !
(a)f (1 —w)* udu
0

r
_,B(CZ,C+1) c+a
R
_ I'(c+1) cta
_F(c+a+1)(x_a)

esitligi elde edilir. Burada a = 0 alirsak esitlik

I'c+1)

]g(xc)zl“(c+a+1)

(x)c+a

halini alir,[9].

Teorem 3.1.2: a > 0ve u > 0igin f(x) = e** olsun.

o [u(x — )

A, Ux — — \a
Jae (x=a) Fea+k+1)
k=0

(3.15)

dir, [1,9].
Ispat: Ispat icin bkz [9].
3.2 Kesirli Tiirev Tanimlari

Biz bu tezde Caputo kesirli tlirev tizerinde digerlerine gore daha ¢ok calistigimiz i¢in
Riemann-Liouville ve Griinwald—Letnikov kesirli tiirevlerinin tanimimi ve birkag

ozelliklerini bu alt baslikta kisaca verecegiz, [1-3,9].

Tamm 3.2.1: a € ]R+, n—1< a < nsartin1 saglayan bir tamsayi, f siirekli bir
fonksiyon, f*(x), (k=1, 2, 3,...,n+1) tiirevleri ile [a, x] kapal1 araliginda siirekli ol-

sun. Bu taktirde

S @ —)® L [ i
GLDa_kZO =2t D +F(k_a+1)f(x—t) FOD (Hde  (3.16)

seklinde tanimlanan “*Dg tiirevine a.mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

denir.
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Tamm3.22: € RT ve n—1<a <n olsun. a <x <bicin

1
DE F(x) = DE* () = 7

o (i) f (- f(e)de G17)

seklinde tanimlanan DY tiirevine, a. mertebeden Riemann — Liouville kesirli tiirevi

denir. @ = 0 i¢in 6zdeslik fonksiyonu D = I dir. Yani D& f (x) = f(x)’dir, [5].
Lemma 3.2.1: o €R" ve n € N 8yle ki n > o olsun. Bu durumda,

Dg = D"ju=e
dir, [5,9].

Teorem 3.2.1(Lineerlik): f; ve f, [a,b] ‘de tanimlanan iki fonksiyon olsun ve

D& f; ile D f, hemen hemen her yerde yakinsak olsun. ¢, ¢, € R igin

Di(c1fr + c2fz) = c1DEfi + ¢ DG f>
dir, [5,9].

Ispat: Ispat icin bkz [9].

Tamm3.23:a € R ven—1<a<nolsun.a<x<bh icin

n

i 10 . d
D*aa f(X) = ]5‘ apn f(X) = mf(x - t)n @ (E) f(t)dt (318)

seklinde tanimlanan D, tiirevine , a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi denir.

3.3 Caputo Kesirli Tiirevi ile lgili Baz1 Teoremler

Kesirli tiirev ile ilgili simdiye kadar birgok tanimlar verilmis ancak tanimlar1 ne ka-
dar farkli olursa olsun mertebesini hep tamsayiya tamamladigindan dolay1 aslinda
mertebesi tamsay1 olan tiirev ile ayn1 sonucu vermektedir. Hatta bazi sartlar altinda
yukarida verilen tanimlarin esit olduklar1 gosterilmistir,[1,2,5,9]. Fakat birbirlerine
cok benzemelerine ragmen aralarinda fiziksel farkliliklar1 vardir. Bu fiziksel farkli-
liklar sayesinde problemin tiiriine gore en uygun olaninin kullanilmasini ve proble-

min ger¢ek degerine yakinsayarak en iyi sonucun elde edilmesini saglar. Ancak bas-
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langi¢ kosullarinin oldugu yerlerde Riemann-Liouville kesirli tlirevin olusturdugu
dezavantajlar vardir. Bu dezavantaj x = a noktasinda limit ile tanimlanan baslangic

kosullarma sahiptir. Ornegin; by, b,, ..., b, keyfi sabitler olmak iizere;
lim ,DF~*f(x) =b,
xX—a

lim (D 2f (x) = b,
x—a

lim ,DF™f(x) =m

x-a
seklinde tanimlanan baslangi¢ kosullart meydana gelir,[1]. Bu baslangi¢c kosullarini
igeren problemlerin ¢oziimleri elde edilse de sonuglar1 kullanigh degildir. Ciinkii bu
baslangi¢ kosullarinin fiziksel sekillendirmesi yoktur. Bu dezavantaji ortadan kal-
dirmak i¢in ilk olarak 1967 yilinda italyan matematik¢i M. Caputo tarafindan Tanim
3.2.3’te verilen kesirli tiirev tanim1 6ne stiriilmiistiir. Bu tanimin avantaji kesir mer-
tebeli diferansiyel denklemler i¢in kullanilan baslangic kosullar1 ile tamsay1 mertebe-
li diferansiyel denklemler i¢in kullanilan baslangi¢ kosullarinin ayni olmasidir. Bu
yiizden hem analitik hem de niimerik ¢6ziimlerde diger tanimlara nazaran Caputo

kesirli tiirev tanim1 daha ¢ok kullanilmaktadir.
Teorem 3.3.1: « € R™ ve keyfi bir ¢ sabiti igin D ¢ = 0’dur.
Yani mertebe ne olursa olsun sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi sifirdir.
Eger a = 0 1se D =1 6zdeslik fonksiyonudur, [2,5,9].
Teorem 3.3.2: Her @, B € R* olmak iizere
D& (DL, f(x)) = DL, (D& () = DI P f(x)
dir, [2,5,9].

Teorem 3.3.3 (Lineerlik): f;, f>: [a, b] » R ve D f; ile D f, yakinsak olsun ve

c1,C5 € Rigin
Di (cifi + c2fz) = alD fi + ¢ DEfo
dir, [2,5,9].

Ispat: Ispat icin bkz [5,9].
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Teorem 3.3.4: € R"ve n — 1 < @ < n olsun. Bu durumda
Diaf (x) =]Ja *D"f(x) # D"Jg~*f(x) = Dg f(x)
dir, [2,9].
Teorem 3.3.5: Eger f fonksiyonu siirekli ve & > 0 ise bu durumda,
D&Jdf = f
dir, [2,9].

Lemma3.3.1:« >0ve n—1<a <n olsun. f fonksiyonu varsayalim &yle ki
D& f ve D&f nin her ikisi de var olsun. Ayrica k = 0,1,2, ...,n — 1 i¢in D¥f(a) = 0

olsun. Bu durumda,
Diaf =Dgf
dir. Ayricam € N olmak {izere
D™DYf(x) = D™Uf (x) = D*D™f (x)
ve DID."f(x) = DF™f(x) = D" DIf (x)
saglanir, [2,9].

Teorem 3.3.6: n— 1 < a <nigin B,n €N ve a € R olsun. f(x) fonksiyonu i¢in
oyle bir DZ f (x) vardir ki

DEDPf(x) = DI*Ff(x) # DPDES (x)
saglanir, [2,9].
Teorem 3.3.7 (Caputo Operatorleri icin Leibniz Formulii)

0 < a < 1olsun ve file g fonksiyonlarinin (a — h, a + h) aralifinda analitik oldu-

gunu varsayalim (h > 0). Bu durumda
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x—a) ®

D&lfgl(x) = (F(l—_a)g(a)(f (x) = f(@)) + (D%g(x))f (x)

oo

+ () U gDk f (o)

k=1
dir, [2,5].

Teorem 3.3.8: « > 0 ve n — 1 < @ < n olsun. Ayrica D§f nin var oldugunu ve f

nin a da n — 1 tiireve sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda

Di&f(x) = Dg(f = Ty-alf; aD(x)

dir,[5]. Burada T,,_;[f; a] , f fonksiyonunun a noktasinda trettigi (n — 1). derece-

den Taylor polinomunu gostermektedir.

Son olarak verecegimiz teoremde merkez nokta civarinda (a=0) integrallenen Rie-

mann-Liouville ve Caputo tiirevi arasindaki bagintidan bahsedecegiz.

Teorem 3.3.9: x > 0,a € R,n—1 < a < n € N olsun. O halde Riemann-Liouville

kesirli tiirevi ile Caputo kesirli tiirevi arasindaki baginti
n-1 (ka w“
D¥ = DUf(x) — Z ——— (0
FO= )t/ ©
k=0
seklindedir, [2,9].
3.4 Bilinen Baz1 Fonksiyonlarin Hesabi

Bu alt boltimde kesirli tlirevlerin sabit fonksiyon, kuvvet fonksiyonu, iistel fonksiyon
ve trigonometrik fonksiyonlarin kesirli tiirev ve yardimci fonksiyonlarin tanimlariyla
genel formiilleri elde edilmistir, [2,9]. Ayrica burada elde edilen ¢oziimlerin niimerik

degerleri Boliim 4’te tablolarla verilmistir.
3.4.1 Sabit Fonksiyonlarin Hesabi

Teorem 3.4.1.1: 0 < @ < 1, f(x) = c igin f fonksiyonunu Riemann-Liouville kesir-

li tiirevi ile hesaplayalim, [2,9]. O halde
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X
n

DE F) = rores () [ G — 07 poae

a

formiiliinden f(x) = ¢ ‘yi yerine yazarsak;

1

Dgf(x)_F(n a) dx

f@_ﬂnal

1

m J(X—t)l =L f(t)dt

F(l—a) j(x_t)a

C
— -a
I"(l—a)'t +0

elde edilir.
3.4.2 Kuvvet Fonksiyonlarin Hesabi

Teorem 3.4.2.1: 0 < a < 1ve Re(c) > —1i¢in f(x) = x¢ fonksiyonunun . mer-

tebeden Riemann-Liouville kesirli turevi

r'c+1)

o (x) = mxc_“ (3.19)

seklindedir, [2,9].

Ispat:0 < a <I oldugundan n = 1 ve a = 0 igin integral alindigindan Riemann-

Liouville kesirli tiirevin formiiliinden

1 d\' [
D& — _) J _ £\—a ¢C
g f(x) rd—o\d (x —t)~*tdt
a
elde edilir. Burada t = x — xu ,dt = —xdu doniisiimii ile )(::;C:Z; oldugundan

integral 1 den 0 a kadar alinir. Yani

1 0
D& f(x) = ) f Ga)~ (x — x10)¢ (—x)du

=
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olur. Buradan sinirlar1 yer degistirerek x in oniindeki eksiyi yok edersek;

1

D& f(x) = ﬁ (%) xeatl f u (1 —w)du

0

esitliginden
_ 1 c—a
_m(c—a+1)x B(—a+1,c+1)
_ 1 eeg T(—a+ DI (c+ 1))
_—F(l—a)(c_a+1)x rc—a+2)
_ I'(c+1) .,
T T(c—a+1)

elde edilir, [2,9].
Teorem34.22:n—1<a<n,c>n—1,c € Rve f(x) = x¢ fonksiyonunun

a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

rcc+1) __,
——x° 3.20
r'c—a+1) x ( )
seklindedir, [2,9].
ispat: Yukaridaki (3.18) denkleminde a = 0 i¢in

n

D, f(x) = ﬁ j (x — tyr-a-t (%) e dt

X
1 I'c+1
= f c+1) tCM(x — )" dt
r''hm—a)) T'(c—n+1)
0
vet = ux, 0 < pu<1donisimiyle

_ I'c+1)
T I'(n—-a)(c—-n+1)

[ @@ = wretxa
0

X

F(C + 1) c—a f ’uc—n(l _ ‘u)n—a—ld‘u
0

:F(n—a)F(c—n+1)x
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I'c+1)

=F(n—a)F(c—n+1)xc_a'3(c_n+1'n_a)

I'c+1) cglc—n+Drn—a)
:F(n—a)F(c—n+1)x r'c—a+1)
rc+1)
=F(c—oc+1)x

elde edilir. Bunu parcali fonksiyon halinde gosterirsek;

0 , ce{0,12,..,n—1}

r 1
Llet) (x—a) @ , ceNwvec=n wveya

r'(c+1-a)

Diaf (x)=

c&€Nvec>n—-1 ise
seklinde ifade edilebilir.
3.4.3 Ustel Fonksiyonlarin Hesab1

Teorem 3.43.1:ca ER,n—1<a<n,n€N,u€C olsun. O zaman {istel fonk-
siyonlarin Caputo kesirli tiirevi Eq g(z) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

iken

k+n k+n—a

DZet* _ZF(k+1+n ) = plx"” aEln a+1(Ux)

seklindedir, [2,9].

Ispat: [9,5.34] ve e** in seri a¢ilim1 kullanilarak Riemann-Liouville kesirli tiirevin-

den asagidaki
D%et* = t™%E; 1 _q(ut)
esitligi elde edilir, [9]. O halde Caputo kesirli tiirevini ispatlayalim.

n—-1 k—a

Dfel = Dokt — ) o (e4)* (0)
k=0

=t °F ( t) Z xk—a k
=t P-el rk+1-a)t
k=0
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n-1

(ux)*x™ uhx
F(k+1—a) £ F(k+1—a)

k—a

”kxk—a

k=0F(k+1—a)

® k+atk+n—a

U
k=0F(k+n+1—a)

Hx" Y E - gqq ().
3.4.4 Trigonometrik Fonksiyonlarin Hesabi

Teorem344.1: u € C,a e R,ne€ N,n—1 < a < nolsun. O halde

: 1. _ . ;
D sinpx = = i(iw)"x""* (El,n—a+1(lﬂx) - (—1)”E1,n-a+1(—lux))
dir, [2,9].
Ispat: Ispat icin bkz. [9]

Teorem34.42: ueC,a e R,n € N,n—1 < a < nolsun. O halde
a 1 ’ n,n—a ; n :
Dy cos ux = E (l#) x (El,n—a+1(l.ux) + (_1) El,n—a+1(_lllx))
dir, [2,9].

Ispat: Ispat igin bkz. [9]
3.5 Ornekler:

. 1
Ornek 3.5.1 f(x) = x fonksiyonunu e mertebeden Riemann- Liouville kesirli in-

tegrali ile hesaplayalim.

(3.14) esitliginden ¢ = 1,a = 0 alinirsa

1 ra+1) .1 4 3
Jo (x7) r(%) xo 3\/Ex2

elde edilir.
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o 1
Ornek 3.5.2: f(x) = x fonksiyonunun e mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli

tiirevini ile hesaplayalim.

Nk _ N(k-a)
Zf e (x =" f D ()dt
k=0

1 X
r'k—a+1) +F(k—a+1)f

Burada a = %ahndlglndan n = 0 olur.

- FO@)(x = 0) 2 i :
Z 1 +— | (e = )" 2 D (e
k=0 'O+-5+1) T3y

bulunur ve I’ G) = /i esitligi kullamlarak

t
! f( t)o_% 1. (t)dt
— | (x— )
e
0
(x — t) = u?,—dt = 2udu doniisiimii yapilirsa sonug olarak

1 2Vx
f2(x) = ﬁ

elde edilir.

Ornek 3.5.3: f(x) = c sabit fonksiyonunu % mertebeden Caputo kesirli tiirevi ile

hesaplayalim.

O halde a = % oldugundan n = 1 bulunur. Caputo’nun

n

D FG) = Fos f (- oot (2) F@a

formiiliinde a=0 noktasinda integralini alirsak;

D2 f(x) = ;1 (x—t)‘% 0dt
F(l _i)o
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1
D¢ c =\/_f0dt—0

elde edilir. Buradan da goriildiigii gibi Riemann-Liouville kesirli tiirevine gére sonug
sifirdan farkli ¢ikarken Caputo, tiirevi integralin i¢inde i¢erdiginden dolayi sifir ¢ik-
maktadir. Bu da aslinda Caputo‘nun sabitlerin tiirevini sifir yaparak baslangi¢ sartla-
rin1 Riemann-Liouville® ye gore iyilestirerek sonucun daha kullanighh olmasini sag-
lamaktadir. Ayrica klasik tiireve gore sabit fonksiyonlarin tiirevi 0 oldugu i¢in f(x)
in kesirli mertebeden tiirevleri de 0 oldu. Bunu genel bir ifade ile D¥c = 0 oldugunu

Teorem 3.3.1°de vermistik.

. 1
Ornek 3.5.4:f(x) = x? fonksiyonunu > mertebeden Riemann-Liouville kesirli tii-

revi ile hesaplayalim. Burada a = % oldugundan n = 0 bulunur ve a y1 keyfi olarak

sifir alirsak

Dz 100 = s () f (e = 0"t fe

a

formilinden

D} 0 - ﬁ(;_xy j( otea
2
Ll ¢
md 0

|x— t =u? —dt = 2udu|

(x — t)2

0
1d —u?)?*2ud 1d
=faj —(x ) udu \/__d_J_z(x_uz)zdu
"R (u?)z Vi
0
1 d 4 5 2 5
=—— f(—2x2+4xu2—2u4)du = [ szx/_——x2+ x2
\/de\/_ 5
X

1 d[<2 4+2> ; [16 §
= Vrdx 375)” \/_dx
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1516 3 BxVx

. X
Jm2'15 3T

elde edilir.

Ornek 3.5.5: f(x) = x fonksiyonunu % . mertebeden kesirli tiirevini Caputo kesirli

tiirevi ile hesaplayalim. O halde a = % oldugundan n = 1 olur ve Caputo‘nun formii-

liinde a=0 i¢in integrali alirsak;

X
1 1 1
D? x = 1f dt ut=x-t
rf)o (x—1t)2
X
1j2u
=——| —du
s u
0
1 [ 1 = 2
=—— 2du——f2du=—\/z—0
)T 7= =0
X
_2Vx
Vm

elde edilir. Boylece (3.18) ve (3.19) esitliklerinden vardigimiz sonu¢ n = 1 yani
n—1<a<nvec€Rtigin DZ (x¢) = D& (x°) dir.
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BOLUM 4
NUMERIK METOTLAR

Kesirli tiirev tekniginde baslangi¢ kosullarini fiziksel yorumlara en uygun sekilde
veren Caputo oldugundan biz bu alt baslikta Caputo’ ya dair metotlar gelistirip, Ga-
uss-Jacobi kuralina uygulayarak elde edilen degerlerin niimerik ¢ézlimlerini karsilas-
tirip hata miktarlarin1 bularak hangisinin daha kullanish oldugunu inceledik. Bunun
icin ilk 6nce Caputo kesirli tiirevinin bazi niimerik degerlerinin nasil hesaplandigini

gosterelim. 0 < a < 1 aralig1 igin

d
D, f(x) = f -t (9) pyae
formiiliinden f(x) = x? fonksiyonunu ve a = % , Q= % , Q= % keyfi degerlerini
alalim, [9].
1
D2 f(x) = f (x — O —) 12 dt
T
1 1
=2—1J(X—t)2tdt ) t=x—xu
r(z)s
doniisiimiinden
1
2 1o
—1f u- 2(1—-uw)du
r(z)s
1
2 3 _1
=—7 ZJu 2 (1—w)du
(3

Beta Fonksiyonu

=F(1)x B(§’2>

2

[\
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elde edilir.

1

f(x t)l_"l (%) t2 dt

F(1—§) =7

X

1 1
=2—2f(x—t)_§tdt , t=x—xu
r(3)s

doniistimiinden

0
—j x—x+ xu)_% (x — xu)(—xdu)

=
WIN

f(xu)_% x?(1—u)du
o

=
~/
UJll\J

2 1
u- x 3(1—u)du

o

2
3

—
Y
N—r

5 _1
x3fu 3(1—u)du
0

—
~~
wl N
—

Beta Fonksiyonu
5 1
= 3Bl —=,2
X ( 3’ )
2
7)I(2)
o)

%) (3)

~ 1.3293 x3

N

—
—
wI N
~—~

wl|ul

—
N 7 NN

w|u1

|
w| o
v

G

elde edilir.
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1 1 7 1, rdy
D f(x) = r(l—of(x—t)1 it (E) t2dt

_1 \ .
4 =2t

X

1 1
=2—3f(x—t)_1tdt , t=x—xu
r(3)s

doniisiimiinden

‘ N

(x—x+ xu)_% (x — xu)(—xdu)

Sl w
~

~
amn

(xu)_% x? (1 —u)du

NI

Il
T ‘
/NN
N—
o\»—\ O'SH H\o

‘ S

1,1
u 4x“4(1—u)du

W
~

~
N

1

2 7 !
= F(é)xztju 4(1-w)du
4 0
Beta Fonksiyonu
2

7 1
x4B (——,2)

rg ¢
2 T(r@
= 8
r g) r(3)

7
1

7
= @X‘} ~ 1.2435 x
4
elde edilir. f(x) = x, x? icin Sekil 4.1, Sekil 4.2 ve f(x) = x, x?,x3, e* degerleri
i¢in olusturulan Tablo 4.1 asagida verilmistir. Burada a=0 oldugu yerler fonksiyonla-

rin kendisine esittir.
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5 T T T T T T T

alfa=0 igin
4.5 — — — -alfa=1/4 igin
e alfa=1/3 igin

S alfa=1/2 igin
351 -7

3l i - - _
2.5+ T

-
P
2 B /,//'//</’
Py
Lz
= e

15F ST

1r ////

L
05F v
v
7,
0 Y 1 1 1 1 L 1 | 1 1
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) ) 111, . . .. 4
Sekil 4.1 f(x) = x ‘in a = 51305 i¢in degerlerinin grafigi
9 T T T T T
alfa=0 i¢in /]
81 |-~ — - alfa=1/4 igin ]
—— alfa= 1/3 igin //
7 alfa=1/2 igin 7
alfa=1 igin ////
5 -
5
7
4 i .
A
7
3 //// b
iz
L
2 //// -
///
i -7
1 e 1
0 e | | I |
0.5 15 2 25 3
. 2 ¢ 111 .. - .. ..
Sekil 4.2 f(x) = x* ‘in a = 51305 i¢in degerlerinin grafigi



Tablo 4.1 Caputo’nun yaklagik niimerik degerleri

f(x) a=1/4 a=1/3 a=1/2
c 0 0 0
x 1.0880x3/4 1.1077x2/3 1.1284x
x? 1.2435x7/% 1.3292x5/3 1.5045x3/2
x3 1.3565x11/4 1.4954x8/3 1.8054x°/2
e* 2.0114x3/* 2.1071x2%/3 2.2906vx

4.1 Algoritma 1:

0<a<2,a+1vel0,X]arahigiigin h = %iken {x, =nh:n=0,1,2,..,N}

N et
D2y = [/ g _ o)) D | yvn = D LN = )Rk k] y
n=0

k=0

D¥y(X) = D¥yy(h) + 0(h*~%)

integrasyon agirligini kullanarak ( Carpim Trapez Kuralindan tiiretilen)

1, n=0ise
apyd M+ DT =201+ (n -1, 0<n<Nise
(1—a)N"*—N1"¢+(N-1)¢, n=N ise

seklindedir ve bu algoritmada y,,y (x,) i belirtmekte ve 0 < x,, < X integrasyon
araliginda [0,X] iken yy de y(X) i gosterir, [3]. Caputo tiirevindeki integrali
0 < a < 2 i¢in trapez yontemiyle yaklasik olarak hesap edecegiz. Asagidaki tabloda
Algoritma 1 ‘in Mathematica [11] programinda yy(h)’in sabit fonksiyon, kuvvet

fonksiyonlar1 ve iistel fonksiyonlar i¢in degerler hesaplanmustir.

4.2 Gauss —Jacobi Kurali ile Hesabi :

Bu konuya girmeden 6nce Gauss-Jacobi kuralindan kisaca bahsedelim.
1 n
Ja-xra+nfr@dn=y A (41)
-1 k=1

seklinde taniml1 integralin u¢ noktalarindaki tekilligi ortadan kaldirmak ic¢in

PX)=1-x)*A+x)f . 1,5> -1
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formundaki Jacobi agirlik fonksiyonu kullanilir. Burada x; ’lar J,(x, 4, B) seklinde
gosterilen Jacobi polinomlariin sifirlaridir. Jacobi agirlik fonksiyonu ile Jacobi po-
linomu (n — 1). mertebenin altinda veya ona esit olan tiim polinomlarla ortagonaldir.
Jacobi polinomu

D"

2. n!

Jn(x,4,8) = (1-x)"*(1+x)F" ;—; [ =)™+ x)P*7]

ile belirlenebilir.

A agirhik katsayilarini hesaplamak i¢in uygulanan bir ¢ok formiil vardir. Sayisal

hesaplama i¢in en uygun form

rA+n+0Dr+n+1) 1

Ak — 21+ﬁ+1. .
nLT@A+B+n+ D) (g _y2y[) OB (x)]°

dur, [6-8].

Gauss-Jacobi kurali hesabiyla Caputo kesirli tiirevine

o =r((57))u+((5))

doniistimii ile araligimizi [0, x] iken [-1,1] araligina getirdik yani
. x(u+1)
)

doniistimii uygulamis olduk ve (4.1) denkleminde A = 1 — a, f = 0 alarak kuvvet-

dx = ~d
, X—E u

lerden birini sifirlamis olduk ve Caputo’nun formiiliine benzettik. Buradan

§(x)

—l_adx (42)
Ja=»

formiiliinde ¢ekirdek integrali ile ¢akisti ve Caputo kesirli tiirevin tanimindan

formiiliinii elde ederek Gauss-Jacobi kuralina uygulanabilecek duruma getirdik.
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4.3 Algoritma 1 ve Gauss- Jacobi Kuralinin Caputo ile Karsilastirmasi

Bu béliimde f(x) = x,x%,x3,e* vea = %'é'% degerleri i¢in hesaplanip bunun so-
nucundaki hata miktarlar1 sirasiyla asagidaki Tablo 4.2, Tablo 4.3, Tablo 4.4 ve Tab-
lo 4.5 te tam degerleri ile birlikte verilmistir. Burada tam deger olarak niimerik deger
alinmig olup Working Precision — 32, Accuracy Goal — 20 kabul edilerek hesap-

lanmigtir.

Kullandigimiz bu metotlar1 yorumlarsak Algoritma 1 i¢in {istel fonksiyonun hesabin-
da kompleks say1 ve w salinimli oldugu zaman metodun ¢alisma duyarlilig1 azalmak-
ta olup istenilen sonug elde edilememekte ya da hesaplama siiresi ¢ok uzun siirmek-

tedir. Ayrica bu metottaki a degerleri biiyiidiikce hesaplama siiresi kisalmaktadir.

Gauss-Jacobi kurali ile hesabimizda ise oldukca iyi sonuglar elde etmis ve ayrica
Mathematicanin [11] NIntegrate komutu ile elde edilen sonuclar da programdan elde
edilen sonuglarla 29 basamaga kadar ayni olmaktadir. Ancak bu 0 < a < 1 i¢in ge-
cerlidir. Ciinkli @ u¢ noktalarda NIntegrate komutu ile yakinsamasinda farkliliklar
gostermektedir. Ornegin 0 noktasina yakisayan 0.1, 0.01, 0.001 ve 0.0001 degerleri
icin 29 basamaktan 32 basamaga kadar uyusurken 0.9, 0.99, 0.999 ve 0.9999 deger-
leri icin yakinsama 1 noktasinda tekillik oldugundan dolay1 sonug kétii elde edilmek-

tedir.
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Tablo 4.2 f(x) = x i¢in degerleri

Metot a Sonuc¢ Hata Miktan
12 1.1283791670955126 2.78 x 10728
Gauss Jacobi 1/3 1.1077321674324725 1.134 x 10728
1/4 1.0880652521310172 6.39 x 10722
12 1.1283791670218475 7.4 x 10°11
Algoritma 1 1/3 1.1077321677405594 3.1 x 10710
1/4 1.08806525267458 5.4 x 1010
Tablo 4.3 f (x) = x? i¢in degerleri
Metot a Sonuc¢ Hata Miktan
12 1.50450555612735 5.595 x 1028
Gauss Jacobi 1/3 1.329278600918967 2.286 x 10728
1/4 1.2435031452925913 1.289 x 10728
12 1.50450554122919 1.5 % 1078
Algoritma 1 1/3 1.3292785996957737 12x107°
1/4 1.2435031452097602 8.3 x 10711
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Tablo 4.4 f (x) = x3 i¢in degerleri

Metot a Sonuc¢ Hata Miktan
172 1.8054066673528202 8.434 x 10728
Gauss Jacobi 1/3 1.4954384260338378 3.466 x 10728
1/4 1.356548885773736 2x10728
172 1.8054066228820456 45x%10°8
Algoritma 1 1/3 1.4954384215990266 4.4 x107°
1/4 1.3565488845546672 1.2x107°

Tablo 4.5 f(x) = e* i¢in degerleri

Metot a Sonug¢ Hata Miktan
172 2.827523209511235 7.605 x 10728
Gauss Jacobi 173 2.107164427333677 3.104 x 10728
1/4 2.011474270412972 1.746 x 10728
12 2.2906982320520073 2x10°8
Algoritma 1 1/3 2.107164425738172 1.6 x 107°
1/4 2.01147427054281 1.3 x 10710
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Yukardaki tablolar1 yorumlarsak Tablo 4.2 de f(x) = x ve a = 1/2 alininca Gauss-
Jacobi ‘nin Algoritma 1’e gore basamak sayilarinin daha ¢ok tuttugu ve daha kisa

stirede hesaplandig1 goriilmistiir. Ayrica yukarida hesaplanan fonksiyonlarin grafik-

leri olan Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 Matlab [13] ile ¢izilmistir.

39



BOLUM 5
SONUCLAR

Yapilan bu ¢alismada kesirli integral ve tiirevlerini tanitilip 6zelliklerine deginildi.

Daha sonra analitik ve niimerik hesaplamalar1 yapildi. Mathematica [11] programin-

Dlm &

dan faydalanarak f(x) = x,x2,x3,e* fonksiyonlarinin a = %,%, degerleri igin
incelenip asil deger olarak kabul ettigimiz Caputo, Gauss-Jacobi ve Algoritma 1 ile
32 basamakta hesaplandi. Olusturulan Gauss-Jacobi ve Algoritma 1 metodunu Capu-
to’nun gercek degerleriyle karsilastirip hata miktarlar1 bulundu. Bu hesaplama sonu-
cunda Gauss-Jacobi’ nin Algoritma 1° e gore ¢ok yakin degerler verdigi ve daha kisa
stirede hesaplandig1 goriildii. Son olarak da a’nin u¢ noktalardaki degerlerini incele-
yerek yakinsamalarinin 0 noktasinda 32 basamaga kadar uydugunu fakat 1 noktasin-
da tekillikten dolay1 sonucun ¢ok kotii geldigi goriildii. Bunlarinda o’ nin farkli de-
gerlerine gore tablolar1 olusturulup karsilastirild: ve f(x) = x,x? nin grafigini Mat-
lab [13] ile cizildi. Kesirli tiirevlerle ilgili literatiirde yapilan diger tanimlarin bir

kismi ise asagidaki ekler boliimiinde verildi.
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EKLER
KESIRLi TUREVLERIN DIiGER TANIMLARI [12 ]

Liouvillle Tirevi:

D[f(x)] = f(x —17)7%f(t)dt, —0<x<+omo,

ra a) dx
Weyl Tiirevi:

n

d
DEIFGO] = DAIF(] = (~D™ () [WEFOI

Marchaud Tirevi:

DE[f(0] =S [ SO

r{a- a)_ (x —T)tte

Hadamard Tirevi:

«  [f®-f@d
F(l—a)o [ln%] ta ¢

DI[f()] =

Davidson-Essex Turevi:

1 dn—k+1 x

dk
|- @i,

I'(1—a)dx" K+
0

Dglf(x)] =

Coimbra Tirevi:

Dg(x) [f(x)] m{f (x — ‘[) a(x) [f(T)]dT + f(O)x_a(X)
Canavati Tiirevi :
DY = 1 14 _ _
M) = ﬂuf(— 0 lf@ldr, n=lvly=n-v
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ey

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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Jumarie Tiirevi , n = 1:

DEF ()] = f (x = D" [F(1) — F(O)]dr

r (n a)dx™

Riesz Tiirevi:

1 1 d*
2 cos (az_n) r(a) dx™

DiIf ()] = -

X { f(x — )" (D)dr + f (t — x)”_“_lf(r)dr}.

Cossar Tiurevi:

DI[f(x)] = -

Fi= )N_)oodxf(r—x) “ f(r)dr.

Yerel Kesirli Yang Tiirevi:

A*If ) — f Gl

(x — x9)*

D(—x[f(x)]lcho a xli—gclo

Degisken Kesirli Mertebeden CaputoTiirevi:

a(x) _
Dy f (0] = ri= ())

Modifiye Edilmis Riemann — Liouville Kesirli Tiirevi:

X

j — D) [£(1) — £(0)]dr

DU () = 1

Osler Kesirli Tirevi:

I 1
D@ =2 e IO

T — z)l+a
C(a,zt)
k-Kesirli Hilfer Turevi:

v(1-y) @ -»(a-v
kD]/,V[f(x)] :]k(l Y) ajlgl y)(1 )f(x).
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j(x — 1)@ —f(r)dr.

(8)

)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)



KESIRLI INTEGRALLERIN DiGER TANIMLARI [12 ]

Hadamard integrali:

Je[F ()] = F(la)x[l g(ﬁ %, x>0,a>0. (16)
Weyl integrali:

WO = s fw (c - 1) f(@)dr (7
Cossar Integrali:
JEIF G = s f (= f@dr x> 1)

Yerel Kesirli Yang Integrali:

b
j £ (dD)™. (19)

SO = rrr e

k-Kesirli Hilfer Integrali:

CFx) = j (x - DFTf (D). 20)

kF()
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