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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KESIRLI TUREVLERIN VE INTEGRALLERIN GENIS BIR SINIFI

Biisra SEN KESMEZ
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman : Prof. Dr. UMUT MUTLU OZKAN
Bu tez calismasi dort boéliimden olusmaktadir.

Birinci boliim girig niteliginde olup Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevini ige-
ren Hilfer kesirli tiirev tanimindan hareketle, ana hedefimiz bir fonksiyonun bagka
bir v fonksiyonuna gore kesirli tiirevi yani -Hilfer kesirli tiirevi olarak adlandirilan
bir kesirli diferansiyel operatoriinii tanitmaktadir. Tkinci boliimde bir f fonksiyonun
bagka bir ¢ fonksiyonuna gore kesirli integralleri ve tiirevi ile ilgili agirlikli uzayla-
i1 ve bazi yeni kavramlar sunulmustur.Uciincii boliimde ise ana sonug, yani bir f
fonksiyonunun bagka bir fonksiyona gore -Hilfer kesirli tiirevini ve keyfi v fonksiyo-
nunun se¢imine dayali olarak kesirli integraller ve kesirli tiirevlerden olugan bir sinif
verilmigtir. Son boliim olan dordiincii béliimde ise ¥-Hilfer kesirli tiirevi yardimiyla
genellegtirilmis Gronwall esitsizligi verilmigtir. Ayrica ¢-Hilfer orantili kesirli tiirev

iceren Gronwall egitsizligi ifade ve ispat edilmigtir.
2024, v + 34 sayfa

Anahtar Kelimeler : ¢-Hilfer Kesirli Tiirevi, ¢-Hilfer Kesirli Integrali.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

A WIDE CLASS OF FRACTIONAL DERIVATIVES AND INTEGRALS

Biisra SEN KESMEZ
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. UMUT MUTLU OZKAN
This thesis study consists of four chapters.

The first section is introductory and, starting from the definition of Hilfer fractional
derivative including Riemann-Liouville and Caputo fractional derivative, our main
goal is to introduce a fractional differential operator called the fractional derivative
of a function with respect to another function 1, that is, the t-Hilfer fractional
derivative. In the second section, we present weighted spaces and some new concepts
related to fractional integrals and derivatives of a function f with respect to another
function . We also mention some important results in the course of this study.In
the third section, we present our main result, the ¢-Hilfer fractional derivative of a
function f with respect to another function, and a class of fractional integrals and
fractional derivatives based on the choice of arbitrary function . In the last part,
the fourth part, we study the continuous dependence of differential equations via
the -Hilfer fractional derivative, we present the generalized Gronwall inequality
via fractional integration with respect to another function v, and other important

results.
2024, v + 34 pages

Keywords : ¢-Hilfer Fractional Derivative, ¢)-Hilfer Fractional integrals.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

R Reel sayilar kiimesi

1 R’ de bir aralik

R, Pozitif reel sayilar kiimesi

D¢, f(x) Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

1% f(2) Riemann-Liouville Kesirli Integrali
Djjrw f(x) y-Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi
I, f(x) y-Riemann-Liouville Kesirli Integrali
CDZfZ’ (x) 1-Caputo Kesirli Tiirevi

HpoPv f () -Hilfer Kesirli Tiirevi




1. GiRis

Kesirli analiz, hem teoride hemde uygulamalarinda saglam biiyiiyen bir ¢alisma ol-
dugu ig¢in son bir kag¢ on yilda bir ¢ok aragtirmacilarin dikkatini ¢ekmistir (Kilbas
vd. 2006, Samko vd. 1993). Kesirli analizin biiytimesinin 6nemi yalnizca uygulamalh
matematik degil, ayn1 zamanda fizik, kimya, miithendislik, biyoloji ve diger alanlarda
da dikkate alinmigtir (Rosa vd. 2015, Kosta vd. 2017). 1965’te kesirli analizin baglan-
gicindan beri kesirli integral ve kesirli tiirevin sayisiz tanimi vardir ve zamanla yeni
kesirli tiirev ve integraller ortaya ¢ikarmaktadir. Bu kesirli tiirev ve intagreller farklh
bir ¢ekirdege sahiptir bu da tamimlarin sayisim artirmaktadir. Kesirli tiirev ve in-
tegrallerin tanimiyla Rieamann-Liouville anlaminda kesirli tiirevden yararlanilarak

bir f fonksiyonunun bagka bir fonksiyona gore kesirli tiirevi

Da;wf(u) _ail < 1 i)k[k—a;wf(u)
y+ = ”W(U) du yt )

seklinde tanmimlanmigtir (Kilbas vd. 2006).

Burada k —1 < a <k, a ¢ Nigin k = [a] + 1 ve @ € N i¢in k = o’dir.

Bununla birlikte, boyle bir tanim, yalnizca integral operatoriine etki eden diferan-
siyel operatoriinii igeren olasi kesirli tiirevleri kapsar. Ayni gekilde, son zamanlarda,
Almeida (Sousa vd. 2017), Caputo anlaminda kesirli tiirev fikrini kullanarak, bagka
bir 1) fonksiyonuna gore -Caputo tiirevi olarak adlandirilan, bir kesirli tiirevler

sinifin1 genellegtiren, yeni bir kesirli tiirevini

k
‘D <u>=l§£w( : i) f(u)

seklinde tanimlanmigtir.

Burada k —1 < a <k, ¢ Ni¢gin k = [a] + 1 ve o € N i¢in k = o’dir. Boylece
1-Riemann-Liouville kesirli tiirev ve 1)-Caputo’nun kesirli tiirev tanimlar1 ¢ok ge-
nel olsa da, bu operatorleri birlegtiren ve ¢ok sayida tanimin iistesinden gelebilecek
bir kesirli tiirev operatorii tanimlanmigtir. Belirli durumlar olarak klasik Riemann-
Liouville ve Caputo kesirli tiirevini igeren Hilfer (Almeida vd. 2017) kesirli tiirev
tanimindan hareketle, ana hedefimiz bir fonksiyonun basgka bir v fonksiyonuna goére

kesirli tiirevi yani v-Hilfer kesirli tiirevi olarak adlandirilan bir kesirli diferansiyel



operatoriinii tanitmaktir. Bu kesirli tiirev ile, Boliim 3’te, genis bir kesirli tiirev ve
integral sinifi verilmistir. Riemann-Liouville ve Riesz kesirli integrallerini genellegti-
ren bir kesirli integralin karsilik gelerek tartigildigini belirtmek énemlidir. Ozellikler
sunulur ve tartigilir, bazilar1 da kanmitlanmigtir. Bu, yukarida belirtilen iki kesirli
operatoriin ozelliklerini birlegtirmeyi ve elde etmeyi miimkiin kilar. Bolim 2’de,
aralarinda agirlikli uzaylarin da bulundugu bazi fonksiyon uzaylarinin tanimlar: ve-
rilmigtir. Bu béliimde, bir f fonksiyonunun bagka bir v fonksiyonuna gore kesirli
integralinin tanimini ve -Riemann-Liouville ve 1-Caputo kesirli tiirevlerinin ta-
nimlart sunulmusgtur. Bu tanimlardan, tezin gelistirilmesi i¢in bazi1 énemli sonuglar
ortaya konmugtur. Boliim 3’te ana sonucumuz olan -Hilfer kesirli tiirevinin tanimi
verilmigtir. Kesirli operatoriin bazi 6zellikleri ve 1-Riemann-Liouville ve ¢-Caputo
operatorleri ile kesirli integral operatorii arasindaki iligkiler verilmistir. Ayrica kesirli
y-Hilfer operatoriinden ve kesirli ¢-Hilfer integral operatoriinden tiiretilen kesirli in-
tegraller ve tiirevler sinifi incelenmigtir. Son béliimde ise genellestirilmig Gronwall

esitsizligine ayrilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde bir f fonksiyonun bagka bir ¢ fonksiyonuna gore kesirli integralleri ve
tiirevi ile ilgili agirlikli uzaylarini ve bazi yeni kavramlar verilmistir.

[y,2], (0 < y < z < o0), R reel ekseni iizerinde sonlu bir aralik olsun. Cly, 2],
ACHy, 2], C*ly, 2], uzaylan sirasiyla [y, 2] iizerinde siirekli bir uzay , k-kez mutlak
siirekli ve k-kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

ly, z] tizerinde siirekli f fonksiyon uzaylaridir.

. = max |f(s
1l = max | £(5)

seklinde tanimlanir (Kilbas vd. 2006).

Diger taraftan, k-kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyon uzay1
ACHy, 2 = {f; [y, 2] = R; f*V € AC([y, 2))}

seklinde tanimlanir.

[y, z] tizerinde f fonksiyonlarmin C, [y, z| agirlikh uzay:

Couly: 2 = {f5 1y, 2] = B (%(s) = 9(y))" f(s) € AC(ly, 2])}, 0<y<1

seklindedir.

Burada norm

1 lleyuma = 00 (s) = W) f(s)llew = max |((s) = ¥())"f(s)]

sekilde tanimlanir.

ly, z] tizerinde f fonksiyonu C§ uly, 2] agrhkl uzay
CEuly, 2] = {f : 2] = R; f(s) € CF My, 25 fR(s) € Culy, 2]}, 0 <~y <1

§ek1nde tanimlanir. Burada norm

k-1

1flley i = D 1™ e + 1™ lep .
m=0

dir. m = 0 igin, CY = C, [y, 2] dir.
C7ly, 2] agihk uzay1 v = o« + B(1 — a) olmak iizere

ny'(/; Y,z {f < nyq/)[y, ]7 DZ—;—B#}JC < C%w[y; Z]}

dir.



Tamm 2.0.1 (Kilbas vd. 2006) [y, 2],(—oo < y < z < 00), R reel ekseni iizerinde
sonlu bir aralik olsun. Bu durumda a > 0 olmak tizere f fonksiyonun a. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integralleri;

[0 f(u) = F(loz) /yu ( /() ds, u>y (2.1)

ve

I f(u) = L) / (Ld W -

[« s —u)l-e

seklinde tanimlanirlar.

Tamm 2.0.2 (Kilbas vd. 2006) I = (y,z2) ve f(u) € AC* (y,z) ven—1 < a <n,
k € Ny olsun. Bu durumda f fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli

tirevi
D2, () = (di)ﬂ (w)
- (%) [ sy 22)

D st = (0 () )

- U (%) [ 5=t s

seklinde tanimlanirlar.

Tanim 2.0.3 Pozitif gercel sayilar kiimesinde tanimh f fonksiyonu o € (k — 1, k],
k € N olmak iizere f fonksiyonunun o mertebeden Caputo kesirli tiirevleri

C Nna _ 1 “ f(k)(u)du
byt =55 /y (u— s)k—a-1

ve

CDE 0 () du
DI = | g

seklindedir.



Tanim 2.04 k—1<a <k, 0< 3 <1vef e CFy,z) olsun. Bu durumda f

fonksiyonun «. mertebeden ( tipli Hilfer Kesirli tiirevleri;

o o (AN g kma
D ) = () 17 rw

ve .
8% —Q d — —
D2 f(u) =12 (@) L f ()

dir. Burada I}, () ve Dy, (.) sirasiyla denklem (2.1) ve (2.2) Riemann-Liouville kesirli

integrali ve tiirevidir.

Yukaridaki kesirli integral tanimina ek olarak, Boéliim 3’te bir integral ve kesirli tiirev
sinifi verilmigtir. Cok sayida, kesirli operator tanimi nedeniyle, agagidaki tanim, bir

1 fonksiyonunun ¢ekirdegi bilinmediginde 6zel bir yaklagimdir.

Tanim 2.0.5 (y,2), (—oo < y < 2z < o00) R, reel dogrusunun sonlu ve sonsuz
araligl ve a > 0 olsun. Ayrica ¥ (u), (y,z) lUzerinde artan ve pozitif monoton bir
fonksiyon olsun. ¢/(u), (y, z) tizerinde siirekli ve tiireve sahip bir f fonksiyonunun

[y, z] tizerindeki bagka bir ¢/ fonksiyonuna gore kesirli integrali

I £ / ()W) — $(s))* 1 f(s)ds (2.3)

I f( / H () ((s) — () f(s)ds

dir.
Lemma 2.0.6 « > 0 ve § > 0 olsun.

LDy fu) = I f(w)
ve

2B f(u) = 227 f (u)

yar1 grup ozellikleri saglanir.



Lemma 2.0.7 o« > 0 ve § > 0 olsun.

L Eger f(u) = (¢¥(u) — ¥ (y)°~" ise

LY I() = 5 4 5 W) — v

dir.

Tanim 2.0.8 ¢'(u) # 0 (—o0 <y < z < x0), a > 0 ve k = [a] + 1 olsun. Bu

durumda bir f fonksiyonunun ’ye gére o mertebeden Riemann-Liouville tiirevleri

k
)

1 1 d\" [ .
T T(k—a) (1/}/(“) @) /y P(s) (W (u) = ¥(s)) f(s)ds  (2.4)

Dt =

ve

D f(u) = (—m%)kﬂk—a“ﬁﬂu)

. 1 B 1 i k2 s . . -
- i (o) [ e s

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.0.9 a > 0, k € N, I = [y,z2], (—0 < y < z < oo)olmak lizere f,
Y € C*([y, 2],R) olsun 6yle ki, 1 artan ve tiim u € T i¢in ¢'(u) # 0’dir.Burada

k = [a] + 1’dir. Bu durumda f fonksiyonun «. mertebeden 1-Caputo kesirli tiirevi

Cpest gy — proes (L4 ’ "
52 ) = 157 (e ) ) (25

ve .
CPO f () = T4 (‘@z%i) f(u)

seklinde tanimlanir.



Lemma 2.0.10 a > 0 ve 8 > 0 olsun.

L f(z) = ((u) —(y))°~" ise,

D3 (0) = e (9000 — 0
2. g(x) = (¥() — v(u))"" ise,
DEg(u) = gy (902) — ${a)

dir.

D () = B flu) = | £(w) = 3 = () = )" w)
ve ) y ]
DI () = D) = [ () — 3 ——(5(2) — vl 2)
dir. ]

Teorem 2.0.12 u,v iki integrallenebilir fonksiyon ve g, [y, z] de siirekli bir fonksi-
yon olsun. Kabul edelim ki u, v negatif degildir ve g negatif olmayan ve azalmayan

bir fonksiyondur. Eger

u(s) < v(s) +g(s)p' /S P (s? — tP) () dt

ise

dar.

Tanim 2.0.13 0 < p < 1, @ € C, Re(a) > 0, ve k = [Re(a)] + 1 olsun «

mertebesindeki f'nin GPF tiirevi

p—1

D’S’p_ ) / (s — e f()d (2.6)
Y

(O 1)(s) = (BI )(s) = s

dir. Burada p = 1 alinirsa sol Rieamann-Liouville kesirli tiirevi elde edilir.

7



Tanim 2.0.14 0 < p <1, a € C, Re(a) > 0 olsun. o mertebesindeki f'nin GPF

integrali

@£ (g) —= 1 sep—;l(s—t) s — )t _ 7Q€%t a el;ppt
00 = i | (s — )" f(0)dt = oo T (1) (@7)

seklindedir.

Lemma 2.0.15 « > 0, p > 0, u(s), v(s)'nin [0,T) iizerinde yerel olarak integ-
rallenebilir negatif olmayan fonksiyonlar oldugunu ve w(s)'nin s € [0,7") tizerinde
tanimlanmig negatif olmayan, azalmayan ve siirekli bir fonksiyon oldugunu varsaya-

lim, 6yle ki w(s) < M, burada M bir sabittir. Eger
u(s) < v(s) + pT (@) (s) (1"*u)(5)
ise
u(s) <w(s)+ /08{

dir.

e}
p—1

Wf}(%emﬂ(s — et te 0,7 (28)

m=1

Tamim 2.0.16 0 < p <1, a€C, Re(a) >0vet € Cly,z], ¢¥'(s) > 0 olmak tizere,

f fonksiyonunun « mertebesindeki GPF tiirevi

pyt Dy [* e w@ue) —
B3 10) = St | < ((a) — 0(s) W () f(s)ds (2.9)

seklinde tanimlanir.



3. KESIRLi TUREVLER VE INTEGRALLERIN GENIS BiR SINIFI

Hilfer’in tanimindan hareketle, bu béliimde Sousa ve Oliveira tarafindan 2018 yilinda
yapilan bu ¢aligmada bir f fonksiyonunun bagka bir fonksiyona gore -Hilfer kesirli
tiirevi verilmigtir. ¢-Hilfer Kesirli tiirevinden, 1-kesirli integral ile sinirli bir operator

olan -Hilfer kesirli tiirevi arasindaki bazi iligkiler incelenmigtir.

Tanim 3.0.1 k— 1 <a <k, k€N, —oc0o <y <z < oo olmak lizere I = [y, z] bir
aralik ve f, ¢ € C*([y, z],R) iki fonksiyon 6yle ki ¢ artan ve u € T igin ¢'(u) # 0
olsun. f fonsiyonunun « mertebeden ve 0 < [ < 1 tipli ¢-Hilfer sol tarafli ve sag
tarafli kesirli tiirevleri sirasiyla

. o (1 A" a
") =B () B B

ve

H oo B Bk—a) 1 d\* opaw
@B fu) = 129 () du i, f(u)

seklinde tanimlanair.

Yukarida tamimda p = a + S(k — «) alinirsa ¢-Hilfer kesirli tiirevleri
"Dy f(w) = LDy f(u) (3.2)

ve
DS f(u) = B2 (=1)"DEY f(u)
bigiminde de yazilabilir.
]Iera;w(.), ]D)Zf() sirastyla (2.3) ve (2.4) denklemlerinde tanimlanmigtir. Gosterimi

basitlestirmek ve bazi sonuglarin kanitin1 yapmak igin asagidaki gosterimler kulla-

nmlir:

500 = () st

folf(u) = (— w%u) %)kﬂu»

ve

Diger taraftan bu gosterimler

o . 1 d\" ooy
Dy f (u) = (W@) Ly f(w)



ve

k
D:;—d} ('Ll,) = (—1/)/1111) %) Hil_iﬁ)(kia);wf(’u)

seklinde de yazilabilir. Ayrica
Ff(u) = timgp- DG F(u) ve £ f(u) = lim, - D2V F(u)
dir.

Ozel olarak, 0 < o < 1ve 0 < 8 < 1 alinirsa p = a + (1 — a) olmak iizere

1

Hmo.B5% w) = b u) — S p—a—1myp s)ds
D5 ) = iy gy | 0) = vy D sy

dir. Burada D;ﬁ’(), 1-Rieamann-Liouville kesirli tiirevidir.

Teorem 3.0.2 Kabul edelim ki f, 1 € C¥[y, 2] olsun. O halde tiim k—1 < a < k

ve 0 < <1 igin

HDZf;ib (w) = (¢(u>_w<5))p_aﬂ)§ip(y)

D(p—a+1)
. ' p-a d ;
+m/y (¥(u) = %(s)) %Dy—:—pf<s)d3 (3.3)
1 i pa K d 05
- [ ) vy s
dir.

Kanit 2/(t) = ¢/'(s)((u) — ¥(s))P~° ve v(t) = ]D)Z;fff(s) olmak tizere denklem

(3.2)’ye kismi integrasyon uygulanirsa

Hyo,B:9 _ 1 “ '(s W) — (s))Pe1 P s)ds
D5 ) = g [ #E000 —w(s)B s,
)

(b (w) . LT a
= D¢ S _ p—a L s d
Plp—a+1) U7 W+ Flp—a+1) ), (Wlu) =)™ 3Dy f(s)ds

elde edilir. Diger durum benzer gekilde ispatlanir. O

Teorem 3.0.3 k—1< a < kve 0 < <1 olmak iizere y-Hilfer kesirli tiirevleri

sinirl operatorlerdir. Bu durumda

H .
| myer (3.4)

=

Cp:w Cp;w

10



ve
H

(Y(2) =)
F(k—p—i—l)FZ(/k—a—f—l) dur.

yazilir. Burada K =

Kanit p = a+ f(k — a) olmak iizere

oY rE
Cr., Y(u) du Cow
— max (¢(u)_w(s)>p( 1 i)k T+~ awf( )
el V' (u) du
o 1 a\" 1
- s |00 () T

) / " () () — () f(s)ds

1l o
< TS max / W (8)(ab(u) — p(s))¥ P s

_ W) = vy,
4 Lk—p+1)

(3.5)

elde edilir.

Denklem (3.5) ve -Hilfer kesirli tiirev tanimi kullamlarak ve K = F(Sj’_(;rll)ﬁg{;)_k;:l)

i¢in,
H

Dgfﬂﬁf ]IP OWJDCV#}JC

Ck

k
Cp;w Y

(W(u) = YY) L Dy f(u)

= max
u€ly,z]

_ Py ler, Dl

= T(p—a) 52[2}5]
(¢(2) — ¢(y))p N e

: I(p—a+1) Dy+f‘ Cow

(¥(z) —¥(y)* ” ‘
“Tp—a+Dl(p—a+1)

/ ¥/(5)((u) — $(s))**1ds

k
Cﬂ;w

elde edilir. O

11



Uyari 3.0.4 i = k(1—5)+ S« olmak tizere ¢-Hilfer tiirevi ve g(u) = H;ﬁr_ﬁ)(k_a)”ﬁf(u)

fonksiyonu goz oniine alinirsa

. ) 1 d\*
a7/87¢ _ ﬁ(k )7¢
HDer (u) - ]Ier g (w/ (u) du) g(u)’

elde edilir.

Dolayisiyla, y-Hilfer ve 1-Caputo kesirli tiirevi arasinda agagidaki sekilde verilen
iligki
DG f(u) =€ DY g(u)

e ]D)Zf ]I(l—ﬁ)(k—a);¢f(u) '
elde edilir.

Teorem 3.0.5 k—1<a<k ke Nve0<p<1olsun. Eger f € C*ly, 2] ise

p=a+ f(m — «) olmak tizere

a,0; — —a); 1-B8)(k—a);
H]]))yf”’f(u) — pk-Blk—a)p ]17(# B be(u) yr

e

— ((u) — P(y) DL f(y)

m)!

3
]
o

ve

]Iil_*ﬁ)(kfoé);dﬂf(u) . — (w(z) - w(x))ngj—w,mf(z)

m)!

E

H]D)?_,BW (U) — Dk—/g’(k—a);w

3
L

dir.

Kanit g(u) = H;ljfﬂ)(k*a);wf(u) ve § = k — f(k — «) olsun. uyari 3.0.4 ve teorem
2.0.11" den

Dy f(w) = DyYg(w)

i k—1 m
=D, | g(u) - Wlu) — ) g$(y)]
| m=0 ’
B k—1 m
e | p0-B k- ey N W= @)™ (1 d T -g)im-a)w
=Dy | - 3D S () 1
B k—1
R S (G0) %”)M$ﬂw]
L m=0
elde edilir. O

12



Teorem 3.0.6 k—1<a<k,0<38<1vefeCky,z|olsun. Bu durumda

s H s ¢ )" plk—mig1-p) k-
Al S ZO p m+1) fo "Ly f(y)

ve

]I?;_wH]Dif;wf(u) _ f(u) . Z ((_1);5(i>rgj/j(f;)>p f[k m]H(lfﬁ)(kfa);wf(Z)

m=0

dur.

Kanmit Lemma 2.0.5 ve y-Hilfer tiirev tanimindan

HZ‘fHDO‘Mf( ) Haw(ﬂp aprwf( ))

= 1YY £ (u) (3.6)
elde edilir. Kismi integral alarak
YD) = 1 / ¥(s () D F(s)ds
:$< / W(3) () — ()P~ IO ) )
p_l o ), W) = sy I s

_ - U p—1 Y(k—a)i
S ) = () A )

— g [ ) — () (s
F(p_ 2) Y y

L) — )y g W) K= £(y)

((u) — p(y)P 20 P EDY ()

1

= 5, (00— vy (e

- P(u) — r km 1 k—a);
3 B S g

m=1

13



111]1(1 B)(k— a)wf( )

=L
k _
- 30 R e g (3.7

m=1
eldeedilir. A=p—k=a+p8k—a)—k=a+pk—pave B=(1-0)k—a)=
k — o — Bk + fa paremetrelerinden A+B=0 dir. Lemma 2.0.5 ve Denklem(3.6)’dan
yola ¢ikarak

k
« o —k); — a ’QDU 3/ pi m )
TPHDESY f(u) = DRI P00 £y — 3 ) — FlemgO=p) =l £

= T(p—m+1) ¥
k
(P(w) =)™ —mlr(1-) (k—a)ss
Z fzp I, ()
— L(p—m + 1)
elde edilir. n

Teorem 3.0.7 a>0,0<38<1ve f,g € C¥y,z] olsun. Bu durumda

DY f(u) =1 Dy g(u) & fu) = g(u) + ) cn($(u) =)™ (38)
D2 f(u) =1 DI Vg (u) & fu) = g(u) + ) du(W(2) — (u))’™"

dir.

Kanit Varsayalim ki H]D)aﬁwf(u) =H ]D)Zf”ﬁ (u) olsun. Yani H]D)aﬁw(f(u)—g(u)) =
0 olsun.
Sol integral operatoriinii bu esitligin her iki tarafina uygulanir ve teorem 3.0.6’y1

kullanarak

IS () — g(w)) =0

elde edilir. Buradan

k pm
- 30 R - gt = g) () =0

m=1

dir. O halde

14



(F—g)l ™I (pgy(y
F(p m~+1)

dlr.

sonucuna ulagilir. Burada ¢,, =

Tersini kanitlamak i¢in
k
)+ Y en((w) —9(y) " (3.9)

olsun. denklem (3.9)” un her iki tarafina HD;f”(.) uygulayarak tiirev operatorii

uygulanirsa
D5 () + 3D ) — vl

elde edilir. 0

Lemma 3.0.8 k—1<p<kve f,geCPly,z] olsun. Budurumda k — 1 < p < «

olmak tlizere

LY f(y) = lim I3 f(u) =

u—y

dir.

Kanit ]I;erf(u) € C*ly, z] smirhdir. f € C*P[y, z] oldugundan 1 (u) —1(y))? f(u) [y, 2]

tizerinde siireklidir ve boylece pozitif bir M sabiti ve u € [y, z] igin

() =) fu)] < M = [f(u)] <[v(u) —¢(y)"|M (3.10)

dir.

Denklem (3.10)’un her iki tarafina ]I;ij)(.) operatorii uygulanilirsa

LYF) | < [P @) - )™ | M
B I'(n—p) B ap

elde edilir. p < a ve u — y + u icin

I f(y) = lim I3 f(u) =

u—y

elde edilir.

Teorem 3.0.9 f € Clly,z], @ >0ve0 < <1 olsun. Bu durumda,
Dy IS f(u) = f(u) ve DIFYHIZY f(u) = f(u)

15



dar.

Kanit

Daﬂ’t/)HI[ade( ) ]Iplaﬂ/)( 1 i)k %b]la’llif( )
4 W' (u) du

paw (1 A" (k=P
= ]Iy-i- w,(u)a ]I f( )

_ TP mP— oy
—]Iy+ ]D)er .

Teorem 3.0.6 ve Lemma 3.0.8 dan yola ¢ikarak

D05¢H]Ia¢f( )_]IP OHJJ]D)P s (u)

Z (¥(u) — ?f(y)) B

[km 1,3ko¢¢
A (v

elde edilir. O

Teorem 3.0.10 k—1<a <k, ke Nveo<p<1olsun. Eger f € C""[y, 2],

n,k € Nise tiim m € N igin ¢ € (y,u), d € (u, z) olmak {izere

("p52*)" @) = vl
F(ma+1)

(1) (") ) =

("D22)" (@) (2) - )
I'(ma+1)

(12)" (") ) =
dir.

Kanit Lemma 2.0.1’1 kullanarak

()" =y =1
()" ("m52*) ) = e (M) )
- o / YW — vl (D) fs)ds
(H]D)aﬁ w

/ ¥/(5)((u) — $(s))mLds

16



("D5E) " Fle)wlw) — v(s)m

mal (ma)

(") RO ) — (s
mal (ma + 1)

€ (y,u) , integraller i¢in ortalama deger teoremi ile garanti altina alinmigtir. [

Kesirli analiz zamanla teorik ve pratik anlamda yeni matematiksel kavramlarin gelis-
tirilmesinde 6nemli bir arac¢ haline gelmistir. Integral ve diferansiyel anlamda cesitli
kesirli operatorler var. Bununla birlikte, dogal problemler giderek daha karmagik
hale gelmekte ve belirli ¢ekirdekle sunulan bazi kesirli operatorler, belirli problem-
lerle simirlandirilmaktadir. Boylece bagka bir f fonksiyonuna, yani bir ) fonksiyonuna
gore bir genel operatér tanimlanmig, bu genel operatér ¢ fonksiyonunun segimine
bagl olarak mevcut kesirli integral operatorlerinin elde edilmesine olanak saglanms-
tir. Bu boliimde, keyfi v fonksiyonunun se¢imine dayali olarak kesirli integraller ve
kesirli tiirevlerden olugan bir smif verilmistir. Ozel durumlar icin (Kilbas vd. 2006,
Samko vd. 1993, Katugampola vd. 2016, Oliveira vd. 2014, Sousa vd. 2017, Furati
vd. 2012, Courant vd. 2011) bakiniz:

1. Denklem (2.3)’te ¥(u) = u alinirsa

ou 1 “ a— o
IS0 = gy [ (0 ods =" 13 )
Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir.
2. Denklem (2.3)te ¢(u) = u ve y = —oo alinirsa
1 u
00 = Fg | (0= 9" (s = 1),
Liouville kesirli integrali elde edilir.

3. Denklem (2.3)’te ¥(u) = u ve y = 0 alinirsa

1

L3750 = o / “(u— ) f(s)ds =" T2 £ (u).

Riemann kesirli integrali elde edilir.

4. Denklem (2.3)'te ¢(u) = Inu alinirsa

]Io‘ln“f( )= ﬁ/ui(lnu—lns)o‘ Lf(s)ds

17



1 t o Ui, ds
=115, f(u).

Hadamard kesirli integrali elde edilir.

5. Denklem (2.3)te ¢(u) = u?, g(u) = u? aliirsa

w9 () = TV (w7 f ()
ou a(a+n)/
- t‘")+0*1(u‘7 - So)aflf(s)ds
I'(e) Jy

E’K ]Ia

yt, ar]f(u)‘

Erdelyi-Kober kesirli integrali elde edilir.
6. Denklem (2.3)’te ¥(u) = u?, g(u) = u?"f(u), y = 0 alinirsa

um T o) = O (4 f (0)

UU*U(Oﬁﬂ)

= "Ta /0 t71t 7 N (w” — %) f(s)ds

—4 ]18+ Unf(u)

Erdelyi kesirli integrali elde edilir.
7. Denklem (2.3)te ¢(u) = u?, g(u) = u"f(u), y = 0 alinirsa

uCFIIEY g (w) = wm I (W f (u)

= Ia) /0 t"u— )" f(s)ds
f(u)

=¥ Hg+ i
Kober kesirli integrali elde edilir.

8. Denklem (2.3)’te ¢ (u) = u” alinirsa

11—«

15 ) = £ [t — s s

=" 19, f(w)

p

Katugampola kesirli integrali elde edilir.
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9. Denklem (2.3)te ¢ (u) = u, g(u) = E}, 5(w(u — 5)*)f(u) almirsa

D(a) I g () = TS EL, 5 (w(u — 5)°) (1)
- / (1 — 8)* B2 (il — 5)°) f(s)ds

=&Y asf (1)

Prabhakar kesirli integrali elde edilir.
10. Denklem (2.3)’te ¢(u) = u, y = —00, z = oo alinirsa

I f(u) + I () I3 () +2. 12 ()

2 cos (%) N 2 cos (%)

=rz 1*f(u)

Riesz kesirli integrali elde edilir.
Tanimlanan denklem (3.1)’de keyfi bir ¢ fonksiyonun segimine baglh bir¢ok kesirli
diferensiyel elde edilir.

1. Denklem (3.1)’in her iki tarafinm $ — 1 igin limiti alinarak

1 d
V() du

k
" ) =1z (s ) f( =C D

-Caputo kesirli tiirevi elde edilir.

2. Denklem (3.1)’in her iki tarafinda 5 — 0 i¢in limiti alimarak

a,0; 1 d g —o ;
H]D)yf’w (u) - (@Z)/(U) @) ngj—&- v (u) - Dyﬁ)

1-Riemann-Liouville kesirli tiirevi elde edilir.

3. ¥ (u) = u olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafinda 8 — 1 limiti alinarak
d k
Hmo,1lu _ mk—asu
D) =152 (50 )

_ ﬁ /y Y — sy (%)k f(s)ds =C D, f(u)

Caputo kesirli tiirevi elde edilir.

4. ¢ (u) = u” olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafinda 8 — 0 limiti alinarak

a,0;uf o 1 d —auP
p I fu) = p ( )H'§+’ f(w)

pup—1 du

— pa—k+1 1 i F 1 /u tp_l(up _ Sp)k—a—lf(s)ds
u~tdu) T'(k—a)/,

19



=" Dy, f(u)

Katugampola kesirli tiirevi elde edilir.

5. ¥ (u) = w olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafinda § — 0 limiti alinarak,
d\"
a,0;u —o;u
"0 = (50 B

d\* 1 v a1

e _— _— — —a— d

() Fay | s o
= DZ‘J(U)

Riemann-Liouville kesirli turevi elde edilir.

6. ¢(u) = Inw i¢in denklem (3.1)’in her iki tarafinda § — 0 limiti alinarak,
1 d\"
a,0;lnu —oslnu
") = (ag ) B2

d\" 1 Y u\k-asl ds
— () —— | (1 _) as
(udu> L'k — ) /y ( 0 /() s

=" D3, f(u)

Hadamard kesirli tiirevini elde edilir.

7. ¢ (u) = Inw igin denklem (3.1)’in her iki tarafinda § — 1 limiti alinarak,

o, linu —osinu d k
) = () fa)

et | 03 () ot

=t D;+ (u)

Caputo-Hadamard kesirli tiirevini elde edilir.

8. ¥(u) = u”’i olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafinda § — 1 limiti almarak

pur—1 du

a—k+1 u k
— P p—=l7,p  p\k—a—1 1 i
['(k— «) /y G (spl ds J(s)ds

=K DL ()

P ) = 1 ) st

20



Caputo-Komtugampola kesirli tiirevi elde edilir.

9.Denklem (2.4)’te ¥(u) = Inu alnirsa,

HDp;lnu (U) _ (ui)kﬂk—p;lnuf(u)
y+ - du y+
a\" 1 U unkeel o d
- <“@) F(k—p)/y <ln E) S
= D§+f(u)

Hadamard kesirli tiirevi elde edilir. Buradan p = a 4+ 5(k — «) olmak {izere
L4\ j-pi—o
a,B; —a; 1-8)(k—a);
DGl f(u) = 107 (m@> Lt fw)

= 1Bl ()

yazilir. Burada ]D)fo() bagka bir fonksiyona gore Riemann-Liouville kesirli tiirevidir.

Boylece;

TP f(u) = 19309 DY, f (u)

=Dy f(u)

Hilfer-Hadamard kesirli tirevi elde edilir.

10. Denklem (2.4)’te ¥(u) = u” alalim. Bu durumda

D f(u) = ( i ) L (w)

7u7—1@
k u
:71k< ! d) (o ! )/y £ — 7Y (s)ds

w1 du k—p
17

v

Dzﬁf(“)

Katugampola kesirli tiirevi elde edilir.p = o + 5(k — «) olmak {izere

o, 5 —a; 1 d g 1-8)(k—a)sp
B =8 (G B

= 1DgY F(w)

dir. Dgf(.), bagka bir fonksiyona goére Riemann-Liouville kesirli tiirevidir. Boylece;

DI fu) = LD, f ()

Y
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=D, f(w)

Hilfer-Katugampola kesirli tiirevi elde edilir.

11. ¥ (u) = u, a = 0 ve denklem (3.1)’in her iki tarafinda 8 — 0 limiti alinarak

a,0; d . k—a;
") = () )
=" D f(u)

Riemann kesirli tiirevi elde edilir.
12. Y(u) = u, g(u) = E7}_ [w(u—s)"] f(u) ve denklem (3.1)’in her iki tarafinda

£ — 0 limiti alinarak

I'(k—a)"D0Pg(u) = T(k — o) "D (B4 [w(u — 8)7] f(u))

v,k—a

=) () B (R ot ) )

_ (%) / (- 9B o(u = 5] f(s)ds

= Dl (W

y+,px

Prabhakar kesirli tiirevi elde edilir.
13. Y(u) = u, y = —00, z = 0o ve denklem (3.1)’de her iki tarafin f — 0 limiti

alinarak

(DR () +T DR (W) = (D) 4 D)
2cos (%) 2cos (%) e B

Riesz kesirli turevi elde edilir.

14. 11k olarak, denklem (3.1)’in her iki tarafinda 8 — 1 limiti alinarak,

1 d
' (u) du

k
HDZzi;w (u) _ Hl;;a;d) ( ) f(u) _C ]D);ﬁ/}

elde edilir. Burada C]D;‘f f(u) bagka bir fonksiyona gore Caputo kesirli tiirevidir.
Diger taraftan

$(u) = u” ve g(u) = w7 f(u) igin

EKmaoa
]D)y-hom

F(u) = u= DY (w0 ) f ()

22



dir. Boylece,

w DY g (u) = um DY (u ) £ (u))

=Hr ]D)Zolé-l-,a,??f <u)

Erdelyi-Kober kesirli tiirevi elde edilir.
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4. GRONWALL ESITSIZLiGi

Gronwall egitsizligi, integral ve diferansiyel denklemlerin niteliksel teorisinin incelen-
mesinde ve ayrica dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin Cauchy tipi problem-
lerinin ¢oziimiinde 6nemli bir rol oynar. Bu béliimde Sousa ve Oliveira tarafindan
2019 yilinda yayimlanan t-Hilfer kesirli tiirevinin Gronwall egitsizligi iizerinde bir

uygulamasi verilmistir.

Teorem 4.0.1 u,v integrallenebilir iki fonksiyon g, [y, z| lizerinde siirekli olsun.
Y € C'y, 2] artan bir fonksiyon 6yle ki Vs € [y, 2] icin ¢//(s) # 0 olsun. Kabul edelim
ki

1. u ve v negatif degildir;
2. g negatif olmayan ve azalmayan olsun
eger
uls) < v(s) +gs) [ (O0)  v) (e
y

ise Vs € [y, 7] i¢in

u) <o)+ [ X I o0 - v ea @)
dir.

Kanit Vs € [y, z] olmak {izere, ® yerel integrallenebilen fonksiyonlar1 igin.

Ad(s) = g(s) / W () (W(s) = ¥(t)* @ (t)dt (4.2)

olsun. Bu durumda

u(s) < wv(s) + Au(s)
dir. £ € N i¢in

k—1
u(s) < Z AFp(s) + A™u(s)

yazilir. Sonraki adim genellikle matematiksel tiimevarimdir; eger ® negatif olmayan

bir fonksiyonsa, o zaman

Abu(s) < / S M@w(s)w(s) ()bt (4.3)



dir. Denklem (4.3), k = 1 igin dogrudur. Kabul edelim ki m = k € N igin dogru

olsun, o zaman tiimevarim hipoteziden

anttuls) = aaru(s)) < a( [N 0w - v uoar)

= g(s) / () —

t [ m

g0l "

a 4.4

' </y I'(am) V(@) () = ¥(2)) u(:U)dx)dt (4.4)

elde edilir. Hipotezden, g azalmayan bir fonksiyon yani ¢ < s igin g(t) < g(s)
oldugundan

Am-l-l (S) (45)

F m+1 ) /;w ) -1
() (¥ ()—¢(w )" tu(w)dadt

elde edilir. Dirichlet formiiliinden denklem (4.5)’den yola ¢ikarak

m+1u s [F(a)]m m+1 ° / U 4 /LC s) — T a—1 ) — am—1 T
A hu(s) < O [ [0 — v e - v

yazilir.

am—1
- [ v@we - v (1 - Pt ) ((s) — (1) ds
dir.
u = ﬁ((x)) w(t) degigken degisimi yapilir. Beta fonksiyonunun tanimi ve gamma fonk-
siyonu ile olan iligkisi B(a,b) = F((a)n; kullanilarak,

/ e p(a) — ()™ e

(s) — (t))mate! / (1 — w)e= Ly gy

['(a)'ma

= (W) — v O g s
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(4.7)

yazilir. Denklem (4.6) ve (4.7) den

Am-i—lu(s) S /S (g<S)F a))m—i—l

"(tu s) — a(m+1)—1
F(a(m+ 1)) P (u(t)((s) — () dt,
elde edilir.

Simdi k — oo igin , A"u(s) — 0 oldugunu ispatlayalim. g, [y, z] stirekli bir fonksiyon
ise Weierstrass teoreminden M > 0 sabiti mevcuttur dyle ki tiim s € [y, 2] i¢in
g(s) < M dir.

k+1 T (MT ()", U ) — ak—1
AuGs) < [ s OO W) — v

dir.
(MT(a))"
Z (k)

00
k=1

serisi goz Ontline alinirsa

. D(ak)(ak)s
I Tanta) ! (48)

saglanir. Seriler i¢in oran testinden

[(ak)(ak)* B

lim =0

k—oo ['(an + )

elde edilir. Boylece seriler yakinsaktir ve

[e.9]

) < 3 Amo(s) <o)+ [ 32 O ) s uteyan
sonucu elde edilir. O

Sonuc 4.0.2 o > 0,1=[y,z2] ve f, ¥ € C'([y, 2], R) iki fonksiyon &yle ki ¢ artan
ve tiim s € T igin ¢/(s) # 0 olsun . Kabul edelim ki z # 0 ve u ve v, [y, z] lizerinde

negatif olmayan yerel integrallenebilir bir fonksiyonlar:

u(s) < v(s) + 2 [ WO - b0 u(t)

saglasin. Bu durumda Vs € [y, 2] i¢in

as) <o)+ [ 3 EEO ) (s — ) oy
'(am)

dir.
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Sonuc 4.0.3 Teorem 4.0.1'in hipotezi altinda, v, [y, z| lzerinde azalmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

u(s) < v(8)Ea(g(s)D(@)[(s) = P(y)]%)

m

dir. Burada E,(.), E,(s) = > ;

m=0 Tami) Fe(a) > 0 ile tammlanan Mittag-Leffler

fonksiyonudur.

Kanmit v azalmayan bir fonsksiyon oldugundan

)

L m=1 (
[ s & $)I(@)]™ ((s) — b
—o(s) |14 / mzl[g(&&;l )>1 CORIO) ]

elde edilir. O

Literatiirden bildigimiz kadariyla ¢-Hilfer GPF yardimiyla Gronwall esitsizligi ifade

edilmemigtir. Bu ¢alismanin sonunda agagidaki teoremle bu esitsizligi veriyoruz.

Teorem 4.0.4 «,p > 0, u(s) ve v(s), [0,T) tizerinde yerel olarak integrallenebilir
negatif olmayan fonksiyonlar ve w(s), [0, T) tizerinde negatif olmayan, azalmayan ve

strekli bir fonksiyon, ayrica s € [0,T") igin w(s) < M olsun. Burada M bir sabittir.

Eger
u(s) < w(s) + p*Tla)w(s)(ol™u)(s), (4.9)
us) <o)+ [ S{Z I S04 () = (0™ (0 }dt
" (4.10)
dir.
Kanit



olsun. Bu durumda u(s) < v(s)+Bu(s) dir. Buradan n € Nigin u(s) < 32" B™v(s)+

B"u(s) yazilir. Sonraki adim genellikle tiimevarimdir. Boylece

Bu(s) < /OsMWW“*““%’@)@@) — ()" u()dt (411)

['(na)

ve n — o0 igin B"u(s) — 0’duwr. ¢ € [0.T) igin Denklem(4.11)’'in n = 1 igin saglanir.

Kabul edelim ki n = m i¢in ,

dogru olsun
Eger n =m+ 1 ise
B u(s) = B(B™u(s))

w(e) [T OO O o)) — ()

<
{ "W)™ et w—wiw)

T Tma) ¢ V() @) — Y ()" u(v)dv| dt
_ @(E)™™a)) [T f° et e v, 252 w0 -v(w)
=
Y OP' ) (W (s) = Y1) (1(s) = P(v))" dtu(v)do. (4.12)

elde edilir.
Buna gore denklem (4.12)’den yola gikarak

mily (g w™ ()T () se,%l(w(s)_tp(v)) N ((8) — N DL (0 o
B ) < St | PO() - $) " ()
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elde edilir.
Ayrica t € [0, 7] igin n — oo oldugunda
S (MT ()™ o=
Bru(s) < [ el SO0 0y ) (s) — vy ulode >
o I(na)
dir.

Ispat1 tamamlamak icin m — oo alimirsa

u(s) < i B™v(s) + B u(s) < v(s) + i B™v(s) + B u(s) < wv(s) + _Z B™v(s)

dir. Yarigrup ozelliginden ve B’nin tanimindan denklem (4.10)’u elde edilir. Béylece

kanit tamamlanair. O
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