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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

KESİRLİ TÜREVLERİN VE İNTEGRALLERİN GENİŞ BİR SINIFI

Büşra ŞEN KESMEZ

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Prof. Dr. UMUT MUTLU ÖZKAN

Bu tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş niteliğinde olup Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevini içe-

ren Hilfer kesirli türev tanımından hareketle, ana hedefimiz bir fonksiyonun başka

bir ψ fonksiyonuna göre kesirli türevi yani ψ-Hilfer kesirli türevi olarak adlandırılan

bir kesirli diferansiyel operatörünü tanıtmaktadır. İkinci bölümde bir f fonksiyonun

başka bir ψ fonksiyonuna göre kesirli integralleri ve türevi ile ilgili ağırlıklı uzayla-

rını ve bazı yeni kavramlar sunulmuştur.Üçüncü bölümde ise ana sonuç, yani bir f

fonksiyonunun başka bir fonksiyona göre ψ-Hilfer kesirli türevini ve keyfi ψ fonksiyo-

nunun seçimine dayalı olarak kesirli integraller ve kesirli türevlerden oluşan bir sınıf

verilmiştir. Son bölüm olan dördüncü bölümde ise ψ-Hilfer kesirli türevi yardımıyla

genelleştirilmiş Gronwall eşitsizliği verilmiştir. Ayrıca ψ-Hilfer orantılı kesirli türev

içeren Gronwall eşitsizliği ifade ve ispat edilmiştir.

2024, v + 34 sayfa

Anahtar Kelimeler : ψ-Hilfer Kesirli Türevi, ψ-Hilfer Kesirli İntegrali.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

A WIDE CLASS OF FRACTIONAL DERIVATIVES AND INTEGRALS

Büşra ŞEN KESMEZ

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. UMUT MUTLU ÖZKAN

This thesis study consists of four chapters.

The first section is introductory and, starting from the definition of Hilfer fractional

derivative including Riemann-Liouville and Caputo fractional derivative, our main

goal is to introduce a fractional differential operator called the fractional derivative

of a function with respect to another function ψ, that is, the ψ-Hilfer fractional

derivative. In the second section, we present weighted spaces and some new concepts

related to fractional integrals and derivatives of a function f with respect to another

function ψ. We also mention some important results in the course of this study.In

the third section, we present our main result, the ψ-Hilfer fractional derivative of a

function f with respect to another function, and a class of fractional integrals and

fractional derivatives based on the choice of arbitrary function ψ. In the last part,

the fourth part, we study the continuous dependence of differential equations via

the ψ-Hilfer fractional derivative, we present the generalized Gronwall inequality

via fractional integration with respect to another function ψ, and other important

results.

2024, v + 34 pages

Keywords : ψ-Hilfer Fractional Derivative, ψ-Hilfer Fractional integrals.
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1. GİRİŞ

Kesirli analiz, hem teoride hemde uygulamalarında sağlam büyüyen bir çalışma ol-

duğu için son bir kaç on yılda bir çok araştırmacıların dikkatini çekmiştir (Kilbas

vd. 2006, Samko vd. 1993). Kesirli analizin büyümesinin önemi yalnızca uygulamalı

matematik değil, aynı zamanda fizik, kimya, mühendislik, biyoloji ve diğer alanlarda

da dikkate alınmıştır (Rosa vd. 2015, Kosta vd. 2017). 1965’te kesirli analizin başlan-

gıcından beri kesirli integral ve kesirli türevin sayısız tanımı vardır ve zamanla yeni

kesirli türev ve integraller ortaya çıkarmaktadır. Bu kesirli türev ve intagreller farklı

bir çekirdeğe sahiptir bu da tanımların sayısını artırmaktadır. Kesirli türev ve in-

tegrallerin tanımıyla Rieamann-Liouville anlamında kesirli türevden yararlanılarak

bir f fonksiyonunun başka bir fonksiyona göre kesirli türevi

Dα;ψ
y+ f(u) =

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
Ik−α;ψy+ f(u),

şeklinde tanımlanmıştır (Kilbas vd. 2006).

Burada k − 1 < α < k, α /∈ N için k = [α] + 1 ve α ∈ N için k = α’dır.

Bununla birlikte, böyle bir tanım, yalnızca integral operatörüne etki eden diferan-

siyel operatörünü içeren olası kesirli türevleri kapsar. Aynı şekilde, son zamanlarda,

Almeida (Sousa vd. 2017), Caputo anlamında kesirli türev fikrini kullanarak, başka

bir ψ fonksiyonuna göre ψ-Caputo türevi olarak adlandırılan, bir kesirli türevler

sınıfını genelleştiren, yeni bir kesirli türevini

CDα;ψ
y+ f(u) = Ik−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u)

şeklinde tanımlanmıştır.

Burada k − 1 < α < k, α /∈ N için k = [α] + 1 ve α ∈ N için k = α’dır. Böylece

ψ-Riemann-Liouville kesirli türev ve ψ-Caputo’nun kesirli türev tanımları çok ge-

nel olsa da, bu operatörleri birleştiren ve çok sayıda tanımın üstesinden gelebilecek

bir kesirli türev operatörü tanımlanmıştır. Belirli durumlar olarak klasik Riemann-

Liouville ve Caputo kesirli türevini içeren Hilfer (Almeida vd. 2017) kesirli türev

tanımından hareketle, ana hedefimiz bir fonksiyonun başka bir ψ fonksiyonuna göre

kesirli türevi yani ψ-Hilfer kesirli türevi olarak adlandırılan bir kesirli diferansiyel
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operatörünü tanıtmaktır. Bu kesirli türev ile, Bölüm 3’te, geniş bir kesirli türev ve

integral sınıfı verilmiştir. Riemann-Liouville ve Riesz kesirli integrallerini genelleşti-

ren bir kesirli integralin karşılık gelerek tartışıldığını belirtmek önemlidir. Özellikler

sunulur ve tartışılır, bazıları da kanıtlanmıştır. Bu, yukarıda belirtilen iki kesirli

operatörün özelliklerini birleştirmeyi ve elde etmeyi mümkün kılar. Bölüm 2’de,

aralarında ağırlıklı uzayların da bulunduğu bazı fonksiyon uzaylarının tanımları ve-

rilmiştir. Bu bölümde, bir f fonksiyonunun başka bir ψ fonksiyonuna göre kesirli

integralinin tanımını ve ψ-Riemann-Liouville ve ψ-Caputo kesirli türevlerinin ta-

nımları sunulmuştur. Bu tanımlardan, tezin geliştirilmesi için bazı önemli sonuçlar

ortaya konmuştur. Bölüm 3’te ana sonucumuz olan ψ-Hilfer kesirli türevinin tanımı

verilmiştir. Kesirli operatörün bazı özellikleri ve ψ-Riemann-Liouville ve ψ-Caputo

operatörleri ile kesirli integral operatörü arasındaki ilişkiler verilmiştir. Ayrıca kesirli

ψ-Hilfer operatöründen ve kesirli ψ-Hilfer integral operatöründen türetilen kesirli in-

tegraller ve türevler sınıfı incelenmiştir. Son bölümde ise genelleştirilmiş Gronwall

eşitsizliğine ayrılmıştır.

2



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde bir f fonksiyonun başka bir ψ fonksiyonuna göre kesirli integralleri ve

türevi ile ilgili ağırlıklı uzaylarını ve bazı yeni kavramlar verilmiştir.

[y, z], (0 < y < z < ∞), R reel ekseni üzerinde sonlu bir aralık olsun. C[y, z],

ACk[y, z], Ck[y, z], uzayları sırasıyla [y, z] üzerinde sürekli bir uzay , k-kez mutlak

sürekli ve k-kez sürekli türevlenebilir fonksiyonlardır.

[y, z] üzerinde sürekli f fonksiyon uzaylarıdır.

||f ||C[y,z] = max
t∈[y,z]

|f(s)|

şeklinde tanımlanır (Kilbas vd. 2006).

Diğer taraftan, k-kez sürekli türevlenebilir fonksiyon uzayı

ACk[y, z] =
{
f ; [y, z] → R; f (k−1) ∈ AC([y, z])

}
şeklinde tanımlanır.

[y, z] üzerinde f fonksiyonlarının Cρ,ψ[y, z] ağırlıklı uzayı

Cγ,ψ[y, z] =
{
f ; [y, z] → R; (ψ(s)− ψ(y))γf(s) ∈ AC([y, z])

}
, 0 ≤ γ < 1

şeklindedir.

Burada norm

||f ||Cγ;ψ [y,z] = ||(ψ(s)− ψ(y))γf(s)||C[y,z] = max
s∈[y,z]

|(ψ(s)− ψ(y))γf(s)|

şekilde tanımlanır.

[y, z] üzerinde f fonksiyonu Ck
δ,ψ[y, z] ağırlıklı uzayı

Ck
γ,ψ[y, z] =

{
f : [y, z] → R; f(s) ∈ Ck−1[y, z]; f (k)(s) ∈ Cγ,ψ[y, z]

}
, 0 ≤ γ < 1

şekinde tanımlanır. Burada norm

||f ||Cγ;ψ [y,z] =
k−1∑
m=0

||f (m)||C[y,z] + ||f (n)||C[γ,ψ][y,z]

dır. m = 0 için, C0
γ = Cγ[y, z] dir.

Cα,β
γ,ψ [y, z] ağırlık uzayı γ = α + β(1− α) olmak üzere

Cα,β
γ,ψ [y, z] =

{
f ∈ Cγ,ψ[y, z];

H Dα,β;ψ
y+ f ∈ Cγ,ψ[y, z]

}
.

dir.
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Tanım 2.0.1 (Kilbas vd. 2006) [y, z],(−∞ < y < z < ∞), R reel ekseni üzerinde

sonlu bir aralık olsun. Bu durumda α > 0 olmak üzere f fonksiyonun α. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integralleri;

Iαy+f(u) =
1

Γ(α)

∫ u

y

f(s)

(u− s)1−α
ds, u > y (2.1)

ve

Iαz−f(u) =
1

Γ(α)

∫ u−z

u

f(s)

(s− u)1−α
ds, u > z

şeklinde tanımlanırlar.

Tanım 2.0.2 (Kilbas vd. 2006) I = (y, z) ve f(u) ∈ ACk (y, z) ve n − 1 < α < n,

k ∈ N0 olsun. Bu durumda f fonksiyonunun α. mertebeden Riemann-Liouville kesirli

türevi

Dα
y+f(u) =

(
d

du

)k
Ik−αy+ f(u)

=
1

Γ(k − α)

(
d

du

)k ∫ u

y

(u− s)k−α−1f(s)ds. (2.2)

ve

Dα
z−f(u) = (−1)k

(
d

du

)k
Ik−αz− f(u)

=
(−1)n

Γ(k − α)

(
d

du

)k ∫ z

u

(s− u)k−α−1f(s)ds.

şeklinde tanımlanırlar.

Tanım 2.0.3 Pozitif gerçel sayılar kümesinde tanımlı f fonksiyonu α ∈ (k − 1, k],

k ∈ N olmak üzere f fonksiyonunun α mertebeden Caputo kesirli türevleri

CDα
y+f(u) =

1

Γ(k − α)

∫ u

y

f (k)(u)du

(u− s)k−α−1

ve
CDα

z−f(u) =
(−1)k

Γ(k − α)

∫ z

u

f (k)(u)du

(u− s)k−α−1

şeklindedir.
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Tanım 2.0.4 k − 1 < α < k, 0 ≤ β ≤ 1 ve f ∈ Ck(y, z) olsun. Bu durumda f

fonksiyonun α. mertebeden β tipli Hilfer Kesirli türevleri;

Dα,β
y+ f(u) = Iρ−αy+

(
d

du

)k
I(1−β)(k−α)y+ f(u)

ve

Dα,β
z− f(u) = Iρ−αz−

(
d

du

)k
I(1−β)(k−α)z− f(u)

dir. Burada Iαy+(.) veDα
y+(.) sırasıyla denklem (2.1) ve (2.2) Riemann-Liouville kesirli

integrali ve türevidir.

Yukarıdaki kesirli integral tanımına ek olarak, Bölüm 3’te bir integral ve kesirli türev

sınıfı verilmiştir. Çok sayıda, kesirli operatör tanımı nedeniyle, aşağıdaki tanım, bir

ψ fonksiyonunun çekirdeği bilinmediğinde özel bir yaklaşımdır.

Tanım 2.0.5 (y, z), (−∞ ≤ y ≤ z ≤ ∞) R, reel doğrusunun sonlu ve sonsuz

aralığı ve α > 0 olsun. Ayrıca ψ(u), (y, z) üzerinde artan ve pozitif monoton bir

fonksiyon olsun. ψ′(u), (y, z) üzerinde sürekli ve türeve sahip bir f fonksiyonunun

[y, z] üzerindeki başka bir ψ fonksiyonuna göre kesirli integrali

Iα;ψy+ f(u) =
1

Γ(α)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))α−1f(s)ds (2.3)

ve

Iα;ψz− f(u) =
1

Γ(α)

∫ z

u

ψ′(s)(ψ(s)− ψ(u))α−1f(s)ds

dır.

Lemma 2.0.6 α > 0 ve β > 0 olsun.

Iα;ψy+ Dα;ψ
y+ f(u) = Iα+β;ψy+ f(u)

ve

Iα;ψz− ßβ;ψz− f(u) = Iα+β;ψz− f(u)

yarı grup özellikleri sağlanır.
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Lemma 2.0.7 α > 0 ve δ > 0 olsun.

1. Eğer f(u) = (ψ(u)− ψ(y)δ−1 ise

Iα;ψy+ f(u) =
Γ(δ)

Γ(α + δ)
(ψ(u)− ψ(y))α+δ−1

ve

2. Eğer g(u) = (ψ(z)− ψ(u)δ−1 ise

Iα;ψz− g(u) =
Γ(δ)

Γ(α + δ)
(ψ(z)− ψ(u))α+δ−1

dır.

Tanım 2.0.8 ψ′(u) ̸= 0 (−∞ ≤ y ≤ z ≤ ∞), α > 0 ve k = [α] + 1 olsun. Bu

durumda bir f fonksiyonunun ψ’ye göre α mertebeden Riemann-Liouville türevleri

Dα;ψ
y+ f(u) =

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
Ik−α;ψf(u)

=
1

Γ(k − α)

(
1

ψ′(u)

d

du

)k ∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))k−α−1f(s)ds (2.4)

ve

Dα;ψ
z− f(u) =

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k
Ik−α;ψf(u)

=
1

Γ(k − α)

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k ∫ z

u

ψ′(s)(ψ(s)− ψ(u))k−α−1f(s)ds

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.0.9 α > 0, k ∈ N, I = [y, z], (−∞ ≤ y ≤ z ≤ ∞)olmak üzere f ,

ψ ∈ Ck([y, z],R) olsun öyle ki, ψ artan ve tüm u ∈ I için ψ′(u) ̸= 0’dır.Burada

k = [α] + 1’dır. Bu durumda f fonksiyonun α. mertebeden ψ-Caputo kesirli türevi

CDα;ψ
y+ f(u) = Ik−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u) (2.5)

ve
CDα;ψ

z− f(u) = Ik−α;ψz−

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u)

şeklinde tanımlanır.

6



Lemma 2.0.10 α > 0 ve β > 0 olsun.

1. f(x) = (ψ(u)− ψ(y))δ−1 ise,

Dα;ψ
y+ f(u) =

Γ(δ)

Γ(α− δ)
(ψ(u)− ψ(y))α+δ−1

ve

2. g(x) = (ψ(z)− ψ(u))δ−1 ise,

Dα;ψ
z− g(u) =

Γ(δ)

Γ(α− δ)
(ψ(z)− ψ(u))α+δ−1

dir.

Teorem 2.0.11 f ∈ Ck[y, z] ve α > 0 olsun. Bu durumda

CDα;ψ
y+ f(u) =

C Dα;ψ
y+ f(u) =

[
f(u)−

k−1∑
m=0

1

m!
(ψ(u)− ψ(y))mf

[m]
ψ (y)

]
ve

CDα;ψ
z− f(u) =

C Dα;ψ
z− f(u) =

[
f(u)−

k−1∑
m=0

1

m!
(ψ(z)− ψ(u))mf

[m]
ψ (z)

]
dır.

Teorem 2.0.12 u, v iki integrallenebilir fonksiyon ve g, [y, z] de sürekli bir fonksi-

yon olsun. Kabul edelim ki u, v negatif değildir ve g negatif olmayan ve azalmayan

bir fonksiyondur. Eğer

u(s) ≤ v(s) + g(s)ρ1−α
∫ s

y

tρ−1(sρ − tρ)α−1u(t)dt

ise

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

y

∞∑
m=1

ρ1−mα[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)
tρ−1(sρ − tρ)mα−1v(t)dt

dır.

Tanım 2.0.13 0 < ρ ≤ 1, α ∈ C, Re(α) ≥ 0, ve k = [Re(α)] + 1 olsun α

mertebesindeki f ’nin GPF türevi

(Dα,ρf)(s) = (Dα,ρIk−α,ρf)(s) =
Dk,ρ
s

ρk−αΓ(k − α)

∫ s

y

e
ρ−1
ρ

(s−t)(s− t)k−α−1f(t)dt (2.6)

dir. Burada ρ = 1 alınırsa sol Rieamann-Liouville kesirli türevi elde edilir.
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Tanım 2.0.14 0 < ρ ≤ 1, α ∈ C, Re(α) ≥ 0 olsun. α mertebesindeki f ’nin GPF

integrali

(Iα,ρf)(s) =
1

ραΓ(α

∫ s

y

e
ρ−1
ρ

(s−t)(s− t)α−1f(t)dt = ρ−αe
ρ−1
ρ
t(Iα(e

1−ρ
ρ
tf(t))) (2.7)

şeklindedir.

Lemma 2.0.15 α > 0, ρ > 0, u(s), v(s)’nin [0, T ) üzerinde yerel olarak integ-

rallenebilir negatif olmayan fonksiyonlar olduğunu ve w(s)’nin s ∈ [0, T ) üzerinde

tanımlanmış negatif olmayan, azalmayan ve sürekli bir fonksiyon olduğunu varsaya-

lım, öyle ki w(s) ≤M , burada M bir sabittir. Eğer

u(s) ≤ v(s) + ραΓ(α)w(s)(Iα,ρu)(s)

ise

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

0

{ ∞∑
m=1

(w(s)Γ(α))m

Γ(mα
e
ρ−1
ρ

(s−t)(s− t)mα−1v(t)
}
dt, t ∈ [0, T )] (2.8)

dır.

Tanım 2.0.16 0 < ρ ≤ 1, α ∈ C, Re(α) ≥ 0 ve ψ ∈ C[y, z], ψ′(s) > 0 olmak üzere,

f fonksiyonunun α mertebesindeki GPF türevi

(Dα,ρ,ψ
y+ )f(a) =

Dα,ρ,ψ
y+

ρk−αΓ(k − α

∫ a

y+

e
ρ−1
ρ

(ψ(a)−ψ(s)(ψ(a)− ψ(s)k−α−1ψ′(s)f(s)ds (2.9)

şeklinde tanımlanır.
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3. KESİRLİ TÜREVLER VE İNTEGRALLERİN GENİŞ BİR SINIFI

Hilfer’in tanımından hareketle, bu bölümde Sousa ve Oliveira tarafından 2018 yılında

yapılan bu çalışmada bir f fonksiyonunun başka bir fonksiyona göre ψ-Hilfer kesirli

türevi verilmiştir. ψ-Hilfer Kesirli türevinden, ψ-kesirli integral ile sınırlı bir operatör

olan ψ-Hilfer kesirli türevi arasındaki bazı ilişkiler incelenmiştir.

Tanım 3.0.1 k − 1 < α < k, k ∈ N, −∞ < y < z < ∞ olmak üzere I = [y, z] bir

aralık ve f , ψ ∈ Ck([y, z],R) iki fonksiyon öyle ki ψ artan ve u ∈ I için ψ′(u) ̸= 0

olsun. f fonsiyonunun α mertebeden ve 0 ≤ β ≤ 1 tipli ψ-Hilfer sol taraflı ve sağ

taraflı kesirli türevleri sırasıyla

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Iβ(k−α);ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I
(1−β)(k−α);ψ
y+ f(u) (3.1)

ve
HDα,β;ψ

z− f(u) = Iβ(k−α);ψz−

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k
I
(1−β)(k−α);ψ
z− f(u)

şeklinde tanımlanır.

Yukarıda tanımda ρ = α + β(k − α) alınırsa ψ-Hilfer kesirli türevleri

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Iρ−α;ψy+ Dρ;ψ

y+ f(u) (3.2)

ve
HDα,β;ψ

z− f(u) = Iρ−α;ψz− (−1)nDρ;ψ
z− f(u)

biçiminde de yazılabilir.

Iρ−α;ψy+ (.), Dρ;ψ
y+ (.) sırasıyla (2.3) ve (2.4) denklemlerinde tanımlanmıştır. Gösterimi

basitleştirmek ve bazı sonuçların kanıtını yapmak için aşağıdaki gösterimler kulla-

nılır:

f
[k]
ψ+f(u) :=

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u)

ve

f
[k]
ψ−f(u) :=

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u).

Diğer taraftan bu gösterimler

Dα;ψ
y+ f(u) :=

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)
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ve

Dα;ψ
z− f(u) :=

(
− 1

ψ′(u)

d

du

)k
I(1−β)(k−α);ψz− f(u)

şeklinde de yazılabilir. Ayrıca

f
[k]
ψ+f(u) = limα→k− Dρ;ψ

y+ f(u) ve f [k]
ψ−f(u) = limα→k− Dρ;ψ

z− f(u)

dır.

Özel olarak, 0 < α < 1 ve 0 ≤ β ≤ 1 alınırsa ρ = α + β(1− α) olmak üzere

HDα,β;ψ
y+ f(u) =

1

Γ(ρ− α)

∫ u

y

(ψ(u)− ψ(s))ρ−α−1Dρ;ψ
y+ f(s)ds,

dir. Burada Dα;ψ
y+ (.), ψ-Rieamann-Liouville kesirli türevidir.

Teorem 3.0.2 Kabul edelim ki f , ψ ∈ Ck+1[y, z] olsun. O halde tüm k−1 < α < k

ve 0 ≤ β ≤ 1 için

HDα,β;ψ
y+ f(u) =

(ψ(u)− ψ(s))ρ−α

Γ(ρ− α + 1)
Dα;ψ
y+ (y)

+
1

Γ(ρ− α + 1)

∫ u

y

(ψ(u)− ψ(s))ρ−α
d

ds
Dρ;ψ
y+ f(s)ds (3.3)

ve

HDα,β;ψ
z− f(u) = (−1)k

(ψ(z)− ψ(u))ρ−α

Γ(ρ− α + 1)
Dα;ψ
z− (z)

− 1

Γ(ρ− α + 1)

∫ z

u

(ψ(s)− ψ(u))ρ−α(−1)k
d

ds
Dρ;ψ
z− f(s)ds

dır.

Kanıt x′(t) = ψ′(s)(ψ(u) − ψ(s))ρ−α−1 ve v(t) = Dρ;ψ
y+ f(s) olmak üzere denklem

(3.2)’ye kısmi integrasyon uygulanırsa

HDα,β;ψ
y+ f(u) =

1

Γ(ρ− α)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))ρ−α−1Dρ;ψ
y+ f(s)ds,

=
(ψ(u)− ψ(s))ρ−α

Γ(ρ− α + 1)
Dα;ψ
y+ (y) +

1

Γ(ρ− α + 1)

∫ u

y

(ψ(u)− ψ(s))ρ−α
d

ds
Dρ;ψ
y+ f(s)ds

elde edilir. Diğer durum benzer şekilde ispatlanır.

Teorem 3.0.3 k − 1 < α < k ve 0 ≤ β ≤ 1 olmak üzere ψ-Hilfer kesirli türevleri

sınırlı operatörlerdir. Bu durumda∥∥∥HDα,β;ψ
y+ f

www
Cρ;ψ

≤ K
∥∥∥fwww

Cρ;ψ
(3.4)
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ve ∥∥∥HDα,β;ψ
z− f

www
Cρ;ψ

≤ K
∥∥∥fwww

Cρ;ψ

yazılır. Burada K = (ψ(z)−ψ(y))k−α
Γ(k−ρ+1)Γ(k−α+1)

dır.

Kanıt ρ = α + β(k − α) olmak üzerewwwwwDα,β;ψ
y+ f

wwwww
Ckρ;ψ

=

wwwww
(

1

ψ′(u)

d

du

)k
I
(1−β)(k−α);ψ
y+ f

wwwww
Ckρ;ψ

= max
t∈[y,z]

(ψ(u)− ψ(s))ρ
(

1

ψ′(u)

d

du

)k
Ik−α;ψy+ f(u)


= max

u∈[y,z]

(ψ(u)− ψ(s))ρ−α
(

1

ψ′(u)

d

du

)k
1

Γ(n− ρ)

∗
∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))k−α−1f(s)ds


≤

∥f∥Ckρ;ψ
Γ(k − ρ)

max
u∈[y,z]


∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))k−ρ−1ds


≤

(ψ(z)− ψ(y))k−α∥f∥Ckρ;ψ
Γ(k − ρ+ 1)

(3.5)

elde edilir.

Denklem (3.5) ve ψ-Hilfer kesirli türev tanımı kullanılarak ve K = (ψ(z)−ψ(y))k−α
Γ(k−ρ+1)Γ(k−α+1)

için, wwwww
H

Dα,β;ψ
y+ f

wwwww
Ckρ;ψ

=

wwwwwIρ−α;ψy+ Dα;ψ
y+ f

wwwww
Ckρ;ψ

= max
u∈[y,z]

(ψ(u)− ψ(y))ρI−α;ψy+ Dα;ψ
y+ f(u)


≤

∥Dα;ψ
y+ ∥Ckρ;ψ

Γ(ρ− α)
max
u∈[y,z]


∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))k−ρ−1ds


≤ (ψ(z)− ψ(y))ρ−α

Γ(ρ− α + 1)

wwwDα;ψ
y+ f

www
Cρ;ψ

≤ (ψ(z)− ψ(y))k−α

Γ(ρ− α + 1)Γ(ρ− α + 1)

wwwfwww
Ckρ;ψ

= K
wwwfwww

Ckρ;ψ

.

elde edilir.
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Uyarı 3.0.4 µ = k(1−β)+βα olmak üzere ψ-Hilfer türevi ve g(u) = I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)

fonksiyonu göz önüne alınırsa

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Iβ(k−µ);ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
g(u),

elde edilir.

Dolayısıyla, ψ-Hilfer ve ψ-Caputo kesirli türevi arasında aşağıdaki şekilde verilen

ilişki

HDα,β;ψ
y+ f(u) =C Dµ;ψ

y+ g(u)

=C Dµ;ψ
y+

[
I(1−β)(k−α);ψf(u)

]
.

elde edilir.

Teorem 3.0.5 k − 1 < α < k, k ∈ N ve 0 ≤ β ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ Ck[y, z] ise

ρ = α + β(m− α) olmak üzere

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Dk−β(k−α);ψ

[
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)−

k−1∑
m=0

(ψ(u)− ψ(y))mDρ;ψ
y+,mf(y)

m!

]
ve

HDα,β;ψ
z− f(u) = Dk−β(k−α);ψ

[
I(1−β)(k−α);ψz− f(u)−

k−1∑
m=0

(ψ(z)− ψ(x))mDρ;ψ
z−,mf(z)

m!

]
dır.

Kanıt g(u) = I(1−β)(k−α);ψy+ f(u) ve δ = k − β(k − α) olsun. uyari 3.0.4 ve teorem

2.0.11’ den

HDα,β;ψ
y+ f(u) =C Dδ;ψ

y+g(u)

= Dδ;ψ
y+

[
g(u)−

k−1∑
m=0

(ψ(u)− ψ(y))m

m!
gmψ (y)

]

= Dδ;ψ
y+

[
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)−

k−1∑
m=0

(ψ(u− ψ(y))m

m!

(
1

ψ′(u)

d

du

)m
I(1−β)(m−α);ψ
y+ f(y)

]

= Dδ;ψ
y+

[
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)−

k−1∑
m=0

(ψ(u)− ψ(y))m

m!
Dδ;ψ
y+,mf(u)

]

elde edilir.
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Teorem 3.0.6 k − 1 < α < k , 0 ≤ β ≤ 1 ve f ∈ Ck[y, z] olsun. Bu durumda

Iα;ψy+ HDαβ;ψ
y+ f(u) = f(u)−

k∑
m=0

(ψ(u)− ψ(y))ρ−c

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

ve

Iα;ψz− HDαβ;ψ
z− f(u) = f(u)−

k∑
m=0

((−1)mψ(z)− ψ(u))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψz− f(z)

dır.

Kanıt Lemma 2.0.5 ve ψ-Hilfer türev tanımından

Iα;ψy+ HDαβ;ψ
y+ f(u) = Iα;ψy+

(
Iρ−α;ψy+ Dρ;ψ

y+ f(u)
)

= Iρ−α;ψy+ Dρ;ψ
y+ f(u) (3.6)

elde edilir. Kısmi integral alarak

Iρ;ψy+Dρ;ψ
y+ f(u) =

1

Γ(ρ)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))ρ−1Dρ;ψ
y+ f(s)ds

=
1

Γ(ρ)

(∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))ρ−1 d

ds
f
[k−1]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(s)ds

)

=
1

Γ(ρ− 1)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))ρ−2 d

dt
f
[k−2]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(s)ds

− 1

Γ(ρ)
(ψ(u)− ψ(y))ρ−1f

[k−1]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

=
1

Γ(ρ− 2)

∫ u

y

)(ψ(u)− ψ(s))ρ−3 d

ds
f
[k−3]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(s)ds

− 1

Γ(ρ)
(ψ(u)− ψ(y))ρ−1f

[k−1]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

− 1

Γ(ρ− 1)
(ψ(u)− ψ(y))ρ−2f

[k−2]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

.

.

.

=
1

Γ(ρ− k)

∫ u

y

(ψ(u)− ψ(s))ρ−k−1I(1−β)(k−α);ψy+ f(s)ds

−
k∑

m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)
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= I(ρ−k);ψy+ I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)

−
k∑

m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y) (3.7)

elde edilir. A = ρ− k = α + β(k − α)− k = α + βk − βα ve B = (1− β)(k − α) =

k− α− βk+ βα paremetrelerinden A+B=0 dır. Lemma 2.0.5 ve Denklem(3.6)’dan

yola çıkarak

Iα;ψy+ HDαβ;ψ
y+ f(u) = I(ρ−k);ψy+ I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)−

k∑
m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

= f(u)−
k∑

m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

elde edilir.

Teorem 3.0.7 α > 0 , 0 ≤ β ≤ 1 ve f, g ∈ Ck[y, z] olsun. Bu durumda

HDα,β;ψ
y+ f(u) =H Dα,β;ψ

y+ g(u) ⇔ f(u) = g(u) +
k∑

m=1

cm(ψ(u)− ψ(y))ρ−m (3.8)

ve
HDα,β;ψ

z− f(u) =H Dα,β;ψ
z− g(u) ⇔ f(u) = g(u) +

k∑
m=1

dm(ψ(z)− ψ(u))ρ−m

dır.

Kanıt Varsayalım ki HDα,β;ψ
y+ f(u) =H Dα,β;ψ

y+ g(u) olsun. Yani HDα,β;ψ
y+ (f(u)−g(u)) =

0 olsun.

Sol integral operatörünü bu eşitliğin her iki tarafına uygulanır ve teorem 3.0.6’yı

kullanarak

Iα;ψy+ HDα,β;ψ
y+ (f(u)− g(u)) = 0

elde edilir. Buradan

f(u)− g(u)−
k∑

m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ−m+ 1)
(f − g)

[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ (f − g)(y) = 0

dir. O halde

f(u) = g(u) +
k∑

m=1

cm(ψ(u)− ψ(y))ρ−m
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sonucuna ulaşılır. Burada cm =
(f−g)[k−m]

ψ I(1−β)(k−α);ψy+ (f−g)(y)
Γ(ρ−m+1)

dir.

Tersini kanıtlamak için

f(u) = g(u) +
k∑

m=1

cm(ψ(u)− ψ(y))ρ−m (3.9)

olsun. denklem (3.9)’ un her iki tarafına HDα,β;ψ
y+ (.) uygulayarak türev operatörü

uygulanırsa

HDα,β;ψ
y+ g(u) +

k∑
m=1

cHmD
α,β;ψ
y+ (ψ(u)− ψ(y))ρ−m

elde edilir.

Lemma 3.0.8 k − 1 ≤ ρ ≤ k ve f, g ∈ Cρ[y, z] olsun. Bu durumda k − 1 ≤ ρ ≤ α

olmak üzere

Iα;ψy+ f(y) = lim
u→y+

Iα;ψy+ f(u) = 0

dır.

Kanıt Iα;ψy+ f(u) ∈ Cρ[y, z] sınırlıdır.f ∈ Cρ[y, z] olduğundan ψ(u)−ψ(y))ρf(u) [y, z]

üzerinde süreklidir ve böylece pozitif bir M sabiti ve u ∈ [y, z] için

|ψ(u)− ψ(y))ρf(u)| < M ⇒ |f(u)| < |ψ(u)− ψ(y))−ρ|M (3.10)

dir.

Denklem (3.10)’un her iki tarafına I(α;ψ)y+ (.) operatörü uygulanılırsaIα;ψy+ f(u) < Iα;ψy+ (ψ(u)− ψ(y))−ρ
M

=M
Γ(n− ρ)

Γ(α + n− ρ)
(ψ(u)− ψ(y))α−ρ (3.11)

elde edilir. ρ < α ve u→ y + u için

Iα;ψy+ f(y) = lim
u→y+

Iα;ψy+ f(u) = 0

elde edilir.

Teorem 3.0.9 f ∈ C1[y, z], α > 0 ve 0 ≤ β ≤ 1 olsun. Bu durumda,

Dα,β;ψ
y+

HIα;ψy+ f(u) = f(u) ve Dα,β;ψ
z−

HIα;ψz− f(u) = f(u)
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dır.

Kanıt

Dα,β;ψ
y+

HIα;ψy+ f(u) = Iρ−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I(1−β);ψy+ Iα;ψy+ f(u)

= Iρ−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I(k−βk+βα;ψy+ f(u)

= Iρ−α;ψy+ Dρ−α;ψ
y+ .

Teorem 3.0.6 ve Lemma 3.0.8 dan yola çıkarak

Dα,β;ψ
y+

HIα;ψy+ f(u) = Iρ−α;ψy+ Dρ−α;ψ
y+ f(u)

= f(u)−
n∑

m=1

(ψ(u)− ψ(y))ρ−m

Γ(ρ+ 1−m)
f
[k−m]
ψ I(1−β)(k−α);ψy+ f(y)

= f(u)

elde edilir.

Teorem 3.0.10 k − 1 < α < k, k ∈ N ve o ≤ β ≤ 1 olsun. Eğer f ∈ Cn+k[y, z],

n, k ∈ N ise tüm m ∈ N için c ∈ (y, u), d ∈ (u, z) olmak üzere

(
Iα;ψy+
)m (

HDαβ;ψ
y+

)n
f(u) =

(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(c)(ψ(u)− ψ(y))mα

Γ(mα + 1)

ve (
Iα;ψz−
)m (

HDαβ;ψ
z−

)n
f(u) =

(
HDαβ;ψ

z−

)n
f(d)(ψ(z)− ψ(u))mα

Γ(mα + 1)

dir.

Kanıt Lemma 2.0.1’i kullanarak

(
Iα;ψy+
)m

= Iα;ψy+ ...I
α;ψ
y+ = Imα;ψy+(

Iα;ψy+
)m (

HDαβ;ψ
y+

)n
f(u) = Imα;ψy+

(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(u)

=
1

Γ(mα)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))mα−1
(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(s)ds

=

(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(c)

Γ(mα)

∫ u

y

ψ′(s)(ψ(u)− ψ(s))mα−1ds
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=

(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(c)(ψ(u)− ψ(s))mα

mαΓ(mα)

=

(
HDαβ;ψ

y+

)n
f(c)(ψ(u)− ψ(s))mα

mαΓ(mα + 1)

c ∈ (y, u) , integraller için ortalama değer teoremi ile garanti altına alınmıştır.

Kesirli analiz zamanla teorik ve pratik anlamda yeni matematiksel kavramların geliş-

tirilmesinde önemli bir araç haline gelmiştir. İntegral ve diferansiyel anlamda çeşitli

kesirli operatörler var. Bununla birlikte, doğal problemler giderek daha karmaşık

hale gelmekte ve belirli çekirdekle sunulan bazı kesirli operatörler, belirli problem-

lerle sınırlandırılmaktadır.Böylece başka bir f fonksiyonuna, yani bir ψ fonksiyonuna

göre bir genel operatör tanımlanmış, bu genel operatör ψ fonksiyonunun seçimine

bağlı olarak mevcut kesirli integral operatörlerinin elde edilmesine olanak sağlanmş-

tır. Bu bölümde, keyfi ψ fonksiyonunun seçimine dayalı olarak kesirli integraller ve

kesirli türevlerden oluşan bir sınıf verilmiştir. Özel durumlar için (Kilbas vd. 2006,

Samko vd. 1993, Katugampola vd. 2016, Oliveira vd. 2014, Sousa vd. 2017, Furati

vd. 2012, Courant vd. 2011) bakınız:

1. Denklem (2.3)’te ψ(u) = u alınırsa

Iα;uy+ f(u) =
1

Γ(α)

∫ u

y

(u− s)α−1f(s)ds =RL Iαy+f(u).

Riemann-Liouville kesirli integrali elde edilir.

2. Denklem (2.3)’te ψ(u) = u ve y = −∞ alınırsa

Iα;uy+ f(y) =
1

Γ(α)

∫ u

−∞
(u− s)α−1f(s)ds =L Iα+f(u).

Liouville kesirli integrali elde edilir.

3. Denklem (2.3)’te ψ(u) = u ve y = 0 alınırsa

Iα;uy+ f(u) =
1

Γ(α)

∫ u

0

(u− s)α−1f(s)ds =R Iα+f(u).

Riemann kesirli integrali elde edilir.

4. Denklem (2.3)’te ψ(u) = lnu alınırsa

Iα;lnuy+ f(u) =
1

Γ(α)

∫ u

y

1

s
(lnu− ln s)α−1f(s)ds
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=
1

Γ(α)

∫ u

y

(ln
u

s
)α−1fs

ds

s

=H Iαy+f(u).

Hadamard kesirli integrali elde edilir.

5. Denklem (2.3)’te ψ(u) = uσ, g(u) = uση alınırsa

u−σ(α+η)Iα;u
σ

y+ g(u) = u−σ(α+η)Iα;u
σ

y+ (uσηf(u))

=
σu−σ(α+η)

Γ(α)

∫ u

y

tση+σ−1(uσ − sσ)α−1f(s)ds

=EK Iαy+,σ,ηf(u).

Erdelyi-Kober kesirli integrali elde edilir.

6. Denklem (2.3)’te ψ(u) = uσ, g(u) = uσηf(u), y = 0 alınırsa

u−σ(α+η)Iα;u
σ

0+ g(u) = u−σ(α+η)Iα;u
σ

0+ (uσηf(u))

=
σu−σ(α+η)

Γ(α)

∫ u

0

tση+σ−1(uσ − sσ)α−1f(s)ds

=E Iα0+,σ,ηf(u)

Erdelyi kesirli integrali elde edilir.

7. Denklem (2.3)’te ψ(u) = uσ, g(u) = uηf(u), y = 0 alınırsa

u−(α+η)Iα;u0+ g(u) = u−α−ηIα;u0+ (uηf(u))

=
u−α−η

Γ(α)

∫ u

0

tη(u− s)α−1f(s)ds

=K Iα0+,ηf(u)

Kober kesirli integrali elde edilir.

8. Denklem (2.3)’te ψ(u) = uρ alınırsa

1

ρα
Iα;u

ρ

y+ f(u) =
ρ1−α

Γ(α)

∫ u

y

tρ−1(uρ − sρ)α−1f(s)ds

=ρ Iαy+f(u)

Katugampola kesirli integrali elde edilir.
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9. Denklem (2.3)’te ψ(u) = u, g(u) = Eρα,β(ω(u− s)α)f(u) alınırsa

Γ(α)Iα;uy+ g(u) = Γ(α)Iα;uy+Eρα,β(ω(u− s)α)f(u)

=

∫ u

y

(u− s)α−1Eρα,β(ω(u− s)α)f(s)ds

= εω,ρy+,α,βf(u)

Prabhakar kesirli integrali elde edilir.

10. Denklem (2.3)’te ψ(u) = u, y = −∞, z = ∞ alınırsa

Iα;uy+ f(u) + Iα;uz− f(u)
2 cos

(
πα
2

) =
LIα+f(u) +L Iα−f(u)

2 cos
(
πα
2

) =RZ Iαf(u)

Riesz kesirli integrali elde edilir.

Tanımlanan denklem (3.1)’de keyfi bir ψ fonksiyonun seçimine bağlı birçok kesirli

diferensiyel elde edilir.

1. Denklem (3.1)’in her iki tarafının β → 1 için limiti alınarak

HDα,1;ψ
y+ f(u) = Ik−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u) =C Dα;ψ

y+

ψ-Caputo kesirli türevi elde edilir.

2. Denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 0 için limiti alınarak

HDα,0;ψ
y+ f(u) =

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
Ik−α;ψy+ f(u) = Dα;ψ

y+

ψ-Riemann-Liouville kesirli türevi elde edilir.

3. ψ(u) = u olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 1 limiti alınarak

HDα,1;u
y+ f(u) = Ik−α;uy+

(
d

du

)k
f(u)

=
1

Γ(k − α)

∫ u

y

(u− s)k−α−1

(
d

du

)k
f(s)ds =C Dα

y+f(u)

Caputo kesirli türevi elde edilir.

4. ψ(u) = uρ olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 0 limiti alınarak

ραHDα,0;uρ

y+ f(u) = ρα
(

1

ρuρ−1

d

du

)
Ik−α;u

ρ

y+ f(u)

= ρα−k+1

(
1

uρ−1

d

du

)k
1

Γ(k − α)

∫ u

y

tρ−1(uρ − sρ)k−α−1f(s)ds
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=ρ Dα
y+f(u)

Katugampola kesirli türevi elde edilir.

5. ψ(u) = u olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 0 limiti alınarak,

HDα,0;u
y+ f(u) =

(
d

du

)k
Ik−α;uy+ f(u)

=

(
d

du

)k
1

Γ(k − α)

∫ u

y

(u− s)k−α−1f(s)ds

= Dα
y+f(u)

Riemann-Liouville kesirli türevi elde edilir.

6. ψ(u) = lnu için denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 0 limiti alınarak,

HDα,0;lnu
y+ f(u) =

(
u
d

du

)k
Ik−α;lnuy+ f(u)

=

(
u
d

du

)k
1

Γ(k − α)

∫ u

y

(
ln
u

s

)k−α−1

f(s)
ds

s

=H Dα
y+f(u)

Hadamard kesirli türevini elde edilir.

7. ψ(u) = lnu için denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 1 limiti alınarak,

HDα,1;lnu
y+ f(u) = Ik−α;lnuy+

(
u
d

du

)k
f(u)

=
1

Γ(k − α)

∫ u

y

(
ln
u

s

)k−α−1
(
s
d

ds

)k
f(s)

ds

s

=CH Dα
y+f(u)

Caputo-Hadamard kesirli türevini elde edilir.

8. ψ(u) = uρ’i olsun. Denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 1 limiti alınarak

ραHDα,1;uρ

y+ f(u) = ραIk−α;u
ρ

y+

(
1

ρuρ−1

d

du

)
f(u)

=
ρα−k+1

Γ(k − α)

∫ u

y

sρ−1(uρ − sρ)k−α−1

(
1

sρ−1

d

ds

)k
f(s)ds

=CK Dα,ρ
y+f(u)
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Caputo-Komtugampola kesirli türevi elde edilir.

9.Denklem (2.4)’te ψ(u) = lnu alınırsa,

HDρ;lnu
y+ f(u) =

(
u
d

du

)k
Ik−ρ;lnuy+ f(u)

=

(
u
d

du

)k
1

Γ(k − ρ)

∫ u

y

(
ln
u

s

)k−ρ−1

f(s)
d

ds

=H Dρ
y+f(u)

Hadamard kesirli türevi elde edilir. Buradan ρ = α + β(k − α) olmak üzere

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Iρ−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)

= Iρ−α;ψy+ Dρ;ψ
y+ f(u)

yazılır. Burada Dρ;ψ
y+ (.) başka bir fonksiyona göre Riemann-Liouville kesirli türevidir.

Böylece;

HDα,β;lnu
y+ f(u) = Iρ−αy+

HDρ
y+f(u)

= Dα;β
y+ f(u)

Hilfer-Hadamard kesirli türevi elde edilir.

10. Denklem (2.4)’te ψ(u) = uγ alalım. Bu durumda

Dρ;uγ

y+ f(u) =

(
1

γuγ−1

d

du

)
Ik−ρ;u

ρ

y+ f(u)

= γ1−k
(

1

uγ−1

d

du

)k
1

Γ(k − ρ)

∫ u

y

tγ−1(uγ − sγ)k−ρ−1f(s)ds

=
1

γα

γ

Dα
y+f(u)

Katugampola kesirli türevi elde edilir.ρ = α + β(k − α) olmak üzere

HDα,β;ψ
y+ f(u) = Iρ−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
I(1−β)(k−α);ψy+ f(u)

= Iρ−α;ψy+ Dρ;ψ
y+ f(u)

dir. Dρ;ψ
y+ (.), başka bir fonksiyona göre Riemann-Liouville kesirli türevidir. Böylece;

HDα,β;uρ

y+ f(u) =γ Iρ−αy+
γDρ

y+f(u)
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= γDα;β
y+ f(u)

Hilfer-Katugampola kesirli türevi elde edilir.

11. ψ(u) = u, a = 0 ve denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 0 limiti alınarak

HDα,0;ψ
y+ f(u) =

(
d

du

)k
Ik−α;ψ0+ f(u)

=R Dα
+f(u)

Riemann kesirli türevi elde edilir.

12. ψ(u) = u, g(u) = E−ρ
γ,k−α [ω(u− s)γ] f(u) ve denklem (3.1)’in her iki tarafında

β → 0 limiti alınarak

Γ(k − α)HDα,0;u
y+ g(u) = Γ(k − α)HDα,0;u

y+

(
E−ρ
γ,k−α [ω(u− s)γ] f(u)

)
= Γ(k − α)

(
d

du

)k
Ik−α;ψy+

(
E−ρ
γ,k−α [ω(u− s)γ] f(u)

)
=

(
d

du

)k ∫ u

y

(u− s)k−α−1E−ρ
γ,k−α [ω(u− s)γ] f(s)ds

= Dω;γ
y+,ρ,αf(u)

Prabhakar kesirli türevi elde edilir.

13. ψ(u) = u, y = −∞, z = ∞ ve denklem (3.1)’de her iki tarafın β → 0 limiti

alınarak

−
(
HDα,0;u

−∞ f(u) +H Dα,0;u
∞ f(u)

)
2 cos

(
πα
2

) =
−
(
LDα

+f(u) +L Dα
−f(u)

)
2 cos

(
πα
2

) =RZ Dαf(u)

Riesz kesirli türevi elde edilir.

14. İlk olarak, denklem (3.1)’in her iki tarafında β → 1 limiti alınarak,

HDα,1;ψ
y+ f(u) = Ik−α;ψy+

(
1

ψ′(u)

d

du

)k
f(u) =C Dα;ψ

y+

elde edilir. Burada CDα;ψ
y+ f(u) başka bir fonksiyona göre Caputo kesirli türevidir.

Diğer taraftan

ψ(u) = uσ ve g(u) = uσ(η+α)f(u) için

EKDα
y+,σ,ηf(u) = u−ση

CDα;ψ
y+ (uσ(η+α)f(u))
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dir. Böylece,

u−ση
HDα,1;ψ

y+ g(u) = u−ση
HDα,1;ψ

y+ (uσ(η+α)f(u))

=EK Dα
y+,σ,ηf(u)

Erdelyi-Kober kesirli türevi elde edilir.
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4. GRONWALL EŞİTSİZLİĞİ

Gronwall eşitsizliği, integral ve diferansiyel denklemlerin niteliksel teorisinin incelen-

mesinde ve ayrıca doğrusal olmayan diferansiyel denklemlerin Cauchy tipi problem-

lerinin çözümünde önemli bir rol oynar. Bu bölümde Sousa ve Oliveira tarafından

2019 yılında yayımlanan ψ-Hilfer kesirli türevinin Gronwall eşitsizliği üzerinde bir

uygulaması verilmiştir.

Teorem 4.0.1 u, v integrallenebilir iki fonksiyon g, [y, z] üzerinde sürekli olsun.

ψ ∈ C1[y, z] artan bir fonksiyon öyle ki ∀s ∈ [y, z] için ψ′(s) ̸= 0 olsun. Kabul edelim

ki

1. u ve v negatif değildir;

2. g negatif olmayan ve azalmayan olsun

eğer

u(s) ≤ v(s) + g(s)

∫ s

y

ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1u(t)dt

ise ∀s ∈ [y, z] için

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

y

∞∑
m=1

[g(s)Γ(α]m

Γ(αm)
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(t))αm−1v(t)dt (4.1)

dir.

Kanıt ∀s ∈ [y, z] olmak üzere, Φ yerel integrallenebilen fonksiyonları için.

AΦ(s) = g(s)

∫ s

y

ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1Φ(t)dt (4.2)

olsun. Bu durumda

u(s) ≤ v(s) + Au(s)

dir. k ∈ N için

u(s) ≤
k−1∑
n=0

Akv(s) + Anu(s)

yazılır. Sonraki adım genellikle matematiksel tümevarımdır; eğer Φ negatif olmayan

bir fonksiyonsa, o zaman

Aku(s) ≤
∫ s

y

[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(t))αm−1v(t)dt (4.3)

24



dir. Denklem (4.3), k = 1 için doğrudur. Kabul edelim ki m = k ∈ N için doğru

olsun, o zaman tümevarım hipoteziden

Am+1u(s) = A
(
Amu(s)

)
≤ A

(∫ s

y

[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)
ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))αm−1u(t)dt

)
= g(s)

∫ s

y

ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1

∗
(∫ t

y

[g(t)Γ(α]m

Γ(αm)
ψ′(x)(ψ(t)− ψ(x))αm−1u(x)dx

)
dt (4.4)

elde edilir. Hipotezden, g azalmayan bir fonksiyon yani t ≤ s için g(t) ≤ g(s)

olduğundan

Am+1u(s) (4.5)

≤ [Γ(α)]m

Γ(αm)
[g(t)]m+1

∫ s

y

∫ t

y

ψ′(s)((ψ(s)− ψ(t)))α−1

ψ′(x)((ψ(t)− ψ(x)))αm−1u(x)dxdt

elde edilir. Dirichlet formülünden denklem (4.5)’den yola çıkarak

Am+1u(s) ≤ [Γ(α)]m

Γ(αm)
[g(t)]m+1

∫ s

y

ψ′(t)u(t)

∫ s

t

ψ′(x)(ψ(s)− ψ(x))α−1[ψ(x)− ψ(t)]αm−1dxdt

(4.6)

yazılır.∫ s

t

ψ′(x)(ψ(s)− ψ(x))α−1(ψ(x)− ψ(t))αm−1ds

=

∫ s

t

ψ′(x)(ψ(s)− ψ(x))α−1

(
1− ψ(x)− ψ(t)

ψ(s)− ψ(t)

)αm−1

(ψ(s)− ψ(t))αm−1ds

dir.

u = ψ(x)−ψ(t)
ψ(s)−ψ(t) değişken değişimi yapılır. Beta fonksiyonunun tanımı ve gamma fonk-

siyonu ile olan ilişkisi B(a, b) = Γ(a)Γb
Γ(a+b)

kullanılarak,∫ s

t

ψ′(x)(ψ(s)− ψ(x))α−1(ψ(x)− ψ(t))αm−1dx

= (ψ(s)− ψ(t))mα+α−1

∫ 1

0

(1− u)α−1umα−1du

= (ψ(s)− ψ(t))mα+α−1 Γ(α)Γmα

Γ(α +mα)
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(4.7)

yazılır. Denklem (4.6) ve (4.7) den

Am+1u(s) ≤
∫ s

y

(g(s)Γ(α))m+1

Γ(α(m+ 1))
ψ′(t)u(t)(ψ(s)− ψ(t))α(m+1)−1dt,

elde edilir.

Şimdi k → ∞ için , Anu(s) → 0 olduğunu ispatlayalım. g, [y, z] sürekli bir fonksiyon

ise Weierstrass teoreminden M > 0 sabiti mevcuttur öyle ki tüm s ∈ [y, z] için

g(s) ≤M dir.

Ak+1u(s) ≤
∫ s

y

(MΓ(α))k

Γ(α(K))
ψ′(t)u(t)(ψ(s)− ψ(t))αk−1dt

dir.
∞∑
k=1

(MΓ(α))k

Γ(αk)

serisi göz önüne alınırsa

lim
k→∞

Γ(αk)(αk)k

Γ(αn+ α)
= 1 (4.8)

sağlanır. Seriler için oran testinden

lim
k→∞

Γ(αk)(αk)k

Γ(αn+ α)
= 0

elde edilir. Böylece seriler yakınsaktır ve

u(s) ≤
∞∑
m=0

Amv(s) ≤ v(s) +

∫ s

y

∞∑
m=1

(g(s)Γ(α))m

Γ(αm)
ψ′(t)(ψ(sψ(t))αk−1v(t)dt

sonucu elde edilir.

Sonuc. 4.0.2 α > 0, I = [y, z] ve f , ψ ∈ C1([y, z], R) iki fonksiyon öyle ki ψ artan

ve tüm s ∈ I için ψ′(s) ̸= 0 olsun . Kabul edelim ki z ̸= 0 ve u ve v, [y, z] üzerinde

negatif olmayan yerel integrallenebilir bir fonksiyonları

u(s) ≤ v(s) + z

∫ s

y

ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1u(t)dt

sağlasın. Bu durumda ∀s ∈ [y, z] için

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

y

∞∑
m=1

[zΓ(α]m

Γ(αm)
ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))αm−1v(t)dt

dır.
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Sonuc. 4.0.3 Teorem 4.0.1’in hipotezi altında, v, [y, z] üzerinde azalmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

u(s) ≤ v(s)Eα(g(s)Γ(α)[ψ(s)− ψ(y)]α)

dir. Burada Eα(.), Eα(s) =
∑∞

m=0
sm

Γ(αm+1)
, Re(α) > 0 ile tanımlanan Mittag-Leffler

fonksiyonudur.

Kanıt v azalmayan bir fonsksiyon olduğundan

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

y

∞∑
m=1

[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(t))αm−1v(t)dt

= v(s)

[
1 +

∫ s

y

∞∑
m=1

[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)
ψ′(s)(ψ(s)− ψ(t))αm−1v(t)dt

]

= v(s)

[
1 +

∫ s

y

∞∑
m=1

[g(s)Γ(α)]m

Γ(αm)

(ψ(s)− ψ(y))αm

mα

]
= v(s)Eα(Γ(α)(ψ(s)− ψ(y))α)

elde edilir.

Literatürden bildiğimiz kadarıyla ψ-Hilfer GPF yardımıyla Gronwall eşitsizliği ifade

edilmemiştir. Bu çalışmanın sonunda aşağıdaki teoremle bu eşitsizliği veriyoruz.

Teorem 4.0.4 α, ρ > 0, u(s) ve v(s), [0, T ) üzerinde yerel olarak integrallenebilir

negatif olmayan fonksiyonlar ve w(s), [0, T ) üzerinde negatif olmayan, azalmayan ve

sürekli bir fonksiyon, ayrıca s ∈ [0, T ) için w(s) ≤M olsun. Burada M bir sabittir.

Eğer

u(s) ≤ v(s) + ραΓ(α)w(s)(0Iα,ρu)(s), (4.9)

ise

u(s) ≤ v(s) +

∫ s

0

{
∞∑
m=1

((w(s)Γ(α))m

Γ(mα)
e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))mα−1v(t)

}
dt

(4.10)

dir.

Kanıt

BΦ(s) = w(s)

∫ s

0

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1Φ(t)dt
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olsun. Bu durumda u(s) ≤ v(s)+Bu(s) dir. Buradan n ∈ N için u(s) ≤
∑n−1

m=0 Bmv(s)+

Bnu(s) yazılır. Sonraki adım genellikle tümevarımdır. Böylece

Bnu(s) ≤
∫ s

0

(w(s)Γ(α))n

Γ(nα)
e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))nα−1u(t)dt (4.11)

ve n→ ∞ için Bnu(s) → 0’dır. t ∈ [0.T ) için Denklem(4.11)’in n = 1 için sağlanır.

Kabul edelim ki n = m için ,

Bmu(s) ≤
∫ s

0

(w(s)Γ(α))m

Γ(mα)
e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))mα−1u(t)dt

doğru olsun

Eğer n = m+ 1 ise

Bm+1u(s) = B(Bmu(s))

≤ w(s)

∫ s

0

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))α−1[∫ s

0

(w(s)Γ(α))m

Γ(mα)
e
ρ−1
ρ

(ψ(t)−ψ(v))ψ′(v)(ψ(t)− ψ(v))mα−1u(v)dv

]
dt

=
(w(s)m+1Γm(α))

Γ(mα)

∫ s

0

[∫ s

v

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))e
ρ−1
ρ

(ψ(t)−ψ(v))

ψ′(t)ψ′(v)(ψ(s)− ψ(t))α−1(ψ(s)− ψ(v))mα−1dtu(v)dv. (4.12)

dir.

ψ(t) = ψ(v) + z(ψ(s)− ψ(v)) değişken değiştirmesi yapılırsa∫ s

v

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(v))(ψ(s)− ψ(t))α−1ψ′(v)(ψ(t)− ψ(v))mα−1dt = (s− v)mα+α−1e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))

∫ 1

0

(1− z)α−1zmα−1dz

=
Γ(α)Γ(mα)

Γ((m+ 1)α)

∫ s

v

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(v))

ψ′(v)(ψ(s)− ψ(v))(m+1)α−1

elde edilir.

Buna göre denklem (4.12)’den yola çıkarak

Bm+1u(s) ≤ wm+1(s)Γm+1(α)

Γ((m+ 1)α)

∫ s

0

e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(v))ψ′(v)(ψ(s)− ψ(v))(m+1)α−1u(v)dv

(4.13)
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elde edilir.

Ayrıca t ∈ [0, T ] için n→ ∞ olduğunda

Bnu(s) ≤
∫ s

0

(MΓ(α)n

Γ(nα)
e
ρ−1
ρ

(ψ(s)−ψ(t))ψ′(t)(ψ(s)− ψ(t))mα−1u(t)dt→ 0,

dır.

İspatı tamamlamak için m→ ∞ alınırsa

u(s) ≤
n=1∑
m=0

Bmv(s) + Bnu(s) ≤ v(s) +
n=1∑
m=1

Bmv(s) + Bnu(s) ≤ v(s) +
n=∞∑
m=1

Bmv(s)

dır. Yarıgrup özelliğinden ve B’nin tanımından denklem (4.10)’u elde edilir. Böylece

kanıt tamamlanır.
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