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OZET

Kesirli Tiirevli Egrilerin Diferensiyel Geometrisi
Meltem OGRENMIS
Doktora Tezi

FIRAT UNiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Subat 2022, Sayfa: ix +40

Egriler teorisi diferensiyel geometri alaninda uzunca bir siiredir ilgi ¢ekici bir ¢galisma alani1 olmustur,
ancak son zamanlarda bu teoride kesirli tiirev tekniklerini kullanmak bir¢ok arastirmaya yeni bir bakis agis1
kazandirmigtir. Bu doktora tezinin amaci ise diferensiyel geometride egrilerin temel 6zelliklerini Caputo
kesirli tiirevi yardimiyla incelemektir.

Bu doktora tezi kapsanminda ilk olarak Oklid uzayinda diizlem egrilerinin yay uzunlugu, Frenet-Serret
catist ve Frenet —Serret formiilleri incelenmis ve bu diizlem egrisinin kesirli egrilikleri detaylica verilmistir.
Daha sonra 3-boyutlu Oklid uzayinda kesirli mertebeden uzay egrilerinin temel teoremleri ve Frenet-Serret
formiilleri ele alinmistir. Bu bodliimde verilen sonuglar klasik anlamda elde edilen sonuglarla
karsilastirilmistir.

Son béliimde ise yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda egrilerin kesirli degismezleri elde edilip, bazi1 6zel
egrilerin egrilikleri arasindaki bagintilar verilmistir.

Tez ¢alismasi boyunca kullanilan metotla ilgili 6neri, elde edilen sonuglarin literatiire sundugu katki

ve problemler son kisimda verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Parametrik egri, Caputo kesirli tiirev, Frenet-Serret vektorleri, Frenet-Serret formiilleri
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ABSTRACT

Differential Geometry of Curves with Fractional Derivative
Meltem OGRENMIS
Ph.D. Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

February 2022, Pages: ix +40

The theory of curves has been an interesting field of study in differential geometry for a long time, but
recently using fractional derivative techniques in this theory has brought a new perspective to many studies.
The aim of this doctoral thesis is to examine the basic properties of curves in differential geometry with the

help of the Caputo fractional derivative.

Within the scope of this doctoral thesis, firstly, the arc length of plane curves in Euclidean space, Frenet-
Serret framework and Frenet-Serret formulas were examined and the fractional curvatures of this plane curve
were given in detail. Then, the fundamental theorems of fractional space curves in 3-dimensional Euclidean
space and the Frenet-Serret formulas are discussed. The results given in this section are compared with the
results obtained in the classical sense.

In the last chapter, fractional invariants of curves in high-dimensional Euclidean spaces are obtained and the

relations between the curvatures of some special curves are given.

The suggestions regarding the method used throughout the thesis, the contribution of the obtained results to
the literature and the problems are given in the last part.

Keywords: Parametric curve, Caputo fractional derivative, Frenet-Serret vectors, Frenet-Serret formulas

vil



SEKILLER LiSTESI

Sayfa
Sekil 3.1.  Bir ¢ember i¢in tam sayil1 ve kesirli mertebeden egrilikler ...................o.oo L. 12
Sekil 3.2.  Bir parabol i¢in tam say1l1 ve kesirli mertebeden egrilikler ...........cocooiviriiiveiinininciiecnnennenn 12
Sekil 3.3.  Siniis egrisi i¢in tam sayili ve kesirli mertebeden egrilikler ..........ccooovevvevieiieiincieceiiee 13
Sekil 4.1. « € {0.1,0.5,0.9,1} igin k, = 1 egriligine sahip diizlem egrileri...........cccevrevirirreriererrriennnn, 22
Sekil 4.2. « € {0.1,0.5,0.9,1} igin k, = T, = 1 egrilik ve burulmasina sahip uzay egrileri .................. 23
- a=-1 _ a-1

Sekil 43. € {0.1,0.5,0.9,0.99,1} icin r(s) = % L(5) = % egrilik ve

burulmasinin GrafikIETT .......ooeiioiieee e 24
. .. 4AT(2—-)s®™1 . . _. . ey .

Sekil4.4. « € {0.1,0.5,0.9,1} igin 7,(s) = TP esitligine sahip uzay egrileri .............c.ccoevennen. 25

viii



SIMGELER

Simgeler
R : Reel Sayilar
R? : Iki Boyutlu Uzay
R3 : iki Boyutlu Uzay
R" : n-Boyutlu Uzay
a : Kesirli Mertebe
I'(a) : Gamma Fonksiyonu
I : Kesirli Integral
D : Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi
‘D : Caputo Kesirli Tiirevi
e, : Iki-boyutlu Uzayda Teget vektor
e : Iki-boyutlu Uzayda Kesirli teget vektdr
e, : Iki-boyutlu Uzayda Normal vektor
ez(“) : Iki-boyutlu Uzayda Kesirli normal vektor
|l : Norm
X : R® deki vektorel garpim
c(s) : Diizgiin egri
K : Iki-boyutlu Uzayda Egrinin egriligi
T : Iki-boyutlu Uzayda Egrinin burulma
b : %
t : Ug-boyutlu Uzayda teget vektor
: Ug -boyutlu Uzayda normal vektdr
: Ug -boyutlu Uzayda binormal vektdr
Kq : Iki-boyutlu Uzayda kesirli egrilik
Ty : iki-boyutlu Uzayda kesirli burulmasi
\Y : R™ deki Levi-Civita konneksiyonu
1; (O : n-boyutlu Uzayda kesirli egrilik
K : Involiit egrinin egriligi
Ky* : Involiit egrinin burulmasi
1, @ : Involiit egrinin kesirli egriligi
Ky @ : Involiit egrinin kesirli burulmast

X



1. GiRis

Egriler teorisi diferensiyel geometri alaninda uzunca bir siiredir ilgi cekici bir calisma alani
olmustur, ancak son zamanlarda bu teoride kesirli tiirev tekniklerini kullanmak bircok arastirmaya
yeni bir bakis acis1 kazandirmistir. Kesirli tiirev kavramu ilk olarak 17. yiizyilda ortaya atilmis ve
artan bir ¢aligma sayisi ile giiniimiizde bir¢ok alanda birgok arastirmaci igin ilham kaynagi
olmustur. Bu nedenle kesirli analiz son zamanlarda diferensiyel geometride de 6nemli ¢aligma
alanlarinda biri olmay1 basarmistir. Klasik anlamda diferensiyel ve integral tam sayili mertebeden
hesap edilirken, kesirli analizde diferensiyel ve integralin mertebeleri tamsay1 degil de kesirlidir.
Yani kesirli analiz adi diferensiyel ve integralin kesirli mertebeye genellemesidir. Kesirli merteben
tiirevin tam sayili mertebeden tiirevden farki bir fonksiyonun integrasyonu ile verilir. Bu konuda
cok sayida galisma yapilmis olup, bu alanda detayli bilgiye [1-4] de ulasilabilir. Lokal olmayan bir
fonksiyon temsilinin kesirli tlirevi gecmis tarihte veya uzay menzilli bir etkilesimle iligkili
oldugunu da soyleyebiliriz. Ayrica kesirli analizin viskoelastik [5-11], analitik mekanik [12-14] ve
dinamik sistemlere [15-19] bir¢ok uygulamasi vardir. Kesirli analiz son ¢alismalarda diferensiyel
geometri bakis acisiyla da ¢alisilmaya baslanmis olup kesirli operatorlerin birgcok ¢esidi mevcuttur,
ancak egriler ve yiizeylerin geometrisinin daha ¢cok Caputo kesirli tiirevi ile verilen Leibnitz kesirli
tiirevine dayali olarak calisilmasi 6nerilir [20]. Son ¢aligmlarda Caputo kesirli tiirevi heniiz egrilerin
diferensiyel geometrisini formiile etmek i¢in direkt olarak kullanilmamaktadir. Ancak yine de
Caputo kesirli tiirevini kullanmak, sabit fonksiyonun kesirli tiirevi sifir oldugundan dolay1 bir
geometrik teoriyi formiile etmek i¢in diger kesirli tiirev operatorlerinden daha uygundur [21-25].
Caputo kesirli tiirevinin avantajlarina dayali olarak, Lagrange mekanigin bir nicelemesi [22,24] de
ve yergekimi teorisinde ise [21,23,26] de tartisilmistir.

Genel olarak, kesirli diferensiyel geometri calisilirken Leibnitz kurali ve bileske fonksiyonun
tiirevi kavramlarina ihtiya¢ duyulur. Ancak kesirli analiz kapsaminda bu kavramlar sonsuz serilerle
elde edilir ve baglangi¢ aninda ve uzun bir periyoddan sonra etki durumlarinda kullanilir [3,4].

Leibniz kural1 ve bileske fonksiyonun tiirevi, diizgiin f(x) ve g(x) fonksiyonlart i¢in,

o dl - 0g() -
(D£f9)00) = 520(%) 24 (DE ) () — 124D

Ve

« v (ay xX7% difg) | f(g))-fg0)  _q
(DX f)(g(x)) - Zi=1(i) T(i-a+1) daxt + (1-a) X (11)

ile verilir [27].

Tam say1lt mertebeden tiirevin bu farkli formu bir egrinin egriligi ve birim teget vektor gibi
geometrik kavramlar1 tiiretmek icin bir zorluk ortaya ¢ikarir. Dolayisiyla tiirevin geometrik
teorisini insa etmek i¢in sonsuz serilerin belirli bir sadelestirmesi kullanilir. Bu sadelestirme ile

sonsuz serilerden kesirli tlirevin 6zelliklerini koruyan ¢ogu temel terim ¢ikarilir.



Dolayisiyla t = g(x) olmak tizere

(DEN(gt) = 222 (1.2)

esitligi elde edilir.

Bu sadelestirme formiilii (1.1) esitligindeki sonsuz serinin sadece i = 1 terimi alinarak elde
edilmistir. Bu formiil aslinda kesirli tiirevin etkisini kismen vermektedir ve adi tiirev yardimu ile
ifade edilmistir.

Bu sadelestirmeden sonra basitlestirilmis Leibnitz kurali ve bileske fonksiyonun tiirevi
kullanilarak direkt Caputo tiirevine dayali kesirli geometrik teorinin insasi beklenebilir. Yani
Caputo tiirevini kullanmak egrileri ve yiizeylerin diferensiyel geometrisini ¢alisirken 6zellikle bir
sabit fonksiyon {izerinde etkisiz olmasindan dolay1 arastirmacilara bir avantaj saglayacaktir.

Bir diger 6nemli husus ise egri ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi ¢alisilirken kullanilan
Leibnitz kurali ve bileske fonksiyon tiirevi kavraminin yaninda Leibnitz kurali géz Oniine
alindiginda (1.2) ile verilen zincir kuralidir.

Calismanin giris kisminda; egri ve ylizeylerin geometrik 6zelliklerini belirleyen temel
kavramlar verildikten sonra ardindan da kesirli tiirev ile ilgili literatiire gegmis bazi dnemli temel
kavramlara yer verildi.

Bu c¢alismanin ikinci boliimiinde bir diizlem egrisi ve bu egrinin kesirli teget vektorii géz
Oniline alind1 ve kisaca kesirli analiz teorisinden bahsedildi. Ardindan Caputo kesirli tiirevi
kullanilarak kesirli mertebeden egrilerin geometrisi verildi. Yay uzunlugunun kesirli bir
genellestirmesi ile bir diizlem egrisinin Frenet-Serret formiilleri ve egriliginin nasil hesaplanacag:
agiklandi. B6lim sonunda ise bir egrinin kesirli geometrisinin bazi dérneklere uygulanmasina yer
verildi ve kesirli tiirevin egrinin egriligi lizerine etkisi tartisildi. Bu etkinin zamana gore degisimini
veren grafikler sunuldu.

Daha sonra 3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferensiyel geometrisi kesirli tiirev ele
alinarak incelendi. Bu kisimda 3- boyulu Oklid uzayindaki bir egrinin Frenet-Serret formiilleri ve
egriliginin nasil hesaplanacagi ve bu egrinin kesirli mertebeden egrilik ve burulmasinin nasil
hesaplanacag1 agiklandi. Ardindan diizlem ve uzay egrilerinin temel teoremi, kesirli mertebeden
tiirev kullanilarak verildi ve tam sayili mertebeden tiirevle karsilastirildi. B6liim sonunda ise yine
bazi 6rneklere yer verildi.

Calismanin son béliimiinde ise yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda egrilerin kesitli
degismezleri elde edilmis ve bu degismezler geometrik olarak yorumlandi. Ayrica bazi 6zel

egrilerin egrilikleri ile ilgili elde edilen teoremler verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. OKklid Uzayinda Baz1 Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. A # @ ve K bir cisim olmak iizere, V', K tizerinde bir vektor uzay1 olmak tizere

A P,Q,R €Aicin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)

A,) VP EA ve Va €V igin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir
sartlarini1 saglayan bir f: A X A — V fonksiyonu varsa A climlesine V' vektor uzayi ile birlesen afin
uzay ad1 verilir [28].

Tamim 2.1.2. A bir reel afin uzay ve V' de A afin uzay ile birlesen bir vektor uzay1 iken
(VxXV->R

X = (X1, - Xp)
Y=Y

seklinde Oklid i¢ carpimi tanimlansin. Bu i¢ ¢arpim kullamilarak artik afin uzayda uzaklik, ac1, vs.

() > @) =Skamy |

metrik kavramlar verilebilir. Bu i¢ carpim yardinu ile verilen afin uzay ise Oklid uzay1 adin1 alir
[28].
n = 2 olmas1 halinde Oklid diizlemi, n = 3 6zel halinde ise 3-boyutlu Oklid uzay1 elde edilmis
olur.
Tamm 2.1.3. E™, n-boyutlu Oklid uzayinda
() > d@x,y) = 171 = EL, 0 — x)?

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel sayisina ise iki
X,y € E™ noktasi arasindaki uzaklik denir [28].
Tamm 2.1.4. R™, n —boyutlu ve R™ de m — boyutlu vektor uzayi olsunlar. U € R*, V € R™
olmak tizere

fru-=V,

pef@) = (i@, 20) - ()
seklinde verilen vektor degerli f fonksiyonu icin fi, f5, ... , fm reel degerli fonksiyonlar1 her
mertebeden siirekli kismi tiirevli ise o zaman f fonksiyonu diizgiin fonksiyon adini alir [28].
Tanmm 2.1.5.1 = (a, b) olmak iizere ] € R bir a¢ik alt aralik iken

r:I > R"

1o 1) = (r1(0), 72(0), ..., 1,(0))
seklinde diizgiin bir fonksiyonunu goz 6niine alalim. Burada r(/) € R™ alt kiimesine diizgiin bir
egri (parametrik bir egri) adi verilir. Ayrica I arali§1 parametre aralig1 ve ¢ € [ reel sayisi da egrinin

parametresi olarak adlandirilir [28].



Tanim 2.1.6. r(s), R™ de bir parametrik egri olarak alinsin. Eger egrinin parametre araligindaki
her bir s degeri i¢in r'(s) # 0 ise bu egriye diizenli (regiiler) egri denir. Verilen parametre
araligindaki her bir s degeri igin || ' (s) Il = 1, ise bu durumda r(s) egrisi birim hizli egri olarak
adlandirilir ve bu durumda s parametresi verilen egri i¢in yay parametresi adim alir [28].

Tanim 2.1.7. Verilenikir :(a, b))> R"veq:(c, d) » R egrisiiging =rechveVe<u<d
icin h'(u)> 0 olacak sekilde h : (c,d) — (a, b) diizglin fonksiyonu mevcut olsun. Bu durumda g
egrisine r nin bir yonii koruyan yeniden parametrizasyonu denir. ¢q =roh ve Ve < u < d igin
h'(u)< 0 olacak sekilde bir h : (c,d) — (a, b) diizgiin fonksiyonu mevcut ise q egrisine r egrisinin
bir yon degistiren yeniden parametrizasyonu denir. Bu durumda h fonksiyonu ise, sirasiyla, pozitif
veya negatif parametre degisim fonksiyonu adini alir [28].

Tanim 2.1.8. r(s), R™ de bir parametrik egri ve bu egrinin parametre araligi da [ olsun. a,b € |
olmak tizere, egrinin r(a) ve r(b) noktalari arasindaki uzunluguna karsilik gelen

2@l dt,tel
reel sayisina a dan b ye egrinin yay uzunlugu denir [28].

R™ de verilen her bir diizenli egri kendine ait yay parametresi ile ifade edilebilirdir [28].
Tamm 2.1.9. r(7) , R" de bir parametrik egri olarak verilsin. Bu durumda r(¢) nin lineer bagimsiz
tirev vektorlerine Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu uygulanarak bulunan baz
vektorlerine Frenet-Serret vektorleri adi verilir. Eger bu vektorler {V, ..., V,.},r < n seklinde ise

ki=(V',Viyq), 1<i<r
esitliginden elde edilen k; fonksiyonun r(¢) egrisinin i —yinci Frenet egriligi denir [28].

Tanim 2.1.10. r(s) , R™ de yay-uzunlugu ile verilen bir parametrik egri olsun, bu egrinin Frenet-
Serret formiilleri ise

V'1(s) = k1(s)V,(s)

V'i(8) = =ki—1 (Vi1 (8) + ki($)Vira(s), 1<i<r

V'i(s) = —kr_1($)Vr—1(s)
seklindedir [28].

2.2. Kaesirli Tiirevle Ilgili Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1. Euler integrali yardimi ile I'(n) = fooo x"le~*dx seklinde tamimlanan I'(n)
fonksiyonuna Gamma fonksiyonu ad1 verilir [29].
n nin bazi degerleri icin Gamma fonksiyonunun degerlerini ve dzelliklerini asagidaki sekilde
verebiliriz.

Tanim 2.2.1 deki integralde n = 1 alinirsa I'(1) = 1 bulunur. Eger ayni integralde n yerine
n + 1 yazilirsa

'n+1)=nTn)



elde edilir. Bu esitlikte n = 1,2 ... igin degerler verilirse;

r() =1
re) =1
r3) = 2!
r4) = 3!
'n+1) =n!

esitlikleri bulunur. Burada tiim n degerleri pozitif tamsay1 olarak alinmistir. Ayrica n > —1 i¢in
herhangi bir reel say1 olabileceginden I'(n + 1) tamiml1 olur ve yakinsaktir. Faktoriyel degerleri —1
den biliylik olan tim degerler i¢in tanimlayabilecegimizden bu Gamma fonksiyonuna
genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denilir.

Ustelik yukarda verilen I'(n + 1) = nI'(n) esitliginden

I'(n) = r(nn+ 1)

olarak bulunur ve I'(n), n’ nin tamsay1 olmayan tiim negatif degerleri i¢in tanimli hale gelir.
Tamm 2.2.2. v € C,Re(v) > 0 ve x > c olmak lizere, f fonksiyonunun v mertebesinden
Riemann kesirli integrali

1

D) = o Jo e =P f(Bat
esitligi ile tanimlanmaktadir [30].
Tamm 2.2.3. v € C,Re(v) > 0 ve x > c¢ olmak lizere, f fonksiyonunun v mertebesinden
Liouville kesirli integrali

1

—oD"f(0) = s L — P (Bt
esitligi ile tammlanmaktadir [30].
Tamm 2.24. v € C,Re(v) > 0 olmak tizere f fonksiyonunun v mertebesinden Riemann-
Liouville kesirli integrali

oDFf () = s fo (e = YT (Bde
esitligi ile tanimlanmaktadir [30].
Tanim 2.2.5. p > 0 ve m sayisi, p sayisindan bilylik en kiigiik tam say1 olsun. Bu durumda,
v = m — u > 0 olmak iizere f fonksiyonunun p mertebesinden Riemann-Liouville kesirli
tlirevi,

D¥f(t) =D™[D7Vf(®)]
esitligi ile tammlanmaktadir [30].
Tanmm 2.2.6. 1 > 0 ve m sayisi, [ sayisindan biiyiik en kiigiik tam say1 olsun. Bu durumda,

v = m — u > 0 olmak iizere f fonksiyonunun p mertebesinden Caputo kesirli tiirevi,



dm
CHF(t) = DY f ()] = j (o — ym-h-1 df(ﬂ

esitligi ile tanimlanmaktadir [31].

Riemann-Liouville ve Caputo’ nun kesirli tiirev tanimlar1 yaygin olarak kesirli bir operator
kullanilarak verilmistir. Bu tanimlar bir f(t) fonksiyonu i¢in @ € R iken asagidaki Riemann-

Liouville kesirli integraline baghdir ve

UD® = 75 fy o dr @1

sekilde verilir, burada I'(a), a parametresine bagli Gamma fonksiyonudur [1-4].

0 < a < 1 olmak tizere Riemann-Liouville kesirli tiirevi ise

D§ N = 2 WFNO) = s LD 22)

seklinde tanimlanir [1-4].

Kesirli tiirevle ilgili Riemann-Liouville’in tanimi, integrasyon bir aralik iizerinde tanimli
oldugu i¢in lokal olmayan bir operatdrdiir. Bir ¢ noktasinda bir f(t) fonksiyonunun kesirli tiirevi
f () nin lokal olmayan biitiin degerleri ile belirlenir.

Diger taraftan, bir f(t) diizgiin fonksiyonunun 0 < ¢ < 1 olmak iizere Caputo kesirli

tirevi

i af t 1 df(d
(CDg+f)(t) = (13+a d‘l,')(t) F(l a) fo (t-1)@ dt d (23)
seklinde de tanimlanir [1,2,4,32].
Caputo kesirli tlirevi ile Riemann-Liouville kesirli tiirevi arasinda
L——(Z
(“DEN®) = DN — 7= F(0) (24)
seklinde bir bagint1 vardir [1,2,18].

Caputo kesirli tlirevi i¢in Leibnitz ¢arpim kurali

(°DE.f9)(O) = Tizo (f) S5 (DET+9) () — s [ (0)9(0) 25)

olarak verilir [27].

(2.5) bagintis1 kullanilarak f (t(s)) bileske fonksiyonunun kesirli tiirevi ise

F(t())=f(£0)) _ o (@)  skE dkrs)
(D )(t(s)) = LD ooy 3 () LT 2.6)

dir [27].

Leibnitz carpim kurali ve bileske fonksiyonun kesirli tlirevi sonsuz seriler yardimiyla
verilir. Bu nedenle bir egrinin egriligini vermek kolay degildir.

Fiziksel uygulamalar agisindan (2.3) ile verilen Caputo tanimini temelde iki avantaji vardir
[4,18]. Bunlardan biri, Caputo tiirevlerine sahip kesirli diferensiyel denklemler i¢in baslangic

sartlar1 tam sayili mertebeden diferensiyel denklemlerdeki ile ayni sekilde alinabilir. Digeri ise



yukarida bahsedildigi gibi bir sabitin Caputo kesirli tiirevinin sifir olmasidir. Sabit bir fonksiyon
icin Caputo kesirli tiirevinin bu ikinci 6zelligi diferensiyel geometrinin bir teorisini vermek i¢in
faydali olacaktir [21-24,33]. Bu nedenle calisma boyunca Caputo kesirli tiirev tanimi
kullanilacaktir. Kesirli analizin tanim ve hesaplamalari ile ilgili daha detayli bilgiler [1-4] de
verilmistir,

Kolaylik olmasi agisindan bu ¢alismada 0 < a < 1 kabul edilerek a-mertebeden Caputo
kesirli tlirevi igin

(D& N(@®) = LD @7

gosterimi kullanilacaktir.

Ornek 2.2.1. f(x) = x? olsun. Bu fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli tiirevi a = % icin

hesaplanirsa, (2.2) esitliginden basit bir hesaplama ile 8;—\/; sonucu elde edilir [34, 35].

Ne

Ornek 2.2.2. f(x) = x olsun. Bu fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi a = %igin hesaplanirsa, (2.3)

esitliginden basit bir hesaplama ile % sonucu elde edilir [34, 35].



3. DUZLEM EGRILERININ KESIiRLi DIFERENSIYEL
GEOMETRISI

Bu boliimde [36] da ¢alisilan Caputo kesirli tiirevine bagli olarak egrilerin geometrisi kisaca
ele alinmigtir. Kesirli mertebeden Frenet ¢atis1 g6z Oniine alinarak bir egrinin egriligi ve Frenet
formiilleri verilmis ve ardindan egrinin yay uzunluklu olmas1 veya keyfi parametreye sahip olmasi

durumunda kesirli mertebeden egrilikleri incelenerek bazi 6rneklere yer verilmistir.

3.1. Kesirli Yay Uzunlugu ve Bir Diizlem Egrisi icin Frenet Catisi

t keyfi bir parametre olmak iizere I £ R alt ciimlesinden 2-boyutlu R? uzayima tanimli
c(t) = (x(t),y(t)) seklinde diizgiin bir ¢ egrisini goz Oniine alalim. t = 0 noktasindan baslayan
bir ¢ egrisinin § uzunlugunun tanimi
«_ (t 33
§= [, VX% +y2dt (3.1)

. o . _dx . _dy . . i ey dx dy
ile verilir, burada t € I, x = rrl it dir. Yukarida verilen (3.1) esitligi e, (§) = (d§ e

) teget
vektorl i¢in iyi bilinen bir egrinin yay uzunlugu formiiliidiir.

Simdi bir egrinin egriligi iizerinde kesirli tlirevin etkilerini bulmaya calisalim. Egrilik
temelde bir egrinin teget vektoriiniin degisimi ile verildiginden kesirli teget vektorii

@ (3) = (28, 20 (3.2)

as® ' ds«
seklinde tanimlanir. (2.6) esitliginde sonsuz seriler yardimi ile verilen bileske fonksiyonun kesirli
tirevinden dolay1 (3.2) denkleminden ||el(“) (§)|| # 1 oldugunu sdyleyebiliriz. Bu ise (3.1)
denklemi ile verilen yay uzunlugunun egrilerin kesirli geometrisine uygulanamayacagi anlamina
gelir. Kesirli mertebeden bir birim teget vektor tanimlamak ic¢in bileske fonksiyonun kesirli
tiirevinin tek terime sadelestirilmesi gerekir. Bu nedenle, dogrudan (2.6) esitligini kullanmak yerine
bileske fonksiyonun kesirli tiirevinden sadece bir terimi ¢ikararak yeni bir ifadeyi géz oniine aliriz.
Tam sayili mertebeden tiireve sahip egrilerin geometrisinde teget vektoriin egrinin birinci
mertebeden tiirevi ile verildigini biliyoruz. Tam sayili mertebeden teget vektoriin bir genellemesi
olarak kesirli mertebeden teget vektdr birinci mertebeden tiirevi iceren bir ifade ile ayrica
tanimlanmalidir. (2.6) ile verilen bileske fonksiyonun kesirli tiirevinde, k = 1 terimi hem kesirli
tiirevin etkisini hem de birinci mertebeden tiirevi icerir. Bu terim tam sayili mertebeden teget
vektore bagl olan kesirli mertebeden teget vektoriin sartlarini saglar. Bu nedenle (2.6) esitliginde
k = 1 terimini toplamdan ¢ikarip

d%c(t(s)) _ as'™® dcdt
ds® r2-a)dt ds

(3.3)



tek terimlisini elde ederiz. Bu ¢alismada, egriler teorisi basitlestirilmis bileske fonksiyonun bu
tiirevine dayal1 olarak gelistirilecektir.

(3.3) esitligi dikkate alinarak, § = s doniisiimii

1

a? |«
s = |rama] (3.4)
ile verilir, burada a kesirli tiirevin mertebesidir ve 0 < a < 1 dir. Bu s parametresi i¢in
ds _ as'™* =
dt ~ T'(2-a) x“+y (3.5

yazabiliriz. 0 < @ <1 ve s > 0 oldugundan % pozitiftir. Bu nedenle t parametresi t = t(s)

seklinde s parametresine bagli bir fonksiyondur. Bu durumda c egrisi s parametresi ile ifade edilir

ve c(s) = (x(s),y(s)) ile gosterilir.

vektori
d%c(s) d%x(s) d%y(s)
el(a)(s) = dsa = ( dsa ) dsa ) (3‘6)
seklinde tanimlanir. (3.3) esitligi kullanilirsa teget vektoriin normu
d%x d%y as=® dt ;
e @@ = G2 + 7 = o eV 57 =1 (3.7)

olur. Ayrica (3.3) esitligi kullanilarak egrinin e;(®(s) vektdriine ortogonal bir birim vektor
d%y d%x
e;((s) = (_F’W (3.8)
olarak tanimlanir. Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.1. (3.3) sartim saglayan (3.4) deki s parametresi ile verilen bir ¢ egrisi igin e; () (s) ve
e, (s), sirasiyla, bu c egrisinin birim teget ve birim normal vektoriidiir ve s parametresi yay

uzunlugudur [36].

3.2. Bir Diizlem Egrisi icin Kesirli Frenet-Serret Formiilleri

Bu boliimde (e @ (), () (s)) kesirli Frenet gatisina sahip egrilerin geometrisini detaylica
verecegiz.

Bir diizgiin c(s) = (x(s), y(s)) egrisi (3.4) ile verilen yay uzunlugu ile ifade edilsin. Simdi,
kesirli Frenet catisina bagli olarak, bir egrinin egriligi ve Frenet-Serret formiilleri asagidaki sekilde
hesaplanacaktir.

Teorem 3.1. den c egrisinin e; (¥ (s) teget vektorii

e @ e, (@ =1
esitligini saglar. Bu esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

d 91(a) (s) _

e (@ (s) L

0 (3.9)



(@
elde edilir. Bu ise del_S(S) -

nin e,® normal vektorii ile ifade edilebilecegi anlamima gelir.

dolayisiyla

d e1(a)(5)

—— = k((s) e,V (s) (3.10)

yazilabilir, burada x(®(s), ¢ egrisinin kesirli mertebeden egriligidir. e;(® vektoriiniin yani sira

normal vektoriin normu igin de

lea ()] = 1
olur ve buradan e,(®. e,(® = 1 yazilir. Bu esitligin her iki tarafinin s ye gore tiirevi almirsa,
@
e, @ ()26 _ (3.11)
das
(@)
elde edilir. Bu ifadeden £2— belirli bir A(®@ yay uzunlugu fonksiyonu kullanilarak
(@
d ezd‘: (s) — A(a) (S) e, (a) (S) (312)

seklinde yazilabilir. Ayrica e;(®. e,(® = 0 ortogonal bagintisinin da s ye gore tiirevi alinirsa

d e;((s) + d e P(s)
ds ds

ifadesi elde edilir. (3.10) ve (3.12) esitlikleri (3.13) de gdz 6niine alimrsa A(® = —x(® bulunur.

e; (D (s) e, (s)=0 (3.13)

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2. (e; @(s), e, @ (s)) kesirli Frenet gatisina uygun Frenet-Serret formiilleri

(a)

d €1ds (s) K(a) (S) e, (@) (S) (3 1 4)
(@

d €2ds (s) K(a) (S) e (a) (S) (3 1 5)

seklinde verilir [36].

3.3. iki-boyutlu Bir Egrinin Kesirli Egriligi

Bir ¢(s) = (x(s),y(s)) egrisi ve (3.6) ile verilen teget vektorii géz Oniine alinirsa (3.14)

Frenet-Serret formiilii kullanilarak,

d d¢
= dsct(:)) = K(“)(s) e, @ (s) (3.16)

yazilabilir. (3.16) esitliginin her iki tarafina e,(® normal vektorii uygulanirsa kesirli mertebeden
egrilik

(24
K(a)(s) - ez(a)(s).%(d c(s)

. (3.17)

seklinde yazilabilir.

(3.8) normal vektorii ve (3.17) goz dniine alimirsa k(%) (s) egriligi kesirli tiirev kullamlarak

10



(o) d%d (d%Y _d% d (d%
KO = (ds“) ds @ ds (ds“) (3.18)
olarak hesaplanir. Eger egri s yay uzunlugu ile degil de keyfi bir ¢ parametresi ile verilmis ise o

zaman kesirli mertebeden egriligi keyfi bir t parametresine uygun olarak hesaplamaliyiz.

t = t(s) bileske fonksiyonu i¢in (3.3) ifadesinden

d (d%x) _ as”% at | d’t)\ , as'™% dt

a(asa) T Te-w <(1 -t Sdsz> t o ()’ (3.19)
d (d% as™ d<t as'™% dt 2

E (ds “) r-a) <(1 - C() ds E) r'(2-a) ) (320)

2 2
yazilabilir, burada & = =2 ve j = 2 dir. (3.19) ve (3.20) ifadeleri (3.18) de yerine yazilirsa kesirli

mertebeden k(¥ (t) egriligi

a 3
(2) —
00 = (2 -1 (2) o
olarak bulunur. Burada (3.5) ifadesi goz oniine aliirsa (3.21) esitligi
K@ () = "D k() (3.22)

seklinde yazilabilir Burada k(t) adi egriliginin

K(t) = 22 (3.23)

(x2+y2)2
oldugu bilinmektedir [36].
Boylece (3.4) ile verilen yay uzunlugu tanimi kullanilarak asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 3.3. Keyfi t parametresi igin c(t) = (x(t), y(t)) diizlem egrisinin kesirli mertebeden

egriligi

K@ (1) = {”2 “)}é[ INVEE +y2dt]1_§;c(t) (3.24)

seklindedir [36].

karakterize eder. Kesirli tiirevin etkisi baglangic aninda giiclidiir, ancak daha uzun bir zaman
periyodunda daha az etkili olur. Etkinin bu 6zelligi kesirli mertebeden egriligin degisimine tesir

eder.

3.4. Baz iki-boyutlu Egriler Icin Kesirli Mertebeden Egrilik

Bu boliimde (3.24) kesirli mertebeden egrilik formiiliiniin [36] da verilen bazi egrilere
uygulanmasini ve tam sayili mertebeden egrilik ile arasindaki farklar arastiracagiz.
Ornek 3.4.1. c(t) = (cost, sint) parametrik denklemi ile verilen birim ¢ember igin, adi egrilik

k(t) = 1 seklinde sabittir. Bu egrinin (3.24) ile verilen kesirli mertebeden egriligi

_1

k@ (t) = al__{F(Z — a)}a t'a (3.25)

11



seklindedir [36].

2.0 ey
L l‘ \
s \
L ‘\ \\
L5+ ~
r ~
L ~
s o =10
s PO R s
o —— e R T @=0.9
—————— @=0.8
05l ] === e=07
0 U -I PR PR R 1 P | L PR 1 L L P R 1 L T
0 1 2 3 4 5

Sekil 3.1. Bir gember icin tam sayili ve kesirli mertebeden egrilikler [36]

Sekil 3.1. baz1 & lar i¢in t ye uygun egriligin degisimini gostermektedir. Kesirli mertebeden
egriligin degerinin t — oo iken yani uzun bir periyod i¢in sifira yaklastig1 goriillmektedir. Egriligin
bu azalma egilimi kesirli tiirevin etkisinin uzun bir periyod i¢in zayifladigini yansitir.

Ornek 3.4.2. Parametrik ifadesi

2

x=ty== (3.26)
olan bir parabol i¢in, adi egrilik
K(t) = —— (3.27)
(1+t2)z

seklindedir. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilirsa

[VT+t2dt = (VT +¢2 +log(t + V1 +t2)) (3.28)
oldugu goriliir.

(3.28) ifadesi kullanilarak parabol i¢in kesirli mertebeden egrilik

(=)@ [1 1
k(@ (t) = L AE v 5 (tVT+¢2 +log(t + VI +29)| © (3.29)
(1+t2)z

seklinde hesaplanir [36].

2.0

A == — =07

Sekil 3.2. Bir parabol i¢in tam say1li ve kesirli mertebeden egrilikler [36]

12



Sekil 3.2. baz1 a kesirleri i¢in egriligin degisimini gostermektedir. Cember de oldugu gibi

parabol icin de, kesirli tiirevin etkisinin uzun bir periyod icin azalmasindan dolayr kesirli

mertebeden egriligin degerinin sifira, yani tam sayili mertebeden egriligin degerine yaklastigi

sOylenebilir.
Ornek 3.4.3.. c(t) = (t, sint) parametrik denklemi ile verilen siniis egrisi igin
tam say1l1 mertebeden egrilik

k(t) =

sint
3
(1+cos?t)z

seklindedir. Kesirli mertebeden egrilik ise

2 E -
KO (t) = —a' oI @2 - a)}a |, VI + cosZtat| *—

(1+cos?t)z
olarak hesaplanir [36].
1.of — ]
2N _
nsE ] 1
0.0 ] — =10
S e - a=09
% =03 E
 Eem——
-1.0 ] === ¢=07
—18 ] — = w=0s
0 1 2 3 g 5 6

Sekil 3.3. Siniis egrisi i¢in tam sayili ve kesirli mertebeden egrilikler [36]

(3.30)

(3.31)

Sekil 3.3. baz1 a kesirleri i¢in egriligin degisimini ifade eder ve egrinin egriliginin bazi

ozelliklerini gdsterir.
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4. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KESIiRLI TUREVLI EGRILERIN
DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Bu boliimde genel olarak [37] de verilen ve kesirli mertebeden tiirev kullanilarak ele alinan
3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferensiyel geometrisini inceleyecegiz.
Ik olarak, [38-40] de verilen egrilerin asagida verilen diferensiyel geometrik temel

kavramlarindan kisaca bahsedecegiz.

R"™ deki skaler ¢arpim ve indirgenmis norm, sirasiyla, <.,.> ve || .|| seklinde gosterilsin.
y:I - R™ seklinde bir regiiler egri alalim, yani her t € [ icin y = % olmak iizere ||y|| # 0 olsun.

(133

Bu bdliim boyunca ¢ parametresine gore tiirevi “.” ile gdsterecegiz. Yukarida verilen y egrisinin
=S lael| oo €7
u(t) = fto ||d(I do,ty €1 4.1
. o . d .
olacak sekilde x =yowu~1:] > R" birim hiz parametrizasyonu mevcuttur ve ”d—z” =1 dir.

Burada u parametresi yay-uzunlugu olarak adlandirilir ve R™ in oklidyen hareketi altinda
degismez kalir. Egrilerin bu boliimde verilecek yerel Ozelliklerini incelemek icgin gerekli olan

formiilleri iki kisima ayirarak asagidaki sekilde verebiliriz.

4.1. Diizlem Egrileri
x: I - R? birim hizl1 bir egri olsun. X egrisinin u € I noktasindaki x egriligi

d?x
du?

k(u) = |

seklinde tanimlanir. x egrisinin u € I noktasindaki Frenet-Serret catis1 ise

J

olarak yazilir, burada J, R? nin (v,w) - J(v,w) = (—w,v) seklinde verilen bir kompleks
yapisidir.

tw =5 . new=s(5

t keyfi parametresi i¢in K egriligi

_<x(D),J(x(£)>
©) = lIx(t)II?

formiilii ile hesaplanir. Boylece Frenet-Serret formiilleri ise
ar _
du
dn
du

Kn,

—kt



olarak yazilir. Bagka bir degisle, her u € [ icin Z—z birim vektor oldugundan
u

dx

i (cosO(u),sinf(u))
olacak sekilde 8(u) diferensiyellenebilir fonksiyonu mevcuttur ve X egrisinin donme agisi olarak
adlandirilir.

k(u) =|, degeri x egrisinin u noktasindaki isaretli egriligine karsilik gelir. k(w) , R? nin
oklidyen hareketi ile degistirilemez ve  k = |k| dir. u € I olmak tizere verilen bir k(u)
diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in diizlem egrilerinin temel teoremi, k ve u, sirasiyla, X egrisinin

egriligi ve yay parametresi olmak iizere R? nin &klidyen hareketine kadar tek bir x diizlem egrisinin

varligini ifade eder [37].

4.2. Uzay Egrileri

x: [ - R3 birim hizli bir egri olsun. X egrisinin u € I noktasindaki x egriligi

d?x
du?

k(u) = |

seklinde tanimlanir.

x egrisinin u € I noktasindaki Frenet-Serret gatisi

t) =2 n@w === X () # 0 ve b(w) = t(w) X n(w)

k(u) duzl,,

olarak yazilir, burada X, R3 deki vektorel carpimdir. Boylece Frenet-Serret formiilleri

ac

= K
du ’

db
du
seklindedir.

—Tn

Burada
t(u) =< % b >

degeri x egrisinin u € I noktasindaki burulmasi olarak adlandirilir. x ve |t|, R® {in &klidyen
hareketleri altinda degismez kalir. ¢ keyfi parametresi i¢in k ve T egrilik ve burulmasi

_ X(©)xx(1) _ <k()xx(6)X(D))
k(@) = PGIE ©(®) = %O xX(OI12 4.2)

formiilleri ile hesaplanir.
Bir x egrisi, K egriligi (veya t burulmasi) dzdes olarak sifir ise diiz bir dogruya (veya
diizlem egrisine) doniigiir. Ayrica X egrisi her u € [ icin < t(u),u > fonksiyonu sabit olacak

sekilde u sabit birim vektore sahip ise genel helis egrisi olarak adlandirilir [37].
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Lancret Teoremi [39], “her u € I igin E oraninin sabit olmasi igin gerek ve yeter sart X

egrisinin genel helis olmasidir” seklinde ifade edilmistir. Ayrica hem k hem de T sabit ise bu
durumda x egrisi dairesel helise doniisecektir.

u € I olmak tizere verilen x(u) > 0 ve t(u) diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in, uzay
egrilerinin temel teoremi, x, T ve u, sirasiyla, X egrisinin egrilik, burulma ve yay parametresi olmak

lizere R3 iin 6klidyen hareketine kadar tek bir X uzay egrisinin varhgm ifade eder.

4.3. Kesirli Mertebeden Uzay Egrilerinin Egrilikleri

x: I > R3, u yay uzunlugu ile parametrelenmis bir egri olsun. Bagka bir s parametresini
1

u->s= [r(;ia) u]& 4.3)

seklinde g6z oniine alalim, burada I' Euler gamma fonksiyonu ve 0 < a < 1 dir. (4.1) géz oniine

aliirsa s, ¢ nin bir fonksiyonu olur. s = h(t) alinirsa (4.3) den

1
a

a? t ||ax
h® = (7o e [ 51l 40) (4.4)
yazilabilir. Bu son esitlikten
: _dh hi-®
=% =t Il (4.5)

elde edilir, burada h, her ¢ i¢in pozitiftir ve boylece t = h™1(s) ters fonksiyonu mevcuttur.

Kolaylik olmasi agisindan ¢aligmanin devaminda a-mertebeden Caputo kesirli tiirevi i¢in

(°D& () = £

gosterimi kullanilacaktir. Ayrica “ ” ile s parametresine gore tiirevi gosterecegiz.

(2.6) ile verilen bileske fonksiyonun Caputo kesirli tiirevinin daha sade hali igin

d%xh(t) _ ahl™@

—1\’g
e g )X (4.6)

tek terimlisi alinacaktir [36]. (4.4) ve (4.5) denklemleri (4.6) da gdz Oniine almirsa, her s igin

d%x

el | = 1 elde edilir, yani (4.3) ve (4.6) den s, X'in yay-uzunlugu parametresi olur. x egrisi (4.3)

N

deki gibi parametrelendirilirse birim hizl bir egri olur.
a kesirli mertebeden Frenet- Serret formiillerini elde etmek igin ilk olarak {t,n, b} Frenet-Serret

ticliisiiniin parametre segilisinden bagimsiz oldugunu gostermeliyiz, yani

S d*x (d®x\  [(d%x\” _ dx d?x d3x
pan ds®’\ds* ] "\ ds« - opan du’ du?’ du3
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. a“ : . . g o .
olmalidir. Bu ise t(s) = f nin x egrisinin s noktasinda birim teget vektorii olmasi demektir.
S

a

- d . . - -
<t t >= 1 oldugundan t’ = d—; , t ye dik olacaktir. x egrisinin s noktasindaki asli normal vektorii

_ t'(s)
n(s) = oo

seklinde olur.

Kq(s) = [It'(s)|| ise x egrisinin s noktasindaki a kesirli mertebeden egriligidir.
b(s) = t(s) x n(s) vektorii de x egrisinin s noktasindaki binormal vektorii olur.

x egrisi i¢in Frenet- Serret formiilleri asagidaki teoremde elde edilmistir.

Teorem 4.1. x, R3 de (4.3) ve (4.6) sartlarini saglayan bir parametrik egri olsun. O zaman

t' = k,n,
n' = —x,t+t,b 4.7
b’ = —t,n

yazilabilir, burada t, =< n’(s),b(s) > x egrisinin s noktasindaki a kesirli mertebeden burulmasi
olarak adlandirilir [37].
ispat: (4.7) esitliklerinden ilki aciktir. Diger esitliklerin ispat1 genel durum yani a = 1 olmasi
haline benzer sekilde yapilabilir.

(4.7) esitliginde x egrisinin standart x egriligi ve T burulmasi i¢in xk;=x ve t; = T dir.

Burada k ve T, x egrisinin tam sayil1 mertebeden egrilik ve torsiyonudur.

Teorem 4.2. x, R3 de keyfi ¢ parametresi ile verilen
1

00 = (“Z2) (o |1 )

seklinde bir parametrik egri olsun. Bu durumda
Ko () = Bk (t), T4 (t) = B(E)T(2) (4.8)
olur, burada k., T, ve k, T, X egrisinin, sirastyla, @ kesirli mertebeden ve tam sayili egrilik ve

burulmasidir [37].

dx
du

ispat: (4.6) esitliginin s ye gore adi tiirevi alinirsa

t = o (A - @Y +5(h 1)”)]x+r(2 (h1)%% (4.9)
elde edilir. (4.2) esitliklerinde (4.6) ve (4.9) yerine yazilirsa
r2-
Ka(s) = S Kk (s) (4.10)
bulunur. (4.3) eslthginde (4.10) g6z Oniine alinirsa (4.7) esitliklerinden birincisi elde edilir.
Ardindan

' 1\ ., 1\ .1 1.,
T, =<n,tXn>=< (—) t +(—)t X —t >=c

Ka Ka Kq a)z

<t txt' > (4.11)

yazilabilir. (4.9) esitliginin s ye gore adi tlirevi alinirsa ve bu tiirev (4.11) da yerine yazilirsa
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Ty = — (—“51'“ )3 ) <X xx%> (4.12)
¢ (k)2 \T(2-a) ’ ' '
bulunur. (4.12) esitliginde (4.10) ve (4.12) yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

(4.8) esitlikleri goz oniine alinirsa asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonuc.4.1. x, R3 de k,x, ve T,T, sifirdan farkl egriliklere ve burulmalara sahip bir parametrik

egri olsun. O zaman
K T

Ko Tq

esitligi saglanir [37].

Sonug¢.4.2. x, R3 de a kesirli mertebeden K, egriligine ve T, burulmasina sahip bir parametrik

Y sifirdan farkl

egri olsun. O zaman x, K, = 0 ise bir diiz dogru, T, = 0 ise bir diizlem egrisi ve -
a

bir sabit ise bir genel helistir. Bu ifadelerin tersleri de dogrudur [37].

Sonug¢.4.3. x, R3 de sabit a kesirli mertebeden k,° egriligine sahip bir parametrik egri olsun. O

zaman

dx 0
E+Ka (a—Dr=0

adi diferensiyel denklemi saglanir. Benzer sekilde x, a kesirli mertebeden 7,,° burulmasina sahip
ise
dt

§+Ta°(a—1)r =0

elde edilir, burada x ve 7, X egrisinin tam sayili mertebeden egrilik ve burulmasidir [37].

Ispat: (4.8) esitlikleri gdz oniine alinirsa ispat kolayca yapilir.

4.4. Diizlem ve Uzay Egrilerinin Temel Teoremleri

Ik olarak x in bir diizlem egrisi olma durumunu gdz oniine alalim. x, R? de tamsayili
mertebeden Kk egriligine ve u yay-uzunlugu parametresine sahip bir parametrik egri olsun. Ug

boyutlu durumdakine benzer sekilde (4.3) ile verilen s yay- uzunlugu parametresi ve (4.6) esitligi

gecerli oldugundan
r2—-—a
Ka(s) = grEal ()

bagmtis1 R? de x egrisinin s noktasindaki a kesirli mertebeden egriligi olarak adlandirilir [36].
x egrisinin Frenet-Serret formiilleri ise
t' =x,n,

n' = —k,t
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seklindedir, burada t(s) = %{ ve n(s)=J(t(s)), sirasiyla, x egrisinin s noktasindaki teget ve asli
S

normal vektorleridir. Her s igin t'(s) teget vektori t(s) e dik oldugundan (%) ve n lineer

bagimsiz olur ve
dox\’
(K) () = Ko(IN(S)
olacak sekilde x egrisinin a kesirli mertebeden isaretli egriligi olarak adlandirilan bir k,(s)
fonksiyonu mevcuttur. O halde |k,(s)| =k, yazilir. s noktasinda 3—:;( Sbir birim vektor

oldugundan 6(s) diferensiyellebilir fonksiyonu i¢in

%X _ (cosO(s), sinb(s))

a
ds%lg

yazilabilir, burada 68 (s)=k, (s) elde edilir [37].

Teorem 4.3. (Diizlem Egrilerinin Temel Teoremi) k, bir sifir1 icermeyen [ agik araliginda reel
degerli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman k,, x egrisinin « kesirli mertebeden
isaretli egriligi olmak iizere (4.3) ve (4.8) ile parametrelendirilmis x: I — R? birim hizl1 egrisi
mevcuttur. Eger y: I —» R? egrisi k, , a kesirli mertebeden isaretli egriligine sahip diger bir egri
ise, 0 zaman R? nin M oklidsel hareketi i¢in y(s) = M(x(s)) olur [37].

Ispat: s yay-uzunluguna gore tiirevin ve k,, isaretli egriliginin bir 6klidsel hareket altinda degismez
kaldig1 [37] de verilen ispata benzer yol ile kolayca gdsterilebilir. Bu ayn1 zamanda (4.3) ve (4.8)
esitliklerinin bir sonucu olur.

Simdi s, € [ sabiti i¢in
S
6(s) = f k,(H)dt
So

Ve

re- — —1 .
x(s) = %(f:o t® 1cose(t)dt,f:0 t® 1sm9(t)dt) (4.13)

yazilabilir. (4.6) kullanilarak (4.13) iin tiirevi alinirsa k, nin x egrisinin « kesirli mertebeden

isaretli egriligi oldugu sonucuna varilir ve ispatin ilk kisnu tamamlanmuis olur. Ispatin ikinci kismi

igin

rz-a)
a

y(s) = ( [2 t7cos(0(8) + Bo)dt, f; t*Lsin(8(t) +)dt) + o (4.14)

alalim, burada y, ve 8, bir sabit vektor ve skalerdir. (4.14) de siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin
toplam formiilleri kullanilirsa

y(s) = Ty,Rg,(x(s))
sonucuna varilir, burada R, orijin etrafinda 6, kadar saat yoniiniin ters yoniinde dénmeyi ve Ty, da

Yo vektori ile 6telemeyi gostermektedir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem 4.4. (Uzay Egrilerinin Temel Teoremi) k, > 0 ve t, bir sifinn icermeyen [ agik
araliginda reel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman k, ve 7,, X egrisinin «
kesirli mertebeden egrilik ve burulmasi olmak iizere (4.3) ve (4.6) ile parametrelendirilmis
x: 1 - R3 birim hizli egrisi mevcuttur. Eger y:1 — R3 egrisi k, ve t,, a kesirli mertebeden
egrilik ve burulmasina sahip diger bir egri ise, o zaman R3 iin M &klidsel hareketi igin
y(s) = M(x(s)) olur [37].

Teoremin ispati ¢ = 1 genel durumunda kullanilan yontemlerle benzer sekilde yapilabilir [39].

Ispat: Ispat1 iki kisma ayirarak verelim.

Teklik: s yay-uzunluguna gore tiirevin ve k, egriligi ile 7, burulmasinin mutlak degerinin dklidsel
hareket altinda degismez kaldig1 [41] de verilen ispata benzer yol ile kolayca gosterilebilir. Bu ayni
zamanda (4.3) ve (4.8) in bir sonucu olur. {t,,n,, b, } ve {ty, ny, by}, sirastyla x ve y nin Frenet
ticliileri ve so € I bir sabit olsun. R iin bir R dénmesi ve bir Stelemesi uygulanarak

{X(50), tx(50), My (50), b (50)} Ve {¥(S0), ty (S0), My (S0), by (50)}
dortliilerinin ¢akistigini kabul edelim. Bu ise

M(X(So)) = y(so) ve R(tx(so)) = t,(50),

R(nx(so)) = ny(so), R(bx(so)) = by(so)
olacak sekilde R3 {in bir M &klidsel hareketinin mevcut oldugunu gosterir, R, M nin lineer kismi
olarak adlandirilir.

Her sy € I igin

1
f&) =5 [< R(tx(5)) — t,,(s), R(t(s)) — ty(s) >+
< R(n,(s)) — ny(s),R(ny(s)) — ny(s) >+
< R(by(5)) — by (s),R(by(s)) — by (s) >]
yazilabilir.
X ve ynin , ¢ kesirli mertebeden ayni egrilik ve burulmaya sahip oldugu kabul edilirse ve (4.7)

esitlikleri kullanilirsa

a _

=0
ds
elde edilir. f(sy) = 0 oldugundan, f bir sifir fonksiyon olur. Boylece
d*M(x(s) d%y(s)
EEED = R(t(5)) = ty(s) =25 (4.15)

elde edilir. (4.15) ifadesinde (4.6) gbz Oniine alinirsa

Mx(s))" = y'(s)

yazilabilir. Son ifadede s ye gore integral alinirsa z bir sabit vektor olmak {izere

20



M(x(s)) =y(s) +z
bulunur. Burada M (x(s,)) = y(s) oldugundan z=0 elde edilir.

Varhik: Bu kisimda adi diferensiyel denklem sistemleri teorisindeki teknikleri kullanacagiz.

j =1,2,3,i¢in

x;(s0) = 4, tj(S0) = ), nj(s0) = &, bj(s0) = Up(jyépi1) — Hpj+1)épy  (4.16)
baslangi¢ sartlarina sahip

xj = Qt;

tj = Kon;

n; = —ket; + 14b;

bj = —Tgn; (4.17)
denklem sistemini géz Oniine alalim, burada @(s) = Fa(szl__ (Z) ve p(j) = j + 1(mod3) dir. Ayrica

?=1,uj2 = ]3~=1§j2 =1ve Z?=1,ujfj = 0 olarak alinsin. (4.16) sartlar1 altinda (4.17) denklem
sisteminin bir tek ¢oziimii oldugunu biliyoruz.
(4.17) denklem sisteminde
X = (X1,X2,%3), t = (L1, 1, t3), = (g, M2, M3), b = (by, by, b3)

seklinde alinirsa

d*x

e

t' =K,n,

n' = —k,t+t,b
b’ = —1,n

ifadeleri elde edilir.

Buradan (4.7) esitliklerinden X in a@ kesirli mertebeden k, egriligine ve t, burulmasina
sahip (4.3) ve (4.6) ile parametrelendirilen birim hizli bir egri oldugunu ifade edebiliriz.

Simdi [37] de verilen asagidaki ornekleri ele alabiliriz.

Ornek 4.1. x, R? de (4.3) ve (4.6) ile verilen bir parametrik egri ve k, = 1 olsun. (4.13) den
'2—-«a
x(s) = % (f s 1cossds, f s 1sins ds)
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elde edilir. @ nmin farkli degerleri i¢in x in grafikleri Sekil 4.1 deki gibi olur. Bu 6rmek a kesirli
mertebeden k, egriligine sahip x egrisinin olusturulmasi metodunu vermektedir. Sekil 4.1 a nin
baz1 degerleri icin k, = 1 sartim1 saglayan x egrisinin degisimini gostermektedir. a degeri 1
yaklastik¢a x yaricapr 1 birim olan standart cembere yaklasir. Bu durum tam sayili mertebeden
sabit egrilige sahip her diizlem egrisi bir standart cemberdir gercegini dogrular.

a=0.5
y

a=0.1 1.0

4}

i /

a=0.9

1.0}

0.5}

L : , L x N SO SV T S [
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.5 1.0

Sekil 4.1. « € {0.1,0.5,0.9,1} i¢in k, = 1 egriligine sahip diizlem egrileri [37]

Ornek 4.2. Ozdes olarak k, = 1 = 1, olsun. (4.17) den

I rz-a)
xj = asl-a “J°
tj = mnj,
b]{ = -n;j=1,2,3 (4.18)
elde edilir. t = (tl' tz, t3), n= (nl, n,, n3), b= (bl' bz, b3) ile birlikte
t = (5)~(10,0), n = (5)~(0,1.0), b = (75)~(0.0,1), (4.19)
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baslangi¢ sartlarini g6z Oniine alalim. (4.6) goz Oniine alinarak (4.18), (4.19) saglaniyor iken

¢Oziiliirse

t(s) = %(— cos(V2s) + 1, —V2sin(v2s), cos(v2s) + 1)
n(s) = % (sin(\/fs) ,— \/Ecos(\/fs) , —sin(\/fs))

b(s) = %(cos(\/is) +1,V2sin(v2s), —cos(V2s) + 1)

ve
x(s) = F(z—;a)(f s% 1 [—cos(V2s) + 1]ds, [ s*~ [—V2sin(V2s) + 1]ds,
[ 5% [cos(V2s) + 1]ds)

elde edilir. Sekil 4.2. de @ nin farkli degerleri i¢in x egrisinin grafikleri ¢izilmistir.

a=0.5

i ’ 0 .2 4
B . 6 8 10
4 X
a=0.9 a=1
0.5 ;
100 v %5 ¥
s -
@) 0 | 0
L

10 0 5 10 15 15
X X

Sekil 4.2. a € {0.1,0.5,0.9,1} i¢in k, = T, = 1 egrilik ve burulmasina sahip uzay egrileri [37]

Ornek 4.2 de a kesirli mertebeden k, egriligine ve T, burulmasima sahip bir X uzay
egrisinin olusumu verilmektedir. Sekil 4.2 ise a nin degerlerine gore k, =T, = 1 olmasi
durumunda x egrisinin degisimini gostermektedir. a degeri 1 e yaklastiginda x egrisi bir standart
dairesel helise yaklasir. Bu ise tam sayili mertebeden sabit egrilik ve burulmaya sahip uzay
egrilerinin bir standart dairesel helis olmas1 gercegi ile uyumludur.

Ornek 4.3. x, R® de tanimli
x(s) = (Bcosy(s), 3sin(s), 4Y(s)) (4.20)

r2—a)s®
a2

seklinde parametrelenmis bir egri olsun, burada Y(s) = dir. (4.6) esitligi gbz Oniine

almirsa (4.20) den s yay-uzunlugu parametresi olur ve
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a

d*x 1 )
t(s) = i (—3siny(s),3cosy(s), 4)
n(s) = (—cosy(s), —siny(s),0)
b(s) = %(4sinlp(s), —4cosy(s),3)

3r(2 — a)s*? AT(2 — a)s® 1t
——— () =
25a 25«a

3 4
k(s) = g;T(S) = g

Ke(s) =

elde ederiz. Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 de a nin farkli degerleri i¢in kesirli mertebeden x, egriligi ile

T, burulmasinin ve x egrisinin grafikleri ¢izilmistir.

3r(2—a)se1
— 0 Ta
25a

4T (2—a)s%1
25a

Sekil 4.3. a € {0.1,0.5,0.9,0.99,1} icin k,(s) = (s) =

egrilik ve

burulmasinin grafikleri [37]

Ornek 4.3 te goriilebilecegi iizere kesirli mertebeden egrilik ve burulmanin s*~1 kismu
(4.6) ile verilen kesirli tiirevin etkisini gostermektedir. Egrilik ve burulma, baslangigta biiylk bir

deger alir ve uzun bir siire boyunca kesirli tiirevin etkisi ile kademeli olarak azalarak 0 a yaklagir.

4Ky(s) _ 4T(2—a)s* !

Ayrica Sekil 4.4, @ nin degerine gore, 7,(s) = 3 5u iken x egrisinin degisimini

gostermektedir. a degeri 1 e yaklastiginda x egrisi bir standart dairesel helise yaklagir.
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a=0.1 a=0.5 a=0.9 a=1

0 0
a0 | l {
- 10
20(
Z 100 220 ‘
30
1107 40
202550-2 20_550-2 ?ﬁ_“ﬁ“{f:ﬁ
X y X y x Y

- a-1
% esitligine sahip uzay egrileri egrileri [37]

Sekil 4.4. € {0.1,0.5,0.9,1} igin 7,(s) =
Sekil 4.1, 4.2 ve 4.4, den Ornek 4.1, 4.2 ve 4.3'te verilen egrilerin a degeri 1 e yaklastiginda
standart nesnelere yaklastigini gorebiliriz. Bu ise yaklagimin iyi bilinen geometrik kabullere uygun
oldugunu gosterir. Sekil 4.3, ¢ nin degerine gére a kesirli mertebeden x, egriliginin ve 7,
burulmasinin degisimini gostermektedir.s — oo i¢in k, ve 7, degerleri 0 a yaklasir. Yani k, ve 7,
degerleri uzun bir siire boyunca kesirli tiirevin etkisi ile kademeli olarak azalir. Diger bir degisle,
yukarida verilen sonucglar ve drneklerin kesirli tiirevin dzelliklerinin (4.6) denklemi temelinde
diizlem ve uzay egrilerinin diferensiyel geometrisi ile uyumlu oldugu sdylenebilir.

Ayrica, bu ¢aligmada yiiriitiilen yaklagim fiziksel agidan bir yenilik olan

r2-a)s%
a?

seklinde parametrelenen a kesirli mertebeden bir geodezik olusturmaktadir. (4.3) ve (4.6) dan

Vt_d d%x _ 0
7 ds\dse)

oldugu goriiliir ve bu ise R™ deki alisilmis geodezik denklemini dogrular. Bu son esitlikte

x(s)=p+ V,p,v ER" (4.21)

t(s) = 4% ve V de R™ deki Levi-Civita konneksiyonudur [40]. (4.21) denklemi geometrik olarak
ds%lg

diiz bir dogrudan baska bir sey degildir.
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5. YUKSEK BOYUTLU OKLIiD UZAYLARINDA EGRILERIN KESIiRLI
DEGISMEZLERI

Bu béliimde yiiksek boyutlu Oklid uzaylarinda ele alinan egrilerin kesirli mertebeden tiirev
kullanilarak degismezleri incelendi ve daha sonra incelenen bu degismezler geometrik olarak

yorumlanmustir.

5.1. [Egrilerin Kesirli Degismezleri

x:[ € R - R", uyay uzunlugu ile parametrelenmis bir egri olsun. X egrisi i¢in bir s

parametresini

|~

) - S [F(;‘;)u]“ (5.1)

seklinde goz Oniine alalim, burada T Euler gamma fonksiyonu ve 0 < a < 1 dir.
t||d =
u(®) = f ||%” do,ty €T

esitligi gdz oniine alinirsa s, ¢ nin bir fonksiyonu olur. s = h(t) alinirsa (5.1) den

1

a? t || ax ]
h© = (= o o 20) (5.2)
yazilabilir. Bu son esitlikten
: _dh T
= =t Xl (5.3)

elde edilir, burada h, her # igin pozitiftir ve boylece t = h~1(s) ters fonksiyonu mevcuttur.

Bu boliimde a-mertebeden Caputo kesirli tiirevi i¢in

(°D&.)(@©) = L1

-
(3

gOsterimini ve ” ile de s parametresine gore tlirevi gosterecegiz.
(3.3) ile verilen bileske fonksiyonun Caputo kesirli tiirevinin daha sade hali igin

d®xh(t) _ ahl™®
ds® ~ T(2-a)

(1'% (5.4)

tek terimlisi alinacaktir [36]. Yukaridaki esitliklerden her s i¢in ||%Z ” = 1 oldugu goriiliir, yani
S

s, X egrisinin yay-uzunlugu parametresi olur.
x:I € R — R", egrisi i¢in Frenet-Serret ¢atis1 parametre secilisinden bagimsizdir, yani
span {5 (1) oo ()} = v (G 2} 69
dir. s yay-uzunlugu parametresini kullanarak a kesirli mertebeden Frenet- Serret formiilleri elde
edilebilir.
x egrisinin Frenet- Serret ¢atisi {t, n, by, ..., b,,_,} ve egrilikleri de {k4, ..., K,_1} olsun. O

zaman X egrisinin Frenet- Serret formiilleri



tl == Kln

n, = _Klt + K2b1

!

b, 3 = —Kp_2bp_4+¥Ky_1by_;
!

by—2 = —Kn_1byn_3

-
13

seklindedir, burada ” ile de u parametresine gore tiirevi gosterilmektedir ve
i=3,..,n—1 igin
K, =<t,n> ¥k, =<n',b; >, .., x; =<b;_, ,bj_; >,
dir. Buradan agagidaki tanimlar1 verebiliriz.
Tanmim 5.1. Yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir x:/ € R = R" egrisinin

Frenet- Serret ¢atisi {t,n, b4, ..., b,,_,} ve egrilikleri de {k;, ..., K,_1 } olsun. Bu durumda

dt
K @ =< >

seklinde verilen k; (¥ fonksiyonuna x egrisinin a kesirli mertebeden birinci egriligi adi verilir.

Burada
dt ds ds dt
K =< oo n>= o <oon >
oldugundan

K, @ = _“Za‘“) sa-1

Ky (5.6)
elde edilir.
Tamm 5.2. Yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir x:1 € R - R™ egrisinin
Frenet- Serret ¢atis1 {t,n, b4, ..., b,,_,} ve egrilikleri de {k;, ..., K,_1 } olsun. Bu durumda
dn
(@) =«
K =<—,b; >
2 ds’ 1

seklinde verilen k,(® fonksiyonuna x egrisinin a kesirli mertebeden ikinci egriligi ad: verilir.

Burada
Ky (D) = @s“‘llcz (5.7)
elde edilir.

Tamm 5.3. Yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir x:/ € R — R™ egrisinin

Frenet- Serret gatisi {t,n, b, ..., b,,_,} ve egrilikleri de {ky, ..., K;,_1} olsun. Bu durumda
db;_,

i@ =< ybi—1>1=3,..,n-1

seklinde verilen x;(® fonksiyonuna x egrisinin a kesirli mertebeden i-yinci egriligi adi verilir.

Burada

(@ = @s“-lxi,i =3,..n—1 (5.8)
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elde edilir.
O halde asagidaki yardimci teoremi verebiliriz.

Yardimer Teorem 5.1. o kesirli mertebeden yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis

regiiler bir x: I € R — R"™ egrisi igin

r2-—oa

(@) —
KJ asl—-«a

Kj,j = 1,.,n—1
dir.
Bu yardimci teoremin bir sonucunu asagidaki sekilde verebiliriz.

Sonuc 5.1. k;(*) = 1 sabit egriligine sahip regiiler parametrik bir x:1 ¢ R — R" egrisi i¢in

_ Adas'™
“Tre o
esitligi gecerlidir.

Teorem 5.1. x, R™ de regiiler parametrik bir egri olsun. O zaman s-yay uzunlugu parametresi ve @
kesirli mertebeden x;(® egriligi R™ in Oklidyen hareketleri altinda degismez kalir.
ispat.
1
a? a
S=S (U) = [m U.]

Ve

rz-a) X
@ =K, j=1..,n—1

esitlikleri goz 6nline alimirsa ispat agikardir, burada u ve K;, sirasiyla, X egrisi i¢in standart yay-

uzunlugu ve egriliktir.

5.2. Kesirli Egriliklerin Geometrik Yorumu

Teorem 5.2. R™ de regiiler parametrik bir egrinin diiz bir dogru olmasi igin gerek ve yeter sart bu
egrinin a kesirli mertebeden birinci egriliginin 6zdes olarak sifir olmasidir.

Ispat. Yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir x:/ € R - R™ egrisini géz oniine
alirsak bu X egrisinin « kesirli mertebeden birinci egriligi

r2-a a-1

Kl(a) = .

Ky
esitligine sahip olur. Ispat buradan agiktir.
Bir x: 1 ¢ R = R"™ egrisi i¢in, a kesirli mertebeden egrilikleri goz oniine alinirsa asagidaki
yardimc1 teoremi verebiliriz.
Yardimer Teorem 5.2. « kesirli mertebeden yay-uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis

regiiler bir x: I € R — R" egrisi i¢in

28



i (@) Ki

Kis1 @ Kipg
esitligi saglanir.
Ispat. Tanim 5.1. den ve Tanim 5.2 den

r2-a —
1 (@ = 129 ca T,
a
ve

K2(a) — F(Z_“)Sa—l

K
a 2

yazilabilir. Bu iki esitlik birbirine oranlanir ise

K@ Ky

LA B K_z
elde edilir. Tanmim 5.3. den

['2—«a
Kl(a) = ¥Sa_1]{i,i = 3, ,n_ 1
a

oldugu goz oniine alinirsa { = 3,...,n — 1 i¢in

K; (@) K;

e (@ e
Ki+1( ) Kit+1

oldugu sonucuna varilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.2. R™ de regiiler parametrik bir egrinin sabit egrilik oranina sahip olmasi igin gerek ve

yeter sart
(@) (@) (@)
WL kW S
" @ sabit, @ sabit, e @ sabit
olmasidir.

ispat. Boliimiin ilk kisminda verilen egrilik tanimlar1 géz 6niine alinirsa ispat agiktir.

Eger x(u) ve x*(u*), I € R den R3 ye taniml1 involiit egri ¢ifti ise aralarinda
d(x(u), x(u*)) =|c—u|,Vu € I,c = sabit
bagintist mevcuttur [28].

K1, Ky Ve K1 ¥, Ky ", sirasiyla, x(u) ve x*(u*) egrilerinin standart egrilikleri olmak {izere

*2 7 k\ _ Klz(u)"'Kzz(u)
o) = 11 2(w) (c—u)? (5-9)

A&

i)

(k12 +x22 (W) (c—w)

Kyt (1) = (5.10)

nrlin

esitligi saglanir, burada ile u parametresine gore tiirev gosterilmistir [28].

Simdi involiit egri ¢iftleri ile ilgili agsagidaki teoremleri verebiliriz.
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Teorem 5.3. x*, R3 de parametrik bir X egrisinin involiitii olsun. O zaman bu egrilerin a kesirli
mertebeden birinci egrilikleri arasinda

(Kl(“)*) — (T2 -a) V(@)% + (1,(0)?

a(s*)1-«a '2—a)s«
( ) (Kl(a)) C—%

,CER

bagmtis1 vardir, burada s, 1, (@ # 0, (Kz (“)) ve s*, K1(“)*, strasiyla, X ve X* egrilerinin a kesirli
mertebeden parametre ve egrilikleridir.
Ispat. s ve s*, sirasiyla x ve X* egrilerinin a kesirli mertebeden yay-uzunlugu parametreleri olsun.
1@, 1, @ ve k, @ 1, @7, sirastyla X ve X* egrilerinin a kesirli mertebeden egrilikleri olmak
tizere (5.6) ve (5.7) goz Oniine alinirsa

K@ =D a1y (@) = 270 g

K
a a 2

ve
Kl(a)* — F(Za_“) (S*)a—lKl* , Kz(a)* s F(Za—a) (S*)a—lKZ*
esitlikleri yazilabilir. Bu son esitlikler (5.9) da yerine yazilirsa,

aZ(S)Z—Za(Kl(a))Z N aZ(s)Z—Za(KZ(a))Z

052(s*)Z-ZOf(m(“)*)2 _ (re-o) (re-a)
r@-o) a2(s)?20(q®)> (C _re- a)sa)z
(r2- cr))2 a?
aZ(S*)Z—Z(Z(Kl(a)*)Z (Kl(a))z n (Kz(a))z
(r - a))2 (1, (D)2 (c _ F(ZZ#)Z

(Kl(a)*)z _ (r- a))z (Kl(a))z + (KZ(“))Z

2(g*)2-2a _ an 2
a®(s*) (1, (@)2 (C_ (2 aza)s )

elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.
Teorem 5.4. x*, R? de parametrik bir X egrisinin involiitii olsun. O zaman bu egrilerin a kesirli

mertebeden ikinci egrilikleri arasinda

d (a) o
Gemw)  W(Ew) )

(a)*)
(Kz ~Ta — = ,CER
a(s*) (c T aza)s )(Kl(a))z + (1, (@)2

*
bagintisi vardir, burada s, i, (@ £ 0, (KZ (“)) ve s*, k(@ sirasiyla, X ve X" egrilerinin a kesirli

mertebeden parametre ve egrilikleridir.

30



Ispat. s ve s*, sirastyla X ve X* egrilerinin & kesirli mertebeden yay-uzunlugu parametreleri olsun.
K1 @, 1, (@ ve Kl(“)*, Ky @7 sirasiyla x ve X* egrilerinin a kesirli mertebeden egrilikleri olmak
lizere (5.6) ve (5.7) gbz oniine alinirsa

re-a _ r2-a -
K (@ = [@2=a) ca Ly, k(@ = [2-9) a 1k,
a [04
ve

Kl(a)* r(z- ‘7‘)( )a 1 . (a) F(Z “)( )a 1 "

esitlikleri yazilabilir. Bu son esitlikler (5.10) da yerine yazilirsa,
d (KZ (“)> ds a(s) %k, (@

a(s*)l—aKz(a)* B % Kl(a) % F(Z — Cl)
FrR—a)  a?(s)?-20(k,(@)2 (c _T@- a)s“)
(r@-a))’ o

ds a(s)l‘“
>du T'(2-a)

bulunur, — oldugundan bu deger yerine yazilir gerekli sadelestirmeler yapilirsa

. d Kz( ® (a)
a(s*)l—aKz(a) dS Ky . (@
R0 (-T2 (@) + 0 @))

yazilir ve sonug olarak

d Ko (@) (@)
r2-a) %(K (‘7‘)> fa

a(sHli-« (c _M) (16, @)2 + (1c,(@)2)

(@ —

Kz

elde edilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

Eger I € R den R3 ye tanimli x(w) birim hizli bir egri iken x*(u*) egrisi ile bir Bertrand
egri ¢ifti olusturuyor ise, Ky, K, ve K1 ¥, K™, sirasiyla, x(u) ve X*(u*) egrilerinin standart egrilikleri
olmak iizere

« _ CKp—sin?0

k=S (5.11)
Ve
10" = Clez sin26 (5.12)

esitlikleri gecerlidir, burada ¢ € R ve 0 egrilerin teget vektorleri arasindaki agidir [42].
Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 5.5. Eger x*(u*) , R® de parametrelendirilmis bir x(u) egrisinin bir Bertrand ¢ifti olsun.

O zaman bu egrilerin « kesirli mertebeden egrilikleri arasinda
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_as” " (@) _ g2
@ F(Z—a)CF(Z—a)Kla sin“6
K1 = 11— 1 , C € R
a(s*)l-« cd—c as K, (@)
r2-—a)™
ve
. (re-o)°
i, (@ = sin’@

 c2a?(ss*) 1ok, (@
bagmtilar1 saglanir, burada s, 1; @), 1,(® ve s*, Kl("‘)*, Kz(“)*, strasiyla, X ve X* egrilerinin «
kesirli mertebeden parametre ve egrilikleri, 8 ise egrilerin teget vektorleri arasindaki agidir.

Ispat. s ve s*, sirastyla X ve xX* egrilerinin a kesirli mertebeden yay-uzunlugu parametreleri ve

K1 @, 16, @ ve Kk, (“)*, Ky (“)*, sirastyla x ve X* egrilerinin a kesirli mertebeden egrilikleri olsun. Bu

durumda
= re=a) ¥ Lk, (@ = _F(Z—a)sa_le
a a
ve
* r2-a) *\QA— * * r(2-a) *\ A — *
K1(a) =— (sM)* 1K1 7K2(a) I, (sM)* 1K2

esitlikleri (5.11) ve (5.12) de gbz Oniine alinirsa ispat agiktir.
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6. MATERYAL VE METOT

Diferensiyel geometri alaninda egriler teorisi hakkinda uzun yillardir birgok calisma
yapilmustir. Bu calismalar ilk olarak Oklid uzayinda ele alinnmis ve 6zellikle 17.yy dan sonra
Oklidsel olmayan uzaylarda da karsiliklar1 olup olmadig arastirilmis ve birgok 6nemli sonuglar elde
edilmistir. Bu calismalar yapilirken diferensiyel hesap ve integralin metodlar1 kullanilms ve
egrilerin geometrik yorumlamalar1 degismezleri incelenerek yapilmigtir. Son zamanlarda kesirli
analiz kavram birgok arastirmaya yeni bir ufuk agmaktadir. Tezin giris kisminda kisa bir 6zeti
verilen kesirli analiz ile ilgili kaynaklar detaylica incelenmis ve Oklid uzaymda tamsayili
mertebeden tiirev ile elde edilen karakterizasyonlarin kesirli tiirev ile de elde edilebilecegi
gozlemlenmigtir. Tamsayili mertebeden tiirev ile elde edilen bu ¢aligmalardaki metodlar doktora
tezine temel teskil ederek, Caputo kesirli tiirevi ele alinmis ve egrilerin bu tiirev kullanilarak
degismezleri incelenmis ve egrilerin kesirli tiirev altindaki degismezleri ile klasik anlamdaki tiirev
ile elde edilmis degismezleri arasindaki iliskiler elde edilmistir. Ayrica bazi 6zel egrilerin kesirli

egrilikleri arasindaki bagitilar bulunmustur.



7. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tez calismasi boyunca Caputo kesirli tiirevi kullanilarak, ilk olarak yay-uzunlugu
parametresi ile parametrelendirilmis bir x: I € R — R™ egrisinin kesirli egriligi hesaplanmis ve bu
egrilik ile standart egriligi arasindaki bagintilar elde edilmistir. Ardindan regiiler parametrik bir
egrinin sabit egrilik oranina sahip olmasi igin gerek ve yeter sart bulunmustur.

Daha sonra R3 de parametrik bir X egrisinin involiitii ele alinarak bu egrilerin  a kesirli
mertebeden birinci ve ikinci egrilikleri arasinda iliskilerin mevcut oldugu gdzlenmistir. Bu baginti
kesirli mertebeden tlirev kullanildigi i¢in mevcut klasik tiirevle elde edilen bagintidan kismi
farkliliklar gdstermektedir. Son olarak R3 de parametrelendirilmis bir X(u) egrisinin bir Bertrand
cifti ele alinmig ve bu egri ciftlerinin @ kesirli mertebeden egrilikleri arasindaki bagintilar elde
edilmistir.

Bulunan bu bagintilarin klasik tiirev ile elde edilen sonuglarla temelde geometrik olarak ortiistiigii

ve kesirli tiirevin etkisi ile bazi farkliliklar ortaya ¢ikardigi one siiriilebilir.



8. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasi boyunca

(°D&.N@®) =D
seklinde verilen Caputo kesirli tiirevi kullanilarak, ilk olarak yay-uzunlugu parametresi ile
parametrelendirilmis bir x:/ € R - R" egrisinin kesirli egriligi ile standart egriligi arasinda
detaylar1 5. béliimde verilen

(@ = F(ZT"“)S“‘lKi,i =3,..,n—1

bagintisi elde edilmistir. Ardindan bu egri i¢in egrilikleri arasinda

K; (@) K;

Kip1 @

—i=12,...,n—2,n=3
Kit+1

esitligi verilmis ve regiiler parametrik bir egrinin sabit egrilik oranina sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter sart

(@) (
K1 =sabit

bit, X2 —sabi
=sa 1t =sabit, . —@

olarak elde ed1lmlst1r.
Daha sonra x*, R3 de parametrik bir x egrisinin involiitii olmak iizere bu egrilerin «

kesirli mertebeden birinci egrilikleri arasinda

. — (@)2 4 (,(@))2
@) = LE=9) VG 2 . ceR
( 1 ) a(s*)i—a (1, @) C_F(Z ;Za)s
veE
1o, (@)
_(re-o) ds (Kzax)) G

@) = ,CER
(KZ ) a(s*)i-a (0_%) (1, (@)2 + (i, (@)2 ‘

bagintilarinin mevcut oldugu sonucuna varilmistir. Bu baginti kesirli mertebeden tiirev kullanildigi
icin mevcut klasik tiirevle elde edilen bagintidan kismi farkliliklar gdstermektedir.
Son olarak R3 de parametrelendirilmis bir x(u) egrisinin bir Bertrand cifti ele alinmis ve bu egri

ciftlerinin a kesirli mertebeden egrilikleri arasinda

CLHK (a) — Slnze
(@ _ F(Z - (l) F(Z — a) 1
K1 - \1—a asl-a CER
a(s") c(1 - com——K (@)
rQ—a)t

\&



2
@ = (r2-a)

;2
= sin“6
CZaZ(SS*)l—aKZ(a)

bagintilar saglandig goriilmiistiir.
Sonug olarak bu elde edilen bagintilarin klasik anlamda tiirev kullanilarak elde edilen
sonuglarla geometrik olarak ortiistiigli gozlemlenmis ve kesirli tiirevin etkisi ile bazi farkliliklar

ortaya koydugu elde edilmistir.
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ONERILER

Kesirli analiz teknikleri 6zellikle de Caputo kesirli tiirevi kullanilarak egriler teorisi igin
daha once klasik tiirev ile elde edilen bir¢ok karakterizasyonun farkli sonuglar verecegi tez
caligsmasi boyunca gozlemlenmistir. Diferensiyel geometri alaninda genis bir yere sahip olan egriler
teorisi konusunda klasik anlamda tiirev kullanilarak elde edilen birgok ¢alisma goz 6niine alinarak,
bu caligmalardaki metodlar kesirli tirev kullanilarak uygulandiginda ilging sonuglar elde
edilebilecegi Ongoriilmektedir. Ancak bu c¢aligmalar yapilirken Leibnitz kurali ve bileske
fonksiyonun tiirevini kavramlarina ihtiya¢ duyulacaktir.

Tam sayili mertebeden tiirevin bu farkli formu olan Leibnitz kurali ve bileske fonksiyonun
tiirevi kavramlar1 bir egrinin egriligi ve birim teget vektor gibi geometrik kavramlar tiiretmek igin
bir zorluk ortaya ¢ikarir. Dolayisiyla tiirevin geometrik teorisini inga etmek i¢in bu kuralda mevcut
olan sonsuz serilerin belirli bir sadelestirmesi kullanilabilir. Bu sadelestirme ile sonsuz serilerden

kesirli tiirevin 6zelliklerini koruyan ¢ogu temel terim ¢ikarilip ve t = g(x) olmak tizere

DN (9() =

seklinde elde edilen formu kullanmanin bir avantaj saglayacagi onerilmektedir. Bu formiil aslinda

ax=% df dg
r(2—a) dt dx

kesirli tiirevin etkisini kismen vermektedir ve adi tiirev ile ifade edilmistir.
Bu sadelestirmeden sonra basitlestirilmis Leibnitz kurali ve bileske fonksiyonun tiirevi kullanilarak

direkt Caputo tiirevine dayali kesirli geometrik teorinin ingas1 beklenebilir.
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