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OZET

Bu tez, klasik elastik egri teorilerini kesirli tiirev kavramlariyla genisletmeyi amaglamaktadir. Giin-
cel mithendislik ve malzeme bilimlerindeki ihtiyaclar, geleneksel tam sayili tiirev tabanli modellerin
yetersiz kaldig1 durumlar igin daha esnek ve gercekci yaklagimlar gerektirmektedir. Ozellikle vis-
koelastik davranig gosteren veya mikro-yapisal karmagikliga sahip malzemelerin deformasyonlarini
modellemede kesirli tiirevler, malzemenin hafiza ve genetik 6zelliklerini daha dogru bir sekilde yan-
sitabilir.

Tez kapsaminda ilk olarak, Riemann-Liouville ve Caputo gibi yaygin kesirli tiirev tanimlari ile bun-
larin temel 6zellikleri detaylica incelenmistir. Ardindan, klasik Euler-Bernoulli kirig teorisi ve var-
yasyonel prensip araciligiyla elastik egrilerin modellenmesi gozden gecirilmistir. Bu temel iizerine
inga edilerek, potansiyel enerji fonksiyonelindeki klasik tiirev terimleri kesirli tiirevlerle ikame edi-
lerek kesirli tiirevli elastik egri modelleri tiiretilmistir. Bu yeni modeller icin genellestirilmis Euler-
Lagrange denklemleri formiile edilmis ve uygun sinir kosullar: belirlenmistir.

Bu calisma, kesirli tiirevli elastik egrilerle ilgili ¢aligmalarin gelistirilmesi ve anlagilmasina 6nemli
katkilar sunmaktadir. Gelecekteki caligmalar, yiizeyler iizerindeki egrilerle ilgili tanimlanacak enerji
fonksiyonlarina bagh kesirli tiirevli elastik egrilere odaklanabilir.
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ABSTRACT

This thesis aims to extend classical elastic curve theories by incorporating fractional derivative con-
cepts. Current needs in engineering and materials science require more flexible and realistic app-
roaches for cases where traditional integer-order derivative-based models fall short. In particular,
fractional derivatives can more accurately reflect the memory and hereditary properties of materials
exhibiting viscoelastic behavior or possessing microstructural complexity in modeling their deforma-
tions.

The thesis first examines common fractional derivative definitions, such as Riemann-Liouville and
Caputo, along with their fundamental properties in detail. Subsequently, the classical Euler-Bernoulli
beam theory and the modeling of elastic curves through variational principles are reviewed. Building
upon this foundation, fractional derivative-based elastic curve models are derived by substituting
classical derivative terms in the potential energy functional with fractional derivatives. Generalized
Euler-Lagrange equations are formulated for these new models, and appropriate boundary conditions
are established.

This study provides significant contributions to the development and understanding of research on
fractional derivative-based elastic curves. Future work may focus on fractional derivative-based elas-
tic curves defined by energy functionals associated with curves on surfaces.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda aciklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

Reel sayilar kiimesi

C Komplex sayilar kiimesi

I'(z) Gama fonksiyonu

Eq(z) Mittag-Leffler fonksiyonu

Eqp(2) Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

A Laplace doniisiimii

We p(2) Wrigt fonksiyonu

IZ£(1) o dereceden Riemann-Liouville kesirli integrali
D2f(t) o mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi

CDYf(1) o mertebeden Caputo kesirli tiirevi



1. GIRIS

Miihendislik ve fizikte esnek yapilarin ve malzemelerin davranisi, kopriilerden robot kolla-
rina, biyolojik dokulardan mikro-elektro-mekanik sistemlere kadar genis bir yelpazede kritik
oneme sahiptir. Bu yapilarin deformasyonunu ve denge durumlarini anlamak, tasarim, analiz
ve optimizasyon siireclerinin temelini olusturur. Geleneksel olarak, elastik egrilerin model-
lenmesinde tam sayili (integer-order) tiirevlere dayali klasik teoriler, 6rnegin Euler-Bernoulli
ve Kirchhoff kiris teorileri, yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu teoriler, bircok miihendislik
uygulamasi igin son derece basarili ve giivenilir sonuglar saglamistir. Ozellikle yapisal ana-
liz, makine tasarimi ve mekanik sistemlerin optimizasyonu gibi alanlarda klasik yaklagimla-

rin etkinligi defalarca kanitlanmugtir.

Ancak, giiniimiiz teknolojisiyle birlikte ortaya ¢ikan yeni nesil malzemeler ve karmasik ya-
pilar, klasik modellerin sinirlarin1 zorlamaktadir. Geleneksel modellerin temel varsayimlari,
cogu zaman idealize edilmis, dogrusal ve elastik malzemeler iizerine kuruludur. Bu durum,
ozellikle viskoelastik malzemeler, polimerler, kompozitler ve bazi biyolojik dokular gibi
malzemelerin karmagsik davraniglarim1 agciklamada yetersiz kalmaktadir. Bu tiir malzemeler,
sadece anlik bir yiike karsilik vermekle kalmay1p, gecmis yiikkleme ge¢cmislerine bagh olarak
"hafiza" ozellikleri sergilerler. Yani, malzemenin mevcut deformasyonu veya gerilimi, yal-
nizca anlik yiiklemeye degil, ayn1 zamanda ge¢cmisteki yiliklemelere de baglidir. Bu durum,
tam sayili tiirevlerle tam olarak ac¢iklanamayan frekans bagimliligi, uzun siireli gevseme veya
siinme gibi fenomenleri icerir. Benzer sekilde, mikro-yapili veya fraktal geometriye sahip
malzemelerin deformasyonunu modellemede de klasik yaklagimlar, malzemenin i¢ yapisi-

nin karmagikligin1 yansitamadigi icin yetersiz kalabilmektedir.

1§te bu noktada, kesirli tiirev (fractional derivative) kavrami devreye girer. Kesirli tiirevler,
tam say1l1 tiirevlerin bir genellemesi olarak ortaya ¢cikmuis olup, tiirev derecesinin bir tam say1
olmak zorunda olmamasi 6zelligine sahiptir. Bu matematiksel araclar, sistemlerin hafiza ve
genetik ozelliklerini, enerji dagilimim ve karmasik viskoelastik davraniglart modellemede
giiclii bir potansiyel sunmaktadir. Klasik tiirevler yerel bir noktadaki degisimi tanimlarken,
kesirli tiirevler sistemin tiim gecmisini veya uzaysal dagilimini hesaba katan "kiiresel" bir et-
kiyi yansitabilir. Bu 6zellik, fiziksel sistemlerin dogasinda var olan karmasiklig1 ve dagitilmis
etkileri daha dogal bir sekilde modellemeye olanak tanir. Kesirli tiirevlerin miihendislikte ve
fizikteki uygulamalari, kontrol sistemlerinden sinyal iglemeye, 1s1 transferinden akigkanlar

mekanigine kadar hizla genislemektedir.

Bu yiiksek lisans tezi, klasik elastik egri teorilerinin sinirliliklarim1 agsma ve daha gergekci
modeller gelistirme hedefiyle, elastik egri modellemesine kesirli tiirev operatorlerini dahil

etmeyi amacglamaktadir. Calismanin temel amaci, klasik varyasyonel prensipleri kesirli tiirev-



lere uyarlayarak kesirli tiirevli elastik egri modellerini tiiretilmesine ve bu modellerin statik
ile dinamik davramslarinin incelenmesinin yolunu agmaktir. Ozellikle, kesirli tiirev derece-
sinin egrinin sekli, deformasyon 6zellikleri ve enerji dagilimi iizerindeki etkileri detayli bir
sekilde analiz edilerek, bu yeni modellerin fiziksel sistemlerin modellemedeki iistiinliikleri-

nin ortaya ¢ikmasini saglayacaktir.

Tezin yapisal olarak ilk boliimiinde, kesirli tiirev kavramlari, farkli tanimlar1 (Riemann-
Liouville ve Caputo gibi) ve bunlarin temel matematiksel 6zellikleri tamtilacaktir. ikinci
boliimde, klasik Euler-Bernoulli kirig teorisi ve elastik sistemlerin varyasyonel prensip yo-
luyla modellenmesi, bu tezin temelini olusturacak klasik yaklagimlari saglamlastirmak ama-
ciyla detaylica ele almacaktir. Uciincii ve dordiincii boliimde, tezin ana katkisini olusturan,
potansiyel enerji fonksiyonelindeki klasik tiirevleri kesirli tiirevlerle ikame ederek elde edi-
len kesirli tiirevli potansiyel enerji fonksiyonellerinin ve bunlardan tiiretilen genellestirilmis
Euler-Lagrange denklemlerinin formiilasyonuna ayrilacaktir. Sonug¢ boliimiinde ise tezin bul-
gular1 6zetlenecek, cikarimlar yapilacak ve gelecekteki ¢alismalar icin potansiyel arastirma

alanlar1 ve Oneriler sunulacaktir.

Bu calisma, kesirli tiirevlerin mekanik sistemlerin modellenmesindeki potansiyelini vurgula-
yarak, matematik, mithendislik ve malzeme bilimi alanindaki arastirmacilara, 6zellikle yeni
nesil malzemelerin ve karmagik yapilarin modellenmesi konusunda, bir perspektif sunmay1
hedeflemektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde kesirli tiirev ve elastik egrilerle ilgili literatiir 6zeti verecegiz. Ayrica, klasik

elastik egri teorilerinden, kesirli tiirevin gelisimi ve ozelliklerinden bahsedecegiz.

2.1. Literatiir Taramasi

Elastik egrilerin modellenmesi ve kesirli tiirevlerin mithendislik uygulamalari {izerine yapi-
lan literatiir taramasi, bu tezin temelini olusturan iki ana arastirma alanini kapsamaktadir. Bu
boliimde, klasik elastik egri teorilerinden baglayarak, kesirli tiirev kavraminin gelisimine ve

her iki alanin kesisimindeki giincel ¢alismalara kadar uzanan 6nemli yayinlar incelenecektir.

2.1.1. Klasik elastik egri teorileri

Elastik egrilerin davranigi, miithendislik bilimlerinde yiizyillardir arastirilan bir konudur. Le-
onhard Euler ve Daniel Bernoulli’nin 18. yiizyildaki ¢alismalari, Euler-Bernoulli kiris te-
orisinin temelini atmis ve ince, uzun Kiriglerin egilme davranisin agiklayan ilk matematik-
sel modeli sunmugtur. Bu teori, kirigin kesitinin egilme sirasinda diiz ve kesite dik kaldig:
gibi basitlestirici varsayimlara dayanir ve statik yiikler altindaki kiiciik deformasyonlar icin
oldukc¢a basarilidir. Daha sonra Gustav Kirchhoff tarafindan gelistirilen Kirchhoff plak te-
orisi, Euler-Bernoulli teorisini iki boyuta genisleterek ince plakalarin egilme davranisini ele
almistir (Kirchhoff, 1859). Bu klasik teoriler, koprii, bina ve makine tasarimi gibi bircok

geleneksel mithendislik uygulamasinda temel referans noktasi1 olmaya devam etmektedir.

Varyasyonel prensipler, ozellikle Euler-Lagrange denklemleri, elastik sistemlerin denge
denklemlerini tiiretmede giiclii bir ara¢ saglamistir. Lagrange ve Hamilton’1n ¢alismalariyla
geligtirilen bu prensipler, bir sistemin potansiyel enerjisini veya eylemini minimize eden
konfigiirasyonlar1 belirlemeye olanak tanir (Goldstein ve Safko, 2002). Elastik egriler i¢in,
potansiyel enerji fonksiyonelinin minimizasyonu, Euler-Bernoulli denklemlerinin varyasyo-
nel yoldan elde edilmesini miimkiin kilmistir (Meirovitch, 2001). Bu varyasyonel yaklagim,
karmagik geometrilere ve yiikleme kosullarina sahip sistemlerin analizinde analitik ¢oziimler

sunmasa da, niimerik yontemler icin saglam bir temel olusturmustur.

2.1.2. Kaesirli tiirev kavraminin gelisimi ve 6zellikleri

Kesirli tiirev kavramu, ilk olarak 17. yiizyilda Leibniz ve L’Hopital arasindaki yazigsmalarda
ortaya atilmig, ancak matematiksel olarak ciddi bir sekilde incelenmesi 19. yiizyilda Lio-
uville, Riemann ve Griinwald gibi matematik¢ilerle baglamistir (Ross, 1977), (Podlubny,
1999). Bu erken donem calismalar, kesirli tiirevler ve integraller icin ¢esitli tanimlar sun-

mugstur. Giiniimiizde en yaygin kullanilan tanimlar arasinda Riemann-Liouville ve Caputo



kesirli tiirevleri yer almaktadir (Kilbas, Srivastava, ve Trujillo, 2006). Riemann-Liouville ta-
nimi, daha ¢ok matematiksel teorik ¢alismalarda tercih edilirken, Caputo tanimi baglangi¢
kosullarinin klasik anlamda ifade edilebilmesi nedeniyle miithendislik uygulamalarinda daha

popiilerdir (Caputo, 1967).

Kesirli tiirevlerin fiziksel ve miihendislik bilimlerindeki potansiyeli, 20. yiizyilin sonlarindan
itibaren daha fazla dikkat ¢cekmistir. Ozellikle viskoelastisite alaninda, kesirli tiirevler, mal-
zemenin ge¢mis deformasyonlarina bagl olarak gosterdigi "hafiza" etkisini modellemede
etkili bir ara¢ olarak kabul edilmistir (Bagley ve Torvik, 1983). Malzemelerin siinme ve gev-
seme davraniglarinin klasik viskoelastik modellerle agiklanamayan yonlerini, kesirli tiirev
modelleri daha dogru bir sekilde yansitabilmistir. Ayrica, anormal difiizyon, kontrol sistem-
leri, sinyal isleme, finans ve biyoloji gibi bir¢ok farkli alanda kesirli tiirevlerin uygulamalari
arastirilmaktadir (Tarasov, 2010; Hilfer, 2000).

2.1.3. Kesirli tiirevli elastik egriler iizerine yapilan ¢calismalar

Klasik elastik egri teorileri ile kesirli tiirev kavraminin birlesimi, son yillarda artan bir ilgi
odag1 olmustur. Bu alandaki calismalar, genellikle klasik kiris veya plak denklemlerindeki
tam sayili tiirevleri kesirli tiirevlerle degistirme ve bu genellestirilmis modellerin davranigla-

rin1 inceleme iizerine odaklanmaktadir.

Carpinteri ve Mainardi gibi aragtirmacilar, fraktal ortamlarin mekanigi ve viskoelastiklik
baglaminda kesirli tiirevlerin kullanimina Onciilik etmislerdir. Onlar, kesirli tiirevleri kul-
lanarak daha karmasik malzeme davramiglarini agiklayan yeni konstitiitif iligkiler gelistir-
miglerdir (Carpinteri ve Mainardi, 1997). Agrawal, kesirli tiirevli varyasyonel prensipleri ve
bunlarin Euler-Lagrange denklemlerine uygulanmasini incelemiglerdir. Bu ¢alismalar, elas-
tik egrilerin kesirli tiirevli modellerinin tiiretilmesi i¢in matematiksel cerceveyi saglamistir
(Agrawal, 2002).

Bazi ¢aligmalar, kesirli tiirevli Euler-Bernoulli kiriglerinin statik egilme davranigini incele-
mistir. Ornegin, kesirli tiirev derecesinin kirisin sehim profili ve ug tepkileri iizerindeki etkisi
arastirilmistir (Atanackovié, Pilipovié, Stankovié, ve Zorica, 2014). Bu modeller, malzeme-
nin i¢ siirtiinme veya mikro-yapisal etkilerinin klasik modellerle aciklanamayan yonlerini
modellemede potansiyel gostermistir. Diger ¢alismalar ise kesirli tiirevli kirislerin titresim
analizi lizerine yogunlagmstir. Kesirli tiirevlerin soniimleme 6zelliklerini ve dogal frekanslar
tizerindeki etkisini inceleyen bu ¢alismalar, viskoelastik kiriglerin dinamik tepkilerini daha

dogru tahmin etmeyi hedeflemistir.

Niimerik ¢6ziim yontemleri de kesirli tiirevli elastik egri problemlerinin ¢éziimiinde énemli

bir rol oynamaktadir. Sonlu farklar yontemleri ve sonlu elemanlar yontemleri, kesirli tiirevli



diferansiyel denklemleri ¢cozmek icin uyarlanmistir (Diethelm, 2010). Bu niimerik yaklagim-
lar, analitik ¢6zlimii zor veya imkansiz olan karmagik kesirli tiirevli elastik egri problemleri-

nin incelenmesine olanak saglamustir.

Bu literatiir taramasi, kesirli tiirevli elastik egriler alaninin hala gelisim asamasinda oldu-
gunu ve malzeme bilimi, miithendislik ve matematik arasindaki kesisim noktasinda 6nemli
bir arastirma alant sundugunu gostermektedir. Bu tez, mevcut literatiire katkida bulunarak,
kesirli tiirevli elastik egri modellerinin tiiretilmesini, analitik ve niimerik ¢oziimlerini ve dav-

ranigsal analizlerini daha detayl bir sekilde incelemeyi hedeflemektedir.

2.2. Kaesirli Tiirev Kavramlar ve Ozellikleri

Matematik ve fen bilimlerinde tiirev ve integral kavramlari, degisim oranlarini ve birikim-
leri nicel olarak ifade etmemizi saglayan temel araglardir. Klasik (tam sayil1) tiirevler, bir
fonksiyonun belirli bir noktadaki anlik degisim oranini veya egimini tanimlar. Ornegin, bir
nesnenin konumunun birinci tiirevi hizini, ikinci tiirevi ise ivmesini verir. Integraller ise bir
fonksiyonun belirli bir araliktaki toplam birikimini veya alanini hesaplar. Bu kavramlar, Ne-
wton fiziginden miihendislik tasarimina, ekonomiden biyolojiye kadar sayisiz alanda devrim

niteliginde basarilar saglamisgtir.

Ancak, dogadaki ve miihendislik sistemlerindeki bazi karmasik fenomenler, tam sayili tii-
revlerle tam olarak agiklanamayan veya modellenebilecekten daha basit yaklagimlar gerekti-
ren ozellikler sergileyebilir. Ornegin, viskoelastik malzemeler (polimerler, biyolojik dokular
gibi), bir kuvvete anlik olarak tepki vermek yerine, uygulanan kuvvetin gecmisine bagl ola-
rak bir "hafiza" etkisi gosterirler. Malzemenin deformasyonu, yalnizca o anki kuvvete degil,
ayn1 zamanda kuvvetin ne kadar siiredir uygulandigina ve nasil degistigine de baghdir. Kla-

sik tiirevler, bu tiir hafiza etkilerini dogrudan modellemede yetersiz kalir.

Ayni sekilde, fraktal yapilar veya anormal diftizyon gibi siiregler de tam sayili tiirevlerle
modellenirken zorluklar yasanabilir. Bu tiir sistemler, yerel etkilesimlerin 6tesinde, sistemin
tiim gecmisini veya uzaysal dagilimini iceren "kiiresel” bir bagimlilik sergiler. Iste tam da
bu noktada, kesirli tiirev kavrami devreye girer. Kesirli tiirevler, tiirev ve integral kavramla-
rin1 tam say1 olmayan (rasyonel veya irrasyonel) derecelere genisleterek, sistemlerin hafiza,
genetik ve fraktal 6zelliklerini daha dogal ve dogru bir sekilde modellemeye olanak tanir.
Klasik tiirevler, bir degisimin yalnizca "anlik" durumunu yansitirken, kesirli tiirevler gegmi-
sin veya genis bir alanin etkisini de denkleme katarak daha zengin bir sistem davranigi sunar.
Bu genisleme, mekanikten elektrige, biyolojiden finansal modellemeye kadar bircok alanda

yeni ufuklar agmaktadir.



2.3. Kesirli Kalkiiliisiin Ozel Fonksiyonlar:

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilan 6zel fonksiyonlara iligkin temel teoriler sunulmak-
tadir. Burada, gama ve beta fonksiyonlari, Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ve Wright fonksiyonu
hakkinda baz1 bilgiler verilmektedir; bu fonksiyonlar, keyfi mertebeden tiirev alma teorisi ve
kesirli diferansiyel denklemler teorisinde en énemli rol oynar. Asagidaki temel tanim ve te-
oremler icin (Podlubny, 1999; Kilbas, Srivastava ve Trujillo, 2006; Tarasov, 2010; Carpin-
teri ve Mainardi, 1997; Atanackovic, Pilipovic, Stankovic ve Zorica, 2014) kaynaklarindan

yararlanilmisgtir.

2.4. Gama Fonksiyonu

Kuskusuz, kesirli kalkiiliisiin temel fonksiyonlarindan biri, faktoriyeli genellestiren ve n’nin
tamsay1 olmayan ve hatta karmagik degerler almasina olanak taniyan Euler’in gama fonksi-

yonu I'(z) fonksiyonudur.

Bu boliimde, bu calismanin diger kisimlari icin 6nemli olan gama fonksiyonuna iligkin bazi
sonuglar1 hatirlatacagiz.
24.1. Gama fonksiyonunun tanimi

Gama fonksiyonu I'(z),

I'(z) = / e ' lar (1)
0
integrali ile tanimlanir. Bu integral, karmagik diizlemin sag yarisinda, yani Re(z) > 0 igin
yakinsar.
2.4.2. Gama fonksiyonunun bazi 6zellikleri

Gama fonksiyonunun temel 6zelliklerinden biri, asagidaki fonksiyonel denklemi saglamasi-
dir:
[(z+1) =20(z), ()

Bu, parcali entegrasyon ile kolayca kanitlanabilir:

[—=oc0

[(z4+1)= /0 e 'fdr = [—e '] +2 /O e 't dt = 720(z). (3)



Acgikea, I'(1) = 1’dir ve (2) kullanilarak z = 1,2, 3, ... i¢in su sonuglar elde edilir:

rR2)=1-r(1)=1=1!
r(3)=2-T(2)=2-11=2!
I'(4)=3-I(3)=3-21=3!

2.5. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Ustel fonksiyon %, tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemler teorisinde ¢cok onemli bir rol
oynar. Simdi (Bateman ve Bateman Manuscript Project., 1953)’te belirtildigi iizere, tek pa-

rametreli genellestirmesi olan

oo Zk

Eq(z) :kzz()m, 4)

seklindeki fonksiyon G. M. Mittag-Leffler tarafindan tanitilmig ve A. Wiman tarafindan da
incelenmigstir (Mittag-Leffler, 1903, 1904, 1905; Wiman, 1905b,a).

Kesirli kalkiiliisde ¢cok onemli bir rol oynayan iki parametreli Mittag-Leffler tipi fonksiyon,
aslinda Agarwal tarafindan tanitilmistir (Agarwal, 1953). Bu fonksiyon i¢in bir dizi iligki,
Humbert ve Agarwal tarafindan Laplace doniisiim teknigi kullanilarak elde edilmistir (Hum-
bert ve Agarwal, 1953). Bu fonksiyon, Agarwal fonksiyonu olarak adlandirilabilirdi. Ancak,
Humbert ve Agarwal tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ile ayni notasyonunu kul-
landiklarindan dolay1 bu fonksiyon, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak adlan-
dirilmigtir. Biz, 6zel fonksiyonlar iizerine temel el kitab1 (Bateman ve Bateman Manuscript
Project., 1953)’te kullanilan ad1 ve notasyonu kullanacagiz. Agarwal ile ayn1 notasyon kul-
lanilmasina ragmen, orada verilen tanim, Agarwal’in tanimindan sabit olmayan bir faktorle
farklilik gosterir. Bu boliimiin bazi kisimlari, M. M. Dzhrbashyan 1n sonuclarina dayanmak-
tadir (Dzhrbashyan, 1966).

2.5.1. 1Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu ve diger fonksiyonlarla iliskisi

Iki parametreli Mittag-Leffler tipi fonksiyon, asagidaki seri agilimi ile tamimlanir (Bateman

ve Bateman Manuscript Project., 1953):



o0 k
b4
Fap@) = L v gy (@2 B>0) ©)
k=0
(5) tanimindan,
O-Y - Lo-¢
Ey1(z) = =l =€ ©
k=0 F(k + 1) k=0 k!
- k i k ) k+1 Z
. Z 1 z ef—1
Eis(z) = = =7 R !
12(2) ];)r(k+2) k;)(kJrl)‘ zkg()(/ﬁLl)' z "
- X i k ) k+2 Z
z Z 1 Z e—1-z
Eis(z) = = =z B ’ 8
13(Z) k_zbr(k—f—:%) ];)(k+2)‘ sz—ZO<k+2)' 22 ( )

sonuclari elde edilir ve genel olarak:

1 m—2 Zk
Eim(z) = s -y al )

seklindedir.

Hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 da Mittag-Leffler fonksiyonunun (5) 6zel durum-

lar1 olarak,

Z Z
E> (%) = = cosh( 10
21(2) ,;)F2k+1 ,;0(2 = cosh(z), (10)
Z 1 s1nh()
Err() =Yy —> _—_ . 11
22(2) kzor(zku zkz’o 2k+ 1) 2 (v

seklinde elde edilir.

Hiperbolik siniis ve kosiniisiin genellemeleri olan n-mertebeli hiperbolik fonksiyonlar (Ba-
teman ve Bateman Manuscript Project., 1953) da Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden ifade
edilebilir:

i nk+r—1

hy(z,n) = Z

r 1 _
Y =7 Bl (=120, (12)



ve siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin genellemeleri olan n-mertebeli trigonometrik fonksi-

yonlar:

n]+r 1

- r—1 n
=7 E,.(-7"), (r=12,...,n). 13
,;o ,,,H,,_l) nr(=2"), ) (13)
seklindedir. Ayrica:
Eypa(z Z = erfc(—z), (14)
k*OF )

esitligi yazilabilir (Abramowitz ve Stegun, 1965). Burada erfc(z) fonksiyonu,

erfc(z \/_/ (15)

seklinde hata fonksiyonu tamamlayicist olarak tamimlanir. Iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonunda 8 = 1 alinirsa

Zk

Ea,.(z):&mzm(z). (16)

tek parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu elde edilir.

Rasyonel mertebeli diferansiyel denklemleri ¢ozmek icin tamitilan &;(v,a) fonksiyonu,

Mittag-Leffler fonksiyonunun (5) 6zel bir durumudur:

(o)

kzbl“ v+k+1)

1%

V a —Z =1 E17v+1(at). (17)

Yu. N. Rabotnov’un 34 (f,¢) fonksiyonu da Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir durumu-
dur (Rabotnov, 1969):

Bktk o+1)

a(B,1) =1* Z DT a) = 1%Eqi1ar1(Bt*Th). (18)

(17) ve (18) iligkilerinden, Miller-Ross fonksiyonu ve Rabotnov fonksiyonunun 6zellikleri-

nin, iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun (5) 6zelliklerinden tiiretilebilecegi sonu-
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cuna varilir.

2.5.2. Laplace doniisiimii

Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii elde etmek icin, iki parametreli fonksi-

yonun tanimini kullanalim:

oo k
<
Egp)=Y — .
P ,;0 T(ak+ B)
7z = —At% alirsak, su fonksiyonu tanimlayabiliriz:

B )Lt(x) oo (_l>kt(xk+ﬁfl
p-1 p-1 —
P Eqg(—At%) =t Z Tk 1 B) k;) Nk 1B (19)

Bu fonksiyonun Laplace doniisiimiinii hesaplayalim. Bilindigi {izere, su Laplace doniisiimii

gecerlidir:

S

g{ﬂ*l} — /Oooe“ﬂldt = i;/), (Re(s) >0, Re(y)>0). (20)

Dolayisiyla, her bir terimin Laplace doniisiimiinii alirsak:

g{t(xk—i—ﬁ—l} _ Iak+B)

gok+p

Boylece, (19) fonksiyonunun Laplace doniisiimii:

~ o > T( otk + 1 > (—A)k
2P B3} = BRI T e = I o

Bu, su geometrik seri ile ifade edilebilir:

= /- 2\F1 5B
Z(s—a) iy,

k=0

A
— | <L

Bu nedenle, Laplace doniisiimii su sekilde olur:
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s*—P

SO+ A’

z{tﬁ—lEaﬁ(—m%} - (Re<s) > |/1|1/0‘> . 21)

Bu formiil, &, 8 > 0 ve A karmagik bir say1 icin gecerlidir. Ozel durumlar igin, drnegin
oa=1,=1:

1
)= iy
¢ s+A
ki bu, (21) ile uyumludur, ciinkii £y 1 (—At) = e *
2.5.3. Tiirevler

Mittag-Leffler fonksiyonunun tiirevlerini hesaplamak i¢in, seri a¢ilimini kullanalim:

Zk

Ea’ﬁ(Z) == Z m

k=0

Bu fonksiyonun z’ye gore tiirevini alirsak:

i kzx—1 d (k+1)z¢
T ET(ak+B) A T(ak+1)+p)

d (22)

Bu seri, o, B parametrelerine bagli olarak bagka bir Mittag-Leffler fonksiyonu ile ifade edi-

lemez. Ancak, B = 1 i¢in 6zel bir durum elde edilir:

d - (k+1)zF 1 | 1
d—Eal l;)r k—|—1 +1) Oc_z {Ea,a(Z)—ﬁ} = a_Z[Eoc,oc(Z)_ 1]~ (23)
Genel olarak, n-inci tiirev i¢in:
a" e kk=1)(k—n+ 1) & (k+n)! &
iEop >_k§ C(ok+B) _g;) k! T(atk+n)+B) (29

Bu, karmagik bir seri olup genellikle bagka bir Mittag-Leffler fonksiyonu ile basit¢ce ifade
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edilemez.

Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde temel bir rol oy-

nar. Ornegin, su kesirli diferansiyel denklemi ele alalim:

D%(1) = Ay(1), ¥(0)=1, (25)

burada D%, Caputo kesirli tiirevidir. Bu denklemin ¢oziimii:

y(t) = Eq.1(At%). (26)

Daha genel olarak, su denklemin ¢oziimii:

D%(t) =Ay(t) + (1), ¥(0) = yo, 27)

Laplace doniisiimii kullanilarak su sekilde ifade edilebilir:

1) = 301 (i) + [ (1= 0% EaalA -1/ (7)dr. 28)

Bu, Mittag-Leffler fonksiyonunun kesirli kalkiiliisde neden bu kadar 6nemli oldugunu gos-

terir; bu fonksiyon, klasik iistel fonksiyonun kesirli mertebeli denklemlerdeki karsiligidir.

2.6. Wright Fonksiyonu

Kesirli kalkiiliisde onemli bir rol oynayan bir diger 6zel fonksiyon, E. M. Wright tarafindan
tanitilan ve su sekilde tantmlanan Wright fonksiyonudur (Wright, 1933, 1934, 1935):

(o)

= L ik ) kI ( ock+[3)

k=0

(@>—1, BeC) (29)

Bu fonksiyon, Mittag-Leffler fonksiyonunun bir genellemesi olarak diisiiniilebilir ve kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde sik¢a kullanilir. Wright fonksiyonu, 6zellikle kesirli
mertebeli operatorlerin integral temsillerinde ve asimptotik analizlerde onemli bir yere sa-

hiptir.
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2.6.1. Tanmim ve temel ozellikler

Wright fonksiyonu, yukaridaki seri acilimi ile tanimlanir:

Zk

Wop(2) =) ———, (a>—-1, BeC). (30)
el ,;Ok!r(akﬂi)

Bu serinin yakinsamasi, & > —1 kosulu altinda tiim karmagik diizlemde (z € C) saglanir.

Seri, & > —1 oldugunda mutlak ve diizgiin yakinsar, bu da Wright fonksiyonunun tiim z i¢in

analitik bir fonksiyon oldugunu gosterir.

Wright fonksiyonunun bazi 6zel durumlari, diger bilinen fonksiyonlarla iligkilendirilebilir.

Ornegin:

(o) [e)

Zr
Wiz =) ———— s k—i—l =Y e 0(2v/2), (31

k=0 k:O

burada Iy(z), sifirinct mertebeden modifiye Bessel fonksiyonudur. Benzer sekilde:

I e Y]
Wl,z(Z)—k;)m kz{)k‘(k-I-l) NG (32)

burada /) (z), birinci mertebeden modifiye Bessel fonksiyonudur.

Wright fonksiyonu ile Mittag-Leffler fonksiyonu arasinda su iligki kurulabilir:

Wa,ﬁ@):ﬁ%ﬁ(z), (@>—1, BA0,~1,-2,..), (33)

ancak bu iliski, I'(f) nin sifir oldugu durumlarda dikkatle ele alinmalidir.

2.6.2. Laplace doniisiimii
Wright fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii elde etmek i¢in, su fonksiyonu tanimlayalim:
lta) o0 (_)L)ktak+[i—l

Bty poiye (AN & (Al
1 Wop (= A1) =1 Zk‘l“ockJrB)_k;) KT (ok+ B) %)



14

Bu fonksiyonun Laplace doniistimiinii hesaplayalim. Bilindigi iizere:

L) = %, (Re(s) >0, Re(y)>0). (35)

Dolayisiyla, her bir terimin Laplace doniisiimii:

g{takﬂi—l} _ M

k4B

Boylece:

A T(ak+B) 1 = (L)

B S y
"?{ Wap (=A%) } kzo k! Fak+ﬁ)sak+ﬁ_,;()k!s“k+ﬁ'

Bu seri, Wright fonksiyonunun kendisi cinsinden ifade edilebilir:

.z{tﬁflwaﬁ(—m“)} = Siﬁwaﬁ (—Sia) , (Re(s) > wl/“) . (36)

Bu formiil, Wright fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin kesirli diferansiyel denklemlerin

¢Oziimiinde neden onemli oldugunu gosterir.

Wright fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde 6nemli bir rol oynar.
Ozellikle, kesirli difiizyon denklemleri gibi problemlerde, Wright fonksiyonu temel ¢oziim-

lerin bir parcasi olarak ortaya ¢ikar. Ornegin, su kesirli difiizyon denklemini ele alalim:

d%u(x,t)

D%u(x,t) = ,
u(x,r) = =5

u(x,0) = 8(x), (37)

burada D%, Caputo kesirli tiirevidir ve §(x), Dirac delta fonksiyonudur. Bu denklemin ¢o-

ziimii, Wright fonksiyonu cinsinden ifade edilebilir:

1 X
(X t) 2t (X/Z —a/2,1-a/2 ( ZL)Z) . (38)

Bu ¢6ziim, Wright fonksiyonunun kesirli difiizyon siireclerindeki 6nemini gosterir; fonksi-

yon, klasik Gaussian dagiliminin kesirli mertebeli denklemlerdeki karsiligidir.
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2.7. XKesirli Tiirev Tanimlari

Kesirli tiirev ve integral icin literatiirde bir¢ok farkli tanim bulunmaktadir. Her tanimin ken-
dine 6zgii matematiksel 6zellikleri, avantajlar1 ve dezavantajlar1 vardir. Bu boliimde, en yay-
gin kullanilan tanimlar olan Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerini detaylica ince-

leyecek ve diger popiiler tanimlara kisaca deginecegiz.

2.7.1. Riemann-Liouville Kkesirli integrali ve tiirevi

Riemann-Liouville kesirli integrali, kesirli tiirevlerin temelini olusturan 6nemli bir kav-
ramdir. Bir f(r) fonksiyonunun « > 0 dereceli Riemann-Liouville kesirli integrali 1% f(r)

seklinde gosterilir ve agsagidaki gibi tammlanir:

) = Fgs [ =1 @)

Burada I'(a¢), Gamma fonksiyonunu temsil eder. Bu tanim, klasik integralin bir genelleme-

sidir ve ¢ = 1 alindiginda bilindik integrali verir.

Riemann-Liouville Kkesirli tiirevi ise kesirli integralden tiiretilir. Bir f(z) fonksiyonunun
o > 0 dereceli Riemann-Liouville kesirli tiirevi D f(¢) seklinde gosterilir ve agagidaki gibi

tanimlanir:

DEF(0) = 5 (1740 = gy g |, = (@)ae

Burada n — 1 < o < n olacak sekilde n en kiiciik tam sayidir.

Matematiksel olarak koklii bir gecmisi vardir ve teorik ¢alismalarda siklikla kullanilir. Ma-
tematiksel olarak tutarl1 bir integral ve tiirev ¢ifti olusturur. Bu tanim, baglangi¢ kosullarinin
fiziksel anlaminin yorumlanmasinda zorluklar yaratabilir. Klasik tam sayili tiirevlerde ol-
dugu gibi, fonksiyonun kendisinin ve ilk n — 1 tiirevinin ¢ = a noktasindaki baslangi¢ deger-
leri basitce kullanilamaz. Bu durum, fiziksel sistemlerin baglangi¢c durumlarint modellemede

sorunlara yol agmaktadir

2.7.2. Caputo Kesirli tiirevi

Caputo kesirli tiirevi, 6zellikle fiziksel ve mithendislik uygulamalarinda Riemann-Liouville
taniminin getirdidi baslangi¢ kosulu zorluklarini agmak icin gelistirilmistir. Bir f(¢) fonksi-

yonunun ¢ > 0 dereceli Caputo kesirli tiirevi D% f(¢) seklinde gosterilir ve asagidaki gibi
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tanimlanir:

1

0] =g [ @

a

Cnho __n—a
pis —11¢ |
Burada n — 1 < a < n olacak sekilde n en kiigiik tam sayidir ve f")(7) fonksiyonun n.

dereceden tiirevini ifade eder.

En biiyiik avantaji, baglangi¢ kosullarinin klasik anlamda, yani fonksiyonun ve tam sayili
tiirevlerinin baslangi¢c noktast a’daki degerleri cinsinden formiile edilebilmesidir. Bu, fizik-
sel sistemlerin (6rnegin, bir kirisin baglangigtaki konumu ve hiz1) modellenmesinde biiyiik

kolaylik saglar. Fiziksel sistemlerin analizinde genellikle tercih edilir.

Literatiirde farkli kesirli tiirev tanimlart bulunmaktadir. Bunlarin bazilari, Griinwald-

Letnikov Kesirli Tiirevi, Weyl Kesirli Tiirevi ve Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevidir.

2.8. Temel Ozellikler

Kesirli tiirevler, klasik tiirevlerin sahip oldugu bazi temel 6zelliklerin bir¢ogunu korurken,
bazi acilardan farkliliklar gosterirler. Bu 6zelliklerin anlagilmasi, kesirli tiirevli denklemlerin

¢cOziimii ve analizi i¢in kritik Sneme sahiptir.

* Hem Riemann-Liouville hem de Caputo kesirli tiirevleri dogrusallik 6zelligini tasir.
Yani, D%[c| f(t) + c2g(t)] = c1D*f(t) + caD%g(¢) ifadesi gegerlidir, burada c,c; sa-
bitlerdir.

* Klasik carpim tiirevi kurali (Leibniz kurali), kesirli tiirevler i¢in de genellestirilmistir.
Ancak, formiil biraz daha karmagiktir ve Binom ag¢iliminin genellestirilmis bir versi-
yonunu igerir:

o o 3
petrs] = X, () ot et
k=0
Bu kural, klasik tiirevler i¢cin gegerli olan sinirli sayida terim yerine, sonsuz bir seri

icerebilir.

» Kesirli tiirevlerin Laplace doniisiimii, kesirli diferansiyel denklemleri cebirsel denk-

lemlere doniistiirmek i¢in 6nemli bir aractir.

L{EDE f(1);s} = sF (s) ni] 4007

k=0
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Burada F(s) fonksiyonun Laplace doniisiimiidiir ve n — 1 < a < n. Caputo tanimi-
nin avantaji, baslangic kosullarinin (yani f* (07)) dogrudan Klasik tiirevler cinsinden

ifade edilebilmesidir.

* Riemann-Liouville Tiirevi i¢in,

n—1
L{DE (1)} = s*F (s) = Y s"[DF ™ £(0)]l=o+
k=0
Bu ifade, baslangic kosullarinin kendilerinin kesirli tiirevleri cinsinden verilmesini ge-

rektirir, bu da fiziksel yorumlamay1 zorlastirir.

* Kesirli tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde, klasik iistel fonksiyonun genellestirilmis hali
olan Mittag-Leffler fonksiyonu E,(z) sik¢a karsimiza ¢ikar. Bu fonksiyon, kesirli
diferansiyel denklemlerin 6zfonksiyonudur ve bir¢ok kesirli denklemin analitik ¢ozii-

miinde 6nemli bir rol oynar.

* Klasik tiirevlerde bir sabitin tiirevi sifirdir. Ancak Riemann-Liouville kesirli tiirevinde
bir sabitin kesirli tiirevi genellikle sifir degildir, bu da klasik tiirevden 6nemli bir farktir.
Caputo kesirli tiirevinde ise bir sabitin kesirli tiirevi sifirdir, bu da onu fiziksel sistemler

icin daha uygun kilar.

2.9. Fiziksel Yorumlar: Hafiza ve Fraktal Davranmislarin Modellenmesi

Kesirli tiirevlerin miihendislik ve fizik alanlarindaki cazibesi, onlarin belirli fiziksel feno-
menleri agiklamadaki dogal yeteneklerinden kaynaklanmaktadir. Bu yetenekler, genellikle

hafiza etkisi ve fraktal davranig kavramlariyla iliskilendirilir.

2.9.1. Hafiza etkisi (non-yerel etki)

Klasik (tam sayili) tiirevler, bir fonksiyonun veya sistemin belirli bir anindaki veya nokta-
sindaki yerel degisimini tanimlar. Yani, bir sistemin gelecekteki davranisi veya bir noktadaki
egimi, sadece o anki durumuna baglidir (Markov 6zelligi). Ancak bir¢ok gercek diinya sis-
temi, gecmis yiiklemelere, uyarilara veya durumlara bagli olarak bir "hafiza" sergiler. Bu, bir
sistemin mevcut durumunun, zaman i¢indeki tiim ge¢mis durumlarinin birikimli etkisiyle

belirlendigi anlamina gelir.

Viskoelastik malzemeler, bu hafiza etkisinin en iyi orneklerindendir. Bir polimerin deformas-
yonu, uygulanan kuvvetin sadece anlik biiyiikliigiine degil, ayn1 zamanda ne kadar siiredir
uygulandigina ve kuvvetin ge¢cmisteki degisim hizina da baglidir. Kesirli tiirevler, integrand-

larinda (¢t — 7)*~! gibi bir agirlik fonksiyonu icerdiginden, T zamanindan ¢ zamanina kadar
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olan tiim ge¢misin belirli bir agirlikla hesaplamaya dahil edilmesini saglar. Bu agirlik fonk-
siyonu, ge¢misteki olaylarin mevcut duruma olan etkisinin zamanla nasil azaldigim (veya
bazen arttifini) dogal bir sekilde modelleyebilir. Dolayisiyla, kesirli tiirevler, klasik model-
lerin genellikle lineer yaylar ve damperler gibi basit elemanlarla modelledigi viskoelastik
malzemelerin karmagik hafiza davranigsin1 daha dogru ve kompakt bir matematiksel formda

ifade etme olanag1 sunar.

2.9.2. Fraktal davranislar ve anormal difiizyon

Kesirli tiirevler, ayn1 zamanda fraktal ve karmagik sistemlerin modellenmesinde de kulla-
nighdir. Fraktallar, kendilerine benzeyen, yani farkli 6lceklerde de ayni paterni tekrarlayan
geometrik yapilardir. Doga, bir¢ok fraktal yapiya ev sahipligi yapar: aga¢ dallarindan, ne-
hir aglarina, akciger yapisindan dag manzaralarina kadar. Malzeme biliminde ise gbzenekli
yapilar, catlak yiizeyleri veya mikro-yapili kompozitler gibi malzemelerin i¢ yapilar fraktal

ozellikler sergileyebilir.

Kesirli tiirevler, bu tiir fraktal ortamlar iizerindeki siiregleri (6rnegin difiizyon) modellemede
etkili olabilir. Klasik difiizyon, parcaciklarin rastgele hareket etmesiyle belirli bir dagilimi
takip eder. Ancak anormal difiizyon olarak bilinen siireclerde, parcaciklar daha hizli (siiper-
difiizyon) veya daha yavas (sub-difiizyon) hareket edebilir. Bu anormallikler genellikle orta-
min fraktal dogasindan veya uzun menzilli etkilesimlerden kaynaklanir. Kesirli tiirevler, bu
tiir sistemlerdeki "sigrama uzunluklarinin" veya "bekleme siirelerinin" dagilimini1 daha ger-
cekci bir sekilde yansitabilir ve boylece anormal difiizyon gibi fenomenleri aciklamak icin
giiclii bir matematiksel cerceve sunar (Tarasov, 2010). Bu sayede, kesirli tiirevli modeller,
fraktal geometrinin veya karmagik mikro yapilarin mekanik davranis tizerindeki etkilerini

dikkate alarak klasik modellere kiyasla daha dogru tahminler yapabilir.

Ozetle, kesirli tiirevler, klasik tiirevlerin yerel etkilesimlere odaklanmasinin tesine gegerek,
bir sistemin ge¢cmise bagimliligini (hafiza) ve karmasik, fraktal yapilarla olan iligkisini mo-
dellemede benzersiz bir esneklik sunar. Bu 6zellikler, bu tezin odaklandig1 elastik egrilerin
daha gercekei ve karmagik ortamlarda modellenmesi icin kesirli tiirevlerin neden dnemli bir

ara¢ oldugunu aciklar.

2.10. Kesirli Tiirevli Egriler ve Frenet Elemanlar:

2.10.1. Diferansiyel geometri ve kesirli egrilerin 6nemi

Diferansiyel geometri, egrilerin, yiizeylerin ve daha genel manifoldlarin geometrik 6zellik-
lerini kalkiiliis araclarin1 kullanarak inceleyen bir matematik dalidir. Egriler, bu alanin temel
yapi taglarindan biridir ve bir uzayda bir noktanin hareketini veya bir nesnenin seklini tanim-

lamak i¢in kullanilir. Bir egrinin konumu, teget, normal ve binormal vektorleri gibi Frenet
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elemanlar1 ve egrilik, burulma gibi skaler invaryantlari ile tam olarak karakterize edilebilir.
Bu klasik ara¢lar, mekanik, robotik, bilgisayar grafikleri ve fizik gibi bircok miihendislik ve
bilim alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir (Do Carmo, 1976; Struik, 1988; Gray, Ab-

bena, ve Salamon, 1998).

Ancak, dogal sistemlerde ve miihendislik problemlerinde karsilagilan bazi karmagik egriler,
klasik (tam sayil) tiirevlere dayali modellerle tam olarak anlagilamayan veya modelleneme-
yen ozellikler sergileyebilir. Ozellikle fraktal egriler, polimer zincirleri, biyolojik filamentler
veya anormal diftizyon yollarini takip eden hareketler gibi yapilar, yerel bir tiirevle tanim-
lanamayan "hafiza" veya "non-yerel" (non-local) 6zellikler sergileyebilir. Bu tiir egrilerin
davranigi, yalnizca anlik de§isim oranina degil, ayn1 zamanda ge¢misteki konfigiirasyonla-

rina veya daha genis bir uzaysal bolgedeki 6zelliklerine de bagh olabilir.

Iste bu noktada kesirli tiirev kavramlar1 devreye girer. Kesirli tiirevler, tiirev operatoriinii tam
say1 olmayan derecelere genisleterek, bu tiir non-yerel ve hafizaya sahip sistemleri modelle-
mede dogal bir ¢erceve sunar (Podlubny, 1999). Bu boliimde, diferansiyel geometriye klasik
bir giris yapacak, Frenet elemanlarin1 ve formiillerini tanitacak ve ardindan bu kavramlari
Caputo kesirli tiirevleri kullanarak genellestirecegiz. Kesirli tiirevli Frenet elemanlari, kar-
magik egrilerin geometrik 6zelliklerini, klasik yaklasimlarin 6tesine gecerek daha derinle-
mesine analiz etme potansiyeli tasimaktadir. Bu, 6zellikle malzeme bilimi, biyomekanik ve

robotik gibi alanlarda yeni modelleme ve analiz firsatlar yaratabilir.

2.10.2. Egri tamim ve yay uzunlugu

Diferansiyel geometriye gore, ii¢c boyutlu Oklid uzay: R3’teki bir egri, genellikle bir paramet-

reye (cogunlukla zaman ¢ veya yay uzunlugu s) bagh bir vektor fonksiyonu olarak tanimlanir.

Oklid uzayinda regiiler bir egri, bir I C R acik araligindan R3’e bir « : I — R3 fonksiyonu-
dur, yani a(t) = (x(¢),y(t),z(¢)) olarak yazilir. Egrinin regiiler olmas1 demek, her ¢ € I i¢in

tiirevinin o' (¢) # 0 olmas1 demektir.

Bir egrinin yay uzunlugu parametresi s, egrinin uzunlugu boyunca bir noktadan baglangi¢
noktasina kadar olan mesafeyi olcer. Bu parametre, egrinin geometrik 6zelliklerini incelemek
i¢in tercih edilen bir parametredir, clinkii parametrizasyondan bagimsizdir. ¢t parametresi ile

verilen bir egri i¢in yay uzunlugu s(z) su sekilde tanimlanir:

0= [ e (7) ld

Burada ||/ (7)|| = /(*(7))2+ (/(7))? + (Z/(7))? hiz vektoriiniin bityiikligiidiir. Eger egri

yay uzunlugu parametresi s ile verilmigse, yani o(s), o zaman hiz vektoriiniin bityiikligi,
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|’ (s)|| = 1. Bu durumda @/ (s) vektorii birim teget vektoriidiir.

2.10.3. Frenet elemanlari: teget, normal, binormal vektorleri

Bir uzay egrisinin her noktasinda tanimlanabilen ve egrinin yerel geometrisini karakterize
eden ii¢ ortogonal (birbirine dik) birim vektor alanindan olusan bir kiime vardir. Bu kiime
Frenet Catis1 (Frenet Frame) olarak bilinir ve vektor alanlar1 ve bunlara baglh egrilik fonksi-
yonlar1 Frenet Elemanlar1 olarak adlandirilir. Bir egri yay uzunlugu parametresi s ile verildi-

ginde, bu elemanlar su sekilde tanimlanir:

1. Birim Teget Vektor (T (s)): Egrinin her noktasindaki anlik yoniinii gosterir ve hiz vek-

toriiniin birim vektoridiir. 4
(04

~ds
1T =1.

T(s) = o(s)

2. Birim Normal Vektér (N(s)): Egrinin o noktadaki egilme yoniinii gosterir. Teget vek-
toriin yay uzunluguna gore tiirevi, egrilik vektoriidiir ve normal vektor bu egrilik vek-

toriiniin birim halidir.
T'(s) = k(s)N(s)

Burada k() egrilik fonksiyonudur ve k(s) = [|T’(s)|| olarak tanimlanir. Eger k(s) # 0
T |IN(s)|| = 1 ve T(s) L N(s).

ise N(s) = st
3. Birim Binormal Vektor (B(s)): Teget ve normal vektorlerine dik olan iiglincii birim

IT7(s)]]

vektordiir.
B(s) =T(s) x N(s)

|B(s)|| =1 ve T(s) L B(s), N(s) L B(s). T,N,B vektorleri sag-el kuralina gére bir

ortonormal sistem olusturur.

2.10.4. Frenet formiilleri

Frenet elemanlar1 arasindaki iligkiler, Frenet Formiilleri olarak bilinen diferansiyel denk-
lemler sistemiyle ifade edilir. Bu formiiller, egrinin yerel geometrisini (egrilik ve burulma)

tanimlayan skaler invaryantlar1 ortaya ¢ikarir.

2. N'(s) = —x(s)T(s)+t(s)B(s)
3. B'(s) = —1(s)N(s)

Burada: k(s) egrilik fonksiyonu olup, egrinin tegetinden ayrilmasinin bir l¢iistinii verir.
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K(s) > 0. 7(s) burulma fonksiyonu olup, egrinin oskiilator diizlemden (teget ve normal vek-

torlerin olusturdugu diizlem) ne kadar saptigini, yani uzayda ne kadar "buruldugunu" olcer.

Bu formiiller, bir baglangic noktas1 ve baslangi¢ Frenet catisi ile birlikte, bir egriyi yay uzun-

lugu parametresiyle tam olarak tanimlamak icin yeterlidir.

2.11. Kesirli Tiirevli Egriler ve Kesirli Frenet Elemanlar:

Klasik Frenet catisi, egrinin anlik degisim oranlarina dayanirken, kesirli tiirevler egrinin "ha-
fizasin1" veya "non-yerel" 6zelliklerini modele dahil etmemize olanak tanir. Burada, Caputo
kesirli tiirevini kullanarak egrinin geometrik 6zelliklerini genellestirecegiz. Caputo tiirevi,
baslangi¢ kosullarinin fiziksel olarak yorumlanabilir olmasi nedeniyle miihendislik uygula-
malarinda daha avantajlidir.

2.11.1. Caputo kesirli tiirevli egri tanimi

Bir ¢ parametresi ile verilen kesirli tiirevli egri o(z) = (x(¢),y(¢),z(t)), bilesen fonksiyon-
lar1 x(¢),y(t),z(¢) nin kesirli tiirevlenebilir oldugu anlamina gelir. Burada « dereceli Caputo

kesirli tiirevi D% (¢) su sekilde tanimlanir:
CD%q(r) = <CD°‘x(t),CD°‘y(t),CD“z(t))
Burada n— 1 < o < n olmak iizere, bir f(¢) fonksiyonunun o dereceli Caputo kesirli tiirevi:

o _ 1 ! n—o— n
D)= g = e

Genellikle, egrilerin diferansiyel geometrisinde birinci ve ikinci tiirevlerin rolii diisiiniildii-

giinde, o icin 0 < ¢ < 1 ve 1 < ¢ < 2 araliklar1 6nem kazanir.

2.11.2. Kesirli yay uzunlugu parametresi

Klasik yay uzunlugu parametresi, hiz vektoriiniin biiyiikliigiiniin integralidir. Kesirli tiirevli
bir egri i¢in, bu kavramin genellestirilmesi gereklidir. Kesirli yay uzunlugu parametresi s,

genellikle asagidaki gibi tammmlanir (Samko, Kilbas, ve Marichev, 1993):

salt) = [ D% a(r))|dx

Ancak, diferansiyel geometride oldugu gibi, a dereceli birim "hiz" ile parametrelenmis eg-
rilerle calismak daha kullamghdir. Yani, ||CD*o(se)|| = 1 varsayimi yapilabilir. Bu, kesirli
tiirevli egrilerin geometrisini, klasik analojiye benzer bir sekilde incelememize olanak tanir.

Bu kisimda, kesirli tiirevli egriler i¢in, yay uzunlugu parametresinin kesirli tiirev operatorii
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ile iligkisini su sekilde diisiinecegiz: Parametremiz s olsun ve a(s) egrisi icin || D%a(s)|| = 1
gibi bir normalizasyon kullanilsin. Bu normalizasyon, egrinin "kesirli hiz1"nin birim oldu-

gunu ifade eder.

2.11.3. Kaesirli frenet elemanlar:

Caputo kesirli tiirevlerini kullanarak, Frenet elemanlarin1 genellestirebiliriz. Buradaki temel

fikir, klasik tiirevlerin yerini kesirli tiirevlerin almasidir.

Kesirli Birim Teget Vektor (Ty(s)): Klasik teget vektoriin genellesimi olarak, o dereceli Ca-
puto tiirevini kullaniriz.
To(s) = D%a(s)

Burada || Ty (s)|| = 1 oldugunu varsayiyoruz (yani egri, bu kesirli tiirev "hiz1" ile birim olarak

parametrelenmistir).

Kesirli Birim Normal Vektor (Ny(s)): Klasik normal vektoriin tanimina benzer sekilde, ke-

sirli teget vektoriin « dereceli tiirevi kullanilir.
CDaTa (S) — Ka (S)Na (S)

Burada K (s) kesirli egrilik olarak adlandirilir ve ko (s) = ||[D*Ty(s)|| olarak tanimlanir.
Eger Ky (s) # 0 ise:
Cnho
DT,
N(X (S) = Cno < (S)
1“D*T o (s)]
Kesirli Birim Binormal Vektor (By(s)): Binormal vektor, yine klasik tanima benzer sekilde

kesirli teget ve normal vektorlerinin vektorel ¢arpimi olarak tanimlanr.

By (s) = Ty (s) X Ny (s)

2.11.4. Kaesirli frenet formiilleri

Kesirli Frenet elemanlar1 arasindaki iligkiler, klasik Frenet formiillerinin kesirli tiirevli ge-
nellemeleriyle ifade edilir. Bu formiiller, egrinin kesirli egrilik ve kesirli burulma gibi kesirli

skaler invaryantlarini ortaya cikarir.

Farkli caligmalar kesirli Frenet formiillerini farkli sekillerde tiiretmistir. Burada, o dereceli
Caputo tiirevlerini kullanarak elde edilen genel bir formu sunacagiz (Atanackovic, Pilipovic,
Stankovic, ve Zorica, 2014).

DTy (s) = Ko (5)Ng(s)
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Bu denklem, kesirli teget vektoriin kesirli tiirevinin, kesirli normal vektor ve kesirli egrilik

ile iligkisini tanimlar. ky(s) kesirli egriliktir.
CDaNa (S) — _Ka (S)Ta (s) + Ta (S)Ba (S)

Bu denklem, kesirli normal vektoriin kesirli tiirevinin, kesirli teget, kesirli binormal ve kesirli

burulma ile iligkisini tanimlar. 74 (s) Kesirli burulma olarak adlandirilir.
CDaBa(S) = —Tg (S)Na(S)

Bu denklem, kesirli binormal vektoriin kesirli tiirevinin, kesirli normal vektor ve kesirli bu-

rulma ile iligkisini tanimlar.
Kesirli Egrilik ve Burulma icin Ifadeler:

Bu formiillerden, kesirli egrilik &y (s) ve kesirli burulma 74 (s) i¢in ifadeler tiiretilebilir. Ke-
sirli Egrilik (ky(s)):

Ka(s) = |[“D*Ta(s)|| = [|°D*(CD*a(s))|| = [|“D**(s)|

Bu ifade, egrinin "kesirli ivmesinin" biiyiikliigii olarak yorumlanabilir. @ = 1 durumunda,

klasik egrilige doniigiir: k1 (s) = || (s)|| = ||T"(s)]].

Kesirli Burulma (7y(s)):
Ta(s) = —Na(s) - (“D“By(s))

seklindedir.
Kesirli Tiirev Parametresinin Geometrik Anlama Etkisi:

o — 1 Durumu: o degeri 1’e yaklastikca, kesirli Frenet elemanlar1 ve formiilleri, klasik
Frenet elemanlarina ve formiillerine yaklasir. Bu, kesirli modellerin klasik geometrinin bir
genellemesi oldugunu dogrular. Non-Yerel Etki: Kesirli tiirevlerin kullanilmasi, egrinin her
noktasindaki teget, normal ve binormalin, sadece o noktadaki anlik degisimlere degil, ayn
zamanda egrinin gecmisindeki (veya daha genis bir uzaysal bolgedeki) 6zelliklerine de bagh
olmasini saglar. Bu, ozellikle hafizaya sahip malzemelerden olusan veya fraktal benzeri
ozellikler sergileyen egrilerin geometrisini modellemek icin énemlidir. Kesirli egrilik, eg-
rinin non-yerel bir "egilme" veya "donme" oranini, kesirli burulma ise egrinin non-yerel bir
"uzayda biikiilme" oraninmi temsil edebilir. Bu kavramlar, polimerlerin ve biyolojik filament-
lerin karmasik konfigiirasyonlarin1 veya parcaciklarin anormal hareket yoriingelerini analiz

etmede yeni bakis agilar1 sunmaktadir.
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Sonug olarak, kesirli tiirevli Frenet formiilasyonu, diferansiyel geometrinin uygulama alan-
larini, hafizaya sahip ve non-yerel davranislar sergileyen sistemleri icerecek sekilde genis-

letmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde Elastik egriler ve varyasyonel prensiplerle ilgili bazi temel tanim ve teoremleri

verecegiz.

3.1. Klasik Elastik Egriler ve Varyasyonel Prensip

Varyasyonel kalkiiliis, bir fonksiyonel olarak ifade edilen fiziksel veya matematiksel bir
miktarin ekstremumunu (minimum, maksimum veya eyer noktasi) bulmay1 amaclayan bir
matematik dalidir. Ornegin, bir parcacigin hareketini tanimlayan en kisa yol veya en az
enerji prensibi, varyasyonel yontemlerle ¢oziiliir. Bu baglamda, Euler-Lagrange denklemi,
bir fonksiyonelin ekstremumunu saglayan fonksiyonlar: bulmak icin temel bir aractir (Gel-
fand ve Fomin, 2000; Weinstock, 1974).

Asagida, klasik Euler-Lagrange denkleminin tiiretimini ayrintili bir sekilde sunacagiz. Bo-
liim 3.2, temel tanimlar ve teoremleri icermektedir. Boliim 3.3, Euler-Lagrange denkleminin

tiiretimini ara igslemlerle birlikte aciklayacagiz.

3.2. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu boliimde, Euler-Lagrange denkleminin tiiretimi i¢in gerekli olan temel tanimlar ve te-

oremler sunulmaktadir.

3.1 Tanim (Fonksiyonel) Bir fonksiyonel, bir fonksiyonlar uzayindan reel sayilara bir egle-

medir. Tipik olarak, bir fonksiyonel J[y], bir integral formunda ifade edilir:

b1 = [ Lert0)./ )

Burada L(¢,y,y"), Lagrangian olarak adlandirilir, y(¢), [a,b] aralifinda siirekli tiirevlenebilir

bir fonksiyondur ve y'(¢) = %.

3.2 Tanim (Varyasyon) Bir fonksiyon y(¢) nin varyasyonu, kiiciik bir perturbasyonla tanim-

lanir:
y(t) =y(t) +en(r)

Burada ¢, kiiciik bir reel say1, 11(¢), (a) = n(b) = 0 kosulunu saglayan keyfi bir siirekli

tiirevlenebilir fonksiyondur. Fonksiyonelin varyasyonu:

d
6 = —
J=gg/brenl)
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seklindedir.

3.1 Yardimci Teorem (Varyasyonel Kalkiiliisiin Temel Lemmasi) Eger bir fonksiyon f(z),

[a,b] araliginda siirekliyse ve
b
JGLIGL
a

esitligi her n(t) € C'[a,b] ve n(a) = n(b) = 0 icin gecerliyse, o zaman:

f(t)=0 Vr € [a,b]

Kanit Varsayalim ki bir 79 € (a,b) noktasinda f(7) # 0 ornegin, f(z) > 0 olsun. f(¢)’nin
stirekliligi nedeniyle, bir 6 > 0 ve bir € > 0 vardir ki, |t — 7| < 6 i¢in f(r) > €. Bir n(¢)

fonksiyonu tanimlayalim:

n() = (t—to+08)(to+0—1), t€lto— 0,10+ 9],
0, diger durumlarda.

Bu 1(¢), n(a) = n(b) = 0 kosullarin1 saglar ve [tg — 8,% + 6] i¢in de pozitiftir. O zaman:

[ rom@a= [ ron@ase [ nwar >0

elde edilir ki, bu durum varsayimla ¢elisir. Dolayisiyla, f(¢) = 0 her ¢ € [a, b] i¢in. O

3.3. [Euler-Lagrange Denkleminin Tiiretimi

Bu boliimde, Euler-Lagrange denklemini tiiretmek i¢in varyasyonel yontemleri kullanacagiz.

Fonksiyonel:
b
I = [ L0,y 0)a
a
J[y]’nin ekstremumunu bulmak i¢in, y(7)’yi perturbe ederek varyasyonu hesaplariz:

y(@) =y(t)+en(r), ¥()=y)+en'(0).

Yeni fonksiyonel: ,
I3 = [ Lty +en(0).y' () +en'(0)

seklinde olup varyasyon, € = 0 icin:

d
oJ = %J[y—%en] .



olarak bulunur. €’ya gore tiirev alinirsa:

/—Lty+eny+£n) t

elde edilir. Zincir kurali uygulanirsa,

bulunur. Dolayisiyla,

8J = /<8L a—L,n’(t)>dt:O

bulunur. ikinci terimi sadelestirmek icin Kismi integrasyon uygulanr.

boL
r a—y,n (t)dt

integrali i¢in u = 3—yL,, dv = n'(t)dt denilirse,

d (dL
duza(a—)/)dl‘, V:n(t)

elde edilir. Sonug olarak,

v [Sono] - [0t ()

bulunur. Sinir kosullar1 17(a) = n(b) = 0 oldugundan:

e

v ()
e [0 (42

bulunur. Temel Lemma’ya gore:

Boylece:

olup varyasyon ifadesi:

o d oy _
dy dt\ady )

elde edilir.

27
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3.2 Teorem (Euler-Lagrange Denklemi) Bir fonksiyonel J[y] = f: L(t,y(t),y'(¢))dt’nin

ekstremumunu saglayan y(¢), su denklemi saglar:

o a (o,
dy dt\ady )
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde kesirli tiirevli elastik egrilerle ilgili baz1 tanim ve sonuglar verecegiz.

4.1. En Basit Kesirli Varyasyonel Problem

Kesirli tiirev icin cesitli tanimlar Onerilmistir. Bu tanimlar arasinda Riemann-Liouville,
Griinwald—Letnikov, Weyl, Caputo, Marchaud ve Riesz kesirli tiirevleri yer alir (Miller ve
Ross, 1993; Samko, Kilbas, ve Marichev, 1993; Podlubny, 1999; Butzer ve Westphal, 2000).
Burada, problemi sol ve sag Riemann—Liouville kesirli tiirevleri cinsinden formiile ediyoruz.

Bunlar su sekilde tanimlanir (Podlubny, 1999):

Sol Riemann—Liouville kesirli tiirevi

(07 _ 1 i " _ \n—a—1
D) = s (52) [0 @, )
ve Sag Riemann-Liouville kesirli tiirevi
o — ! d\" b n—o—1
Dy f(x) = o) (_E) /x (T—x) f(7)dr, (40)

burada «, tiirevin mertebesidir ve n — 1 < o < n. Eger o bir tam say1 ise, bu tiirevler olagan

anlamda tanimlanir, yani

aD)(fo(X):(%> , ng‘f(x):(—%> ,oa=1.2,.... (41)

Bu tiirevler sirasiyla Sol RLT (LRLFD) ve Sag RLT (RRLFD) olarak adlandirilir. Literatiirde
Riemann-Liouville kesirli tiirevi genellikle Sol RLT yi ifade eder. Fiziksel acidan, eger x bir
zaman Olcegi olarak kabul edilirse, Sag RLT, siire¢ f(x)’in gelecekteki durumuna yonelik bir
islemi temsil eder. Bu tiirev, mevcut durumun gelecekteki gelisim sonuglarina bagl olmadigi
varsayimiyla genellikle ihmal edilmistir. Ancak, asagidaki tiiretmeler, kesirli varyasyonel

kalkiiliis problemlerinde her iki tiirevin de dogal olarak ortaya ¢iktigini gosterecektir.

Yukaridaki tanimlar kullanilarak, ilk en basit kesirli varyasyonel kalkiiliis problemi:
F(x,y,u,v), tim argiimanlarina gore siirekli birinci ve ikinci (kismi) tiirevlere sahip bir fonk-
siyon olsun. O halde, [a,b] araliginda o mertebesinde siirekli Sol RLT ve 8 mertebesinde

Sag RLT ye sahip olan ve su sinir kogullarini saglayan tiim y(x) fonksiyonlar: arasinda

y(a)=ya, y(b)=yp (42)
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asagidaki fonksiyonelin
b
I0 = [ F (xo3.aDEwaDfy) dx @3)
a

ekstremum oldugu fonksiyonu bulma problemi olarak tanimlanabilir. Burada 0 < o, 8 < 1.
F iizerindeki siireklilik gereksinimi daha kesin bir sekilde belirtilebilir. Ancak, basitlik adina
bu varsayimlar yapilmistir. Genellik acisindan hem Sol RLT hem de Sag RLT dahil edilmistir.
[k olarak 0 < o, B < 1 durumu ele almmustir. @ = § = 1 oldugunda, yukaridaki problem en

basit varyasyonel probleme indirgenir.

Ekstremum i¢in gerekli kosullar1 geligtirmek amaciyla, y*(x)’in istenen fonksiyon oldugunu

varsayalim. € € R olsun ve bir egri ailesi tanimlayalim:

y(x) =y (x) +en(x) (44)

bu egriler sinir kosullarini saglar; yani

n(a)=n(b) =0 (45)

aDYy(x) = oD2y* (x) + €,D7 M (x), (46)
DPy(x) = DPy* (x) +&.DP 0 (x). (47)

elde edilir. Bu denklemler (43). denklem de kullanilirsa;
b B B
J= J[g] = / F <x7y* + SU,ancxy* + Sanfn,xDby* + ngb n) dx (48)
a

denklemi elde edilir. J[€] nin € = 0’da ekstremum oldugu gozoniinde bulundurulursa, Denk-

lem (48) in €’na gore tiirevini alarak:

dJ_/b
de  Ja

esitligini elde ederiz. Denklem (48), J[y]’nin y(x) boyunca 1 (x) yoniindeki varyasyonu ola-

rak da adlandirilir. J[€]’nin ekstremum olmas igin gerekli kosul, %’nin sifir olmasidir ve

bu, tiim kabul edilebilir 1(x) i¢in gegerli olmalidir. Bu, J[y]’nin y = y*(x) i¢in ekstremum

r

kosuluna yol acar, bu tiim kabul edilebilir 17(x) i¢in gegerlidir. Kismi integrasyon metodu

OF OF
DO +

o "t a(0%y) . @9

JF DBTI
_9F_ pf
d(:DPy)

olmas1 i¢in

OF OF
SN+ 5 amdDin+

B
—xD
oy 1 30.D%) a0l "

dx=0 (50)
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kullanilarak, denklem (50)’deki ikinci integral (Riewe, 1996), (Samko, Kilbas, ve Maricheyv,
1993)

bOAF . b OF
|, aepayerinds= [t (awzy)) ndx GD

seklinde yazilabilir, ancak % veya ’nin x = a ve x = b’de sifir olmasi gerekir. Denk-

lem (45) kullanilarak bu kosul saglanir ve denklem (50) nin gegerli oldugu sonucuna varilir.

Benzer sekilde, denklem (49)’deki iiciincii integral

b b
/ a—I;fon dx = / DP (a—Fﬁ> ndx (52)
“ a(xDb)’) “ a(xDb)’)
seklinde yazilir. Denklemler (51) ve (52)’ii denklem (49)’da yerine yazilirsa,
bloF oF oF
S 4D ( ) +aDF | ——5— | | ndx=0. (53)
/a dy 7" \9(Dy) 208y )|

elde edilir. n(x) keyfi oldugundan, varyasyonel kalkiiliisiin iyi bilinen bir sonucuna gore
(Gelfand ve Fomin, 1963)

oF oF oF
o D (—) Tyt L ) (54)
dy "\ 9(DYy) (:DPy)

denklemi bulunur. Denklem (54), kesirli varyasyonel kalkiiliis problemi icin Euler-Lagrange

denklemidir. Boylece, su teorem elde edilir:

4.1 Teorem J[y] fonksiyonelinin

b
/F(xuyuaD)(cxyangy> dx
a

formunda oldugu ve [a,b] aralifinda o mertebesinde siirekli Sol RLT ve 8 mertebesinde
Sag RLTye sahip olan ve y(a) = y,, y(b) = yp, sinir kogullarini saglayan y(x) fonksiyonlar
tizerinde tanimli oldugu varsayilsin. J]y] nin bir y(x) fonksiyonu i¢in ekstremum olmast igin

gerekli kosul, y(x)’in asagidaki Euler—Lagrange denklemine uymasidir:
JdF oF JdF
dy d(aDy) (D)

Kesirli varyasyonel kalkiiliis problemleri i¢in ortaya ¢ikan Euler—Lagrange denklemi, hem
Sol RLT hem de Sag RLT yi icerir. Bu beklenen bir durumdur, ¢iinkii optimal fonksiyon her
iki u¢ kosulunu da saglamahdir. Ayrica, oo = 8 = 1 i¢in, ,D¥ = d/dx ve xDﬁ = —d/dx olur
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ve denklem (54), standart Euler-Lagrange denklemine indirgenir:

OF d OF
Sy dray® = (55)

burada y\!) = dy/dx.

4.1.1. Euler-Bernoulli denkleminin tiiretilmesi

Yukaridaki varsayimlar altinda, bir kirisin diferansiyel denklemi, egilme momenti (M) ile
kirigin egriligi (1/R) arasindaki iliski kullanilarak tiiretilebilir. Klasik olarak, bir kiristeki
egilme momenti (M), malzemenin Young modiilii (£), kesitin atalet momenti (/) ve kiris
ekseninin (x ekseni boyunca) sehiminin (w) ikinci tiirevi olan egrilik ile iligkilidir:

d*w
Burada ET kirisin egilme rijitligidir. Kirisin {izerine etki eden yiik (¢(x)) ile egilme momenti
arasindaki iligski, denge denklemlerinden elde edilir:

d*M
a2 = q(x).

Yukaridaki iki denklemin birlestirilmesiyle, Euler-Bernoulli kirig denklemi elde edilir:

& (515) =atw.

dx?
Eger EI sabitse (homojen bir kiris icin), denklem basitlesir:

e (x)

— =q(x).

a1

Bu dordiincii dereceden diferansiyel denklem, belirli sinir kosullar: altinda kirisin sehim pro-
filini (w(x)) belirlemek i¢in kullanilir. Bu denklemin ¢6ziimii, kirigin u¢ kosullarina bagl ola-

rak degisir ve miithendislik tasariminda kritik bilgiler saglar ((Timoshenko ve Young, 1957)).

4.2. Varyasyonel Prensip

Varyasyonel prensipler, fiziksel sistemlerin denge veya hareket denklemlerini, belirli bir
fonksiyonelin (sistem enerjisi gibi) minimize edilmesi veya ekstremize edilmesi ilkesine da-
yanarak tiiretmeyi saglayan giiclii matematiksel araclardir. Bu yaklasim, sadece mekanikte
degil, optik, kuantum mekanigi, alan teorisi ve kontrol teorisi gibi bircok farkli disiplinde

yaygin olarak kullanilir.
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4.2.1. Fonksiyoneller ve varyasyonel hesaplamanin temelleri

Klasik matematikte bir fonksiyon, bir sayiya bir bagka say1 atar. Fonksiyonel ise, bir fonksi-
yona bir say1 atayan bir kavramdir. Mekanikteki potansiyel enerji bir fonksiyonel ornegidir,
zira sistemin konfigiirasyonunu tanimlayan bir fonksiyon 6rnegin, sehim fonksiyonunu alir

ve skaler bir enerji degerine doniistiiriir.

Varyasyonel hesaplama, fonksiyonellerin ekstremum (minimum veya maksimum) degerle-
rini bulmak i¢in kullanilan bir matematik dalidir. Bir fonksiyonelin varyasyonu, fonksiyonun
kiiciik bir degisimine karsilik gelen fonksiyoneldeki degisimi ifade eder. Bir fonksiyonelin

ekstremumda olmasi i¢in, onun varyasyonunun sifir olmasi gerekir.

Diyelim ki bir J[y] fonksiyonelimiz var ve y(x) gibi bir fonksiyona bagli. y(x)’te kiigiik
bir dy(x) degisimi oldugunda, fonksiyoneldeki degisim d8J ile gosterilir. Ekstremum kogulu
0J = 0 olarak ifade edilir.

4.2.2. Euler-Lagrange denklemleri

Varyasyonel prensiplerin en 6nemli sonuglarindan biri Euler-Lagrange denklemleridir. Bu
denklemler, bir fonksiyoneli ekstremize eden fonksiyonu bulmak icin kullanilir. Bir fonksi-

yonel J]y| genellikle agagidaki genel formda verilir:

1= [ Ly ()

Burada L (Lagrangian), x, y(x) ve y'(x) = dy/dx ’in bir fonksiyonudur. J[y]’yi ekstremize

eden y(x) fonksiyonu, asagidaki Euler-Lagrange denklemini saglamalidir:

dL d JL\ 0

dy dx\ady )
Bu denklem, klasik mekanikte hareket denklemlerini (6rnegin, Newton’un ikinci yasasini)
veya statik sistemlerde denge denklemlerini (6rnegin, bir kirisin sehim denklemini) tiiretmek

icin siklikla kullanilir (Goldstein ve Safko, 2002). Fiziksel sistemlerde bu prensip genellikle

"en az eylem prensibi" veya "en az potansiyel enerji prensibi” olarak karsimiza ¢ikar.

4.2.3. Elastik egriler Icin potansiyel enerji fonksiyoneli ve Euler-Bernoulli denklemi-
nin tiiretilmesi

Bir elastik kirisin denge konfigiirasyonunu belirlemek icin en az potansiyel enerji prensibi
kullanilabilir. Bu prensibe gore, bir elastik sistem, uygulanan yiikler ve sinir kosullari altinda,
toplam potansiyel enerjisini minimize eden bir konfigiirasyonda dengeye ulasir. Bir kiris icin

toplam potansiyel enerji (IT) iki ana bilesenden olusur:
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1. Gerinim Enerjisi (U): Kiristeki deformasyon nedeniyle depolanan enerji. Euler-

Bernoulli kiris teorisi i¢in gerinim enerjisi, egilme deformasyonundan kaynaklanir ve

L1 d*w
U= / EI(dx2> dx

Burada L kirigin uzunlugu, £ Young modiilii, / atalet momenti ve w(x) sehim fonksi-

asagidaki gibi ifade edilir:

yonudur.

2. Yiiklerin Yaptig Isin Potansiyeli (V): Dis yiiklerin sistem iizerinde yaptig1 isten kay-
naklanan potansiyel enerji. Bir yayilyiik (¢(x)) altinda bu, negatif olarak ifade edilir:

V=-— /()Lq(x)w(x)dx

Toplam potansiyel enerji fonksiyoneli IT[w] bu iki terimin toplamidir:

Ez(‘jz) —q(x)w(x)] i

Simdi, bu IT[w] fonksiyonelini minimize eden sehim fonksiyonu w(x)’i bulmak i¢in Euler-

W] =U+V = /

Lagrange denklemlerini uygulayacagiz. Bu durumda, L(x,w,w’,w") fonksiyonelimiz su se-
kildedir:

1
L= EEI(W”)2 —q(x)w
Euler-Lagrange denklemi genel olarak < —W — % ( g L ) + j—; < aavf ) 0 formundadir. Terim-

leri hesaplayalim:

* 5 =—qx)
o« 9L _

aw' 0

L — EIw"

Bu terimleri Euler-Lagrange denklemine yerine koydugumuzda:

e L)+ L Ew —o
a\x dx dx2
d2 /!
—q(x)+ 2 (EIw") =0
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42

2 (ED") =4q(x)
Bu denklem, Euler-Bernoulli kiris denklemiyle aynidir. Bu tiiretme, varyasyonel prensibin,
elastik sistemlerin denge denklemlerini, enerji minimizasyonu ilkesine dayanarak zarif bir
sekilde elde etmemizi sagladigim1 gostermektedir. Bu yontem, ozellikle karmagik sistemler
veya yeni malzeme modelleri (kesirli tiirevli modeller gibi) i¢in denklemleri tiiretmede giiclii

ve sistematik bir yaklasim sunar (Meirovitch, 2001).

4.3. Kaesirli Tiirevli Elastik Egri Modelleri

Klasik elastik egri teorileri, miithendislik uygulamalarinda biiyiik bagarilar elde etmis olma-
sina ragmen, her zaman gercek diinya malzemelerinin ve yapilarin karmasik davraniglarini
tam olarak modelleyememektedir. Ozellikle viskoelastik malzemeler (polimerler, biyolojik
dokular gibi) veya mikro-yapili malzemeler gibi materyallerin, dig ytiklere kars1 gosterdik-
leri "hafiza" etkileri veya zamana bagli deformasyonlari, geleneksel tam sayili tiirevlere da-
yali modellerle yeterince aciklanamaz (Bagley ve Torvik, 1983). Bu tiir malzemeler, anlik
gerilme-gerinim iligkisinin otesinde, ge¢cmisteki gerilme ve gerinim durumlarina bagl ola-
rak bir tepki sergilerler. Klasik modeller, Hooke yasas1 gibi dogrusal ve anlik iligkiler iizerine
kuruldugundan, bu zaman bagimliliklarini ve tarihsel etkileri dogrudan hesaba katamazlar.

Bu durum, klasik modellerin sinirliliklarin1 ortaya koymaktadir.

Kesirli tiirev kavramlari, bu tiir karmagsik ve hafizaya sahip sistemleri modellemede gii¢lii
bir alternatif sunar. Klasik tiirevler yerel bir noktadaki degisimi tanimlarken, kesirli tiirev-
ler sistemin tiim ge¢misini veya uzaysal dagilimini hesaba katan non-lokal (yerel olmayan)
bir etkiyi yansitabilirler. Bu non-yerel 6zellik, malzemenin i¢ yapisindaki karmagikliklarin
(6rnegin, gozeneklilik, fraktal aglar) veya makroskopik viskoelastik 6zelliklerin matematik-
sel olarak ifade edilmesine olanak tanir. Kesirli tiirevler, malzemenin "hafiza" ve "herediter"
(kalitsal) 6zelliklerini dogal bir sekilde modele dahil edebilir. Ornegin, bir malzemenin geri-
limi sadece o anki gerinim oranina degil, ayn1 zamanda ge¢misteki tiim gerinim oranlarinin

agirlikli bir toplamina bagli olabilir.

Bu boliim, klasik elastik egri teorilerinin bu sinirhiliklarini ele alarak, potansiyel enerji fonk-
siyonelindeki tam sayili tiirevleri kesirli tiirevlerle degistirerek yeni kesirli tiirevli elastik egri
modelleri gelistirmeyi amag¢lamaktadir. Bu modeller, malzemenin viskoelastik davranislarini
veya mikro-yapisal karmasikliklarini daha dogru bir sekilde yansitarak, miihendislik analiz-
lerine daha gerceki bir yaklasim sunmay1 hedeflemektedir. Ozellikle, bu modellerin tiiretil-
mesi, denge denklemlerinin formiilasyonu ve ilgili sinir kosullarinin belirlenmesi tizerinde

durulacaktir.



36

4.4. Kaesirli Tiirevli Potansiyel Enerji Fonksiyonelleri

Bir elastik sistemin denge konfigiirasyonu, toplam potansiyel enerjisinin minimizasyonu ile
belirlenir. Klasik Euler-Bernoulli kiris teorisinde, bu potansiyel enerji fonksiyoneli, kirigin
sehiminin ikinci tiirevini iceren bir terim barindirir. Kesirli tiirevli elastik egri modelleri ge-
listirmek i¢in, bu klasik tiirev terimlerini kesirli tiirevlerle degistirmemiz gerekmektedir. Bu
genellestirme, malzemenin hafiza 6zelliklerini veya i¢yapisal karmasikligin1 modele dahil

etmenin bir yoludur.

Klasik bir kirisin potansiyel enerji fonksiyoneli IT[w] genellikle gerinim enerjisi (U) ve dis

yiiklerin yapti81 isin potansiyeli (V') olmak iizere iki ana bilesenden olusur:

d*w

%El (WY —q(x)w(x)] dx

Burada w(x) sehim fonksiyonu, E Young modiilii, / kesitin atalet momenti, g(x) yayilyiik ve

H[w]:U+V:/OL

L kirigin uzunlugudur.

Kesirli tiirevli bir model olusturmak icin, kirigin egilme davranisini karakterize eden ikinci

tiirev terimini genellestirmeliyiz. Burada farkli yaklasimlar benimsenebilir:

4.4.1. Klasik tiirevlerin kesirli tiirevlerle degistirilmesinin farklh yollar:

2
En dogrudan yaklasim, klasik potansiyel enerji fonksiyonelindeki (%) terimini,
(CDO‘w(x))2 gibi bir kesirli tiirev terimiyle degistirmektir. Burada *D%w(x), w(x) fonksi-
yonunun ¢ dereceli Caputo kesirli tiirevidir. Bu durumda, potansiyel enerji fonksiyoneli

asagidaki gibi genellestirilir:

[w] = /O ’ BE} (cDaw(x))z —q(x)w(x)} dx

Bu modelde, a genellikle 1 < a < 2 araliginda secilir. @ = 2 oldugunda, model klasik Euler-
Bernoulli kiris teorisine geri doner. Bu yaklagim, malzemenin egilme rijitliginin (ve dolayi-
styla i¢ enerjisinin), sadece anlik egrilige degil, ayn1 zamanda Kkirisin tiim gecmis e8ilme
deformasyonlarina da bagli oldugunu varsayar. Bu tiir bir model, viskoelastik kiriglerin dav-

ranigini yansitmak i¢in kullanilabilir.

Kesirli tiirev tanimlar1 arasinda yapilan se¢im (Caputo veya Riemann-Liouville), modelin

matematiksel formiilasyonunu ve fiziksel yorumunu 6nemli 6l¢iide etkiler.

Caputo Kesirli Tiirevi (‘D% f(t)): Caputo tanimu, baslangi¢ kosullarmin fiziksel olarak an-

lagilir (klasik tiirevler cinsinden) olmasi nedeniyle miihendislik uygulamalarinda daha ¢ok
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tercih edilir. Ornegin, bir kirisin baslangigtaki konumu ve egimi gibi bilgiler dogrudan kul-
lanilabilir. Bu, deneysel verilerle karsilastirma ve modelin fiziksel davranigin1 yorumlama
acisindan biiylik avantaj saglar. Enerji fonksiyonelinde Caputo tiirevi kullanildiginda, tiireti-

len denklemlerin baglangi¢ kosullarinin uygulanmasi daha kolaydir.
LT c 2
II[w] :/ [5E1< D“w(x)) —q(x)w(x)} dx
0

Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi (DY f(¢)): Riemann-Liouville tanimi1 matematiksel olarak
koklii olsa da, baslangi¢ kosullarinin kendilerinin kesirli tiirevler cinsinden ifade edilmesini
gerektirmesi, fiziksel uygulamalarda zorluk yaratabilir. Bircok miihendis, bir kirisin "kesirli
egimi" veya "kesirli ivmesi" gibi baslangi¢c kosullarini sezgisel olarak anlamakta zorlanir.
Ancak bazi teorik calismalarda ve belirli matematiksel analizlerde tercih edilebilir. Eger
Riemann-Liouville tiirevi kullanilsaydi, potansiyel enerji fonksiyoneli benzer bir bicimde

yazilirdi: 4
II[w] :/0 BEI (D%w(x))* — g(x)w(x) | dx

Ancak bu durumda, tiiretilen denklemlerin ¢oziimiinde ve sinir kosullarinin uygulanmasinda
farkli matematiksel yaklagimlar benimsenmesi gerekirdi. Bu tezde, fiziksel yorum kolaylig1

nedeniyle Caputo tanimina odaklanilacaktir.

4.5. Kaesirli Euler-Lagrange Denklemleri

Klasik Euler-Lagrange denklemleri, tam sayili tiirevleri iceren fonksiyonellerin ekstremize
edilmesi icin kullanilirken, kesirli tiirevli fonksiyoneller i¢in bu denklemlerin genellestiril-
mesi gerekmektedir. Kesirli varyasyonel hesaplama alani, bu genellestirmeyi saglayan mate-

matiksel araclar1 sunar (Agrawal, 2002).

Kesirli tiirevli potansiyel enerji fonksiyonelimiz I1[w]| asagidaki gibi tanimlanmugti:
L
IIw| = / L(x,w(x),“D%w(x))dx
0

Burada Lagrangian L(x,w,“D%w) = JEI (CDO‘w(x))2 —g(x)w(x)’tir.

Kesirli varyasyonel prensipte, bir fonksiyoneli ekstremize eden w(x) fonksiyonu i¢in ge-
nellestirilmis Euler-Lagrange denklemi (Caputo tiirevi i¢in) asagidaki gibi verilir (Agrawal,
2002):

dL JdL
—+ DY =——— =0
Jw L (8(CDO‘W)>
Burada DY operatérii, sagdan Riemann-Liouville kesirli tiirev operatoriidiir ve genellikle

DY f(x) = 1“((;—2;)% Lt —x)"~%1 £(1)dt seklinde tammlanir, n— 1 < o < n olmak iizere.
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Kirigin egilme davranisini modelledigimizden, o genellikle 1 < or < 2 araliginda segilir, bu

durumda n = 2 alinacaktr.
Simdi bu denklemi adim adim tiiretelim:

Adim 1: Lagrangian’in w ’ye gore kismi tiirevi ( 8L) Lagrangian fonksiyonumuz:

L= %El (CDO‘W()C))2 —q(x)w(x)

L’nin w(x)’e gore kismi tiirevini alalim. Ilk terim w(x)’i agik¢a icermediginden, tiirevi sifir
olacaktir (Caputo tiirevinde w(x)’e gore tiirev alirken kesirli tiirev terimi bir degisken gibi

davranir). Ikinci terimin tiirevi ise w(x)’in katsayisidir.

- aawllE’(CD“ <>>2]—%[q<x>w<x>1

Adim 2: Lagrangian’mn D%y ’ye gore kismi tiirevi (W) Simdi Lagrangian’in

CD%w(x) terimine gore kismi tiirevini alalim. Bu terimi gecici olarak ¥ = *D%w(x) olarak

diisiinebiliriz.
oL 3 1 ,
1
= SEI-(2Y) =0

=EIl'Y
Y yerine tekrar D%w(x) koyarsak:

% = E1(Dw(x))

JdL
2(€D%w)
revi, sagdan Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii Dy’ ile tiiretecegiz. E1 bir sabit oldu-

Adim 3: Ikinci terimin uygulanmasi DY < )) Simdi buldugumuz ikinci kismi tii-

gundan, tiirev operatoriiniin disina alinabilir.

DY (%) — DY (EI (CD“w(x))>

— El-.DY (CD“w(x)>
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Adim 4: Euler-Lagrange denklemini olusturma: Simdi Adim 1 ve Adim 3’teki sonuclari

genellestirilmis Euler-Lagrange denkleminde yerine koyalim:

JdL o oL B
aw TP <a<cmw>> B
—q(x)+EI-Dff (CDaw(x)> =0

Bu denklemi yeniden diizenledigimizde, kesirli tiirevli elastik egri icin denge denklemini
elde ederiz:
EI- D} (CDaw(x)) =q(x)

Elde ettigimiz kesirli tiirevli denge denklemi:
EI-,Df (CDaw(x)> =q(x)

Bu denklem, o parametresine bagl olarak kirigin davranigini tanimlar. Klasik Durum
(a =2): Eger o = 2 alirsak, Caputo kesirli tiirevi klasik ikinci tiireve, yani CDzw(x) — dw

T A2
2
doniisiir. Benzer sekilde, sagdan Riemann-Liouville ikinci tiirevi de XD% flx)= ZTJ; olur. Bu

d> [(d*w
Bl (ﬁ) = alx)

d4
EI= 5 = q(x)

durumda denklemimiz:

Bu, tam olarak klasik Euler-Bernoulli kiris denkleminin aynisidir. Bu durum, kesirli tiirevli
modelimizin klasik modelin dogru bir genellemesi oldugunu ve o = 2 i¢in bilindik sonuglari

verdigini dogrular.

4.6. Coziim Yontemleri ve Uygulamalar

Onceki boliimlerde, klasik elastik egri teorilerinin sinirliliklarim1 asmak ve daha gercekci
modeller elde etmek amaciyla kesirli tiirevli potansiyel enerji fonksiyonellerini ve bunlardan
tiiretilen genellestirilmis Euler-Lagrange denklemlerini sunduk. Elde edilen temel denklem
EI- D¢ (“D*w(x)) = g(x) seklindeydi. Bu denklemler, tam say1li diferansiyel denklemlere
kiyasla daha karmasik bir yapiya sahiptir ve genellikle analitik ¢6ziimleri zor veya imkan-
sizdir. Bu nedenle, kesirli tiirevli elastik egri modellerinin davranigini incelemek ve pratik
uygulamalar icin kullanmak amaciyla hem analitik hem de niimerik ¢oziim yontemlerine

ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu boliimde, oncelikle basit kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziim yontem-

lerine kisaca de8inecegiz ve elde ettigimiz denklemin analitik ¢oziilebilirligi lizerine tartisa-
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cagiz.

4.7. Analitik Coziim Yontemleri

Kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimii, tam sayili denklemlere gore cok
daha sinirhidir ve genellikle 6zel fonksiyonlar (6rnegin, Mittag-Leffler fonksiyonu) cinsinden
ifade edilir. Ancak, belirli basit durumlar ve 6zel baslangic/sinir kosullar: altinda analitik

coziimler elde etmek miimkiindiir.

4.7.1. Basit kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri

Laplace doniisiimii, kesirli diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere doniistiirerek ¢o-
ziim siirecini basitlestiren giilii bir aractir. Ozellikle Caputo kesirli tiirevinin Laplace donii-
siimii, baslangi¢ kosullarin1 dogrudan klasik tiirevler cinsinden ifade etme kolaylig1 saglar
(Podlubny, 1999).

Bir f(¢) fonksiyonunun ¢ dereceli Caputo tiirevinin Laplace doniisiimii su sekildedir:
n—1
2{DEf1)} (5) = s7F (5) = X s*7' =10 (0)
k=0

Burada F(s) = Z{f(t)}(s) ve n—1 < a < n dir. Bu yontemi kullanarak, kesirli tiirevli
denklemler cebirsel formda ifade edilir, F(s) ¢oziiliir ve ardindan ters Laplace doniistimii

uygulanarak f(¢) elde edilir.

Ornek Bir a dereceli soniimleyicisiz tek serbestlik dereceli kesirli osilatér denklemini ele
alalim:
D8x(r) + 0*x(t) =0

Baglangi¢ kosullart x(0) = xo ve eger a > 1 ise x’(0) = vy seklinde olsun. Bu durumda

Laplace doniisiimiinii uygulayalim,
2{EDgx(r) } (5) + @2 L {x(1)}5) = 0

(s%X (s) — s 1x(0) —s* 2 (0)) + 0*X (s) =0

(Burada n = 2 varsayilarak k = 0 ve k = 1 i¢in terimler yazilmistir.) Baslangic kosullarim
yerine yazarsak,
s¥X (s) — 5% Txg — 5% v + @*X (s) = 0

elde edilir. X (s) parantezine alirsak,

(5% + @)X (s) = 5% 1o + 5% 2wy
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bulunur. X (s) igin ¢oziiliirse,

socfle safsz

s+ 02 5%+ @?

X(s)

elde edilir. Ters Laplace doniisiimii alirken, Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace donii-
siimil 6zelliginden faydalanilirsa, yani
k! an—f3
g{tak+B*1E k}}(_at(x)} (S) _ ( )

a7 sa +a)n+l

Safl

olmas1 ve daha ozel olarak, f‘l{m}(t) = Eq(—At%*) ve f‘l{%}(t) =

tEq2(—At%) ifadeleri kullanilirsa, bu durumda ¢6ziim,
x(t) = x0Eq(—0°t%) +vot Eg 2 (— 0*t%)

seklinde elde edilir. Burada E, g(z), genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonudur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, klasik elastik egri teorilerinin sinirhiliklar: g6z 6niine alinarak, 6zellikle
viskoelastik ve non-lokal ozellikler sergileyen malzemelerin davraniglarini daha gercekgi
modelleyebilmek amaciyla kesirli tiirevli elastik egri modelleri gelistirilmistir. Calismamiz,
diferansiyel geometri ve kesirli hesabi bir araya getirerek, egrilerin geometrik karakterizas-

yonunda gelistirilen perspektifleri sunmustur.

Baslangicta, klasik egriler ve Frenet elemanlar1 detayli bir sekilde incelenmis, egrilik ve bu-
rulma gibi temel geometrik invaryantlarin nasil tanimlandig1 gosterilmistir. Ardindan, bu kla-
sik yapilar, Caputo kesirli tiirevleri kullanilarak genellestirilmistir. Bu genellestirme ile, bir
egrinin "kesirli hiz1", "kesirli ivmesi" ve dolayisiyla kesirli Frenet elemanlar1 (kesirli teget,
normal ve binormal vektorler) ve kesirli egrilik ile kesirli burulmakavramlari matematiksel
olarak nasil tiiretildigi gosterilmistir. Caputo tiirevinin se¢imi, baslangi¢ kosullarinin fiziksel

yorumlanabilirligi agisindan modelin uygulanabilirligini arttirmistir.

Elastik egriler baglaminda, klasik potansiyel enerji fonksiyoneli, yerini kesirli tiirevli potan-
siyel enerji fonksiyoneline birakmistir. Bu fonksiyonelden, kesirli varyasyonel prensip ara-
cilifiyla, kesirli Euler-Lagrange denklemleri tiiretilmistir. Bu denklemlerin, tam say1li tiirev
derecesi i¢in (yani o0 = 2) klasik Euler-Bernoulli kiris denklemine indirgendigi gosterilmistir.

Bu, modelin klasik teorinin gecerli bir genellemesi oldugunu dogrulamstir. .

Klasik diferansiyel geometrinin temel yap: taglar1 olan Frenet elemanlarinin, Caputo kesirli
tiirevleri kullanilarak sistematik bir sekilde genellestirilmis olmas1 ve matematiksel formii-
lasyonlarinin acik¢a sunulmasiyla kesirli tiirevli egrilerin geometrik analizinde énemli bir

gelismedir.

Potansiyel enerji fonksiyonelinden baslayarak, kesirli varyasyonel prensip araciligiyla ge-
nellestirilmis Euler-Lagrange denklemlerinin adim adim ve matematiksel olarak saglam bir

sekilde tiiretilmesi. Bu yaklasim, modelin fiziksel temellerini giiclendirmistir.

Son olarak yiizeyler lizerinde egrilerin toplam karesel egrilikleri kullanilarak, kesirli elastik

egriler icin Onemli karekterizasyoinlarin elde edilecegi agiktir.
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