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OZET

YUKSEK LiSANS

KESIRSEL HESAP YONTEMIYLE TANIMLANMIS HARMONIK
FONKSIYONLARIN YENI BiR ALT SINIFI

Yasemin BAGCI

Batman Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Fethiye Miige SAKAR
2017, 52 Sayfa

Jiiri
Yrd. Dog¢. Dr. Fethiye Miige SAKAR
Prof. Dr. Hatun Ozlem GUNEY
Yrd. Do¢. Dr. Meral SUER

Bu calismada kesirsel hesap yontemiyle tanimlanmis harmonik fonksiyonlarin yeni bir alt
siifinin incelemesi yapilmistir. Oncelikle yeni bir alt sinif tanimlanmis sonrasinda ise tanimlanan bu yeni
alt simf ile ilgili yeterli ve gerekli katsayr sinirlarini igeren Ve ¢aligmamizin ana kismi olan teoremler elde
edilmistir. Ayrica bu sinifin ekstrem noktalari, bliylime ve biikiilme teoremleri, kapalilik 6zelligi gibi bazi
onemli karakterizasyon oOzelliklerine yer verilmistir. En son kisimda ise daha once elde ettigimiz
bulgulardaki parametreler i¢in bazi1 6zel seg¢imler yapilmasi durumunda daha Once ispati yapilan
teoremlerden hangi sonuglar elde edebilecegimiz incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Harmonik Fonksiyonlar, Katsay1 Tahmini, Kesirsel Hesap, Yalinkat.



ABSTRACT

MS THESIS

NEW CLASSES OF HARMONIC FUNCTIONS DEFINED BY
FRACTIONAL OPERATOR

Yasemin BAGCI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
BATMAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Dr. Fethiye Miige SAKAR
2017, 52 Pages
Jury
Asst. Prof. Dr. Fethiye Miige SAKAR

Prof. Dr. Hatun Ozlem GUNEY
Asst. Prof. Dr. Meral SUER

In the present study, we introduce an investigation of new subclasses of harmonic functions

which are defined by fractional operator. Firstly, using by fractional operator, we define new subclasses
of harmonic functions. Later, we obtain main theorems of our study which contain sufficient and
necessary coefficient bounds for functions related to the classes newly defined. Also, several particular
characterization properties of these classes are given. Some of these properties involve extreme points,
convex combination, distortion bounds. Finally, for some special cases of parameters several corollaries

of the main theorems are presented.

Keywords: Coefficient Estimates, Fractional Operator, Harmonic Functions, Univalent.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N : Dogal Sayilar Kiimesi

N, : N u{0}

R : Gergel Sayilar Kiimesi

C : Karmasik Sayilar Kiimesi

U :{z:|z|<1}, Birim disk

k(z) : @ 2)2 Koebe Fonksiyonu

f<g . f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

S :Birim diskte analitik, {inivalent ve normallestirilmis fonksiyonlar simnifi
P : Pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar sinifi

K : Konveks fonksiyonlar sinifi

S : Yildizil fonksiyonlar sinifi

S (a) . a mertebeli yi1ldizil fonksiyonlar sinifi

K(a) . a mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi

S (a) . a -mertebeli giiclii y1ldizil fonksiyonlarin sinifim
K (a) . a -mertebeli giiclii konveks fonksiyonlarin sinifi
M . f'nin kompleks dilatasyonu

d, . f ’nin kompleks dilatasyonunun modiilii

D, . f "nin dilatasyonu

J, . f fonksiyonunun Jakobiyeni

A : Laplace operatdrii

ko (2) : Harmonik Koebe fonksiyonu



S, Sﬂ . Yon-koruyan harmonik fonksiyonlar sinifi

S, Syt : Yon-koruyan harmonik yildizil fonksiyonlar sinifi

Vv : Ikinci dilatasyon fonksiyonlari sinifi



1. GIRIS

Yalinkat fonksiyonlar teorisi, geometrik fonksiyonlar teorisinin ilgi ¢ceken ve

stirekli gelisme gosteren konularindandir. Tek degerli kompleks degiskenli analitik
fonksiyonlarin baslangici Riemman Doniisiim Teorisi' ne dayanmaktadir. 1907 yilinda
Koebe birim diskte analitik ve yalinkat olan tek degerli kompleks degiskene sahip
fonksiyonlar1 incelemistir. Bu konuya Gronwall'in 1914’deki alan teoremi ve
Bieberbach'm 1916’daki normalize edilmis yalinkat fonksiyonlarin ikinci Katsayi
tahminleri temel olusturmus ve boylelikle konu daha da ilgi ¢eken bir hale biirlinmiistiir.
Louis De Branges'in 1984 yilinda Bieberbach varsayimini ispatlamasindan sonra,
matematikgiler tarafindan merak edilen, normalize edilmis yalinkat fonksiyonlarin
harmonik doniisiimlere genellestirilip genellestirilemeyecegi sorusu olumlu sonuglar
dogurmustur. Bu gelismenin ardindan 1984 yilinda Clunie Terry ve Sheil-Small
yaptiklari ¢aligma ile konunun olumlu sonuglarini ortaya koymuslardir. Arastirmalarini
yaptiklar1 bu ¢alismada analitik yalinkat doniisiimler i¢in elde edilen klasik biiyiime ve
biikiilme teoremleri ve katsayr tahminlerinin, harmonik doéniisiimlerde de benzer bir
yapiya sahip oldugu ortaya konulmustur. Boylelikle bu ¢alismanin sonrasinda harmonik
fonksiyonlar teorisi gelisme siirecine girmis ve kompleks analizciler tarafindan daha
fazla ilgi gormiistiir. 1980’11 yillarda Walter Hengartner ve Glenn Schober yaptiklari
birgok caligmayla verilen bdlge iizerine resmedilen ve belirlenmis dilatasyona sahip
harmonik doniisiimlerin varliginin ortaya ¢ikmasina engel olan esrarengiz bir durumu
kesfetmislerdir. Konform doniistimlerin bir ¢ok o6zellikligi harmonik doniisiimlerle
yapilan genellestirmelerde 6nemli role sahiptir. Diger taraftan harmonik doniistimler
i¢cin elde edilen sonuglarinin bir kismi, konform doniistimler i¢in elde edilen sonuglara
tam olarak benzemez. Bu durum kompleks analizciler igin oldukg¢a ilgi g¢ekicidir.
Yalinkat fonksiyonlar teorisi oldukca genis, kapsamli ve karmasik oldugundan

bazi kolaylastirict kisitlamalar yapmak yerinde olur. “Her basit baglantili D bolgesini,

birim disk tizerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik fonksiyonunun var
oldugunu” sdyleyen {inlii Riemann Doniisiim Teoremine gore D bolgesi yerine U

birim diskini alabiliriz. Genel olarak, U={z:|z|<1} birim diskinde analitik, yalinkat

ve normalize edilmis ya f(0)=f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis

fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir. Her f eS fonksiyonu

f(z)=z+a,2° +-=2+) a,z"

n=2



seklinde bir Taylor-Maclaurin serisi ile ifade edilebilir.

Bu calismanin amaci harmonik yalinkat doniistimlerin baslangi¢ noktasi olan
analitik yalinkat fonksiyonlarin 6zelliklerine dikkati ¢ekmek ve harmonik yalinkat
dontistimlerle analitik yalinkat fonksiyonlarin o6zellikleri arasindaki iliskiyi ortaya
koymaktir. Ayrica, Fractional operator yardimiyla tanimlanan harmonik fonksiyonlarin
yeni siniflarini arastirmak ve uygun katsayinin bulunmast i¢in ¢aligmalar yaparak ve ana
sonuclar1 bulmaktir.

Tezin kuramsal temeller bolimiinde calismamizda gerekli olacak bazi temel
tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Materyal ve metod bdliimiinde ise {inivalent,
analitik ve harmonik fonsiyonlar tanitilarak normalize edilmis analitik, {inivalent ve
harmonik fonksiyonlar sinifina ve bazi alt siniflarina dair 6nemli 6zellikler iizerinde
durulmustur. Ayrica, Kesirsel tiirev kavrami, kullanim alanlar1 ve temel tanim ve

teoremleri iizerinde durulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
Bu béliimde tezin yazim asamasinda kullanilan temel ve yardimci bazi tanimlar

ve teoremler ispatsiz olarak verilmistir.
Tanim 2.1 (Komsuluk) C karmagik sayilar kiimesi olsun. z, € C ve &£>0 olmak
lizere B(z,;¢) = {Z eC:lz—z)|< 5} kiimesine Z, noktasinin & — komsulugu denir.
Tanim 2.2 (Disk) C karmasgik sayilar kiimesi , z, € C ve r >0 olmak iizere,
D(z,,r)={zeC:|z-z)|<r}
kiimesine z, merkezine sahip r yarigaplt acik disk,
D(z,,r)={zeC:|z-2z)|<r}
kiimesine z, merkezine sahip r yarigapli kapah disk,
0D(zy, 1) ={zeC:|z -2, =r}
kiimesine de z, merkezine sahip r yarigapli cember denir.
Tamm 2.3 (i¢ Nokta) AcC ve z,e A igin D(z,r) c A olacak sekilde bir r>0

sayisl varsa, Z, noktasmma A kiimesinin bir i¢ noktasi denir. A kiimesinin biitiin i¢

noktalarmin kiimesine ise A kiimesinin i¢i denir.

Tamim 2.4 (Ac¢ik Kiime) A kiimesinin biitiin noktalar1 bir i¢ nokta ise A kiimesine
acik kiime denir. A kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise A kiimesine kapal kiime
denir.

Tanmm 2.5 (Yigilma Noktas)) AcC ve A= olsun. A kiimesinin z, noktasinin

her D(z,,¢) komsulugunda, z, dan farkli bir Znoktasi varsa z, noktasina A

kiimesinin bir yigilma noktasidir denir.
Tamim 2.6 (Baglantih Kiime) A — C herhangi bir kiime olsun. A kiimesi bostan
farkli, ayrik iki acik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa, bu kiimeye baglantihdir

denir. Yani, AnU =z, AnV 2J,AcU UV,AnU NV = olacak sekilde U ve

V agik kiimeleri bulunamiyorsa, A kiimesi baglantilidir. Baglantili olmayan kiimeye
de baglantisizdir denir.

Tamm 2.7 (Egri) [a,b]cR olmak iizere, y:[a,b]—> C siirekli fonksiyonuna C
diizleminde bir egri seklinde adlandirilir.

Tanim 2.8 (Bolge) Karmasik diizlemde bostan farkli agik ve baglantili bir kiimeye
bolge denir.



Tanmim 2.9 (Basit Baglantih Bolge) D — C bir bolge olsun. Eger hem D hem de
C—"Dbaglantil1 bir kiime ise D bolgesine basit baglantili bolge denir.

Tanim 2.10 (Karmasik Fonksiyon) A, C kiimesinin herhangi bir altkiimesi olsun. Her

Ze A elemanina belli bir f(Z)e(C elemanini karsilik getiren kurala karmasik
fonksiyon denir. f:A — C gosterimi ile belirtilir. Bir f karmasik fonksiyonu
w=f (Z) seklinde ifade edilir.

Tammm 2.11 (Fonksiyonun Limiti) AcC olmak tizere f:A — C fonksiyonu
verilsin. z, € C, A kiimesinin bir y1gilma noktasi olsun ve bir w, sayisi verilsin. £>0
ve 0<|z—7,| <5 sartim saglayan her ze€A igin ‘f(z)_Wo‘ <& olacak sekilde bir
8=05(25,6)>0 sayist varsa  f fonksiyonunun z, noktasindaki limiti w, dir denir ve

lim f(z)=w, seklinde gosterilir.

7512,

Tamm 2.12 (Siireklilik) A cC olmak iizere f:A — C bir fonksiyon ve z,€A
olsun. Her  &>0 igin f(AND(z,6))=D(f(zy.¢)) olacak sekilde bir
5=05(2,,€)>0 sayis1 varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.13 (Diferansiyellenebilirlik) A < C bir agik kiime, f : A — C bir fonksiyon

e p A Ko b i f(2)-(2)
0 timesinin bir i¢ noktasi olsun. Eger z, € A noktasinda lim ————=
217 -1,

limiti mevcut ise, f fonksiyonuna 2z, noktasinda diferansiyellenebirdir veya
. e : ey df . et
tiirevlenebilirdir denir. Bu limit f'(z) veya d—(zo) seklinde gosterilir.

z

Tamim 2.14 (Analitik Fonksiyon) A c C olmak iizere f:A — C bir fonksiyon ve
Z,, A nin bir i¢ noktas: olsun. Eger f fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin
uygun bir komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilir ise f fonksiyonuna z,
noktasinda analitiktir denir.

Z=X+I1y olmak tlizere f(Z):u(X, y)+iv(x, y) karmasik degerli fonksiyonu

analitik ise Z—::(x y):@(x, y) ve 6_u(x y):—gv—x(x, y) olarak ifade edilen Cauchy-

oy oy

Riemann denklemleri saglanir.



Teorem 2.15 (Maksimum Modiil Teoremi) f fonksiyonu D bolgesinde analitik

olsun. Bu fonksiyon bu bolgede sabit olmadikca,

f (z)| modiilii maksimum degeri bu
bolgenin sinirinda alir ( Duren, 1983).

Teorem 2.16 (Schwarz Yardimc1 Teoremi) f fonksiyonu U:{z:|z|<1} birim

diskinde analitik ve f (0)=0 olsun. Eger U birim diskinde | f (z)| <1 ise

f'(0) <1 ve
|f (z)| <|z| esitsizlikleri saglamr. Esitlik durumu sadece @eR olmak iizere
f(z)= ez fonksiyonu ile saglanir.

Tammm 2.17 (Argiiman) Karmagsik diizlemde zeC karmasik sayisiyla belirtilen

vektoriin pozitif reel eksen ile yaptigi Qagisma z nin argiimenti denir ve 6 =arg(z)

seklinde gosterilir.

Tanim 2.18 (Konform Doéniisiim) Karmasik diizlemin bir D bélgesinde f:D — C
stirekli dontigimii verilsin. Eger z, €D noktasindan gegen ve aralarinda o agis1
bulunan herhangi iki diizgiin y,,7, egrilerinin f(y,) ve f(y,) resim egrileri de
w, = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan « agis1 yapiyorsa, f
fonksiyonuna z, noktasinda bir konform déniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu her
z, € D noktasinda konform ise f fonksiyonu D bdlgesinde konformdur denir.

Resmedilen bolge ile resim bolgesi arasindaki bagintinin daha iyi anlasilabilmesi
icin herhangi bir karmagik fonksiyon yerine genelde konform doniisim goz Oniine
almir. Siireklilik ve konform doniistimler arasindaki bagintiy1 asagidaki teorem ile
verebiliriz.

Teorem 2.19 Karmasik diizlemin bir D bdlgesinde f :D — C doniigiimii verilsin. f ,
bir z, €D noktasinda siirekli ve f'(zo);tOise f, z, noktasinda bir konform
dontisimdiir.

Tamm 2.20 (Dizi) f:N—C, f(n)=z, olan fonksiyona C de bir karmagik dizi

denir.

Tamm 2.21 (Seri) (z,) , bir karmasik dizi olmak iizere z,+7,+2,+..+2, +...
0 n

ifadesine karmasik seri denir ve Zzn ile gosterilir.Bu serinin S :sz olarak
n=1 k=1

tanimlanan (s,) dizisine kismi toplamlar dizisi ad: verilir.



Tamm 2.22 (Kuvvet Serisi) z,,a,eC olmak iizere » @ (z-2,)" bicimindeki
n=0

serilere kuvvet serileri ad1 verilir.

Teorem 2.23 (Taylor Teoremi) f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ise bu

noktanin bir komsulugunda

f(2)=3a(-2) =3 )y

n=0 n=0 n!

seklinde bir kuvvet serisi acilimi vardir.Yukarida belirtilen kuvvet serisine f(Z)
fonksiyonunun z, noktasi1 komsulugundaki Taylor serisi adi verilir. Taylor serisinde

Z, =0 aliirsa

Zn

if”(O)

n=0 n!

elde edilir. Bu seriye Maclaurin serisi denir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda tezin meydana gelmesinde kullanilacak temel ve yardimci bazi
tanimlar ve teoremler sunulmaktadir.
3.1 Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde iinivalent fonksiyonlar1 tanimlayarak onemli hususlar {izerinde
duracagiz.

Tamm 3.1.1 (Univalent Fonksiyon) D c C bir bolge olmak iizere, f:D —C
fonksiyonu bu bolgede, bir noktada ayni degeri iki kere alamiyorsa f fonksiyonuna D
bolgesinde iinivalent fonksiyon denir. Yani D bolgesindeki z, # z, 6zelligindeki tim
nokta ikilileri i¢in f(z,)# f(z,) dir. Diger bir deyisle D bélgesinde bire-bir ve

konform tasvire {inivalent fonksiyon denir.

Tamim 3.1.2 (Yerel Univalent Fonksiyon) Bir D bdlgesinde tanimli herhangi bir f
fonksiyonu, herhangi bir z, € D noktasinin en az bir komsulugunda tlinivalent ise f
fonksiyonuna z, € D noktasinda yerel iinivalent fonksiyon denir.
Teorem 3.1.3 f, D bolgesinde analitik olsun. Bu halde z, €D noktasinda
f'(2,)#0 olmast igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun z, € A noktasinda yerel
tinivalent olmasadir.

D bolgesinde tanimli f fonksiyonu z, €D igin yerel iinivalent ise f'(z,)

tirevi Z, noktasinda f fonksiyonunun yerel olarak geometrik tutumunu belirler.

f'(z)| ve arg f'(z) sirasiyla bize uzunluklari igin yerel biiyiime carpami ve yerel

donme carpanini verir.
Yerel tinivalent bir fonksiyon, agilar1 ve donmeyi korur. Bu nedenden dolay1

{inivalent bir fonksiyon, konform bir déniisiimle esdeger varsayilir. Ote taraftan, bir

D cC bolgesinde f'(z))#0 olmasi sartt D bodlgesinin tiimiinde iinivalent olmasi

icin gerek sart iken yeterli sart olmamaktadir. Bu durumu ise su 6rnekle aciklayabiliriz:
f(z)=2* fonksiyonu D= {z 11<|z]<2,0<argz< 37”} bolgesinde yerel {iinivalent

olmaktadir, fakat tinivalent degildir.
Tek degiskenli tinivalent fonksiyonlar teorisinin en temel neticelerinden biri

Riemann doniisiim teoremidir.



Tanim 3.1.4 (Riemann Doniisiim Teoremi) D — C basit baglantili bolgesini U birim

diski iizerine birebir ve konform olarak doniistiren 2z, € Digin f(ZO)zO ve

f '(ZO) >0 seklinde birtek f fonksiyonu vardir (Duren, 1983).

Riemann doniisiim teoremiyle keyfi basit baglantili bolgelerde tanimlanan
tinivalent fonksiyonlari, U birim diskindeki iinivalent fonksiyonlara doniistiiriir. Bu

durumdan dolay1, birim diskteki iinivalent fonksiyonlari ¢alismamizda kullanacagiz.

U birim diskinde analitk ve iinivalent olan f(z) fonksiyonu
f (0)= f'(0)—1=0 kosullar ile normalize hale getirilebilir. Eger f(z) fonksiyonu U

f(2)-f(z)
t(0)

f(z) fonksiyonu ile aym karekteristik nitelikleri saglar. Bdylece yapilan bu

birim diskinde analitik ve tinivalent ise o halde g(z)= fonksiyonu da

normalizasyon sinifin genelligini sinirlamaz.
Tamm 3.1.5 (S smfi) U birim diskinde analitik, univalent ve f(0)=f'(0)-1=0
sartlarint  gercekleyen fonksiyonlarin sinifina normalize edilmis iinivalent

fonksiyonlar siifi denir. Bu sinif S ile gosterilir.

S smifina ait en 6nemli fonksiyonlardan biri

k(z)= =2+22°+32°+..., (2€U) biciminde ifade edilen Koebe

7 =

fonksiyonudur. Bu fonksiyon U birim diskini —% ‘den o ¢ikarilmis negatif reel eksen

disindaki biitiin karmasik diizleme konform olarak doniistiiriir. Koebe fonksiyonu,

yalinkat fonksiyonlar teorisinde ¢ogu problem i¢in extremal bir role sahiptir.

1
I[A—II

(1—-2)2

£ =

T

1
4

Sekil 3.1 U Birim Diskinin Koebe Fonksiyonu Altindaki Resmi



f(z)= % bi¢iminde ifade edilen fonksiyona lineer kesirsel doniigiim denir.
Bu fonksiyon U birim diskini Re{w} > —% yart diizlem iizerine ddniistiiriir. Bu

fonksiyon normalize edildiginde S sinifina dahildir. Benzer sekilde, f (Z) = 14_—2
—Z

fonksiyonu, U birim diskini Re{w} >0 yari diizlemi tizerine 1-1 olarak doniistiiren

bir diger lineer kesirsel doniistimdiir.

Bieberbach, ilk defa S smifina dahil bir f fonksiyonunun a, katsayilari igin

bir iist siir olusturma ugrasinda bulunmustur. 1946 yilinda |a2|£2 esitsizligini

ispatlamustir.

Teorem 3.1.6 (Bieberbach Teoremi) f(z)=z+a,2"+a,2°+.. €S ise [a,]<2

esitsizligi dogrudur. Esitlik durumu, Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasi

durumunda gegerlidir (Bieberbach, 1916).

Bieberbach, S smifina ait bir fonksiyonunun a, Kkatsayilarinin |an|£n

esitsizligini gercekledigine dair bir kestirimde bulundu. Bieberbach sanisi olarak bilinen

oldukg¢a zor ve karmasik problem 1985 yilinda L. De Branges tarafindan ispatlandi.
Teorem 3.1.7 (Bieberbach Samsi) f(z)=z+a,z°+a;z°+.. €S ise her n>2
igin|a,| < n olur (Bieberbach 1916).

f € S tlinivalent fonksiyonlar1 i¢in en 6nemli ve temel olan geometrik netice,
1907 yilinda Koebe tarafindan verilen ve Koebe dortte bir teoremi olarak bilinen tinlii
teoremdir. Her bir feS fonksiyonu f(0)=0 &zelliginde bir agik dniisiim

oldugundan 6tiirii bu doniisiimlerin resmi, orijin merkezli bazi1 diskleri kapsar. Koebe,

S sinifindaki biitiin fonksiyonlarin resimlerinin p bir mutlak sabit olmak sartiyla ortak
bir |w|< p diskini kapsadigini bulmustur. Koebe fonksiyonu , p mutlak sabitinin

|p| </4 durumunu gergekler. Daha sonra Bieberbach p mutlak sabitinin 1/4 seklinde

alinabilecegini belirten Koebe kestirimini olusturmustur.

Teorem 3.1.8 (Koebe Dortte Bir Teoremi) S smifindaki tim fonksiyonlarin resmi

{W : |W| < %} diskini igine alir (Duren, 1983).
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Bieberbach’in kanitladig: |a2|§2 katsay1 esitsizligi, konform doniisiimlerin

geometrisinde biiyiime teoremi ve biikiilme teoremi gibi daha ileri uygulama alanlarina

sahiptir. Bliyiime teoremi ve biikiilme teoremi, tiim f € S fonksiyonlari lizerinde sirasi
ile | f (z)| ve | f '(z)| i¢in sinirlar meydana getirir.
Biikiilme teoremi, f €S donilisiimii altinda yay uzunlugunun sonsuz kii¢iik

bliylime c¢arpani olarak

f’(z)| nin geometrik yorumundan veya alanin sonsuz kiigiik

‘2 jakobiyen isleminin sonucundan olusmaktadir.

biiyiime carpanmi olarak ‘f’(z)

Asagidaki teorem , biikiilme teoremi ve onun sonuglarina dair 6nemli bir tahmin verir.

Teorem 3.1.9 Her bir f €S i¢in

4
Zasl—rrz |z|=r<1

7f (z) 2r?
f(z)_l—r

ifadesi gerceklenir (Goodman 1983).

Teorem 3.1.10 (Biikiilme ( Distorsiyon) Teoremi) Her bir f € S ve |z|=r <1 igin,

1-r
(1+ r)3

<|f

ifadesi gergeklenir ( Goodman,1983).

Teorem 3.1.11 (Biiyiime (Genisleme) Teoremi) Her bir f € S ve |z|=r <1 igin,

Ty <|f(z)|<

(1-r)’
ifadesi gergeklenir ( Goodman,1983).
Teorem 3.1.12 (Ortiiliis Teoremi) U birim diski, D(0,1/4) orijin merkezli ve 1/4
yaricapli diski gdstermek sartiyla
h(U)> D(0,1/4)
ifadesi gergeklenir(Duren,1983).
Teorem 3.1.13 S smifinda yer alan her bir f fonksiyonu igin
1-r zf'(z)| 1+r
N0

ifadesi gergeklenir (Duren,1983).

|z|=r<1
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3.2 Subordinasyon Tlkesi

Subordinasyon kavrami, {inivalent fonksiyonlar teorisinde Onemli bir yere
sahiptir. Bu kavram ilk olarak Lindelof (1909) tarafindan ileri siiriilmiistiir. Ancak daha
sonraki yillarda, Littlewood (1925) ve Rogosinski (1943) tarafindan bu kavram
tanitilarak temel 6zellikleri ortaya ¢ikarilmistir.

Tamm 3.2.1 (Schwarz Fonksiyonu) U birim diski i¢inde analitik ve her z e U

w(z)zicnz”seklinde ifade edilen w(z) fonksiyonu herzeUigin w(0)=0 ve

n=1
|W(z)|<1 sartlarim sagliyorsa bu fonksiyona schwarz fonksiyonu denir. Schwarz
fonksiyonlarimin siifi Q ile gosterilir.

Schwarz fonksiyonlar1 subordinasyon prensibinin temel bilesenleridir.

Subondinasyon prensibi agagidaki sekilde izah edilebir:
Tammm 3.2.2 (Subordinasyon Prensibi) f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde

analitik fonksiyonlar olsun. U birim diskinde eger zeUigin f(z)=g(w(z))

esitliginin ger¢eklenmesi kosuluyla W(Z) € Q) schwarz fonksiyonu varsa f fonksiyonu
g fonksiyonuna subordinedir denir ve bu durum f < g seklinde gosterilir.

f subordinasyon fonksiyonunun iinivalent olmasima gerek yoktur. Ozellikle,
g(z) fonksiyonu U birim diskinde inivalent ise f~<g< f(0)=g(0) ve
f (U) g ([U) olmasidir (Duren,1983).

Ormegin, U birim diskinde analitik olan f(z)=1+z ve g(z):?r—i

fonksiyonlar1 goz 6niine alinirsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir. Bunu
gormek icin VzeU igin f(z)=9(p(z)) olacak sekilde |(p(z)| <1 ve ¢(0)=0
kosullarini saglayan bir ¢ fonksiyonunun varligi gosterilmelidir.

f(Z)=9(¢(Z))31+2=%:(p(z):m

bulunur. Buradan,

1
C|z+2

Z
Z+2

9(0)=0 ve |p(z)|= <1

yazilir. Bu ise f < gdemektir. Ayrica ¢ tinivalent oldugundan f(0)=g(0) ve

f(U) < g(U) olur. Bu durum asagidaki sekilde agik olarak goriilebilir.



12

Sekil 32 147 <112
1-z

Lemma 3.2.3 (Schwarz Lemmasi) w(z)eQ olmak iizere her z e Uigin |w(z) <|z|

ve |w(0)<1 esitsizlikleri gegerlidir. Esitlik hali |c|=1 olmak sartiyla w(z)=cz

fonksiyonlar1 i¢in gegerlidir (Ahlfors,1979).

3.3 Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar
Bu kisimda iinivalent fonksiyonlar 6nemli bazi alt siniflarin1 verecegiz

Tamim 3.3.1 (Pozitif Reel Kisima Sahip Fonksiyonlar Sinifi)

P(z)=1+pz+p,z° +..+ p,z" =1+ Y_p,z" formuna sahip , U’da analitik olan ve
=1

U’daki biitiin z noktalart igin Re{ p(Z)} >0 kosulunu saglayan fonksiyonlarin
sinifina pozitif reel kisima sahip fonksiyonlar siifi denir ve bu siif P ile gosterilir.

Bu fonksiyon sinifi Caratheodory sinifi olarak da da bilinir. P(z) fonksiyonunun P

sinifina ait olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart P(z) = 1+ \\:vvgig (w(z)eQ, ze U)

esitliginin saglanmasidir (Caratheodory ,1913).

P(z) fonksiyonunun iinivalent  olmasma  gerek yoktur. Ornegin;

P(z)=1+2z" fonksiyonu herhangi bir n>0 tamsayisi i¢in P smifina aittir. Ancak

n>2 alirsak bu fonksiyon {inivalent olmaz.
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o0

Teorem 3.3.2 (Carathedory Teoremi) f eP ve f(z)=1+) p,z" (zeU) olmak

n
n=1

lizere asagidaki esitsizlik gecerli olur (Goodman, 1983).
|p|<2 n=234..

Tamm 3.3.3 (Yildizil Fonksiyonlar Smifi) D ,C {izerinde basit baglantili bir bolge
olmak iizere D bolgesindeki sabit z=0 noktasint Dnin herhangi bir noktasina
birlestiren dogru parcasi tamamen D bolgesinde kaliyorsa D bolgesine orijine gore
yildizil veya kisaca yildizil bolge adi verilir.

Birim diski yildizil bir bolge tizerine resmeden konform fonsiyonlara yildizil
fonksiyon denir ve yildizil fonksiyonlarm smifi S seklinde ifade edilir. (Duren 1983).
Im

Ee

Sekil 3.3 Yildizil Kiime

7

Sekil 3.4 z noktasina gore yildizil kiime

Bu smif ilk olarak Alexander (1915) ve Nevanlinna (1921) tarafindan

tanimlanmigtir. Buradan ¢ikan acik bir sonug ise S = S oldugudur.
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k(z)=

> Koebe fonksiyonu yildizil bir fonksiyondur. Asagida verilen

1-2)
teorem yildizil fonksiyonlarin analitiklik bakimindan tanimini verir.
Teorem 3.34 f e A ve f(0)=f'(0)-1=0 kosullan saglansin. Bu durumda f e S”

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

esitsizliginin saglamasidir (Duren, 1983).
Yildizil fonksiyonlarin kiimesi kisaca

S*z{f cA: Rez:'((zz)); ZGU}

seklinde ifade edilebilir.
Robertson (1936) tarafindan tanimlanan ve S smifinin bir alt sinifi olan «
mertebeli yi1ldizil fonksiyonlar sinifinin analitik tanim1 asagidaki gibidir.
. 7f (z
S :{f eA: Re[%}>a; ZEU,O£a<1}
z

Tamim 3.3.5 (Giiclii Yildizil Fonksiyonlar Simifi) f € A olsun.

<aZ, (2eU0<a<l)

veya bu esitsizlige esdeger olan

Z:((zz)) <“Gi§ja’ (zeU ,0<a<l)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna, a -mertebeden giiclii yildizil fonksiyonu adi verilir.

Giiglii yildizil fonksiyonlarm smifim S () ile tammlanmaktadir. @ =1 degeri i¢in

S(1)=S" oldugu goriilir. S(«) smifi, Brannan ve Kirwan (1969), ve Stankiewicz

(1966) tarafindan ileri siiriilmis ve ¢alisilmistir.
Tamim 3.3.6 (Konveks Fonksiyonlar Simifi) D, C kompleks diizlemde bir bolge

olsun. D bolgesinin rastgele iki noktasini birlestiren dogru pargasi biisbiitiin D iginde

kaliyorsa yani , z,,Z,€D ve 0<A<1 olmak sartiyla Az +(1-1)z, €D kosulunu
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gercekliyorsa D bolgesine konveks bolge adi verilir. f € A fonksiyonu birim diskte
tinivalent ve f (D) konveks bir bolge ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Konveks tinivalent fonksiyonlarin normalize edilmis sinifi, resmi konveks olan

f € S fonksiyonlarindan meydana gelir. Konveks fonksiyonlarin sinifi Kile ifade

edilir.

.
&

Sekil 3.5 Konveks Kiime

f e A fonksiyonunun [Csinifinda olmast i¢in gerek ve yeter sart

.
Re[1+ : , (Z)J>0 Zz € U olmasidir.

z . . :
f(z)=——"fonksiyonu U birim diskini yar1 diizlem iizerine doniistiiren ve

JC sinifi tizerinde 6nemli rol oynayan bir fonksiyondur.
K nin bir altsinifinl olusturan o mertebeden konveks fonksiyonlar sinifinin

analitiklik bakimindan verilen tanimi asagidaki gibi ifade edilir.

K(a):{f eA:Re[l+mJ>a, ZEU,OSO{<1}
f(2)

Asagidaki teoremde yildizil ve konveks fonksiyonlariin birbirleriyle olan bagmtilari

ortaya konmustur.

Teorem 3.3.7 (Alexander Teoremi) f(z)e A ve zeU olmak iizere f(z)eK

olmast igin gerek yeter sart zf'(z)e S olmasidir (Alexander,1915).

Bu teoreme ek olarak ; Strohhacker (1933) tarafindan “ f e K ise f e S[%) “

oldugu ispatlanmistir. S nin yildizil ve konveks fonksiyonlari igeren altsiniflari igin
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K c S <8 < Aseklinde bir durum s6z konusudur.

Tamim 3.3.8 (Giiclii Konveks Fonksiyonlar Simifi) f € A olsun.

esitsizligini gercekleyen f fonksiyonuna o -mertebeden giiclii konveks fonksiyon

<052£ (zeU, 0<a<1)

denir. Giiglii konveks fonksiyonlarmn smifin Ié(a)ile tammlariz. a=1 igin

K (1) = K elde edilir.

3.4 Harmonik Fonksiyonlar

Harmonik fonksiyonlar teorisi matematigin, diger bilim alanlarinda uygulamasi
cok genis ve kullamisli olan bir daldir. Ozellikle miihendislik, tip, ydn-eylem
aragtirmasi, fizik ve uygulamali matematigin genis alaninda bu tarz fonksiyonlar
oldukea sik kullanilir.

Ornegin fizik ve miihendislikte bir harmonik fonksiyon, potansiyel fonksiyonu
seklinde nitelendirilir ve termal kararli sistemler, ideal akigkanlar, elektromanyetik

teori gibi konularda olduk¢a 6nemli bir yere haizdir.

Tamm 3.4.1 (Yén-koruyan ve Yon-Degistiren Fonsiyon) w= f(z) fonksiyonu

Z=X+ly ve w=u+Iiv olmak sartiyla C kompleks diizlemi iizerinde bir konform
foksiyon olsun. Buna gore
du=u,dx+udy ve dv=v,dx+v,dy

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler kompleks formda

1. . 1., .
f :E(fx—lfy)ve fEZE(fX+Ify)

olmak kaydiyla dw= f,dz+ f.dZ seklinde gosterilebilir.Yukarida verilen esitliklerden

yola ¢ikilarak

1 i 1 i
f, :E(uX +vy)+|§(vX —uy), f- :E(UX —vy)+l2(vX +uy)

esitlikleri elde edilir. Bu durum ise J, (z)=uy, —uy,=|f, ~|£["  ifadesine esit

oldugunu gosterir. O halde tanimlanan ifadenin Jakobiyeni pozitif ise f foksiyonuna
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ybn-koruyan, negatif ise yon-degistiren fonksiyon adini alir. f(z) fonksiyonu yon
koruyan, bir baska ifadeyle ‘f2‘<|fz| esitsizligi mevceut ise,

(It )iz

esitsizliginin gegerli oldugu goriiliir.

f;

)|dz| <ldw| < (| f,|+

f;

Yon- koruyan 6zelligi kullanilarak, bu tip fonksiyonlara ait dilatasyon ve
kompleks dilatasyon ifadeleri asagidaki gibi yazilmistir(Ahlfors, 1966):

||+ f

|fz|_f

z

Tanim 3.4.2 (Dilatasyon) D, = >1 ifadesine f fonksiyonunun dilatasyonu

z
denir.

f.
Tamm 3.4.3 (Kompleks Dilatasyon) ‘,uf ‘ :f—Z esitligine f  fonksiyonunun kompleks

z

dilatasyonu denir.

z

Bu tanimlardan yola ¢ikarsak d; = ‘ y73 ‘ = m <1 ifadesinin gegerli oldugu sonucuna
4 : , 1+d,
ulagilir.  Yon-koruyan  fonksiyonlarin  dilatasyonlar1 arasmmda D, = Td
Y
Df _1 ge 1 e e
d, = , iligkisi s6z konusudur.
D, +1

Tamim 3.4.4 (Hemen-Hemen Konform) Bir f fonksiyonunun z  noktasinda
konform olmas: igin gerek ve yeter kosul D, =1 ve d, =0 esitlik durumlarinin
saglanmasidir. f fonksiyonu, D, smirli ise hemen hemen konform seklinde

isimlendirilir. Bu durumda D, <K ise f, K-hemen-hemen-konformdur seklinde

ifade edilir. D, <K kosulu d, <k =(K-1)/(K+1) ifadesi ile denktir. Burdan elde

edilen acik bir sonug ise sdyle ifade edilebir :
1-hemen-hemen-korform fonksiyonlar konform fonksiyondur.

Tamim 3.4.5 (Harmonik Fonksiyon) D boélgesinde taniml, siirekli ikinci kismi tiirevi
olan reel degerli u(x, y) fonksiyonu Au=u,, +u, =0 olarak tanimlanmis Laplace
diferansiyel denklemini saglarsa (reel) harmonik olarak isimlendirilir. D bdolgesinde

tanimli, kompleks degerli f (Z) fonksiyonunun gergek(reel) ve sanal(imajiner) kismi

D iizerinde harmonik ise f(z) fonksiyonu D iizerinde harmoniktir denir.



18

Yukaridaki tanimdan ¢ikarilacak en 6nemli netice ise her analitik fonksiyonun

harmonik oldugudur. Bu duruma ek olarak kompleks degerli harmonik fonksiyonlarin
analitik olmasi gerekmemektedir. Omegin w= f (z)=-2xy+i(y*—x*) fonksiyonu
kompleks diizlemde harmoniktir fakat kopleks diizlemin higbir yerinde analitik
degildir. Laplace denkleminin lineer karakterizasyonundan otlirii iki harmonik

fonksiyonun toplami ve bir sabit ile carpimi yine harmonik bir fonsiyona esittir.

Analitik fonksiyonlardan farkli olarak, iki harmonik fonksiyonun ¢arpimi veya bileskesi
harmonik olmak zorunda degildir. Hatta f harmonik ise 1/f ve f™ fonksiyonlar:
harmonik olmayabilir. Fakat bir harmonik fonksiyonun bir analitik fonksiyonla
bileskesi yine harmoniktir. En basit harmonik fonksiyon ax-+by lineer fonksiyonudur.

Tamm 3.4.6 (Harmonik Eslenik) Cauchy-Riemann denklemlerini saglayan bir (U,V)

fonksiyon cifti eslenik ¢ift seklinde isimlendirilir ve V’ ye U ’nun harmonik eslenigi
denir. Bu ifadeden elde edilen bir netice —U ’nun, V ’nin harmonik eslenigi oldugudur.

Tamim 3.4.7 (Kanonik Gosterim) f =h+@ gosterilisine f ‘in kanonik gosterimi

denir. Bu ifadede h, f ‘in analitik kisnm ve g, f ‘nin es-analitik kismm (co-analytic
part) olarak adlandirilir. Ayrica h'= f, ve g'=f_E fonksiyonlar1 f ‘nin tanimlh

oldugu bolge tizerinde analitiktir.

Teorem 3.4.8 Basit baglantili D — C bdlgesinde tanimli kompleks degerli f =u+iv
fonksiyonunun harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul h ve g ’nin verilen bolgede
analitik olmasi sartiyla f =h+@ formunda ifade edilebilmesidir.

Tamim 3.4.9 (Harmonik Yahnkat Fonksiyon) D boélgesinde tanimli f harmonik

fonsiyonu bire-bir ise f fonksiyonu harmonik yalinkat fonksiyon seklinde

isimlendirilir. Ornek vermemiz gerekirse f(z)=2z-1/7+2log|z| fonksiyonu U birim
diskinin disindan (C/ {0} tizerine bir harmonik yalinkat fonksiyondur. f fonksiyonunun

analitik kismi h(Z) =z+logz ve es-analitik kismi ise g (Z) =logz-1/z dir. Buradan

hareketle log z fonksiyonu segilen sabit bir dal iizerinde tek-degerli bir fonksiyondur.
Konform olmasi gerekmeyen harmonik yalinkat fonksiyonlara en basit 6rnek

f (Z) =az +y+,67(|a| # |ﬂ|) afin fonksiyonudur. Afin fonksiyonu bir ¢ok o6nemli

nitelige haizdir. Ornek olarak C kompleks diizlemi kendi iizerine resmeden en genel

harmonik yalinkat fonksiyon afin fonksiyondur. Bunun disinda da, D basit baglantili
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bir bolge olmak sartiyla, f afin fonksiyonu f (D)=C esitligini saglayan tek harmonik
yalinkat fonksiyondur.

Ayrica daha Onceki tanim ve teoremlerden, analitik f fonksiyonunun z
noktasinda yerel yalinkat olmasi igin gerek ve yeter kosulun, bu noktada
f’(z);tO(EJf (z)¢o) esitsizliginin gerceklenmesi oldugunu biliyoruz. Lewy, 1936

yilinda bir harmonik fonksiyonun yerel yalinkat olma sartin1 asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 3.4.10 f harmonik fonksiyonunun bir z, noktasinin bir komgulugunda yerel
yalinkat olmasi igin gerek ve yeter kosul, z, noktasmda J,(z)=0 ifadesini

gerceklemesidir (Lewy,1936).

Yukaridaki teoremde harmonik yalinkat bir fonksiyonun Jakobiyenin
yalinkatlik karakterinin ortaya konmasi agisindan biiyiik 6nem tasidigini goriiyoruz. Bir
harmonik yalinkat fonksiyon ya yon-koruyan yada yon-degistirendir. Eger f yon-
koruyan harmonik fonksiyon ise f yon-degistiren harmonik fonksiyon olur. Konform

fonksiyonlar yonkoruyan fonksiyonlardir.

Bu tez calismasinda iizerinde durulan harmonik yalinkat fonksiyon siniflari,
Jakobiyeni pozitif olan yani, yon-koruyan harmonik fonksiyonlardir.

f =u+iv  harmonik ise, f =h+J kanonik ifadesi kullanilarak f ’nin

2

Jakobiyeni J, (z)=|f," ~|f| =|n'(2)] ~|g'(z)] seklinde ifade edilebilir. f yon-

z

g'(z)| oldugu agiktir ve 2= <1 ifadesi gerceklenir.

£l

Teorem 3.4.10°a gore D bolgesinde tanimli f =h+ 3 kononik gdsterime sahip

koruyan ise |h'(z)|>

harmonik fonksiyonunun yerel yalinkat ve yon-koruyan olmas1 igin gerek ve yeter kosul
o'(2)|<

Tamm 3.4.11 (ikinci Dilatasyon) v =g’'/h’ fonksiyonu f ’nin ikinci dilatasyonu

h'(z)| ifadesinin gergeklenmesidir.

seklinde isimlendirilir ve bu fonksiyonlarin sinifi )’ seklinde ifade edilir. Yon-koruyan

harmonik yalinkat fonksiyonlar i¢in |v| <1 durumu gergeklenir.

Ayrica U birim diski {izerinde harmonik f =h+3 fonksiyonu

n
n=0 n=0

h(z)zia 2" ve g(z)=iaﬁnz” olmak iizere f(re“g):ianr‘”‘emogd

seklinde seri a¢ilima sahiptir.
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Yon-koruyan harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisinde arastirma yapan bilim
adamlar1 bazi normalizasyonlar yapilmislardir. Bu gaye ile herhangi bir basit baglantili
D bolgesi yerine U birim diski alinacaktir.

Tanim 3.4.12 (Normalize Edilmis Yon-Koruyan Harmonik Fonksiyonlar) U birim

diski tizerinde tammli h ve g analitik fonksiyonlarina bagl olacak sekilde f =h+J
seklinde gosterildigini biliyoruz. Ayrica U birim diski tizerinde harmonik f =h+@
fonksiyonu

Zaz ve g(z i -z

n=0

olmak iizere f (reig) = Zanr‘n‘eig 0 <r <1 seklinde seri agilima sahiptir. Burada verilen

—00

seri agthminda &, katsayis1 yerine b, yazarsak; h(z)= ianz”, 9(z)= ibnzn

n=0 n=0

ifadesi elde edilir. f fonksiyonu U ’da yon-koruyan ve harmonik oldugundan

Jakobiyeni pozitiftir. Dolayisiyla her ze€ U i¢in |g'(z)| <

h'(z)| esitsizligi gergeklenir.

’(Z)| #0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla genelligi bozmadan
h(0)=0 ve h'(0)=1varsayilabilir.

=b, =0, a, =1 normalizasyonunu saglayan U birim diskinde y6n koruyan

harmonik fonksiyonlarin smifi S, ile gosterilir. Yapilan tamimlamaya dayanarak

analitik fonksiyonlar simifi S ile S, arasinda S S, kapsama bagintisi oldugu

goriiliir. Normalizasyondan otiirii S,, smnifina ait bir  f(z)= h(z)"'ﬁ fonksiyonu

h(z) ve 9(2) U birim  diskinde  analitik ~ olmak  iizere

Z)=17+ i az"+ ibn z"=h(z)+ WZ) agilmina  sahiptir. ' Yon  koruyan

ozelliginden |b|<1  olmak zorundadir. Bu durumdan hareketle, feS, ise

( f —bl_f)/(l—|bl|2) €S, dir. Dolayisiyla, S ={f S, :9'(0)=b =0} smfim

tanimlayabiliriz.
Lewy’nin 1936 yilinda Teorem 3.4.10°nun ispatlamasindan yaklasik kirk
sekiz yil sonra Clunie ve S. Small 1984 yilinda, y6n-koruyan harmonik fonksiyonlarin,

analitik yalinkat fonksiyonlarin sahip oldugu temel Ozellikleri ve esitsizlikleri
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gercekleyip gerceklemedigini arastirdiklari makalelerini yayimnladilar. Bu makaleler
harmonik yalinkat fonksiyonlar teorisinin gelisiminde olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir.

Tammm 3.4.13 (Harmonik Koebe Fonksiyonu) Clunie ve S. Small 1984 yilinda
yaymladiklari makalede analitik Koebe fonksiyonunun benzerini S’ smifi igin

asagidaki gibi tanimlamistir.

1-1241p L1y
2 6 _

T

olmak iizere k,=H+GeS/, fonksiyonuna harmonik Koebe fonksiyonu denir. k,

H(z)=

fonsiyonu, U birim diskini kompleks diizlemden (—oo, -1 6] reel araliginin ¢ikarilmasi

ile elde edilen bolge tizerine resmeder. Bunun disinda z =1 noktasi diginda U birim

disk iizerindeki herbir nokta i¢in k,(z)=-1/6 sonucu daima bulunur (Clunie ve S.

Small,1984).

Teorem 34.14 f e Sﬂ olmak tizere ‘f (Z) esitsizligi biitlin ze U i¢in

\V4
N

saglanir. Ayrica {We(C:|W| <ZI/16} < f(U) ifadesi biitin f €S i¢in gergeklenir
(Cluni ve S.Small,1984)

Tim bunlara ek olarak f =h+3J fonsiyonu yon-koruyan ise ikinci
dilatasyonu v=g'/h’, |v(z)| <1 sartin1 saglar. Bu durumdan yola c¢ikarak f
fonksiyonu S smifindan alinmus bir fonksiyon ise g'(0)=0 oldugundan v'(0)=0
oldugu agiktir. Ozetle f S} sinifina dahil fonksiyonlarmn dilatasyonlar1 Schwarz
fonksiyonudur. Dolayisiyla Schwarz Lemmasfndan‘v'(O)‘ <1 gergeklenir. Esitlik hali
|C| =1 olmak sartiyla V(Z) = cz fonksiyonu i¢in gegerli olur.

Tipki S sinifindakine benzer olarak S,, ve S’ smmflar igin de alt smiflar

asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tammm 3.4.15 (Yidizil Harmonik Fonksiyon) U birim diski belirtmek iizere
feS, (f € S;;O) yon koruyan harmonik fonksiyonunun —gériintii bolgesi f (U),

orijine gore yildizil ise f eS;(f e S;O) ifadesi yazilabilir. S, (S;O) smifina ait olan
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fonksiyonlara U birim diski tizerinde yildizil harmonik fonksiyon denir ve analitik

olarak asagidaki gibi ifade edilir.
a i0 i0
fes, @E(arg f(re ))>0 (zere”,0<r<1,0<0<2z).

Teorem 3.4.16 f =h+g fonksiyonu h ve g ye baght f (z) fonksiyonu

f(z)= z+§2:anz" +§l:bnzn = h(z)+WZ)

seklinde tammlanmak iizere » nla [+ Y nlb,|<1 esitsizligi saglanrsa f eS;, olur
n=2 n=1

(Silverman,1998).
Teorem 3.4.17 f €S sinifina ait herbir yildizil fonksiyon

1 (2))s

1 3r+rd
3(1—r)3'

(f=r <1)

esitsizligini saglar. Bu sinir miimkiin olan en iyi siirdir ve esitlik hali f ‘in harmonik

Koebe fonksiyonu k, olmasi ile miimkiindiir.

3.5 Kesirli (Fractional) Diferansiyel Hesap Teknigi
Tirev ve integral giiniimiizde kullanilan birgok  teknolojinin temelini
olusturmustur. Bununla birlikte dogal ve yapay diizeneklerin ¢alisma ilkelerini idrak

etmede ¢ok onemli bir aragtir. D =d/dx tiirev operatdrii temel analiz ile ilgilenenler

icin oldukga iyi bilinen bir kavramdir. Kesirli diferansiyel, matematiksel analizin bir
dali olarak, kendi adindan da anlasilacag: gibi, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi)
derecelere genisletilmis halidir. Konu, diferansiyel hesap kadar eski olup Leibniz ve
Newton’un diferansiyel hesaplama teknigini kesfetmelerine kadar uzanir (Bayin, 2004).
Bir fonksiyonun birinci, ikinci, {giincii vb. tirevlerinin nasil hesaplandigini
biliyoruz fakat 5/2 nci tiirevini nasil hesaplayabiliriz? Ayni sekilde bir fonksiyonun iki

ya da li¢ defa integralini alabiliriz fakat 1/2 defa integralini alabilir miyiz? Leibniz

1695°te L’Hospital’a sordugu “Tam say1 dereceden tiirevler, kesirli dereceden tiirevlere
genellestirilebilir mi?” sorusu kesirli diferansiyelin dogum tarihi olarak bilinir.
Leibniz’in kesirli tiirevler {izerine ortaya attigi bu soru, 300 yildan daha fazla bir
zamandir lizerinde calisilan bir konu haline gelmistir. Leibniz’in yani sira Liouville,

Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve
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Letnikov gibi {inlii bircok matematik¢i de bu konu iizerinde c¢alismiglardir (Loverro,
2004).

O zamandan bu yana hizla artan bir sekilde, kesirli diferansiyel denklemler
oldukga fazla bilimsel siire¢lere uyguland: ve incelenen bilimsel siiregleri ¢ok daha iyi
betimleyen sonuglar elde edildi. Kesirsel hesap giiniimiizde sayisal analiz, kontrol
teorisi, 1s1 iletimi, elektrik bilimi, mekanik, kaos ve fraktallar, viscoelasticity,
akigkanlar, elektrokimya, fraktal siiregler, bircok difiizyon siirecleri gibi pek ¢ok alanda
uygulama alanlarina sahiptir.

Kesirli hesabin tanimlar1 ve kullanimini idrak edebilmek i¢in bazi matematik
tanmimlarin1 iyi bilmek gerekir bunlardan en O©nemlisi Gama fonksiyonudur.
Calismalarimizin ilerleyen kisimlarinda da goriilecegi tizere gama fonksiyonu, kesirli
diferansiyel ile dogrudan iliskilidir. Gama fonksiyonunun en basit anlami1 faktoriyelin

biitiin reel sayilar i¢in genellestirilmesidir.

Tanim 3.5.1 (Gamma Fonksiyonu) Re{z} >0 i¢in
I'(z)= j t* e dt
0

ile tanimli fonksiyon Gamma Fonksiyonu olarak adlandirilir.
Gamma Fonksiyonun temel 6zellikleri asagidaki gibidir.
() T(z+)=zI'(z), T@®=1
(i) C(nN)=(n-1)!, neN"
(iii) T'(z)=0 olacak sekilde higbir z noktasi yoktur. z=0,-1,-2,... noktalar1 harig

_1\k
her yerde analitiktir ve z=—k noktasindaki rezidiisii E\’_ek zI'(2) = ( kl') seklindedir.

Tamim 3.5.2 (Riemann-Liouville Kesirsel integrali) f(x)eC([a,b]) ve a<x<b

ise, A € (—,) iken

oo L P @
0=

integraline A mertebeli Riemann-Liouville kesirsel integrali ad1 verilir.

Tamim 3.5.3 (Riemann-Liouville Kesirsel Tiirevi) 4 € (0,1) igin

2 _ 1 dt 1
Daf(x)_r(l—a)dzl(x—(;)ﬁdf

Ifadesine A mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi adi verilir .
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Bu operatorlere Riemann-Liouville Kesirsel integral operatorleri ya da kisaca
R-L operatorleri de denmektedir. A =1/2 6zel halinde kesirsel tiireve yari-tiirev denir.

Riemann-Liouville kesirsel integral operatorleri igin oldukga faydali olan
kesirsel integralin yar1 grup niteligi asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.5.4 Herhangi bir f(x)eC([a,b]) i¢in Riemann-Liouville kesirsel integrali,
A>0,n>0 iken  D*D;"f(x)=D,"*""f(x) esitligini saglar (Oldham ve Spanier,
1974).

1978 yilinda Owa, analitik fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirsel
integralini ve kesirsel tiirevi asagidaki gibi tanimlamigtir.
Tamm 3.5.5 Orijini kapsayan karmagik z— diizleminin basit baglantili bir bolgesinde
analitik olan ve z—¢& >0 iken log(z—¢&) degerinin reel olmasi gerektigi i¢in (z—&)*™

¢ok katlihigr kaldirilmis bir f(z) fonksiyonu i¢in, A mertebeli kesirsel integral

DPPR S L 5
D; f(z)_r(l)z[(z_g)l_ldf, (A>0)

seklinde tanimlidir.
Tamm 3.5.6 Tanim 3.5.5 deki gibi kisitlanmis ve (z—&)™* kathlign kaldirilmus bir

f(z) fonksiyonu igin, A mertebeli kesirsel tiirev

ign_ L d f(E)
sz(z)_l“(l—ﬂ) dz!(z—(f)’ldg’ (0<A<1)

seklinde tanimlidir.

Tanmm 3.5.7 Tanim 3.5.6 ile verilen varsayimlar altinda, bir f(z) fonksiyonu igin,

n+A mertebeli kesirsel tirev

n

Dn+lf 7) =
. 1) dz"

D/ f(z), (0<Ai<1, neN,=Nu{0}

seklinde tanimlidir.

Yukarida verilen tanimlardan

;iZk:MZk_%, (ﬂ,>0),
I'(k+1+A4)
‘ZK—MZH, (0< 1<),

2T T(k+1-12)



25

n+/12k — 1—‘(k +1) Zk—n—/i
‘ I'(k+1-n-2)

. (0<A<1 k>0, neN, k-n=-1-2,.)

oldugu kolayca goriilebilir. Buradan su genel sonug ¢ikarilabilir:

Ak _ I'(k+1) k=2

77 = , (0<4A<1 k>0, k=A#-1,-2,..).
I'k+1-2)

Tammm 3.5.8 (41— Kesirli Operator) Yukarida bahsedilen kesirsel tiirevin kuralini

kullanarak A— kesirli(fractional) operatorii asagidaki gibi tanimlayabiliriz:
f(z)=z+a,2’ +..+a,2" +..= D} f (2)=D/ (z+a,2° +..+2a,2" +...

oldugunu daha 6nceki tanimlardan elde etmistik.

D/ f (2)=T(2-1)2°D; f _z+§: n+)1(2)+1)zn

ifadesine A — Kesirli(fractional) operator denir.

D* f (z) ifadesi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

D'f (z)=Df (z)=lim,_, D*f (z)=1zf'(z) ,

DA(D‘?f(Z)) Dé(Dl )_Z+i 2 /I) (2_5)(F(n+1)) 7"

r(n+1-2)I(n+1-95)
= T(2-2)T(n+1)

D( ) Z T(n+1-1) z":z(DJf(z))'

=2

=T'(2-4)z*(AD} +2D; " (z)) ,

D(D*f(2)) _, #'(2)

A=0 igin, =7

D*f (z) f(z)
D(D*f (z)) £7(z2)

A=1licin de ——— =147

D*f(z) f'(z)

(Aydogan, 2013).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boélimde calismamizda elde ettigimiz sonuglara deginilecektir.
Calismamizda oOncelikle Kkesirli (fractional) operatér ile tanimlanan harmonik
fonksiyonlarn yeni bir alt sinifi tanimlanmistir. Bu g¢alismadaki amacimiz kesirli
(fractional) operatdr ile tanimlanmis harmonik fonksiyonlarin yeni bir alt sinifini
tanimlayarak, bu siniftaki fonksiyonlarin genel katsayilari i¢in bir tist sinir belirlemektir.
Ayrica, bu sinifa ait ekstrem noktalari, bliyiime ve bikiilme teoremleri, kapalilik
Ozelligi gibi baz1 6nemli karakterizasyon 6zellikleri lizerinde durulacaktir. Bu boliimde
yapilan ¢alisma ve elde edilen sonuglar “TWMS Journal of Applied and Engineering

Mathematics” adl1 dergide kabul edilmis olup basim asamasindadir.

41 HW (ﬂ,ﬁ,t,a) Sinifi

Tamim 4.1.1 HW , U birim diskinde tanimli normalize edilmis yon-koruyan harmonik

fonksiyonlarin bir sinifi olsun.

h(z)=z+> a," g(z):ibnz”,|b1|<1 (4.1.1)

U daanalitik olan f(z)=h(z)+g(z) seklindeki fonksiyonlardr.

Tamm 4.1.2 HW smifinin alt sinifint HW seklinde tanimlayalim ve bu alt sinif

h(z):z—i|an|z”, g(z):i|bn|z", o<1 (4.1.2)

olmak iizere f(z)=h(z)+g(z) seklindeki fonksiyonlardan olusur.

Tanmm 4.1.3 f(z)=h(z)+g(z), (4.1.1) denklemi ile verilen harmonik {inivalent

fonksiyonlar ele alalim. 0<a <1, >0, 0<t<lve z= re e U olmak iizere

Dﬂf(z)+(ﬁ+t)(Dﬁf,(Z))l+ﬁt(Difzfz))”—2ﬂt za (413

yA z

Re{(1- f)(1-1)

sartini saglayan fonksiyonlarin olusturdugu smifi  HW (/I,ﬂ,t,a) seklinde

tamimlayacagiz. Ayrica HW (4, B,t,a)=HW (4, 8,t,a)nHW olsun.
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£ =0 aldigimizda, HW (/I,ﬂ,t,a) smifi asagidaki gibi HG (/”t,t,a) harmonik

fonksiyon sinifina dontistir: HG (l, t, a) = HW (ﬂ,, 0,t, a)

D*f(z) (D*f(2)

Re<(1-t
el(1-)7— .

>a. (4.1.4)

p=1 aldigimizda, HW (ﬂ,ﬂ,t,a) smifi  asagidaki gibi HA(/’L,t,a) harmonik
fonksiyon sinifina dontisiir: HA(/i,t, a) = HW (ﬂ,l,t, a)

(P*f(2) , (P*f(2))

Z' Z

14

Req(1+t) —2tr>a. (4.1.5)

—+

4.2 HW (l, £t a) Sinifinin Bazi Katsay1r Simirlar
Oncelikle HW (ﬂ, ﬂ,t,a) fonksiyon smifi i¢in gerekli Katsay1 kosullarini

verecegiz. Daha sonra bu kosullarin  HW (l,ﬂ,t,a) smifi igin de yeterli sonuglar

verdigini gosterecegiz.

Teorem 4.21 h ve g fonksiyonlart (4.1.1) denklemiyle verilen fonksiyonlar ve

f=h+7 i¢in f(z)eHW (4, A,t,a) olmak iizere

g (B+t)(n-1)+pt(1+ n2)+1‘ F(i(_n/?f_(z;l)|an|

2-2)I(n+1)
r(n+1-1)

+§\(ﬁ c)(n+1)- pr(aent) -1 L b,|<1-a (4.2.1)

n

esitsizligi saglanir.

Ispat. Rew>a gergegini kullanarak |W +1- a| > |W -1- a| esitsizligini ispatlamak

istiyoruz.

(D*f(2)) o

z

(D‘f (z))’

D* f (Z)+(,B+t)

z z

+

w=(1-/)(1-t)
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Yukaridaki esitsizligin ispat1 ig¢in |W +1- a| - |W -1- a| >0 oldugunu

gostermek yeterlidir. O halde;

w+1-a|=|(1- 8)(1- t[ i o (2;1)anzn_1+§r(i(—n,1+)lr_(2)+1)bn(Z)n1J
o 1"(2—1)1"(n+1 °° (n+1) ona
+(ﬂ”)[1+§ T(n+1-7) Z rneg) @) )
o F(Z—/l)l“(n+1 o )T (n+1) -
+ﬂt£1+nz_; F(n+i-2) Z Tnei=g) " Y&

s )T (n+1) (2-2)r(n+1)

> Fg 0 (r(nﬂ_ﬂ) ”(n—l)bn(f)"‘lJ—2m+1—a

n=1 n=1

n-1

> 2—05—:02 (,B+t)(n—1)+ﬂ’t(1+ nz)‘ F(I%(nigf_(z;l)|an|

I'(2-4)r(n+1)

_nzw;‘l_(ﬁ+t)(”+l)+ﬁt(l+n2)‘ (F(n+1_g) Ib,|[2™
w-1-c| = (1—ﬂ)(l—t)(1+ir(2_’l)r(n+1) anzn_1+ir(2—z)r(n+1) bn(z)“]

= T'(n+1-2) S T'(n+1-1)
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= I'(2-2)T(n+1) (2-2)r(n+1)

Y ) nb, (7)™ +3) (F(n+1—ﬂ) n(n_l)bn(z)“]_zm_l_a

n=1 n=1

r(2-2)r'(n+1)
r(n+1-4)

n-1

[2J2

Sa+§;“1+(ﬁ+t)(n—l)+ﬁt(l+ nz)‘

r(2-2)r(n+1)
r(n+1-4)

n-1

[b:]|2

+g‘l—(ﬂ+t)(n +1)+ Bt (1+ nz)‘

2—/1)1“(n+1)|a |
r(n+l1-4) "

W+1l-a|-|w-1-¢f 22{1—a—§;‘(ﬂ+t)(n—1)+[>’t(1+n2)+1‘F(

(2-2)r(n+1)
r(n+1-2)

—i(ﬂ+t)(n+l)—ﬂt(l+n2)—1‘ Ib,| [0

n=1

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Not 4.2.1 Teorem 4.2.1°deki (4.2.1) nolu katsay1 esitsizligini kullanarak yazilan

. ., (2 Ar(n+l)
=2+ ; (B+t)(n- 1)+ﬂt(1+n +1‘ r(n+1-2)
< W rE-A)r(n)

=1

0 A Fnei-2)

fonksiyonu i¢in, asagidaki ifade agiktir.

1 00 o0
Sl w1
n=2 n=1
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Teorem4.2.2. f =h+geHW ve f(z) em(l,ﬂ,t,a) olmak iizere

00

; B+t)(n-1)+ At(1+n?)+ q (i(_n?lr—(z;l)h"'

I'(2-2)r(n+1)
C(n+1-2)

b,|<1-a. (4.2.2)

+n§;‘(,6’+t)(n+l)—,b’t(l+n2)‘

esitsizligi saglanir.

ispat. HW (4,4,t,a)c HW (4, 4,t,a) oldugunu Teorem 4.2.1 den biliyoruz. O

halde ispatin geri kalan1 i¢in f(z) € W(i, pit, a) oldugunu varsayalim. z =re'’ e U

olmak lzere

Re{(lﬂ)(lt) D1 (2)  (5y) P (D), 5 (D71 (2) zm}

= ['(2-2)T(n+1)

=Re{(1—ﬂ)(l—t)(l+z F(n+1-2) anzn—1+il“(2—/1)r(n+l)bn(z)n1}

~ = T(n+1-2)

F(Z—/l)l“(n+l )T (n+1)

+(ﬂ”)(1_§ Fnei-a) " Z F(n+1-4) ”b“(f)nl]

c )L(n+1) . &C(2-4)Tr(n+y -
+,6’t[1 z F(ne1-7) na,z"*->" F(ne1-7) n(n-1)a,z

=2 n=2

SO, 2y 5 O o, 2 -2 }

n=1 n=1 F n+1 ﬂ,)

n-1

Re{l—i[(l—ﬁ)(l—t) (B+t)n+npt+n(n- 1)ﬁt] )f(z;l) "
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)F(n+1) e
+Z[1 B)(1-t)-(B+t)n+npt+n(n— 1),3@ ) b, (2) }
o Sl A

R O R R T

Burada z=r —1 oldugunda (4.2.2) esitsizligi saglanmis olup Teorem 4.2.2°nin ispati

tamamlanir.

4.3 Ekstrem Noktalar

Bu kisimda W(i, St a) simifinin ekstrem noktalar1 incelenmistir.

Teorem 4.3.1 f =h+geHW (4,4,t,a) olmak iizere f (z) fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanmak kosuluyla

n=23,.. igin X, >0, ¥,20, X, +> X, +>Y, =1 X >0, Y,>0

n=2 n=1
f(z)=X z+Zth ZYg 2eU (4.3.1)
asagidaki esitsizlikler gecerlidir.
h,(2)=2- L-a L(nel=d) (n=23,..) (4.32)

(B+t)(n=1)+ pt(1+n*)+1 T(2-2)T(n+1)

1-a L(n+1-4)
(B+t)(n+12)-pt(1+n*) -1 T(2-2)F(n+1)

gn(2)=2+‘ (z)' (n=12,..) (433
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Ispat. f(2), (4.3.1) denkleminde tamimlandigi haliyle h (z) ve g,(z)
fonksiyonlarini yerine yazalim. Bu durumda,

* 1-«a F(n+l ;L)
Z )+,Bt(1+n +1‘ r(2-2)r(n+1) "

n

n=2

RS 1-a r(n+1-2)
(B+t)(n+1)-pt(1+n*) -1 T(2-2)F(n+1

)Yn (z)".

n=1

yazilir. (4.2.2) esitsizligden

1-o F(n+1—/1) |X |
1)+ﬁt(l+n2)+]_‘ r(2-2)r(n+1)" "

Z‘(ﬁﬂ)(n 1)+ﬁt 1+n Jr]ﬂﬂth r-

1-o F(n+1—ﬂ,)

nz_l:‘(ﬁ+t)(n+l) 1+n 1“ (B+t)( n+1)—,8t(1+n2)—1‘ F(2—Z)F(n+1)| o

:(1—a)(Z|Xn|+Z|Yn|j:(1—a)(1— X,)<l-«a
n=2 n=1
elde edilir. Boylece f(z)e HW (4, ,t,@) olur.

Diger yandan f(Z)eW(ﬂ,ﬂ,t,a) olsun

Buradan

(B+t)(n-1)+ pt(1+n°)+1] r(2—/1)r(n+1)|a |
l1-a r(n+1-2) "

(B+t)(n+1)-At(1+0°) -1 r(2- 1)1 (n +1)Ib |
l1-a F(n+1-2)

X =

n

Y =

n
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sonucunu elde ederiz.
7)=1 —Z;|an| z" +Z,1:|b”|(7)

(I-a)X, L(n+1-1)
(ﬁ+t)(n—l)+ﬂt(1+ n2)+1‘ [(2-24)T(n+1)

n

2 (1—0()Yn T(n+1-4)
)_ﬂt(1+ nZ)_q r(2-2)r(n+1

)(7)”

=Xz+ Y X.h (2)+>.Y,0,(2)
n=2 n=1
Boylelikle ispat tamamlanmis olur.
4.4 Kapalihk Ozelligi
Bu ksimda W(l, p.1, a) siifinin kapalilik 6zellligi incelenmistir.

Teorem 4.4.1 f,(i=12.), HWAZ B t& smifina ait ise ®(z Z

fonksiyonu da W(ﬂ, B.t,a) smifindadir ve f;(z) asagidaki gibi tanimlanir.

)=2- Zamz +me 0<o <1, Za =1). (4.4.1)

i=1

Ispat. (4.2.2) denkleminden f;(z)e W(}L,,B,t, ), oldugu agiktir.



i (B+t)(n—1)+ Bt (1+ n2)+1‘ F(I%(_n}ff—(z;l) |

n=2

2-2)r(n+1)

b |<l-a, (i=12..).
F(n+1-2) bl 1= (i )

+g‘(ﬂ+t)(n +1)+ pt(1+ nz)—l‘ I(

Ayrica

Teorem 4.2.2’ye gore,

00

Zo-iani

i=1

= I'(2-4)r(n+1)

> (ﬂ+t)(n—l)+ﬁt(1+n2)+1‘

- [(n+1-2)

D T

io'ibni‘

i=1

I'(2-2)r(n+1)

S Sl oy aar) LA,

+i‘(ﬂ+t)(n+l)_ﬂt(1+nz)_l‘r(z—ﬂ)r(n-l-l)|bni|}

— I(n+1-2)

s(l_a)gai “1-a.

Boylece ®(z)e HW (2, 4,t,a) olur. Sonug olarak HW (4, A,t,) smfi kapalidir.

34
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4.5. Bilyiime ve Biikiilme Teoremleri

Teorem4.5.1 f =h+geHW (1, 4,t,a), =1, |z]=r <1, olmak iizere

-« —1+2(f+t—ft) 2_1 2
‘f(ZNZ(L%QDr_[1+ﬂ4¢(1+5ﬂ)_ l+ﬂ4¢(l+5ﬂ)|q@ (4.5.1)
ve

-« —1+2(p+t—ft) 2_21 "

‘f (Z)‘£(1+|b1|)r+(l+ﬂ+t(l+5ﬂ)_ 1+ B +t(1+5p) |bl|] (4.5.2)

seklindeki sinirlara sahiptir.

ispat. f(z)eHW (4,B,t,a) olsun. (4.2.2) denkleminden asagidaki ifadeyi

yazabiliriz:

=2 +b)(2)-X (a2 -kl (2)")

n=2

f(z2)=|z-) |a,|Z" +Z|bn|(7
n=2 n=1

o0

2 (1= [bu)r =2 (Ja,|+[b, )

n=2

1-a  2-2
(B sy 2

5 (L8 2 oo

n=2

l1-a 2—4
Z(1_|b1|)r_1+ﬂ+t(1+5ﬁ) 2
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-« r(n+1-14)

n=2

iﬂ(ﬂﬂ)(n1)+,Bt(1+n2)+1JF(2—,1)1“(n+1)|an|

{(mt)(nﬂ)—ﬂt(urﬂ—l]r(zz>r<n+1)|b @rz

1-a r(n+l-2)

Z(l—|b1|)r— l-«o z—ﬂx{l__1+2(ﬂ+t_ﬂt)j|bl|r2

1+ p+t(1+458) 2 1-a

B r_|b1|r_[1+ﬁl+_tism _—11:2;ft++t5—ﬂpt’t)|bl|j2;/1 -

(4.5.2) esitsizligi benzer ifadeler kullanilarak ispatlanabilir. Boylece ispat tamamlanmig

olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Daha oOnce elde ettigimiz bulgulardaki parametreler i¢in bazi1 6zel secimler
yapilirsa ispat1 yapilan teoremlerden hangi sonuglarin elde edilebilecegi incelenmistir.

Teorem 4.2.2°nin 6zel parametreler igin alacagi sonuglari inceleyelim.

Sonuc 5.1 f =h+ geH_G(/l,t,a) = HG (/l,t,a)mm olsun.

rE-Areey | < re-Ar(neD), |
r(n+1-21) |an|+nZ:1:\t(n+l)—JJ T(n+1-1) b,|<1-a .

Z; t(n—1)+1
katsay1 esitsizliginde A4 =0 icin asagidaki esitsizlik elde edilir.

:Z;|t(”—1)+]4|an|+§|t(n +1)-1b,|<1-e.

Sonu¢5.2 f =h+geHA(A4,t,a)=HA(A,t,a)nHW olsun.

= I'(2-4)r(n+1) = r(2-2)r(n+1)
P AU Sl v evemyy

b,|<1-«a

katsay esitsizliginde, A =0 durumu igin asagidaki esitsizlik elde edilir.

i|n(1+t +nt)||a,| +i|n(1+t —nt)||b,| <1-a.
n=2 n=1

Simdi de Teorem 4.5.1 06zel sonuglarini inceleyelim.

Sonuc 5.3 f e%(l,t,a) olmak iizere,

@)= (-9 -2t 254



ve

() s (a5 2 2 A

fonksiyolari igin A =0 durumunda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

t+1 t+1

1 (2) 2 (1)) {52 )

ve

|fuﬂs@+hpr{}:ﬁ_§:ﬂq0ﬁ.

t+1 t+1

Sonu¢ 5.4 f em\(ﬂ,t, a), olmak tizere,

L+3) 230 2

R e e s

ve

1—g 1 2-4 ,
|f(z)|s(1+|b1|)r+{2(1+3t)_2(1+3t)|b1|J 2

fonksiyolari i¢gin A =0 durumunda asagidaki esitsizlikler elde edilir.

o2 bl

(1+3) 2(1+31)

ve

38
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QERIE

(1+31) 2(1+31)

|b1|Jr2 :
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