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OZET

KESIRSEL TUREV YARDIMIYLA TANIMLANMIS ANALITIK VE
BI-UNIVALENT FONKSIYONLARIN BIiR ALT SINIFI

YUKSEK LISANS TEZI
Giilfem AKIN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2017

Bu tezde kesirsel tiirev kullanilarak analitik ve bi-iinivalent fonksiyonlarin yeni
bir altsinifi tanimlanmis ve bu altsinifa ait fonksiyonlarin katsayilari i¢in iist siirlar
bulunmustur. Yapilan bu tezin okuyucu i¢in anlasilabilir olmasi amaciyla 6ncelikle
karmasik fonksiyonlar kuraminin temel tanim ve teoremleri verilmistir. Ardindan
tinivalent fonksiyonlar teorisinin temelini olusturan tanim ve teoremlere yer verilerek,
tinivalent fonksiyonlarin bazi énemli alt siniflar1 tamtilmistir. Ayrica kesirsel analiz ve
Faber polinomlart hakkinda gerekli bilgiler verilerek tezde tanimlanmis olan siifin
anlagsilabilirligi saglanmustir.

Anahtar Kelimeler : Univalent Fonksiyon, Bi-Univalent Fonksiyon, Kesirsel Tiirev,
Katsay1 esitsizlikleri.
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ABSTRACT

A SUBCLASS OF ANALYTIC AND BI-UNIVALENT FUNCTIONS DEFINED BY
FRACTIONAL DERIVATIVE OPERATOR

M.Sc. THESIS
Gilfem AKIN

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2017

In this thesis, using fractional derivative a new subclass of analytic and bi-
univalent functions is defined and upper bounds for the coefficients of the functions
belonging to this subclass are found. In order to make this thesis understandable to the
reader, the basic definitions and theorems of the theory of complex functions are given
first. After then, giving the definitions and the theorems underlying basis of the theory
of univalent functions, some important subclasses of univalent functions are introduced.
Furthermore, by providing the necessary information about fractional calculus and
Faber polynomials, understandability of the class defined in the thesis is provided.

Keywords : Univalent Function, Bi-Univalent Function, Fractional Derivative,
Coefficient inequalities.
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Gilfem AKIN

1.GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi, analitik fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri ile
ilgilenen karmasik analizin 6nemli bir dalidir. Fonksiyonlar teorisinin baglangici 18.
yiizyila, L. Euler’e dayanmaktadir. Modern fonksiyonlar teorisi 19. ylizyilda gelismeye
baglamistir. B. Riemann, 1851 yilinda z-— diizleminin basit baglantili bir
D, cC (D, #C) bolgesini, w— diizleminin basit baglantili D, bdlgesi iizerine
resmeden analitik bir f fonksiyonunun varligmni gostermis ve boylece geometrik

fonksiyonlar teorisinin dogmasma sebep olmustur. Univalent fonksiyonlar teorisi,
geometrik fonksiyonlar teorisinin en dnemli konularindan biridir. Bu teori Koebe’ nin
1907 yilinda yapmis oldugu, normalize edilmis {inivalent bir fonksiyonun kendisinin ve
birinci tiirevinin modiilleri tizerindeki sinirlar1 ispatladigi ¢alismasi ile baslamistir.
Bieberbach’in bu tiir fonksiyonlarin ikinci katsayilar1 i¢in 1916 yilinda elde ettigi
katsay1 kestirimi ve bu kestirimin sonuclar1 {inivalent fonksiyonlar teorisinin énemini
ortaya koymustur. Boylece karmasik analizin bu 6nemli dali pek ¢ok matematik¢iyi
cezbetmeye baslamis ve giliniimiize kadar {inivalent fonksiyonlarin alt siniflart iizerine

bircok calisma yapilmistir.

Bieberbach tahmininin 1984 yilinda Branges tarafindan ispatlanmasina kadar
problemin ¢6ziimii ile ilgilenen matematikg¢iler normalize edilmis analitik ve iinivalent
fonksiyonlar sinifinin bazi alt siniflarini tanimlayarak bu alt siniflara ait fonksiyonlarla
ilgili ilging bagintilar elde etmistir. Branges tarafindan katsay1 probleminin ¢oziilmiis
olmasi, bu alanda caligilacak bir sey kalmadigi anlamina gelmemis, aksine {inivalent
fonksiyonlar teorisini daha da zenginlestirerek bu alanda calisan matematikg¢ilerin
problemi tinivalent fonksiyonlarin degisik alt siniflarina tasimalarina ve bu alt siniflar

tizerinde ¢aligmalarini siirdiirmelerine sebep olmustur.

Univalent bir fonksiyonun tersi iinivalent olmayabilir. Tersi de iinivalent olan
tinivalent fonksiyonlarla yani bi-linivalent fonksiyonlarla ilgili ilk ¢calisma, 1967 yilinda

Lewin tarafindan yapilmistir. Lewin, bi-linivalent fonksiyonlarmn smnifim1i 2 ile

gostererek bu sinifa ait fonksiyonlarin ikinci katsayilart igin |a2| <1.51 oldugunu elde

etmistir. Brannan ve Clunie, 1967 yilinda her f €X igin |a2|S\/§ oldugunu agik

problem olarak ortaya atmiglardir. Netanyahu, 1969 yilinda her f € ¥ i¢in max |a2| =§



1.GIRIS

oldugunu gdstermistir. Daha sonra |a2|£1.485 oldugu 1985 yilinda Tan tarafindan
gosterilmistir. Kedzierawski ise, 1985 yilinda Brannan ve Clunie tarafindan elde edilmis
olan |a2|S\/§ tahminini bi-yildizil fonksiyonlar i¢in ispatlamistir. Brannan ve Taha,
1985 ve 1986 yillarinda « — mertebeden bi-yildizil ve bi-konveks fonksiyonlarin a, ve
a, katsayilarimin modiillerinin sinirlariyla ilgili tahminler elde etmislerdir. Son
zamanlarda pek ¢ok matematik¢i, bi-linivalent fonksiyonlarin gesitli alt siniflart igin
katsay1 tahminlerinde bulunmustur.

Bu calismada kesirsel tiirev yardimiyla X sinifindaki fonksiyonlarin yeni bir alt
siifi tanimlanarak bu smniftaki fonksiyonlarin a, genel katsayilariin modiilleri i¢in

Faber polinomu katsayr teknikleri kullanilarak sinir belirlenmistir. Ayrica bu

fonksiyonlarin a, ve a, katsayilarinin modiilleri i¢in iist sinirlar elde edilmistir.

Tezin kuramsal temeller boliimiinde calismamizda gerekli olacak bazi temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Materyal ve metot boliimiinde ise tinivalent ve bi-
tinivalent fonksiyonlar tanitilarak normalize edilmis analitik ve {inivalent fonksiyonlar
sinifina ve bazi alt siniflarina ait énemli 6zellikler verilmis, kesirsel tiirev kavrami ve

Faber polinomlar1 agiklanmaistir.

Arastirma bulgular1 olarak verilen son bélimde ise A(Z“’M) sinifi tanimlanarak

bu siniftaki fonksiyonlar i¢in katsay1 sinirlar1 belirlenmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, tezde kullanilan temel tanimlar yapilacaktir. Ayrica tez boyunca
ihtiyag duyulan Onemli teoremler ve bu teoremlerin sonuglari ispatsiz olarak

verilecektir.

Tanmm 2.1 (Komsuluk) C karmagsik sayilar kiimesi olsun. z, € C ve ¢>0 olmak
lizere B(zo;g):{ze(C:|z—zo|<g} kiimesine z, noktasinin &- komsulugu denir.
B(z,;¢) kiimesi, z, merkezli ve & yarigapli ¢emberin igidir. Bazen * B(z,;¢)
komsulugu” yerine “C de bir disk” ifadesi de kullamlir. B(z;¢) ={z € C:|z—z,|< ¢}
kiimesine z, merkezli ve & yarigapli kapali disk, B(z,;¢)—1{z,} kiimesine ise z,
noktasinin delinmis & — komsulugu denir. B*(zo;g) ile gosterilen z, noktasinin delinmis

& — komgulugunun B (z,;¢) = {z :0< |z - ZO| < g} seklinde yazilabilecegi agiktir.

Tamm 2.2 (i¢ nokta) 4 — C herhangi bir kiime ve z, € 4 olsun. z, noktasmin bir &
komsulugu tamamen A kiimesinde kaliyorsa, baska bir deyisle B(z,;&) = A olacak
bi¢imde bir ¢ >0 sayis1 varsa z, noktasina A4 kiimesinin bir i¢ noktas: denir. A

kiimesinin biitlin i¢ noktalarinin kiimesi 4 kiimesinin i¢i olarak adlandirilir.

Tanmm 2.3 (Ac¢ik ve Kapal kiime) Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye acik kiime,

tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir.

Tamm 2.4 (Baglantih kiime, Baglantisiz kiime) 4 — C alt kiimesi verilsin. 4 kiimesi
bostan farkli, ayrik iki agik kiimenin birlesimi olarak yazilamiyorsa A kiimesine
baglantilidir denir. Baglantili kiimenin diger bir tanimi1 asagidaki sekilde verilir:
AcUVV , AnNU#D ve ANV D, AnUNV = olacak sekilde bostan
farklh U ve V acik kiimeleri bulunamiyor ise, A klimesine baglantili kiime denir.

Omegin C, Rve A={ z:|z|<1 } kiimeleri birer baglantil kiimedir.

Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir.

B= { z : Imz=0 ve Rez rasyonel sayi } kiimesi baglantisiz kiimeye ornek olarak

verilebilir.
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Tamm 2.5 (Bolge) Karmasik diizlemde acik ve baglantili bir kiimeye bdlge denir.

Ornegin C karmasik sayilar kiimesi acik ve baglantili oldugundan bir bélgedir. Fakat
B= { z:Imz=0 ve Rez rasyonel sayz} kiimesi baglantili olmadigindan bir bolge
degildir.
Tammm 2.6 (Egri) [a,b]c R olmak iizere, y:[a,b]— C siirekli fonksiyonuna C
diizleminde bir egri denir. Bir egri geometrik olarak [a,b] araligmin y fonksiyonu
altindaki siirekli resmi olarak verilir. Ornegin y:[1,2]—> C, y(¢t)=t+it ile verilen
fonksiyon siirekli oldugundan C diizleminde bir egridir.

Bir y egrisi i¢in y(a) ve y(b) noktalarina sirasiyla egrinin baslangi¢ ve bitis
noktalari denir. y(a)=y(b) ise y egrisi kapali egri olarak adlandirilir. Kendi kendini
kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya

Jordan egrisi denir. Omegin y(t) =€", 0<¢ <27 ile verilen egri bir Jordan egrisidir.

Bir y:[a,b]— C egrisi parametrik olarak y(¢) =x(¢)+iy(t), a<t<b kural ile
verilir. ¢, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(¢) degerlerinin y(a) dan y(b) ye
dogru siralanmasi egrinin yoOniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii pozitif veya
negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangic noktasindan bitis noktasina dogru

siralanma yon olarak alinir.

Tamm 2.7 (Diferensiyellenebilirlik) 4 — C olmak tizere f:A— C bir fonksiyon ve

z,, A kiimesinin bir i¢ noktasi olsun. Eger

lim f(Z)_f(ZO)

Z=22% z—2z,
limiti varsa f fonksiyonuna z, noktasinda diferensiyellenebilir (veya tiirevienebilir)
. . . df o .
denir. Bu limitin degeri f'(z,) veya d_(ZO) ile gosterilir ve buna f fonksiyonunun z,
Z

noktasindaki tirevi ad1 verilir. f"(z,) tiirevi yine C kiimesinin elemanidur.
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Tamm 2.8 (Analitiklik) 4 c C olmak iizere f: 4 — C fonksiyonu, z, noktasinda ve

bu noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse,

f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir. f fonksiyonu z, noktasinda analitik
degilse, bu noktaya fonksiyonun singiiler noktas: denir. Eger her z, € A noktasinda

f fonksiyonu diferensiyellenebilir ise f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde analitiktir

denir. C karmasik sayilar kiimesinde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon adi

verilir.
z = x+iyolmak tizere f(z) =u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik ise
ou ov ou ov
—(x,y)=—(x,y) ve —(x,y)=—7(x,
ax( ) ay( ») ay( ) ax( )
ile verilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.
Ornegin  fi(z)=¢" , f,(z)=sinz , f,(z)=cosz fonksiyonlari birer tam

fonksiyondur. f,(z) =z fonksiyonu ise Cauchy-Riemann denklemlerini saglamaz ve

dolayistyla higbir yerde analitik degildir.

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonuicin f, ve f. kismi tiirevleri

f.= g=l(f f)——(u +iv, —iu, +v,)

f. = g=l(f f)— (u, +iv, +iu,—v,)

seklindedir. Eger bir f fonksiyonu bir D bélgesinde analitik ise f. =0 ve f. = f'(z)
olur. Tersine eger bir D bolgesinde f. =0 veya f. =f"(z) ise [ fonksiyonu D

bolgesinde analitiktir. Ayrica

u,v u
Ifz|2—|f2|2=J( ]=
X,y

V. Vy

X u y

esitligi yazilabilir. Cauchy-Riemann denklemlerinin bir sonucu olarak,

J(2)= J( yj-ui-i—u;:

=12

. 2
u +iu,

oldugu aciktir.
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Teorem 2.9 (Tiirevler i¢cin Cauchy Integral Formiilii) f pozitif yonlii basit kapali

n=0,1,2,...i¢cin
J' /(2)

(Z Zy)

(n)( o)_

n+1

olur (Ponnusamy ve Silverman, 2006).[]

Tiirevler icin Cauchy integral formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri, bir

bolgede analitik bir f fonksiyonunun bu bolgede her mertebeden tiirevinin var olmasi

ve bu tiirevlerin de o bolgede analitik olmasidir.

Cauchy integral formiilinden elde edilebilen bir diger 6nemli kavram ise

f fonksiyonunun analitik oldugu noktanin uygun bir komsulugunda kuvvet serisine

acilabildigini sdyleyen Taylor Teoremidir.

Teorem 2.10 (Taylor Teoremi) f, D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve z, € D
olmak {iizere B(z,,r), D bolgesindeki en biiyliik acik disk olsun. Bu durumda f

fonksiyonu tim z € B(z,,r) noktalarinda yakinsak olan

© (n)
fo=y LBy
n=0 n'
seklinde bir seri agilimina sahiptir. Ayrica bu yakinsaklik 0<7 <R olmak iizere
E(zo;r)={z e(C:|z—zO| Sr} kapali diskinde diizgiindiir. Yukarida verilen esitlikteki

seriye f fonksiyonunun z, noktasindaki Taylor serisi denir (Agarwal ve ark. 2010).[

Tanmmm 2.11 (Schwarz Fonksiyonu) U :{z:|z|<1} birim diskinde f(0)=0 ve

| f (z)| <1 kosullarin1 saglayan analitik f fonksiyonuna U birim diskinde Schwarz
fonksiyonu denir. Bu fonksiyonlarin olusturdugu siif Q ile gosterilir.

Yardimer Onerme 2.12 (Schwarz Yardimer Onermesi) f fonksiyonu U birim
diskinde bir Schwarz fonksiyonu ise | I ’(0)|£1 ve | f(2)|£|z] esitsizlikleri saglanir.

Esitlik hali yalmzca @eR olmak iizere f(z)=e”z fonksiyonu icin saglanir

(Ponnusamy ve Silverman, 2006).[
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Tamm 2.13 (Konform Doéniisiim) Karmasik diizlemin bir D bélgesinde f: D — C
stirekli doniistimii verilsin. y, ve y,, z, € D noktasindan gecen ve aralarinda « agis1
bulunan herhangi iki diizglin egri olmak tizere bu egrilerin f(y,) ve f(y,) resim
egrilerinin w, noktasinda aralarinda yon ve biiyiiklik bakimindan « acis1 varsa,
Jf fonksiyonuna z, noktasinda konform doéniigiim denir. f fonksiyonu her z, € D

noktasinda konform ise, f fonksiyonuna D bolgesinde konformdur denir.

En 6nemli konform doniisiimlerden biri a,b,c,d karmasik sabitler olmak {izere

f(2)= "”S . ad—bc#0

cz+

ile verilen Moébius doniigiimiidiir. Bu donlisim genisletilmis karmasik diizlemi

(C_, =Cu{ow}) kendisi lizerine konform olarak resmeder.

Konform doniisiimler ile analitiklik arasindaki iliskiyi veren asagidaki teorem

oldukca kullanighdir.

Teorem 2.14 f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasnda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).[]
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde tezin olusturulmasinda kullanilacak temel tanim ve teoremler

verilecektir.

3.1 Univalent Fonksiyonlar

Tamim 3.1.1 (Univalent Fonksiyon) Bir D bolgesinde tanmimli bir f fonksiyonu,
D deki farkli z degerlerine farklt w deger giftleri karsilik getiriyorsa f fonksiyonuna
D bolgesinde iinivalenttir denir. Bu durumda, w= f(z) denklemi, her w degeri i¢in
bu bolgede en fazla bir koke sahiptir. Bu tiir fonksiyonlar, D bdlgesini,
w — dlizlemindeki bir bolge iizerine bire-bir ve konform olarak doniistiiriir.

Bu tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

Herhangi bir D boélgesinde ve en fazla bir kutup noktasi hari¢ tiim diizlemde

analitik bir f* fonksiyonu i¢in, z,,z, € D olmak iizere,
z#z,= f(z)# f(z,)
onermesi dogru oluyorsa, yani f fonksiyonu bu bolgedeki bir noktada ayni degeri iki
kez almiyorsa, f fonksiyonuna D bdlgesinde iinivalenttir denir.
Ornegin; f(z)=Z fonksiyonu iinivalent bir fonksiyondur.

D bolgesindeki tinivalentlik, D bolgesinin her alt bolgesinde de saglanir.

Tamm 3.1.2 (Yerel Univalent Fonksiyon) Bir D bdlgesinde tamimli herhangi bir f
fonksiyonu, bir z € D noktasinin en az bir komsulugunda iinivalent ise f* fonksiyonuna

z noktasinda yerel iinivalent fonksiyon denir.

f fonksiyonunun analitik olmasi durumunda yerel tinivalentlik z e D olmak

tizere f'(z)#0 kosulu ile esdegerdir (Duren 1983).

Eger f fonksiyonu bir D bolgesinde yerel tinivalent ve z e D ise f'(z) tiirevi
fonksiyonun z noktasi etrafindaki yerel geometrik davramigini belirler. | f”(z) | degeri
uzunluklar i¢in yerel biiylime ¢arpanini ve arg f'(z) degeri ise yerel donme garpanini

verir. Ayrica f fonksiyonunun D < R* bolgesinden R* ye bir déniisim oldugu goz
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oniine alindiginda, bu doniisiimiin Jacobian determinant: | £'(z)|* olacaktir. Béylece bir

yerel linivalent fonksiyon agilar1 ve yonleri korur. Bu yiizden bir {inivalent fonksiyon bir

konformal doniisiim veya bir konformal esdegerlik olarak anilir.

D bolgesi tizerindeki f'(z)#0 kosulu f fonksiyonunun bu bolge iizerindeki
{inivalentligi icin gerekli olmasma ragmen yeterli degildir. Ornegin f(z)=¢"
fonksiyonu tiim k € C degerleri i¢in U birim diskinde yerel tinivalenttir ancak |k [> 7
olmas1 durumunda iinivalent degildir. Bir diger 6rnek olarak f(z)=z" fonksiyonu
verilebilir. Bu fonksiyon D= {z 1<|z|<2,0<argz <37/ 2} bolgesinde yerel
{inivalenttir ancak {inivalent degildir. Gergekten, f(z)=z" fonksiyonu D bdlgesinde

analitiktir ve her z, € Digin f'(z,) # 0 oldugundan yerel tinivalenttir. Fakat

g5 )

oldugundan f fonksiyonu D bolgesinde iinivalent degildir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde kullanilan en énemli temel sonuglardan biri de

Riemann Doniistim Teoremidir.

Teorem 3.1.3 (Riemann Doniisiim Teoremi) C karmasik diizleminin basit baglantili
bir D 6z alt kiimesini alalim ve z, € D olsun. Bu durumda D bdlgesini U birim diski
tizerine konform olarak resmeden ve f(z,)=0, f'(z,) >0 kosullarim saglayan tek bir
f fonksiyonu vardir (Duren 1983). []

Riemann Doniisiim Teoremi, iinivalentlik ile ilgili problemlerin genel basit

baglantili bir bolge lizerinde ¢alisilmasi yerine U birim diski tizerinde ¢aligilabilecegini

sOyler.

Tamim 3.1.4 (Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar) U birim diskinde analitik

olan bir g fonksiyonunun

g(2)=by+bz+bz* +..=) bz"

n=0

10
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seklinde bir Maclaurin acilimina sahip ve birim diskte yakinsak oldugu bilinmektedir.

U birim diskinde iinivalent bir g fonksiyonuna sabit bir say1 eklemekle elde edilen
fonksiyon sadece bolgeyi kaydiracagindan, bu yeni fonksiyon da birim diskte {inivalent
olur. O halde yukaridaki Maclaurin ag¢iliminda b, sabiti keyfidir. g fonksiyonundan
b, sabitini ¢ikararak elde edilen g(z)—b, fonksiyonu U birim diskinde iinivalent
oldugundan b, = g'(0) # 0 dir. Boylece g(z)—b, fonksiyonunu b, sayisina bolerek elde
edilen f(z)=(g(z)—b,)/b, fonksiyonu gdz Oniine alinabilir. Bu fonksiyon 1/5, ile
carpildiginda resim bdolgesi sadece doner ve genisler (veya daralir). Buradan
g fonksiyonu D bdlgesinde iinivalent ise f(z) =(g(z)—b,)/b, fonksiyonunun da ayni
bolgede tinivalent oldugu ve tersine f fonksiyonunun D bdolgesinde {inivalent olmasi

durumunda g fonksiyonunun da iinivalent oldugu sdylenebilir. Boylece Maclaurin

b
aciliminda ;” =a, yazilarak
1

f(z):z+a222+a3z3+...=z+2an2" (3.1)
n=2

normalize formu elde edilir. (3.1) ile verilen fonksiyona “normallestirilmistir” denir.
Eger f fonksiyonu linivalent ve (3.1) ile verilen formda ise normallestirilmis iinivalent

fonksiyon adim alir. U birim diskinde analitik ve iinivalent normallestirilmis

fonksiyonlarin siifi S ile gosterilir.

S sinifindaki fonksiyonlarin en temel 6rnegi,

ann =z+4222+32° +...

n=1
seklinde Taylor serisi agilimina sahip olan K(z)=z(1-z)” Koebe fonksiyonudur. Eger

Koebe fonksiyonu,

K(z)=—Z 221(1+2) 1
(-2 4\1-z) 4

+z

) 1
olarak tekrar diizenlenirse ve w =

) fonksiyonunun U birim diskini konform olarak
-z

Re(w) > 0 bolgesine doniistiirdiigii goz oniine alinirsa, Koebe fonksiyonunun U birim

11
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diskini —1/4 ten —oo a kadar kesilmis karmasik diizlem iizerine konform olarak

dontstiirdiigiinii gérmek kolaydir.

)
)

— |z —1]

s -

Sekil 3.1 U birim diskinin Koebe fonksiyonu altindaki resmi
S sinifina ait baz1 fonksiyon ornekleri agagidaki gibi verilebilir:

(i) U birim diskini kendisi iizerine resmeden f(z) =z birim fonksiyonu,
(i) U birim diskini {Re{w} >-—1/ 2} sag yar1 diizlemine resmeden
f(2)= li =z+z"+2 +... fonksiyonu,

-z

(iii) U birim diskini [1/2,0) ve (—o0,—1/2] yar1 dogrular ¢ikarilmis diizlem {izerine

7=

z .
resmeden f(z)= " =z+2 +2 +... fonksiyonu,

(iv) U birim diskini {—72' /4 <Im{w}<xm/ 4} yatay seridine resmeden f(z) = %log?—z
4

fonksiyonu,

(v) U birim diskini bir kardiodin i¢ine resmeden f(z)=z —%zz = %[1 ~(1-2)%]

fonksiyonu.

12
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S smifinin 6nemli bir 6zelligi de toplama islemine gore kapali olmayisidir.

Diger bir ifadeyle f,g €S fonksiyonlari i¢in f + g € S olmak zorunda degildir.

z
1+iz

Ornegin (z)=li ve g(z)= fonksiyonlart S sinifina ait olmasma ragmen
-z

f + g fonksiyonu S sinifinda degildir. Cilinkii

1 1 2-2(1-i)z

SO e O = ey e ey

olup, z= %z%eU noktasinda f'(z)+ g'(z) =0 olur.
—1i

Bununla beraber § simifi bir¢ok temel doniisiim altinda korunur. Bu

doniisiimlerden bazilar agagida verilmistir (Duren 1983):

(i) Eslenik alma: f € Sveg(z)= f(Z)=z+a,z" +...ise ge Sdir.

(ii) Donme (Rotasyon): f € S ve 8 € R olmak lizere,

g(z) — e—iﬁf(e—iﬁ) — Z+Zanei(n—l)ﬁzn, (Z c U)
n=2

ise g e Sdir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): f € S ve 0<r <1 olmak lizere,

g(2)=r"frz)=z+ Zanr"*lz", (zel)
n=2
ise g e Sdir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe Doniisiimii): f € S ve a € U olmak lizere,

f(““]—f(a)

l+az

(~|a[) /(@)

g(z)= , (zeU)

ise geSdir.

(v)Deger bélgesi doniisiimii: f € S olmak lizere y fonksiyonu f(U) da iinivalent ve

w(0)=0, w'(0) =1 kosullarini saglayan bir fonksiyon ise y o f € S dir.

13
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(vi) Cikarilmis deger doniisiimii: f € S ve we¢ f(U) olsun. Bu durumda
z
e0=—LE_ zev)
I-f(z2)/w

fonksiyonu S smifindadir.
(vii) n. kok doniisimii: f € .S olmak lizere n=2,3,... i¢in
1
g(z)=4/f(z") =z + L2 2 + s (2nay—(n- Da2)z*"" +..., (zeU)
n n

fonksiyonu S smifindadir.

f tnivalent fonksiyonunun Taylor seri acilimdaki a, katsayilarini kullanarak

birim diskin f fonksiyonu altindaki resminin alanini hesaplamamiza olanak saglayan

asagidaki teorem oldukc¢a kullaniglhidir.

Teorem 3.1.5 (Alan Teoremi) Eger /', U birim diski tizerinde f(0)=0, f'(0)>0

kosullarini saglayan ve a; e R, a; >0 iken
2 3
f@)=az+ayz" +ayz” +..., |z| <1

Taylor agilimina sahip olan U nun bir konformal doniisiimii ise, bu durumda
Alan(f(U)) = ﬂin|an|2
n=1
seklindedir. []
Ornegin; U birim diskini bir kardioidin i¢ine resmeden f(z)=z —%22 es

. . 1
fonksiyonu i¢in, a; =1,a, = ) olup, buradan

Afan<f<v>>=nin|an|2=’{1‘|1|2+2‘\‘%

n=1

olarak bulunur.

S smifina ait bir f fonksiyonunun a, (ikinci) katsayisinin modiiliiniin sinirin

hesaplamak icin verilen ve iinivalent fonksiyonlar teorisinde 6nemli yer tutan asagidaki

teorem 1916 yilinda Bieberbach tarafindan verilmistir.

14
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Teorem 3.1.6 (Bieberbach Teoremi) S simfindaki her f fonksiyonu igin |a,|<2
esitsizligi saglanir. Esitlik icin, f° fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir donmesi
olmasi gerekli ve yeterlidir (Bieberbach, 1916).[!

Verilen kosullar altinda, esitlik isaretinin korundugu kabul edilebilir bir
fonksiyonun varligindan hareketle, esitsizligi gelistirmek (yani bir {ist sinir1 azaltmak
veya bir alt sinir1 arttirmak) imkansiz ise, bu esitsizlige kesin esitsizlik denir. Bir
esitsizligin kesin oldugu, esitligi saglayan fonksiyon bulunarak gosterilir. Bir kesin
esitsizlikte esitligi saglayan fonksiyona ekstremal fonksiyon denir. Koebe fonksiyonu
Bieberbach Teoremi i¢in ekstremal fonksiyondur.

Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasi, Koebe’ye ait iinlii bir 6rtme teoremidir.
Her bir feS fonksiyonu f(0)=0 kosullu a¢ik bir doniisim oldugundan
f fonksiyonunun goriintiisii orijin merkezli en az bir diski kapsar. 1907 yilinda Koebe,
p mutlak bir sabit olmak {izere, S sinifindaki tiim fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin,
ortak bir |w|< o diskini kapsadiklarin1 gostermistir. Koebe fonksiyonu, p<1/4
olmasin1 gerektirir. Daha sonra Bieberbach, p sabitinin1/4 alinabilecegi seklindeki

Koebe Kestirimini ispatlamistir.

Teorem 3.1.7 (Koebe Dortte Bir Teoremi) S sinifindaki her fonksiyonun deger

kiimesi, {w:|w| <1/ 4} diskini kapsar. Bu sonu¢ Koebe fonksiyonunun donmeleri igin

kesindir (Duren, 1983).

Ispat: f(z)=z+a,z’+--- fonksiyonu S smifinda ve cg f(U) olsun. f(z)#c

oldugundan,
RCAC LR S
g(Z)_c—f(z) Z+(a2+cjz +

fonksiyonu da S smifindadir. g(z) fonksiyonuna Bieberbach Teoremi uygulanirsa

a, +l <2 bulunur. Boylece

c

a, +l <2

c

—|a2|g
C

olur. Bukez f(z) fonksiyonuna Bieberbach Teoremi uygulanirsa
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1 <2+|a,|<4
C

bulunur. Bu ise ispati tamamlar. []

Bu teorem, orijin merkezli 1/4 yarigaph diskin, S smifindaki her bir

fonksiyonun goriintii kiimesinde kapsanan orijin merkezli en biiylik disk oldugunu

sOyler.

Koebe Dortte Bir Teoremindeki linivalentlik kosulu kaldirilamaz. Eger

fi(2)== (e'” ), n=12,..

analitik fonksiyonlarin1 alirsak f,(0)=0 ve f/(0)=1 olur. f, fonksiyonlar1 z=0

noktasinda yerel tinivalenttir, ancak bu fonksiyonlar i¢in —1/#n degeri ¢ikarilir ki bu

deger O noktasina keyfi derecede yakin segilebilecek bir degerdir.

S smifindaki fonksiyonlar i¢in Bieberbach Teoreminin ispatlanmis olmasi, bu
smifla ilgili baska teoremlerin elde edilmesine olanak tanimistir. En 6nemli teoremler

arasinda Biikiilme ve Biiyiime Teoremleri gelir.

Teorem 3.1.8 (Biikiilme Teoremi) Her bir f €S ve |z|=r <1 igin,

1+7

-r)’

|f()|

(1 + )
esitsizligi saglanir (Goodman 1983).[]

Teorem 3.1.9 (Biiyiime Teoremi) Her bir f €S ve |z|=r <1 igin,

<|f(z )|

(1+ ry’ )

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).[]
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Bazi durumlarda daha kullanigh olabilen, Biiyiime ve Biikiilme teoremlerinin

birlestirildigi bir diger esitsizlik, asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 3.1.10 S sinifindaki her bir f/* fonksiyonu i¢in |z| =r <1 olmak iizere,

1—r£|zf’(z)|£1+r
l+r | f(2)| 1-r

esitsizligi saglanir (Duren 1983).[0

Verilen bu son li¢ teoremdeki esitliklerin gerceklenmesi i¢in zeU ve z#0
iken f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun uygun bir dénmesi olmasi gerekli ve

yeterlidir.

Teorem 3.1.11 (Bieberbach Kestirimi veya Branges Teoremi) S simifindan alinan
her f fonksiyonu igin |an|§n (n=2,3,...) esitsizligi saglanir. /', Koebe fonksiyonu

veya onun bir donmesi olmadikga tiim » degerleri i¢in esitsizlik kesindir (Pommerenke

1975).0]

Bieberbach Kestirimi, 1916 yilinda Bieberbach tarafindan ortaya atilmustir.
Uzun yillar boyunca iizerinde calisilmis, ancak 1985 yilinda Louis de Branges
tarafindan tamamu ispatlanincaya kadar, sadece n=7 ye kadar olan degerler i¢in
saglatilabilmistir. Univalent fonksiyonlar teorisi iizerindeki arastirmalarmn biiyiik bir

kisminin merkezinde Bieberbach Kestirimi vardir.

3.2. Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Siniflar

Bu kesimde S smnifinin bazi alt siiflar1 ve bu alt siniflarin temel 6zellikleri
verilecektir. Bu alt siniflar arasinda yildizil, konveks, « mertebeli yildizil, « mertebeli
konveks fonksiyon siniflar1 bulunmaktadir. Hem analitik hem de geometrik 6zelliklere
sahip olan bu alt siniflar pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar sinifi ve subordinasyon

kavramu ile yakin iligkilidir.
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Tamm 3.2.1 (Caratheodory Simifi) P simnifi,

f(@)=l+pz+p,2°+..+pz" +.. =1+anz"

nel
formunda, U birim diskinde analitik olan ve birim diskteki z noktalar1 icin
Re{ f (z)} >0 olacak sekildeki tiim fonksiyonlarin smifidir. Bu smf pozitif gercel
kisma sahip fonksiyonlar sinifi veya siklikla Caratheodory Sinifi olarak adlandirilir.
Burada f fonksiyonunun iinivalent olmasi gerekmemektedir. Ornegin, f(z)=1+z"
fonksiyonu herhangi bir >0 tamsayist i¢in P smifindadir ancak n>2 igin bu

fonksiyon tlinivalent degildir.

P siifina ait fonksiyonlarin katsayilar i¢in oldukga kullanislt bir teorem 1907

yilinda Caratheodory tarafindan verilmistir.

Teorem 3.2.2 (Caratheodory Teoremi) N >1 belirli bir tamsayr olsun. Eger

f(z)=1+ Z p,z" fonksiyonu P sinifinda ise

n=1

p,| <2 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik

kesindir. 77 = ez%’ ve k=1,2,...,N i¢in 1, 20 olmak iizere,

N 1+ kZ ['e) .
F(Z)=Zuk1 TZ 143 p,z
k=1 _77 z n=1

N

ve Z u, =11se, I fonksiyonu P smifindadir ve P, =2 olur (Caratheodory 1907).L]

k=1

Koebe fonksiyonunun S sinifi i¢in oynadig1 merkezi rol gibi,

0

LO(Z)zt—j=1+2z+223+...: 1423 2"

n=1

Mobius fonksiyonu da P sinifi i¢in merkezi bir rol oynar. Bu fonksiyon P sinifindadir,
birim diskte analitik ve linivalenttir, iistelik birim diski Rew >0 yar1 diizlemi {izerine
dontstiiriir. Ancak L, fonksiyonunun karakteri ile Koebe fonksiyonu arasinda dikkate
deger bir fark vardir. S smifi i¢in pek cok ekstremal problemde Koebe fonksiyonu

(veya bir donmesi) yegane ¢Oziimdir. Bu durumun aksine, L, fonksiyonu

P smifindaki

p,| degerini maksimize eder fakat n>2 ise p, =2 olacak sekilde bu

18
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sinifin sonsuz c¢oklukta baska fonksiyonu vardir ve bunlarin higbiri, bir digerinin

donmesiyle elde edilemez.

P siifi konvekstir. Yani bagka bir ifadeyle, 1, ve u, , g, +u ,=1 kosulu ile

negatif olmayan sayilar ve f,(z) ile f,(z), P sinifina ait fonksiyonlar ise

J(@)=whi(@)+u,/,(2)
fonksiyonu da P sinifindadir. Verilen bu denklemden, bir sonlu toplama ve sonra her

k icin g, 20 ve z 4, =1 kabulii ile

k=1

UGEDWHAE)
k=1
toplamina gegcmek dogaldir.

Pozitit gergel kisma sahip fonksiyonlarin sinifi P ile Schwarz fonksiyonlarinin
smifi Q arasindaki iliskiyi veren asagidaki Onerme pozitif gercel kisma sahip
fonksiyonlarin 6zelliklerinden Schwarz fonksiyonlarinin 6zelliklerini, benzer sekilde
Schwarz fonksiyonlarinin &zelliklerinden pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlarin

ozelliklerini elde etmemize olanak tanir.

1+ ¢(z2) cO

peP < p(2)= o)

Tanmim 3.2.3 (Subordinasyon) f ve g fonksiyonlari1 U birim diskinde analitik

olsunlar. U birim diskinde
f(2)=g(p(2))
olacak sekilde bir ¢ Schwarz fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna
subordinedir denir ve bu durum f < g seklinde gosterilir.
Eger f<g ise f(0)=g(0) ve f(U)cg(U) olur. Schwarz Yardimci

g0 ve f(U)cgU,) elde

Onermesinden tim re(0,1) degerleri i¢in |f(0)<
edilir. Ayrica f < g ise

maXIf(Z)ISrggflg(Z)l ,7€(0,1)

|z|<r

yazmak miimkiindiir.

19



3. MATERYAL VE METOT

En Onemli durum ise subordine olunan fonksiyonun {inivalent olmasi
durumudur:
Yardime1r Onerme 3.2.4 Eger g fonksiyonu U birim diskinde iinivalent ise f < g
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f(0)=g(0) ve f(U)cgU) kosullarinin

saglanmasidir.]

Tiim r € (0,1) degerleri i¢cin f(U,) < g(U,) olmast durumu, yukaridaki yardimci

onerme ile birlikte subordinasyon prensibi olarak bilinir.

Teorem 3.2.5 (Subordinasyon Prensibi) Eger g fonksiyonu U birim diskinde
tinivalent ise f(0)=g(0) ve f(U)cgU) olmast durumunda f(U,)cg(U,),

r €(0,1) kapsamasi saglanir (Pommerenke 1975).[

Karmagik analizde o6nemli rol oynayan subordinasyon ilkesi, son yillarda
karmagik analiz ile ilgilenen bir¢ok matematik¢inin g¢aligmalarina konu olmustur.
Subordinasyon kavrami, ilk olarak E. Lindel6f (1909) tarafindan ortaya atilmis, ancak
temel bagimtilar J. E. Littlewood (1925) ve W. W. Rogosinski (1943) tarafindan

bulunmustur.

U birim diskinde p(0)=1 esitligini saglayan analitik bir fonksiyonun P

. . 1+ . 9 .
simifinda olmasi i¢in U ilizerinde p(z)< T subordinasyonunu saglamasi gerekli ve

yeterlidir. Ayrica U birim diskinde ¢@(0)=0 esitligini saglayan analitik bir
fonksiyonun Q sinifinda olmasi igin gerekli ve yeterli kosul U iizerinde ¢(z) <z

subordinasyonunu saglamasidir.

Omegin, U birim diskinde analitik olan f(z)=1+z ve g(z)=1+—z
-z

fonksiyonlart géz Oniine alinirsa, f* fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir. Bunu
gormek i¢in VzeU igin f(z)=g(ep(z)) olacak sekilde |go(z)| <1l ve @(0)=0
kosullarini saglayan bir ¢ fonksiyonunun varligi gosterilmelidir.
I+¢(z
f)=glp) > 14z= P o g = 2
1-¢(z2) z+2

bulunur.
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Bulunan bu ¢ fonksiyonu i¢in

1
_|z+2

z

z+2

@(0)=0 ve |p(z)|= <1

oldugu agiktir. Bu ise f < g demektir. Ayrica g tinivalent oldugundan f(0)= g(0) ve
f(U) < g(U) olur. Bu durum asagidaki sekilde agik olarak goriilebilir.

Sekil 3.2. 142~ 1”.

—Zz

Teorik olarak subordinasyonun kullanilmasinin amaci, 6zellikleri bilinmeyen bir

fonksiyonu 6zellikleri bilinen bir fonksiyon yardimiyla incelemektir.

Tanimm 3.2.6 (Yildizil Kiime) Bir D < C kiimesi ve onun bir z, € D noktasini alalim.
z, noktasini her diger z e D noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen D iginde
kaliyorsa, D kiimesine z, € D noktasina gore yildizil kiime denir. z, noktas: 6zel olarak

orijin segilirse bu kiimeye kisaca yildizil kiime ad1 verilir. Daha resimsel bir ifadeyle, D
kiimesinin her noktas1 z, noktasindan “goriiniir” ise, D kiimesine z, noktasina gore

yildiz1l kiime denir.
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Sekil 3.3 Yildizil Kiime

aite
]

Sekil 3.4 z noktasina gore yildizil kiime

Tanim 3.2.7 (Yudizil Fonksiyon) Eger bir f fonksiyonu U birim diskini z,
noktasina gore yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna z, noktasina gore
yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak, f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir kiimeye

resmediyorsa, diger bir deyisle

wekF , 0Ztl=>tweF
onermesi dogru ise f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlarin
kiimesi S~ ile gosterilir. Bu sinif ilk olarak Alexander (1915) tarafindan verilmistir.

Tanim 3.2.8 (Konveks Kiime) D c C kiimesi verilsin. Her z,,z, € D i¢in z, noktasini
z, noktasina birlestiren dogru pargas: tamamen D kiimesinde kaliyorsa D ye konveks

kiime denir. Bir bagka deyisle, noktalarinin her birine gore yildizil olan kiimeye konveks

kiime denir.
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N
b

Sekil 3.5 Konveks Kiime

Tanim 3.2.9 (Konveks Fonksiyon) Eger bir f fonksiyonu konveks bir kiimeyi
konveks bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Diger bir
deyisle, bir f fonksiyonu iinivalent ve f(U) goriinti bolgesi konveks ise,
f fonksiyonuna konveks fonksiyon denilmektedir. Konveks fonksiyonlarin sinifi C ile

gosterilir.

Konveks ve yildizil fonksiyon smmflari i¢in C = S” < S saglanir. Konveks ve
yildiz1l fonksiyonlara 6rnek olarak

z

1+z
, log ve

| 4 -z 1-z*

fonksiyonlar1 verilebilir. Bu fonksiyonlardan ilk ikisi konveks fonksiyonlar oldugu

z

2
—Zz

halde,

fonksiyonu yildizildir fakat konveks degildir.

Konveks ve yildizil fonksiyon siniflarinin analitik karakterizasyonu, pozitif
gercel kisimli fonksiyonlar yardimiyla yapilabilir. Baska bir deyisle, U bolgesinde
analitik, f/(0)= f'(0)—1=0 normalize kosullarini saglayan bir f* fonksiyonu i¢in

EAC))
f(2) eSS < 1 epP

%S

f(z)eC<:>l+%eP
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onermeleri dogrudur. Bu Onermeler, yildizil ve konveks fonksiyonlarin daha once
verilen geometrik tanimlarin1 analitik olarak ifade eder ve bizi konveks ve yildizil
fonksiyon simiflar1 arasindaki iligskiyi veren oldukca kullanisli olan asagidaki sonuca
goturur.

Teorem 3.2.10 (Alexander Teoremi) U, = {z : |z| <R,0<R<I1 } seklinde tanimlanan

U, bolgesinde f'(z)#0 oldugunu varsayalim. Bu durumda f fonksiyonunun U,
bolgesinde konveks olmasi igin gerekli ve yeterli kosul F(z)=z f'(z) fonksiyonunun

bu bolgede yildizil olmasidir (Alexander 1915).[]

Ilging bir 6rnek olarak, U birim diskini Rew>—1/2 yar1 diizlemi iizerine

doniistiiren

0

Z n
f(z)—;—z-i—Zz

n=2

fonksiyonu g6z oniine alinabilir. Bu fonksiyon birim diskte konveks olup

(I-2)-z(-1) =z

F@)=2f@)=2 o=

fonksiyonu birim diskte yildizildir. Bilindigi gibi bu son ifadenin sag tarafi Koebe

fonksiyonudur.

S” sinifina ait fonksiyonlar icin asagidaki teorem Nevanlinna (1921) tarafindan

ispatlanmustir.

Teorem 3.2.11 Eger f(z)= Z+Zanz" fonksiyonu S” simifinda ise, her bir pozitif n

n=2

tam sayis1 i¢in

a,|<n esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her » i¢in kesindir ve eger bir
n>2 igin esitlik saglanirsa, bu durumda f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun bir

donmesidir (Nevanlinnal921). [
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C smifindaki fonksiyonlar icin asagidaki teorem Loewner tarafindan 1917

yilinda ispatlanmistir.

Teorem 3.2.12 Eger f(z)= Z+Zanz” fonksiyonu C sinifinda ise, her bir pozitif »

n=2

tam sayisi i¢in |an| <1 olur. Bu esitsizlik her » i¢in kesindir ve eger sadece bir n>2

icin esitlik saglanirsa, bu durumda f fonksiyonu, li fonksiyonun bir donmesidir
-z
(Loewner 1917).[]

Koebe fonksiyonu ve onun doénmeleri S” sinifinda oldugundan, S sinifi igin

verilen biiyiime ve biikiilme teoremleri S~ sinifi igin de gegerli olacaktir.

Teorem 3.2.13 €S  ve |z|=r <1 olsun. Bu durumda

r r

< f(2)|<
ary | f(2)] =y

Ve

1-r 1+7

SIS

(1+7r)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir. Esitligin saglanmasi i¢in fonksiyonun
Koebe fonksiyonunun wuygun bir donmesi olmast gerekli ve yeterlidir

(Goodman 1983). [

Normalize edilmis konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki biiylime ve biikiilme
teoremleri Gronwall (1915) ve Loewner (1917) tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak

verilmigtir.

Teorem 3.2.14 f €C ve |z|=r<1 olsun. Bu durumda

r r
—<[f(D)|£—
1+7 1-r

Ve

1 , 1
(lJrr)zélf(Z)IS(l_r)2
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esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kesindir. Esitligin saglanmasi i¢in fonksiyonun

li fonksiyonunun uygun bir donmesi olmasi gerekli ve yeterlidir. [
—Zz

1936 yilinda Robertson « mertebeli yildizil ve « mertebeli konveks fonksiyon

kavramlarini asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamm 3.2.15 (a -Mertebeli Yildiz1l Fonksiyon) f(z)=z+ Zanz” fonksiyonu tiim

n=2

z e U degerleri igin

Re [L’(Z)j >a
f(2)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona a mertebeli yildizil fonksiyon denir. Bu sekildeki

fonksiyonlarin kiimesi S («) ile gosterilir.

Tanmim 3.2.16 (« -Mertebeli Konveks Fonksiyon) f(z)=z+ Z a,z" fonksiyonu
n=2
Re [1 + Mj >a
f(2)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona « mertebeli konveks fonksiyon adi verilir. Bu

fonksiyonlarin kiimesi ise C(«) ile gosterilir.

zf'(2)
f(2)

INEIAC)

2= /(@

=1 oldugundan « <1 olmas1 gerektigi aciktir. Aksi
z=0

takdirde S” () ve C(a) kiimelerinin ikisi de bos olacaktir. Ayrica, a =1 ise S () ve

C(a) kiimeleri yalniz bir fonksiyona sahip olur: f(z)=z. Biz genelde 0 <« <1 dogal

kosulunu koyacagiz. Burada « degeri arttikga S (ar) ve C(ex) kiimeleri kiigiilmektedir.
Alexander Teoreminin, bu yeni siniflarla ilgisi agiktir:

f(2)eCla)e F(z)=zf'(2)eS (a).
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3.3 Bi-Univalent Fonksiyonlar

f fonksiyonu C karmasik diizleminin agik ve baglantili bir D alt kiimesinde
analitik bir fonksiyon olsun. Eger f iinivalent ise f fonksiyonunun tersi f(D)
bolgesinde g( f (z)):z kurali ile verilen g fonksiyonudur. U birim diskinin her
f €S fonksiyonu altindaki gériintiisiiniin 1/4 yarigapli diski i¢ine aldigim biliyoruz.
Bu nedenle her f €S fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan bir ' ters fonksiyonuna
sahiptir:

f’l(f(z)):z (zeU)

ve

f(f’l(w)) —w (|w|<r0(f), ro(f)21/4).
Buradaki f ! ters fonksiyonu asagidaki sekildedir:

gw)=f"m=w-a,w’ +(2a; —a,)w’ —(5a; - Sa,a, +a, ) w' +...

= W+anw".

n=2

Eger f ve f~' fonksiyonlar1 U birim diskinde iinivalent ise f fonksiyonuna

U da bi-tinivalenttir denir. f(z)=z+a,z’ +a,z’ +..=z+ Y a,z" seklindeki Taylor-
n=2

Maclaurin seri agilimi ile verilen U birim diskindeki tiim bi-linivalent fonksiyonlarin

smifi 2 ile gosterilir.

Asagida verilen fonksiyonlar X sinifina aittir:

h(z):é , k(z)=—log(1-z) , z(z)zélog(l”)

1-z

Ancak f(z)=

12 ile tantmlanan Koebe fonksiyonu X sinifina ait degildir.
-z

Ciinkii Koebe fonksiyonu U birim diskini C\ (—o0,—1/4] bolgesi lizerine resmeder. Bu

nedenle, goriintii bolgesi U birim diskini kapsamaz.
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2
Ayrica t(z):z—% ve S(z):1 z

> fonksiyonlar1 da X sinifina ait olmayan

fonksiyonlara 6rnek olarak verilebilir.

Bir fonksiyonun tersinin Maclaurin seri agilimindaki katsayilar i¢in bir formiil

vermek mumkiindiir.
w=f(z) =Z+Zanz" (3.2)
n=2

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu fonksiyonun, w =0 merkezli en az bir kiiclik diskte

daima var olan ters fonksiyonu da

z=g(w)=w+ ibﬂw" (3.3)

n=2

olsun. Buradaki amacimiz, a,,a,,...,a, katsayillarmin bir fonksiyonu olarak b,

katsayilarint elde etmektir. Bu problem, keyfi /° fonksiyonu w nin terimlerinde bir
kuvvet serisi olarak ifade edilerek, daha genel bir teoremin 6zel bir durumu olarak

kismen ¢oziilmiistiir.

Teorem 3.3.1 F fonksiyonu z =0 noktasini1 kapsayan bir disk iizerinde analitik, (3.2)

ve (3.3) esitlikleri ile verilen f ve g fonksiyonlar1 da aymi diskte ters fonksiyonlar

olsun.

_ 2
=l+a,z+a,z" +...

olarak alalim. z =0 noktasinin en az bir komsulugunda,

onro £ 2]

' n! [A(2)]"

olur. Bu seri, Blirmann - Lagrange serisi olarak adlandirilir (Goodman 1983). []
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Eger bu teoremde F'(z) =z olarak alinirsa, asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.2 Eger f ve g, (3.2) ve (3.3) esitlikleri ile verilen ters fonksiyonlar ise,

h(z)=1+ Z a,z"" olmak iizere, b, katsayilari
n=2

n—1
p=t 4
n!dz"

[A(z)]"

z=0
olarak bulunur (Goodman 1983). []
Bu formiiliin goriiniisii ilgi ¢ekicidir, ancak 4 fonksiyonu dikkatli segilmezse
b, katsayilarin1 hesaplamak ¢ok zahmetli olabilir. “Dikkatli se¢ilmis” terimi su sekilde
orneklenebilir:

w=ze * fonksiyonunun ters fonksiyonu igin bir Maclaurin seri acilimi bulup,

bu serinin yakinsaklik yaricapini hesaplayalim.

Burada /(z) =e * olup, buradan

1 dn—l An—lnn—l
bn — il 1 eAnz —
n!ldz" n!

Ve

o0 An—lnnfl

"

w}'l

n!

olur. Oran testi ile bu serinin |w| <1/ |A| e i¢in yakinsak oldugu gosterilebilir.

3.4 Kesirsel Hesap

D =d/dx tirev operatorii temel analiz ¢alisanlar i¢in oldukga iyi bilinen bir

kavramdir. Kesirsel hesabin dogusuna yol acan “tamsay1 mertebeden tiirevler, » in bir
kesir olmasi1 durumuna genisletilebilir mi?” sorusu olmustur. Ardindan “n , kesirli veya
irrasyonel veyahut karmagik herhangi bir say1 olabilir mi?” sorusu gelmistir. Bu ikinci
sorunun cevabi olumlu oldugu i¢in bazi matematikg¢iler “kesirsel hesap” ismi yerine
“keyfi mertebeden diferensiyel ve integral hesap” isminin daha yerinde olacagi

kanisindadirlar.
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Leibniz, d" y/ dx" gosterimini ilk kullanan kisi olarak bilinir. Bu gosterim

L’Hospital’in 1695 yilinda bir mektup yazarak Leibniz’e su soruyu sormasina sebep

olur:

“Tamsay1 mertebeli tiirevlerin anlami, tamsay1 olmayan mertebeden tiirevlere

genellestirilebilir mi?”
L’Hospital sasirtict sorusuyla devam eder:

“Eger n=1/2 olursa sonug ne olur?”
Leibniz’in 30 Eyliil 1965 tarihli mektubunda verdigi yanit ise su olmustur:

“Gliniin birinde bundan yararli sonuglar elde edilecek olan apagik bir paradoks.”

Leibniz’in bu mektubunun tarihi kesirsel hesabin dogum giinii olarak kabul edilir.

L’Hospital ve Leibniz’in ardindan aralarinda Bernoulli, Fourier, Euler ve
Laplace’in da bulundugu pek ¢ok matematik¢i kesirsel hesap ve bunun matematiksel
sonuclariyla ilgilenmistir. Bunlardan bir¢ogu kendi kavram ve gosterimlerini kullanarak
tamsay1 olmayan mertebeden integral ve tiirev kavramina uygun tanimlar bulmuslardir.
Bu tanimlardan kesirsel hesap diinyasinda popiilaritesi olan en {inlii ve en kullanish

tanim Riemann-Liouville tanimidir.

Kesirsel hesap giiniimiizde sayisal analiz, kontrol teorisi, 1s1 iletimi, elektrik

bilimi, mekanik, kaos ve fraktallar gibi pek ¢cok alanda uygulamalara sahiptir.

Kesirsel hesap ile ilgili tamimlarimiza ge¢meden Once, bu tanimlarda
kullandigimiz ve matematikte dnemli bir yere sahip olan Gamma fonksiyonunu vermek

yerinde olacaktir.

Tamm 3.4.1 (Gamma Fonksiyonu) Re{z} >0 i¢in
L(z)= [ edt
0

ile tanimli fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir.
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Gamma Fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

HT(z+1)=2T(z), T(1)=1
(ii)T(n)=(n-1)!, neN"

(iii) '(z) = 0 olacak sekilde hi¢bir z noktas1 yoktur. z=0,—1,—-2,... noktalar1 hari¢ her

k
yerde analitiktir ve z = —k noktasindaki rezidiisii l}ek zI(z2) = ( k') seklindedir.

Tamim 3.4.2 (Riemann-Liouville Kesirsel Integrali) 7(x)e C([a,b]) ve a<x<b ise,

0 € (—0,0) iken

f(©)

N
R e e

dg

integraline o mertebeli Riemann-Liouville kesirsel integrali denir.

Tanim 3.4.3 (Riemann-Liouville Kesirsel Tiirevi) o € (0,1) i¢in

5 _ 1 dt f©&
DI =175 dx!(x—g)ﬁ ds

degerine o mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi denir.

Bu operatorlere Riemann-Liouville kesirsel integral operatorleri veya kisaca R-L

operatorleri denir. 6 =1/2 6zel halinde kesirsel tiirev, yari-tiirev adini alir.

Riemann-Liouville kesirsel integral operatdrleri i¢in oldukg¢a yararli olan kesirsel

integralin yar1 grup 6zelligi agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.4.4 Herhangi bir f(x) € C([a,b]) i¢in Riemann-Liouville kesirsel integrali,
0>0,n>0 iken

D.°D," f(x)= D, f(x)

esitligini saglar (Oldham ve Spanier 1974).0]
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1978 yilinda Owa, analitik fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirsel

integralini ve kesirsel tiirevini asagidaki sekilde vermistir.

Tamm 3.4.5 Orijini kapsayan karmasik z —diizleminin basit baglantili bir bolgesinde

analitik olan ve z—&>0 iken log(z—¢&) degerinin gergel olmasi gerektiginden

(z—&)°" katlilig kaldirilmis bir f fonksiyonu igin, & mertebeli kesirsel integral

PN AL
D; f(z)—r((s)!(z_g)l_g dé, (5>0)

seklinde tanimlidir.

Tamim 3.4.6 Tanim 3.4.5 deki gibi kisitlanmis ve (z—¢&)™° kathilign kaldirilmis bir

f fonksiyonu i¢in, & mertebeli kesirsel tiirev

! ij f@ad(g, 0<5<1)

sz(z):r(l—a)dzo(z—g)

seklinde tanimlidir.

Tamm 3.4.7 Tanim 3.4.6 ile verilen varsayimlar altinda, bir f fonksiyonu i¢in, n+J

mertebeli kesirsel tlirev

d}’l
dz"

D f(z)=—D’f(z), (0<5<1;neN,=NU{0})

seklinde tanimlidir.

Yukarida verilen tanimlardan

;521{: I'(k+1) Zk+5, 5>0),
Fk+o+1)

ve

DOk — L(k+1) k-0

92 = . (0<5<))
T(k—5+1)

oldugu kolayca goriilebilir.
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Ornek: f(z)=z+2z" fonksiyonu ele alahm. Bu fonksiyonun & :% kesirsel

mertebeden integrali

1 1

1 1
D.2f(z)=D.*(z+z")=D.2z+D.27’

_ T({+1) ;g+ r2+1) ;g

1 1
ra+—-+1 re+—-+1
(+2+1) @+5+D)

_T@) 3. T 3
3 )
2 2

= 422 (1+izj
3z U5

olarak bulunur. Diger taraftan, f(z) fonksiyonunun & :% kesirsel mertebeden tiirevi

ise
1 1 1 1
Dzzf(z):Dzz(z+22):Dzzz+Dzzz2
_ FOTD ;g+ FQTD ;g
ra—-—+I1 re-—+1
( 5 ) ( 5 )
1 3
T 3, 1)
r|= r{=
2 2
1
—£(1+—2j
Jz
seklinde elde edilir.
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3.5 Faber Polinomlar:
g(z)=z+) bz" (3.4)
n=0
ile verilen fonksiyonunun o un en az bir komsulugunda analitik oldugunu kabul
edelim. Boylece o« civarinda tinivalent olacaktir. |z|> R diyelim. Belirli bir we C igin
log[ < (g )—w)] fonksiyonu yeterince biiyiik ¢ degerleri igin analitik olur ve g

fonksiyonunun tanimlanigi sebebiyle o« da sifira gidecektir. Boylece biiyiik ¢ degerleri

i¢in oo civarinda

g(g) W_ i;@n(w)g" , (weC) (3.5)

n=l1
seklinde bir a¢ilima sahip olacaktir. Eger bu ifadenin { ye ve w ya gore tiirevi alinirsa

ve ® (w)=1 yazilirsa, sirasiyla,

g’(é/) al ¥ —(n+1)

2w ;@Dn(w); (3.6)
ve

g(?) w nZ‘nCD 6.7

elde edilir. (3.4) ile verilen fonksiyon (3.6) esitliginde yerine yazilirsa,

—inbng’” :(cf—i-(bo —w)+ibﬂé’”](l+ibncl)n(w)é’”j

esitligi elde edilir. Karsilikli katsayilari esitlenirse, ®@,(w)=w—5, ve n=1,2,... i¢in

B, (W) =(w— b)), (W)~ S b, ., ()~ (n+ 1,

formiilii elde edilir. Tiimevarim ile ®,(w) polinomu

@, (W)y=(w=b)) —nb(w=5b,)">+, (n=2,3,...)
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seklinde n. dereceden bir polinom olarak elde edilir. @ (w) polinomuna g(z)

fonksiyonunun 7. dereceden Faber polinomu denir. Ozel olarak

D, (w) =1

®,(w) = w—b,

@, (w)=(w=b,)" ~2h

@, (w) = (w—b,)’ =3b,(w—b,)—3b,

D, (W) = (w—b,)* —4b,(w—b,)* —4b,(w—b,)+(2b? —4b,)

oldugu aciktir. Faber polinomlar1 kompleks yaklagim teorisinde onemli rol oynar.
Uygun kosullar altinda analitik bir fonksiyonun, Jordan egrisinin i¢ bdlgesinde bir Faber
polinomu seri agilimi yapilabilir. Bu a¢ilim Jordan egrisinin dis bolgesinin doniisiim

fonksiyonundan gelir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, ¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilecektir. Amacimiz, X

siifindaki fonksiyonlarin yeni bir alt sinifin1 tanimlamak ve bu smiftaki fonksiyonlarin

a, genel katsayilariin modiilleri i¢in Faber polinomu katsay1 tekniklerini kullanarak
bir st smur belirlemektir. Ayrica bu fonksiyonlarin ilk iki a, ve a, katsayilarinin

modiilleri i¢in st siirlar elde edilecektir. Bu boliimde yapilan ¢alisma ve elde edilen

sonuglar “C.R. Acad. Sci. Paris, Ser.I” adl1 dergide yaymlanmistir.

Oncelikle Ag”l"j) fonksiyon sinifini tanimlayalim.

Tamm 4.1 z €U olmak iizere,

f(z)=z+ianz" (4.1)

n=2

seklinde verilen bir f € >, fonksiyonu,
Re{(1- )T (2-6)z""'D f(2)+ AT (1-8)z° D" f ()} >« (4.2)
(0<a<l, 420 ve 0<0<1)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona Ag“i 2 siifindadir denir.

Katsay1 esitsizliklerini elde edebilmek i¢in Airault ve Bouali (2006) tarafindan

verilmis olan asagidaki teoreme ihtiya¢ duyulacaktir:

Teorem 4.2 f(z)=z+a,z’+a,z’+... olsun. f fonksiyonunun tersi olan

/7' fonksiyonu f in Faber Polinomu cinsinden
_ -1, n
gw)=f 1(W)=W+ZZK,H(az,a3,...,an)w
n=2
seklinde verilir (Airault ve Bouali 2006). [

Airault ve Bouali K’ nin genel agilimimi D”=D?(a,,a,,..) olmak {izere

asagidaki sekilde elde etmislerdir:

— | |
Kr=pa+ PP Doy P py o P pepez=loF1m2.0).
2 (p-3)'3! (p—n)'n!
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Todorov (1991), D" ifadesini

m'(a )/ul (a ):un
D (a19a27 ,a ) z 1
)t

seklinde tanimlamistir. Burada a, =1 olur ve toplam tiim negatif olmayan ve

o+ ot =m
W+ 20, 4. +nu =n

kosullarim1 saglayan g, f4,,..., s, tamsay1 degerleri lizerinden alinmaktadir. Ik ve son

polinomlarin

A~

olacagini gérmek kolaydir. Yukarida verilen tanim ile K" ifadesinin ilk ii¢ terimi

K> =-2a,,
K’ :3(2c122 —a3),

K= —4(5a§ —Sa,a ,+ a4)

olarak bulunur.
Teorem 4.3 (4.1) ile verilen f fonksiyonu f € Aé“’w) (O <a<l,120,0<0< 1)

siifinda olsun. Eger 2<k <n-1 i¢in a, =0 ise,

20-a)(n+1-5)
T+ DIA-8)[1-5+A(n-D)]’

neN\{L,2}  (4.3)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.1) formundaki analitik f fonksiyonlari icin

B = [(n+1) o
Dif(z)= r(z 5) 22 T(n+1- 5) ’

oldugundan,
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(1-D)T2-6)z"'D? f(2)+ AL (1-8)z° D’ f(z2)

. r(n+1)r(1_5)[1—5+/1(n—1)]a -

_14 4.4
,,Z:; I'(n+1-9) ! ¢4
ve f fonksiyonunun ters doniisiimii olan g = 7~ igin,
(1-)LQ2-5)W "D g(w)+ AL (1-5)W’ D2 g(w)
14 i IF'(rn+HI'A- 5)[1 -0+ A(n— 1)] an'H
= IF'(n+1-90)
N DI'(1-0)[1-0+ A(n—-1
:1+Z Sl (F( )[1 5)+ v )]lKr:ll(azaasr-wan)W”il (4.5)
n=2 n + - 7’l

elde edilir. Diger taraftan f ve g = /' fonksiyonlar Ag"w) siifinda oldugundan,

(- Q2-6)z""'DS f(2)+ AL (1-8)z’D’" f(z) =a+(1-a) p(2)

=1+(1- a)i ¢z, (4.6)

n=1

(1-A)rQ2-8)w "D g(w)+ AL(1-)W’ D " g(w) = a + (1-ar)g(w)

=l+(l—a)idnw” (4.7)

olacak sekilde Re(p(z))>0 ve Re(g(w))>0 esitsizliklerini saglayan pozitif reel

kisma sahip
p(z)=1+ z c,z"
n=l

ve

gw)=1+ idnw”

n=1

fonksiyonlar1 vardir. Buradan, (4.4) ve (4.6) ifadelerinin katsayilar1 esitlenirse,
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T(n+DEA-8)[1-6+A(n—1)]

=(1- 4.8
F(n+l—5) an ( a)cn—l ( )
ve benzer sekilde (4.5) ve (4.7) ten
Fr+HICA-0)[1-0+A(n—1
(n+ ) ( )[ . (n )]lKn_—nl a27a35---aan):(1_a)dn—l (49)
'(n+1-9) n

esitlikleri yazilabilir. 2 <k <n-1 i¢in a, =0 oldugundan, b, = —a, bulunur. Béylece,

C(n+DIA-6)[1-6+A(n-1)]
(n+1-9)

a,=(-a), |, (4.10)

_F(n+l)F(1—5)[1—§+/1(n—l)]
I(n+1-9)

a,=(-a)d, (4.11)

esitliklerini yazmak miimkiindiir.

Caratheodory Yardimer Onermesinden n €N igin |c,[<2 ve |d,|<2 oldugunu

biliyoruz. (4.10) ve (4.11) ifadelerinde esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinarak,

Caratheodory Yardimc1 Onermesi uygulanirsa,

. (-a)T(n+1-0)c, |
CT(+DEA-8)[1-8+A(n-D)]

n

. (—o)T(n+1-8)|d,
CT(+DI(A-8)[1-8+A(n-1)]

2(1-a)[(n+1-75)
CT(n+DIA-6)[1-6+A(n—1)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
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Teorem 4.3 deki katsayr kisitlamalarini hafifleterek, 4**? simfindaki

fonksiyonlarin ilk iki katsayis1 i¢in iist sinirlar asagidaki teoremde verilen sekilde elde

edilebilir.

Teorem 4.4 (4.1) ile verilen f fonksiyonu Aé“’ﬂ"s) (0 <a<l,120,0<0< 1)

sinifinda ise

\/ (1-a)[(4-5) 0<a<1_(3—5)r(1—5)(1—5+,1)2

) o< 3Ar(1-8)(1-6+24)" 3Ar3-0)1-5+2A)
T a-ore-s) 1_(3—5)r(1—5)(1—5+ﬂb)2<05<1
rA-8)(1-56+21)’ Ar3-0)1-6+24)
(1-a)['(4-0)

(i) |a;|<
3r(-6)(1-5+24)

esitsizlikleri saglanir.
Ispat: (4.8) ve (4.9) ifadelerinde n yerine sirastyla 2 ve 3 yazilirsa,

AL(A-8)1-5+A)

o) a, = (-a),, (4.12)
61"(1—5)(1—§+2/1)a - (-a) (4.13)
r@4-s) i |
_2(A=6)1-5+4) - dewd (4.14)
TG-0) : ’ |
6r(1-6)1-6+21)(, , - (1—
fass \-aw) = (-, (19

A-8)1-5+1) |

esitlikleri elde edilir.(4.12) veya (4.14) de esitligin her iki tarafi rG-5) ile

boliiniip mutlak degerleri alimirsa, Caratheodory Yardimei1 Onermesi ile,

0 < (1-a)[(3-5)]c)| _ (1-a)L(3-5)|d,| . _(1-)r3-9)
ATArA-6)1-6+4) 2[A-8)1-6+4) TA-8)1-8+2)

elde edilir.
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(4.13) ve (4.15) taraf tarafa toplanirsa,

12r(-86)(1-6+24) , .
fa-o) a =(1-a)(c, +d,) (4.16)

veya esdeger olarak

a = (I-a)'(4-95)(c, +d,)
2 12M(A-8)1-5+24)

(4.17)

bulunur. Caratheodory Yardimci1 Onermesi uygulandiktan sonra her iki tarafin karekokii

almirsa,

ay|< (1-a)[(4-06) 4.19)
ATNBr(-8)(1-5+24) '

esitsizligi elde edilir.

1 GB-01-8)(1-56+1) <a<l icin
3Ar(3-5)1-5+2A)

(1-0)FG-0) _ [ (-a)l(4-0)
T(1-0)1-5+4) \3T(1-38)(1-5+24)

esitsizligini  yazmak miimkiindiir. (4.13) ifadesinde esitligin her iki tarafi

6C(1-8)(1- 35 +24)

T4_9) ile boliniip mutlak degeri alinirsa, Caratheodory Yardimci

Onermesi ile

a)< (1-a)[(4-6)
NTATA=-8)(1-5+24)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar./ |
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