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OZET

KLASIK LINEER KODLARDAN KUANTUM KOD ELDE ETME

Mustafa SARI

Matematik Anabilim Dali

Yiuksek Lisans Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. irfan SIAP

Gunluk hayatta kullanilan bilgisayarlar her ne kadar kapasiteleri glinden giine gelisiyor
olsa da yine de bazi ihtiyaclar karsilamakta yetersiz kalmaktadir. Ornegin, bir sayiyi
asal carpanlarina ayirma problemi kiicik sayilar icin kolay ¢oziilebilse de blyuk sayilar
(40 basamakh sayilar gibi) icin en iyi bilgisayarlar da bile aylar sliren vakit almaktadir.
Fakat eger gerceklestirilebilirse bir kuantum bilgisayarin ayni problemi sadece birkag
dakika icinde cozebilecegi dislinilmektedir. Kuantum mekaniginin temellerine gore
calisan kuantum bilgisayarlarda kuantum bilginin (kubitin) transferi sirasinda
olusabilecek hatalari diizeltmek amaciyla kuantum hata diizelten kodlar gelistirilmistir.

Bu tezde oncelikle kuantum kodlari daha iyi anlamak icin gerekli olan cebir ve klasik
kodlama bilgileri verilmistir. Uciincii bélimde kuantum kodlamada ¢alisilan uzay olan
Hilbert uzayi lizerinde lineer cebir bilgileri, kuantum bilgi birimi olan kubitler, kuantum
mantik kapilari ve kuantum kodlar icin hata farketme ve dizeltme kosullarindan
bahsedilmistir. Dordiinci boélimde Calderbank-Shor-Steane kodun vyapisi ve BCH
kodlardan elde edilen kuantum kodlarin parametreleri verilmistir. Besinci bélimde ise
stabilizer kodlarin yapisi ve belirli sartlari saglayan kontrol matrislerine sahip lineer
kodlardan elde edilen kuantum kodlarin parametreleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzay, kubit, hata operatori, CSS kod, stabilizer kod.
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OBTAINING QUANTUM CODES FROM CLASSICAL LINEAR CODES
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Although the capacities of the computers which are being used in daily life have been
increased day by day, they are not enough to overcome some problems. For instance,
while the problem of factoring a number to its primes is accomplished easily for small
numbers, it takes months for higher numbers (like numbers with forty digits) even with
the best computers. However, if succeeded, it is believed that a quantum computer
can overcome the same problem within just a few minutes. Quantum error correcting
codes have been developed in order to correct errors which can happen through
transition of quantum information (qubit) in the quantum computers working with
respect to principals of quantum mechanic.

In the second section, some topics in algebra and classical coding which are needed to
understand quantum coding are given. In the third section, some topics in linear
algebra on Hilbert spaces which is studied in quantum coding, qubits which are units of
guantum information, quantum logic gates and the conditions of error detection and
correction for quantum codes are mentioned. In the fourth section, the structure of
Calderbank-Shor-Steane codes and the parameters of quantum codes obtained from
BCH codes are given. In the fifth section, the structure of stabilizer codes and the
parameters of quantum codes obtained from classical codes which have control
matrices satisfiying certain conditions are given.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Klasik bilgisayarlarda ve dijital ortamlarda bilgiyi iletmek veya bu sirecte bilgide
olusabilecek hatalari dizeltebilmek icin hata dizelten kodlar gelistirilmistir.
Gunlimuzde ise klasik bilgisayarlarin yerine, klasik bilgisayarlara gore ¢ok daha hizli ve
bilgi depolamaya elverisli olan kuantum bilgisayarlar dusliniimektedir. Klasik
kodlamada oldugu gibi kuantum bilgiyi depolamak ve kuantum bilgide meydana
gelebilecek hatalar diizeltmek amaciyla kuantum hata dizelten kodlar (izerine
calisiimaktadir. ilk olarak 1995’te Peter Shor, bir kubiti dokuz kubite kodlayarak bir
hata dizeltebilen kuantum kodun varligini gosterdi [1]. 1996'ta Andrew Steane, bir
kubiti yedi kubite kodlayarak bir hata dizeltebilen kuantum kod elde etti [2]. Yine
1996’da A. R. Calderbank ve Peter Shor, klasik kodlardan kuantum kod elde etmeyi
basardilar [3]. Bu calismaya gore, kuantum kod elde etmek icin dualini iceren klasik
lineer kod bulmak yeterli idi. 1997’de Danniel Gottesman, grup teoriden yararlanarak
stabilizer kuantum kod yapisini gelistirdi ve kuantum kodlar icin hata diizeltme
kosullarini verdi [4]. Stabilizer kuantum kod yapisi, bir kuantum kodun stabilizer grubu

ile klasik kodlar arasinda gecisi sagladi. 1998’de A. R. Calderbank, E. M. Rains, Peter
Shor ve N. S. Sloane, dort elemanh bir cisim Gzerindeki (GF(4)) klasik kodlardan
kuantum kod elde etme yontemini verdiler [5]. Bu yontemle birlikte hata dizeltebilen
kuantum kod bulma problemi GF(4) Uzerinde kendine dik toplamsal klasik kodlar

bulmaya dondii. Daha sonraki yillarda baska cebirler Gzerinde kuantum kodlar elde

edildi. [6], [7], [8], [9] nolu makaleler, bu calismalardan bazilaridir.



Hata dlizelten kuantum kodlar Uzerine de son zamanlarda c¢ok sayida calisma
yapimistir. [3] nolu makaleyi esas alarak yapilan ¢alismalardan bazilar [10], [11], [12],
[13], [14], [15], [16], [17] dir. Stabilizer kod ve non-stabilizer kod tizerine [18], [33], [20]
nolu makalelerde durulmustur. [20], [21], [22], [23], nolu makalelerde ise GF(4)
Uzerinde kuantum kod olusturulmustur. [24], [25], [26] da kuantum kodlarin minimum
uzakhgini arttirmaya yonelik ve [27], [28] de ise kuantum kodlar icin sinir ¢alismasi

yaptmistir.

1.2 Tezin Amaci

Yapilan bu calismada bilinen klasik lineer kodlardan kuantum kod elde etme
yontemlerinden bazilari arastiriimis ve 6grenilen bu yontemlerin yeni bir lineer kod
sinifina uygulanilmasi amaclanmistir. Ayrica bu tezin, kuantum kodlama calismak

isteyenler icin yararh bir kaynak olmasi distnilmustir.

13 Hipotez

Kuantum kodlarin klasik kodlara gore cok daha Ustlin o6zellikleri vardir. Dolayisiyla
kuantum kodlarin kullanildigi kuantum bilgisayarlar, klasik kodlarin kullanildigi

glinimz bilgisayarlarindan daha Gstindr.



BOLUM 2

TEMEL TANIMLAR

Bu boélimde daha sonraki boliimler icin gerekli olan temel tanimlar verilecektir. Bolim
2.1 de cebirsel tanimlar ve Bolim 2.2 de ise klasik lineer kodlarla ilgili temel tanimlar

verilecektir. Genel olarak [29] ve [30] nolu kaynaklar kullanilacaktir.

2.1 Baz Cebirsel Tanimlar

Tanm 2.1 G# O bir kime olsun. Eger *:GxG — G bir fonksiyon ise “*” a G

Uzerinde bir ikili islem denir [30].

Tanim 2.2 G # J bir kime ve *, G Uzerinde bir ikili islem olsun. Eger

i. Ya,b,c € G icgin a*(b*c):(a*b)*c.

ii. Va e G igin a*e=e*a=a olacak sekilde bir e € G var.

1 1 1

iii. VYae G igin a*a =a *a=e olacak sekilde a= € G var.

' elemanina, @ nin *

aksiyomlari saglaniyorsa (G,*) ikilisine bir grup denir. Burada a~
islemine gore tersi denir. Eger her a,be G icin a*b=b*a ise (G,*) ikilisine

degismeli grup denir [30]. Eger G bilinen carpma islemine gore bir grup ise G ye
carpimsal grup denir ve bu boélimde aksi belirtiimedikce G bir carpimsal grup olarak

alinacaktir.
Ornek 2.1 Z, + islemine gore bir degismeli gruptur.

Ornek 2.2 GL(n,R) nxn tipinde terslenebilir matrisler kiimesi, matrislerde ¢carpma

islemine gore degismeli olmayan bir gruptur.



Tanim 2.3 G bir grup ve H, G nin bir alt kiimesi olsun. Eger H, G deki isleme gore

bir grup ise H kiimesine G nin bir alt grubu denirve H < G ile gosterilir [30].

Teorem 2.1 G bir grup ve H, G nin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda H in G nin bir

alt grubu olmasi icin gerek ve yeter kosul her a,b € H icin ab™' € H olmasidir.

Tanim 2.4 G bir grup ve S, G nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. S tarafindan

uretilen grup () H ile tanimlanir ve <S> ile gosterilir. Bu durumda <S>, G nin bir alt

H<G
ScH

grubudur [30].

Teorem 2.2 G birgrupve S, G nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

— € & n
<S> = {Sl 5y ...8)

[30].

s, €8,i=1,....ne =i1}d|r. Eger S ={x} ise <S>={x”,neZ} olur

Tanim 2.5 G bir grup olsun. Eger bir x€ G icin G :<x> oluyorsa G ye devirli grup

denir [30].

Ornek 2.3 Z = <1> = <—l> oldugundan Z bir devirli gruptur.
Ornek 2.4 Z, = <T> oldugundan Z bir devirli gruptur.

Tanim 2.6 H <G ve aeG olsun. aH ={ah,he H}ve Ha={ha,h € H} kimelerine

sirastyla H in G deki sol ve sag kosetleri denir [30].

Tanim 2.7 G bir grupve H <G olsun. Eger her a € G icin aH = Ha oluyorsa H alt

grubuna G nin normal alt grubu denir ve H < G ile gosterilir [30].

Ornek 2.5 Z(G):{aeG|ag=ga,Vg eG} kiimesine G nin merkezi denir ve
Z(G) < G dir.

Ornek 2.6 G bir grupve H <G olsun. N(H) ={a eG|aH=Ha} kiimesine H In

normallestiricisi denir ve N(H) <G dir.

Tanim 2.8 G bir grup ve H <G olsun. % :{aH|a € G} kiimesi VaH,bH € %
icin (aH)(bH) =abH islemiyle bir gruptur. Bu gruba bolim grubu denir [30].

4



Ormek 2.7 (G=Z,+) ve (H=2Z,+) olsun. Bu durumda %:%Z
={a+2Z]aeZ}={22Z,1+2Z} olur.
Tanim 2.9 (G,*) ve (G],*]) birer grup ve f:G — G, bir fonksiyon olsun. Eger her

a,beG igin f(a*b)= f(a)* f(b) ise f ye G den G, e bir homomorfizma denir

[30].

Ornek 2.8 fiL—>Z,, a—a seklinde tanimlanan f fonksiyonu Z den Z , ye bir

homomorfizmadir.

Tanim 2.10 f : G — G, bir grup homomorfizmasi ve ¢, G, in birim elemani olsun. f

nin gekirdegi, Cekf ={g € G, f(g) =¢,} olarak tanimlanir ve Cekf < G dir [30].

Ornek 2.9 f:Z—)Zp, a—>a etkisiyle bir homomorfizma olsun. Bu durumda

cekfz{aez,f(a)zﬁ} —{aeZ,a= pk,keZ}=pZolur,

Tanim 2.11 f : G — G, bir grup homomorfizmasi olsun. Eger f', birebir ve 6rten ise f
homomorfizmasina G den G, e bir izomorfizma denir. Bu durumda G ile G,

birbirlerine izomorfturlar ve kisaca G = G; ile gésterilir [30].
Teorem 2.3 f: G — G, bir grup homomorfizmasi olsun. Bu durumda %ekf ;f(G)

dir. Eger f Ortenise %ekf; G, [30].

Ornek 2.10 f:Z—)Zp, a—>a seklinde tanimlanan bir homomorfizma olsun. O

zaman, g:%ekf_)zp' a+Cekf—>5 seklinde tanimlanan g homomorfizmasi bir

. . Z ~
izomorfizmadir ve A?ekf =~ Zp .

Tanim 2.12 R # J bir kime olsun ve R de + ve . islemleri tanimli olsun Eger

i.  (R,+) bir degismeli grup,

ii. Her a,b,ceR icin (ab)c=a(bc),



iii. Her a,b,ceR igina(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc

sartlari saglaniyorsa R ye bir halka denir. Eger her a,b € R icin ab = ba oluyorsa R

ye degismeli halka denir. Eger R halkasi carpmaya goére birim elemani iceriyorsa R ye

birimli halka denir [30].

Ornek 2.11 Z ve Q birer birimli ve degismeli halkadir.

Tanim 2.13 /, R nin bostan farkl bir alt kimesi olsun. Eger

i. Herabel icin a—be['

ii. HerreR veherael iginracl(arel)

ise I ya R nin sol(sag) ideali denir. Eger I hem sag hem sol ideal ise / ya R nin ideali

denirve I < R ile gosterilir [30].

Ornek 2.12 Her n tamsayisiicin (n) = nZ = {kn,n € Z} < Z dir.

Tanim 2.14 (F,+,-) birimli ve degismeli halka olsun. F* = F\{0} olmak iizere eger
(F*,-) bir grup ise (F*,+,-) uclusiine cisim denir [29].

Ornek 2.13 (Q, +,) ve (R,+,-) birer cisimdir.

Ornek 2.14 p asal olmak lizere (Zp,+,-) bir cisimdir.

Tanim 2.15 V' bir kiime ve F' bir cisim olsun. Eger

i.  (V,+) bir degismeli grup

ii. HerabeF veheru,veVl igin
a. a(u+v)=au+av,
b. a(bv)=(ab)v,
c. (a+b)v=av+by,

d l.v=v



sartlar saglaniyorsa V' ye F Uzerinde tanimli bir vektor uzayi denir. Burada V' nin
elemanlarina vektoér, F' nin elemanlarina ise skaler denir [29].

Ornek 2.15 F bir cisim ve n>1 olsun. F" = {(a],az,...,an):al. € F} kiimesi bilesen
toplama islemi ile bir degismeli gruptur. Her xe€ F' ve her (01,02,---,0,,)EF" icin
x(a,,a,,...,a,) =(xa,,xa,,...,xa,) olarak tanimlanan skalerle carpma islemi ile F" ,
F Gzerinde bir vektor uzayidir [29].

Tanim 2.16 V', F cismi Uzerinde vektor uzayi ve U V' olsun. Eger U , V deki
toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte bir vektor uzayi ise U ya V' nin alt

vektor uzayi, kisaca alt uzayi denir [29].

Teorem 2.4 V', F cismi lizerinde vektor uzayive U < V' olsun. U nun V nin alt uzayi

olmasi icin gerek ve yeter kosul

i oer,
ii. Her u,veV icin u—vel,

iii. HeraeF veheruelV icinaueVlV

sartlarinin saglanmasidir [29].

Tanim 2.17 V', F cismi Uzerinde vekt6r uzayi ve v,,v,,...,v., V nin farkli vektorleri
olsun. Eger Av,+Av,+--+Av =0 iken A =4 =---=4 =0 ise v,v,,...,v,
vektorleri lineer bagimsizdir. Bir ie{1,2,....r} icin A4, =0 ise v,,v,,...,v. vektorleri
lineer bagimlidir [29].

Ornek 2.16 F" vektor uzayi icerisinde (1,0,0,...,0),(0,1,0....,0),...,(0,0,...,0,1)
vektorleri lineer bagimsizdir.

Tanim 218 J, F cismi Uzerinde vektér uzayr olsun. v,v,,...,v, €V ve
AsAysooosA, € F olsun.  Eger her veV, v=Av +A4v,+---+4v, seklinde

yazilabiliyorsa v,,v,,...,v, vektorleri V' yi geriyor(iretiyor) denir[ 29].



Ornek 2.17 Her v=(4,4,,...,4,)e F" icin v=24/(L10,0,...,0)+2,(0,1,0,...,0)+---
+2,(0,0,0,...,1) oldugundan (1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1) vektérleri
F" uzaymni gerer.

Tanim 2.19 V, F cismi Uzerinde vektoér uzayr ve v,v,,...,v, €V olsun. Eger

VisV,,...,v, vektorleri lineer bagimsiz ve V' vektér uzayini geriyorsa {v],vz,...,vn}
kimesine V' nin bir bazi (tabani) denir. V' nin herhangi bir bazindaki vektorlerin
sayisina V' nin boyutu denir [29].

Ornek 2.18 F" vektér uzayi icin (1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1) vektérleri
hem lineer bagimsiz oldugundan hem de F" uzayini gerdiginden

{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)} kiimesi F" vektor uzayi icin bir tabandir.

Bu durumda F" vektor uzayinin boyutu n dir ve boy(F") =n ile gosterilir.

2.2 Klasik Kodlarla ile ilgili Temel Bilgiler

iletisim sistemleri ve bilgi depolama araclari gibi bilgi medyalarinda bilginin transferi
sirasinda olusabilecek hatalari farkedip dizeltebilen yapilara hata diizeltebilen kodlar
denir. Bu bélimde bu kodlarla ilgili temel bilgiler verilecektir ve genel olarak [37] nolu

kaynak kullanilacaktir.

Tanim 2.20 4 = {al ,...,aq} ,q elemanli bir kiime olsun.

i. A Uzerinde n uzunlugunda bir g -lu séz, her i e{l,...,n} icin u, € 4 olmak

lizere u =u,...u, seklindedir. u ayni zamanda u =(u,...u, ) seklinde bir n-

li olarak da distndlebilir.

ii. A Uzerinde n uzunlugunda bir ¢ —Ilu blok kod, 7 uzunluguna sahip ¢ -lu

sozlerden olusan bostan farkh bir C kiimesidir.

iii. C deki bir elemana kodsoz denir.

iv. C deki kodsozlerin sayisi, C nin eleman sayisidir ve kisaca |C| ile gosterilir.
v. M elemanlve n uzunlugunda bir kod (n,M) ile gosterilir.
vi. A kod alfabesive 4 nin elemanlarina da kod sembolleri denir.
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Ornek 2.19

A4=1{0,1} seklinde 2 elemanl bir alfabe olsun. C; ={00,01,10,11} kiimesi
A Uzerinde 4 elemanl 2 uzunlugunda ikili blok koddur ve (2,4) seklinde

gosterilir.

A4={0,1,2} seklinde 3 elemanli bir alfabe olsun.
C, :{012,110,101,211,220} kiimesi 4 (zerinde 5 elemanh 3 uzunlugunda

ucli blok koddur ve (3,5) seklinde gosterilir.

Tanim 2.21 x ve y, A alfabesi Gzerinde n uzunlugunda birer s6z olsunlar. x in y ye

Hamming uzakligi, x ve y nin farkh bilesenlerinin sayisi olarak tanimlanir ve d(x,y)

ile gosterilir. Yani;

d(x,y)z‘{i:xl. iyl.,izl,...,n}‘.

Eger x=x,...x, ve y=y,...y, ise

d(xay):d(x]’y])+"'+d(xn’yn)

olarak yazilabilir. Burada,

[37].

Ornek 2.20

A4={0,1} ve x=111011, » =001110 olsun. Bu durumda d(x,y)=4 olur.
A={0,1,2,3} ve x=301102, y=102112 olsun. Bu durumda d(x,y)=3

olur.



Onerme 1 x,y ve z, A Uzerinde n uzunlugunda sézler olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir [37]:

i OSd(x,y)Sn

ii. d(x,y):0<:>x=y

ispat:

n

i, d(x,y)=Y.d(x,y,) veheri=1..,nicin d(x,y,)=0 veya d(x,y,)=1

i=1

oldugundan 0 <d(x,y)<n elde edilir.

i. d(x,y)=0& Heri=l..,niginx, =y &x..X, =y..y,Sx=y

iii. d (x,y) =

{i,x, # y,,i =1,...,n}| =Wi,y, #x,,i =1,...,n}| = a’(y,x)

iv. d(x,z):d(x,,zl)+...+d(xn,zn):Zn:d(xl.,zl.) oldugundan bir i igin
-1

d(x,z,)<d(x,y)+d(y,z) oldugunu gostermek yeterlidir. Eger x, =z,

ise d(x,,z,)<d(x,,y,)+d(y,z) oldugu agiktir. x, # z, iseya x, # y, ya da

y, #z, olacagindan d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) olur. Her i icin bu

esitsizlik gecerli oldugundan ispat tamamlanir.

Tanim 2.22 C, en az iki elemanh bir kod olsun. C' kodun minimum uzakligi d(C) ile

gosterilir ve

d(C)=min{d(x,y)

x,yeC,x;ty}

olarak tanimlanir [37].

Tanim 2.23 7 uzunluklu, M elemanlive d minimum uzakliga sahip bir kod (n,M,d)

ile gosterilir. n, M ve d sayilarina kodun parametreleri denir [37].
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Ornek 2.21

C ={00000,00111,11111} olsun.
d(00000,00111)=3,  d(000000,11111)=5 ve d(00111,11111)=2

oldugundan d(C)=2 dir. Sonug olarak C kodu , (5,3,2) parametrelerine

sahip bir ikili koddur.
C= {012210,221100,121012,001122} olsun.

d(012210,221100)=5, 4(012210,121012)=5, d(221100,121012)=4,
d(012210,001122) =5, d(221100,001122)=4, d(121012,001122)=4

oldugundan d(C) =4 tir. Boyle bir C kodu, (6,4,4) parametrelerine sahip

bir tcli koddur.

Tanim 2.24 ¢ > 0 olsun. Eger C kodundaki herhangi bir kodsoziin en az 1 en fazla ¢

bileseninde hata olusmasiyla elde edilen s6z C nin kodsozi degilse C kodu, ¢ hata

farkedebilen bir koddur. Eger C, ¢ hatayi farkedebilirken (t+1) hatayi farkedemiyorsa

C kodu tam olarak ¢ hata farkedebilen koddur [37].

Ornek 2.22 C = {00000,00111,11111}, bir ikili kod olsun.

00000 — 00111 seklinde bozulmasi icin 3 bilesende hata meydana gelmeli.

00000 —- 11111 seklinde bozulmasi icin 5 bilesende hata meydana gelmeli.

00111 > 11111 seklinde bozulmasiicin 2 bilesende hata meydana gelmeli.

Bu durumda ue{10000,01000,00100,00010,00001} olmak Uzere, her ceC igin

u+c¢ C dir. Sonuc olarak C, 1 hatay farkedebilen bir koddur. Fakat 11000 ¢ C ve
11000+ 00111=11111€ C oldugundan C, 2 hatayi farkedemez.

Teorem 2.5 Bir C kodun ¢ hatayi fark edebilmesi igin gerek ve yeter kosul d(C) >t+1

olmasidir [37].

Tanim 2.25 ¢ > 0 olsun. Eger C kodundaki herhangi bir kodso6ziin en az 1 en fazla ¢

bileseninde hata olusmasiyla elde edilen s6z C nin baska bir kodséziinden en az 1 en
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fazla ¢ bileseninde hata meydana gelmesiyle elde edilemiyorsa C kodu, ¢ hata

dizeltebilen bir koddur. Eger C , ¢ hatayi dlzeltebilirken (t+1) hatayi diizletemiyorsa

C kodu tam olarak ¢ hata dizletebilen koddur [37].

Ornek 2.23 C ={000,111} olsun. 000 ve 111 kodsozlerinin herhangi bir bileseninde 1
hata meydana gelmesi ile olusabilecek sozler sirasiyla {100,010,001} ve {011,101,110}
dir.  {100,010,001} " {011,101,110} =& oldugundan C, 1 hata dizletebilir.

000+110=111+100 oldugundan C, 2 hata diizletemez. Bu durumda C , tam olarak

1 hata diizelten koddur.

Teorem 2.6 Bir C kodun ¢ hataylr dizeltebilmesi icin gerek ve vyeter kosul

d(C) =2t +1 olmasidir [37].

Tanim 2.26 C, F;" nin bir alt uzayi ise C ye F;" Uzerinde tanimh n uzunluklu lineer

kod denir. Kisaca C < Fqn ile gosterilir [37].
Tanim 2.27 C < F;" bir lineer kod olsun [37].
i. C lineer kodun boyutu, C nin F;" vektor uzayindaki boyutudur. Eger
boy(C) =k ise C kodu kisaca [n,k] seklinde gosterilir.

ii. C kodunduali, C* = {y ek, :<x,y> = le.yl. =0,Vx e C} kodudur.

i=1
Teorem 2.7 [37] C < F;” bir lineer kod olsun.

i. |C| = qboy(c)
ii. C" debirlineer koddur ve boy(C) +b0y(Ci) =n dir.

ii.  (C*) =c.

Tanim 2.28 C, F,' Uzerinde bir lineer kod, boy(C)=k ve d(C)=d olsun. Bu

durumda C kodu kisaca [n,k,d] ile gosterilir [37].
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Ornek 2.24 C ={00000,10101,01010,11111} kodu F, in alt uzayl oldugundan bir

lineer koddur. {01010,10101}, C igin bir taban ve d(C)=2 oldugundan C kodu F;

de bir [5,2,2] lineer koddur.

Tanim 2.29 C bir lineer kod olsun.

i. Eger Cc C"ise C ye kendine dik (ortogonal) denir.

ii. Eger C=C" ise C ye kendine dual denir.

Ornek 2.25 C ={0000,1100,0011,1111} kodu F," in bir alt uzayi ve C=C"*

oldugundan kendine dual bir koddur.
Tanim 2.30 [37] x eF;" olsun. x in Hamming agirlg;, x in sifirdan farkli bilesenlerin
sayisi olarak tanimlanir ve wt(x) ile gosterilir. Yani;

wt(x)z‘{i:xi iO,izl,...,n}‘zd(x,O).
Teorem 2.8 C, F,' (zerinde bir lineer kod olsun. Bu durumda d(C) = wt(C) esitligi
vardir [37].
ispat: d(C)=d(x,y) olacak sekilde x,y € C (x#y) vardr.
d(C)=d(x,y)=wt(x—y)2wit(C)=d(C)2wt(C) bulunur. Diger yandan
wt(C) =wt(x) =d(x,0) > d(C) = wt(C) > d(C) oldugundan d(C) = wt(C) elde
edilir.
Ornek 2.26 C:{00000,10010,11100,01100} olsun. wt(lOOlO):2,wt(11100):3
wt(01100) =2 oldugundan d(C)=wt(C)=2 dir.

Tanim 2.31 [37] C bir lineer kod olsun.

i. C kodun taban elemanlarini satir kabul eden matrise C kodun lreteg
matrisi denir.
ii. C* kodun taban elemanlarini satir kabul eden matrise C kodun kontrol

matrisi denir.
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Tanim 2.32 [37]

i. (Ik |X) tipindeki bir Urete¢ matrisine standart formdadir denir.

ii. (Y|In_k) tipindeki bir kontrol matrisine standart formdadir denir.

Ornek 2.27 C={000,101,121,211,020,012,001,100} lineer kodu igin bir taban

1
{101,121,211}  oldugundan C  kodun Ureteg matrisi G =|1 dir.
2

— N O
—_

Teorem 2.9 C, F, Uzerinde bir [n,k] lineer kod olsun. Bu durumda v e C* olmasi icin

gerek ve yeter kosul vG' =0 olmasidir. Eger H ve G, C kodun sirasiyla kontrol ve

liretec matrisleriise HG™ =0 dir [37].

Teorem 2.10 [37] C bir lineer kod ve H, C nin kontrol matrisi olsun.

i. d(C) > d < H matrisinin herhangi d —1 sttunu lineer bagimsizdir.
iii. d(C) < d < H matrisinin herhangi d sttunu lineer bagimhdir.

iiii. d(C) = d < H matrisinin herhangi d —1 sttunu lineer bagimsiz ve en az bir

takim d sutunu lineer bagimhdir.

111 01 00
Ornek 2.28 C lineer kodun kontrol matrisi H={1 1 0 1 0 O 1] olsun. H
10 01 110

matrisinin sifir situnu olmadigindan ve herhangi iki stitunu lineer bagimsiz oldugundan

d(C)=3 tur. 1., 2. ve 6. satirlar lineer bagimli oldugundan d(C)<3 tir. Bu

durumda d(C)=3 olur. Bu kontrol matrisine sahip kod [7,4,3] parametreli ikili

Hamming koddur.

Teorem 2.11 C bir [n,k]| lineer kod olsun. Eger C nin Ureteg matrisi G:(Ik |X)

seklinde ise C kodun kontrol matrisi H:(—XT|In_k) seklindedir  [37].
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Tamim 2.33 C bir [n,k] lineer kod ve G, C kodun treteg matrisi olsun. Bir u qu/‘

mesajl uG =v € C seklinde kodlanir [37].

Ornek 2.29 C bir [5,3] lineer kod ve C kodun lreteg matrisi G =

oS O =
o = O
—_— O
S = =
—_ = O

1
olsun. Bir u=101eF; mesaj uG=(101) 0 =(10011) seklinde
0

o = O
—_ O
O = =
—_— = O

kodlanir.

Tanim 2.34 C, F, Uzerinde n uzunluklu bir lineer kod ve u eFlI" olsun. C nin u ile

belirli koseti C +u ={x+c:xe C}=u+C kimesidir [37].

Teorem 2.12 [37] C, F, Uzerinde [n,k,d] lineer kod olsun. Asagidaki &zellikler

saglanir:

i. F;" deki her eleman C nin bir kosetinde yer alir.
ii. HerueF] icin |C+u| = |C| =4" dr.
ii. Heru,veF'icinueC+viseu+C=v+C dir.

iv.  Herhangi iki koset ya aynidir ya da ayriktir.

v.  C nin ¢"" farkl koseti vardir.
vi. Heru,ve Fqn icin u—v e C olmasi icin gerek ve yeter kosul u ile v nin ayni

kosette yer almasidir.

Tanim 2.35 C, F, Uzerinde [n,k,d] lineer kod ve H , C kodun kontrol matrisi olsun.

Bir we F,' sozii igin w nin sendromu S(w)=wH" e F/™" olarak hesaplanir [37].

Teorem 2.13 [37] C, F, Uzerinde [n,k,d] lineer kod ve H, C kodun kontrol matrisi

olsun. Her u,v e Fqn icin asagidaki 6zellikler vardir:

i S(u+v):S(u)+S(v).
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iii. S(u) =0 olmasi icin gerek ve yeter kosul # € C olmasidir.
ii. S(u)=S(v) olmasi icin gerek ve yeter kosul u ile v nin ayni kosette yer

almasidir.

Tanim 2.36 Bir kosetteki en distik agirlikli s6ze koset lideri denir [37].

C bir lineer kod ve H, C kodun kontrol matrisi olmak Uzere sendrom tablosu

olusturmak icin gerekli adimlar sunlardir:

Adim 1. C kodun tim kosetleri belirlenir ve her bir kosetteki en dustik agirhkli

sOz koset lideri olarak secilir.
Adim 2. Her bir koset liderinin sendrom degeri hesaplanir.

C bir lineer kod ve H, C kodun kontrol matrisi olmak lizere sendrom dekodlama

slireci asagida belirtildigi gibidir:
Adim 1. Alinan w s6zi icin sendrom degeri S(w) hesaplanir.

Adim 2. S(u)=S(w) olacak sekilde u koset lideri sendrom tablosundan

belirlenir.

Adim 3. v=w—u olarak dekodlanir.

Ornek 2.30 C ={000000,100110,010101,001011,110011,101101,011110,111000} bir

1 00110
[6,3,3] ikili kod olsun. Bu kodun Ulrete¢ matrisi G={0 1 0 1 0 1| dir. Teorem
0 01 01 1
1 1.0 1 00
2.11 den C kodun kontrol matrisi H={1 0 1 0 1 0] dir. Budurumda C nin
0O 1 1 0 01
qn 6
F) da 72?28 farkli koseti vardir. C nin F,’ da kosetleri sunlardir:
q
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000000+ C = {000000,100110,010101,001011,110011,101101,011110,111000}
100000+ C = {100000,000110,110101,101011,010011,001101,111110,011000}
010000+ C ={010000,110110,000101,011011,100011,111101,001110,101000}
001000+ C ={001000,101110,011101,000011,111011,100101,010110,110000}
000100+ C = {000100,100010,010001,001111,110111,101001,011010,111100}
000010+ C = {000010,100100,010111,001001,110001,101111,011100,111010}
000001+ C = {000001,100111,010100,001010,110010,101100,011111,111001}

100001+ C = {100001,000111,110100,101010,010010,001 100,111111,01 1001}

Burada 000000,100000,010000,001000,000100,000010,000001,100001 so&zleri koset

liderleridir. Koset liderlerinin sendromlarini gésteren sendrom tablosu asagidaki gibidir:

w S(w)
000000 000
100000 100
010000 010
001000 001
000100 110
000010 101
000001 011
100001 111

Gizelge 2.1 [6,3,3] lineer kodu igin sendrom tablosu

Alinan s6z w=100111 olsun. S(w)=011=.5(000001) oldugundan génderilen kodsoz

y=w—u=100111-000001=100110 olarak bulunur.

17



Tanim 2.37 r =2 olsun. n=2" —1 uzunluklu ve situnlari F, nin sifirdan farkli tim

elemanlarindan olusan kontrol matrisine sahip lineer koda ikili Homming kod denir ve

Ham(r,2)ile gésterilir [37].

Ornek 2.31 =3 olsun. 2° —1=7 uzunluklu Hamming kod igin bir kontrol matris

0O 001 1 11
H=/0 1 1 0 0 1 1| seklindedir. H kontrol matrisinden d(H(3,2))=3
1 01 01 01

oldugu gorilir. Aslinda tim » > 2 icin ikili Hamming kodlarinin minimum uzakhgi 3

tur. Bu da ikili Hamming kodlarinin tek hata diizeltebildigini gosterir.

Tanim 2.38 C < F,' olsun. Her ¢ =(c,....¢, ,,¢,,) € C igin ¢’ = (¢, ,¢....c,,) € C ise

C ye devirli kod denir [37].

Onerme 2.2 Devirli kodlar bir halkada idealdir.

1

x
. n q[ ] — n— H
n:CCF — <xn_1>_Rn, (ay.ay,..a,,) > a, + a,x+...+a, x"" fonksiyonu

bir izomorfizmadir. Bu durumda R, in her idealine kargilk F.' de bir C devirli kodu

vardir. Dahasi C, F;" de devirli koddur ancak ve ancak 7T(C) , R, de biridealdir [37].

.. F
Onerme 2.3 q[%n 1>=Rn ve olsun. R bir temel ideal bdlgesi oldugundan
x —_

I:<g(x)> olacak sekilde / idealinin iginde en kiicik dereceli monik g(x)e R

n

polinomu vardir. Bu g(x) polinomuna [ idealinin Urete¢ polinomu denir ve
g(x)‘x” —1 dir. Ayrica bir C Fqn devirli kodu igin 7(C) idealinin lirete¢ polinomuna
C kodun uretec polinomu denir [37].

Ornek 2.32 C ={000,111,222} c F; bir devirli koddur.

7T(C)={0,1+x+x2,2+2x+2x2}, R, :F;[x]< , 1> de  bir idealdir.
-

ﬂ(C):<1+x+x2> ve 1+x+x2‘x3—1 dir. Bu durumda 1+ x + x* polinomu, C kodun

Uretec polinomudur.
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Teorem 2.14 x" -1 in her bir monik bdleni F;" de bir devirli kodun reteg

polinomudur. Ayrica, F;" de devirli kodlar ile F, [x] deki x" —1 in monik bélenleri

arasinda birebir esleme vardir [37].

Teorem 2.15 g(x), C devirli kodun Uretecg polinomu olsun. Eger g(x) polinomunun
derecesi n—k ise C kodun boyutu k& dir [37].

k

Teorem 2.16 C=<g(x)> ve g(x)=g,+gx+..+g,,x"" olsun. Bu durumda C

devirli kodun lrete¢ matrisi

(X) gO g] gn—k 0
xg (X) 0 gO g] gn—k 0
G=| E |-
’ 0 0 g g g 0
xk ]g X 0 1 n—k
() 0 0 0 g g 8k

sekindedir [37].
Ornek 233 F[x]" te x’—1=(x+1)(x’ +x+1)(x*+x +1) dir. x°—1 in her bir
boleni 9 uzunlugunda ikili kod Uretir. Eger C:<x6 +x° +1> olarak secilirse C bir

devirli kod olur. Bu durumda C devirli kodun Urete¢ matrisi

S = O
- o O
S = O
—_ o O

00
1 0
0 1

Q

I
c o =
c o =
o o =

dir.

Tanim 2.39 F bir cisim olsun. F[x]z{Zal.xi:al.eF,nZO} kimesi F Uzerinde
i=0

polinom toplama ve carpma islemi ile birlikte bir polinom halkasidir [37].

Tanim 240 o € F, olsun. Eger Fq ={O,a,a2,...,aq" =1} ise @ ya F, cisminin ilkel

elemani denir [37].
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Tanim 2.41 Bir a €F, elemanin F,[x] daki minimal polinomu, F,[x] polinom

halkasinda f(a):O sartini saglayan en kiglik dereceli sifirdan farklh monik f(x)

polinomudur [37].

Tanim 2.42 (n,q) =1 olsun. ¢ nun modn e gore i yiigeren devirsel koseti
C, ={ig’(modn)eZ,: j=0,1,..}
olarak tanimlanir [37].

Onerme 2.4 [37] (n,q) =1 olsun.

i.  Iki devirsel koset ya aynidir ya da ayriktir. Dolayisiyla devirsel kosetler Z  in
bir ayrisimidir.

ii. Eger bir m >1 tamsayisiicin n=¢g" —1 ise her bir devirsel koset en fazla m
eleman igerir.

ili. Bir m pozitif tamsayisi i¢in n=¢g" —1 olsun. Eger (i,q"’ —1) =1 ise |Cl.| =m

olur.

Teorem 2.17 eF;m olsun. o' nin F, daki minimal polinomu

MY (x) = H(x—aj)

jeC;
dir. Burada C,, g nun mod(n—l) e gore i yiiceren devirsel kosetidir [37].

Ornek 234 2 nin mod7 vye gére devirsel kosetleri C, ={0}, C,={1,2,4},

C, ={3,5,6} dir. a, 1+x+x € F,[x] in kékii olsun. Bu durumda o, F, in ilkel

3 3

elemani ve 1+x+x” de o nin minimal polinomu olur. a¢” Un F, deki minimal

polinomu
M(3)(x) :(x—a3)(x—a5)(x—a6):x3 —(aé +a’ +0¢3)x2 +(a” +ao’ +a8)x—a14

2

7

seklindedir. ¢’ =a+1, a* =a’ +a, o’ =a’+a+1,a’ =’ +1, ' =a, ¢’ =«

a" =a’+a, a" =1 oldugundan M (x)=x"+x* +1 elde edilir.
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Tanim 2.43 o, Fq nin ilkel elemani ve M) (x), a' nin F, [x] daki minimal polinomu
olsun. g(x) = ekok(M(”) (x),M(“”) (x),...,M(“+5"2) (x)) lirete¢ polinomuna sahip ¢ -lu

devirsel koda, F, uzerinde 0 minimum tasarlanmis uzakhga sahip n=¢g" -1

uzunluklu bir BCH kod denir (a >0). Eger a =1 ise boyle bir koda dar anlamda BCH
kod denir [37].

Ornek 2.35 « ek, 1+ x+x> Un koki olsun. Bu durumda «, F; in ilkel elemanidir.
Ornek 34 ten M(l)(x):M(z)(x):l+x+x3 elde edilir. a=1, 6 =3 olmak lzere
g(x):ekok(M(])(x),M(z)(x)):1+x+x3 rete¢ polinomuna sahip kod, 7

uzunlugunda dar anlamda ikili [7,4] BCH koddur.

Teorem 2.18 [37]

i. o tasarlanmis uzakliga sahip bir BCH kodun minimum uzakligien az 6 dir.

ii. o0 tasarlanmig uzakliga sahip n=¢" —1 uzunluklu ¢ -lu BCH kodun boyutu
enaz ¢" —1-m(5 -1) dir.
Tanim 2.44 C, F, Uzerinde g(x) polinomu tarafindan lretilen n uzunlugunda bir
devirli kod olsun. Eger her i e/ igin g(ai)zo oluyorsa I c Z, kiimesine C kodun
tanimlayici (defining) kiimesi denir [38].

Ornek 2.36 C, F, lizerinde Ornek 2.34 te tanimlanan M (x) = x’ +x” +1 polinomu

tarafindan Uretilen 7 uzunlugunda devirli kod olsun.
M(3)(x):(x—a3)(x—a5)(x—a6) oldugundan C kodun tanimlayici (defining)

kiimesi {3,5,6} dir.

Onerme 2.5 (n,q) =1 ve C, F, Uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Ayrica

Z , C kodun tanimlayici (defining) kiimesi olsun. Bu durumda C* < C olmasi icin

gerek ve yeter  kosul InZ'=0 sartinin  saglanmasidir.  Burada

Z"' ={-z(modn),z € Z} [13].
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ispat: Z. ve Z., sirastyla C ve C* kodlarinin tanimlayici (defining) kiimeleri olsun.

N ={0,1,...,n —1} olmak tzere
C'cCoZ.cZ,.,Z,.=(N\Z)"
& Z.c(N\Z,.)"
S Zen(M(NZ:) ") =2

SINZ' =g,
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BOLUM 3

KUANTUM HATA DUZELTEN KODLARA GIiRi$

3.1 Dirac Notasyonu ve Hilbert Uzayi Uzerinde Lineer Cebir

Kuantum hesaplamada calisilan vektor uzayi, kompleks (karmasik) sayilar (zerinde
sonlu boyutlu bir uzaydir. Boyle bir vektor uzayi icin Hilbert vektor uzayi alinabilir.
Hilbert uzay genellikle H ile gosterilir. Dolayisiyla kuantum kodlar sonlu boyutlu
Hilbert uzayi tUzerinde tanimlanir. Bolim 3.4 te anlatilacagi Gzere, n uzunlugunda bir
kuantum kod 2" boyutlu Hilbert uzaymin bir alt uzayidir. Kuantum hesaplamaya
girmeden 6nce gosterimi kolaylaslatiran dirac notasyonunun ve Hilbert uzayi lzerinde

bazi lineer cebir bilgilerinin bilinmesi gerekir.

ilk olarak Paul Adrien Maurice Dirac tarafindan kullanilan dirac notasyonunda “

)7 ile

4

bir siitun vektort belirtilir ve ket diye okunur. ”<

notasyonu ise ket vektoriiniin

x}z[lji] ise (x|=(1-i 1)

eslenik transpozesidir ve bra diye okunur. Ornegin,

olur.

Bir boyutlu Hilbert uzayi kompleks sayilar kiimesidir. iki boyutlu Hilbert uzayinin
elemanlari, bilesenleri kompleks sayilar olan 2x1 seklindeki siitun vektorleridir. Bu

durumda iki boyutlu Hilbert uzayin elemanlarn a,b € C olmak lzere
a
b
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a
seklindedir. Sonlu boyutlu vektor uzaylari icin bir taban secilebilir. Her [b] € H icin

(oo

1 0
oldugundan (0] ve (1] vektorleri iki boyutlu Hilbert uzayinin bir tabanidir. Burada

1>} kiimesi bu uzay icin bir taban olur. Bu

|0>={(1)] ve |1>:m olarak alinirsa {|0),

durumda iki boyutlu Hilbert uzayr H :{a|0>+b|1>:a,beC} kiimesidir. Bundan sonra

|(//> ile Hilbert uzayindaki bir vektor belirtilecektir.

n>1 olmak Uzere 2" boyutlu Hilbert uzayini anlamak icin matrislerin tensor

carpiminin bilinmesi gerekir.

Tanim 3.1 4 bir mxn matris ve B bir » xs matris olmak lizere 4 ile B matrislerinin
tensor carpimi, 4 nin her bileseninin B matrisi ile carpimi olarak tanimlanir ve 4 ® B

ile gosterilir [34]:

ay[B] ay[B] ... a,l[B]
U®B = a2].[B] azz.[B] a2n.[B]
am][B] amz[B] amn[B] mrxns

.. 1 3 1
Ornek 3.1 4 :(. 2] ve B= ( ] olsun. 4 ile B nin tensor ¢arpimi
i i

seklindedir.

Genel olarak, g0> ile |¢> vektorleri igin |g0>®|¢>:|q0>|¢>:|qo¢> gosterimleri ayni seyi

ifade eder.
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0
1

[0)®]0)=[0)[0) = {

Ornek 3.2 |0 ve |1 olsun. Bu durumda

=100),

S o o =

o).

~—
p—
~~—"
-~
—
~~—"
7\
[«
—
®
VR
— O
—
Il
S O = O
|

—|10> ve

~~—
Q
=}
~~—
>~
=}
~~—
R
—_ O
N——
®
R
[«
N——
Il
S = O O
|

el-in-(;)e(})-

olur. |0> ve |l> vektorlerinin tensor carpimi asagidaki gibi genellestirilebilir:

=[11)

- o O O

1
0
10)®[0)®---®|0) = 00---00>= 0
0 2"x1
0
1
10)®[0)®---®|1) = 00---01>= 0
0
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0
|1>®|1>®---®|o>=11---1o>= tl e
" 1
0 2"x1
0
0
H®[1)®---®|1)= 11---11>= :
" 0
2"x1

Buradan dirac notasyonunun gosterimi nasil kolaylastirdigi gortlebilir.

n=2 olmak Uzere 2" =4 boyutlu Hilbert uzayin elemanlarn bilesenleri kompleks
sayilar olan 4x1 seklindeki siitun vektorleridir. Bu durumda bu uzayin elemanlar

Aoy, a0, € C olmak Uizere

gy gy 1 0 0 0
. . ay, — ay, 0 1 0 0
seklindedir. Her vektori =a,|  |+a, +a,| . |+a, olarak
a, a,, 0 0 1 0
a,, a,, 0 0 0 1
1 0 0 0
- 0 1 0 0 5
yazilabildiginden ve |00>: ol 01>: ol 10>: al 11>: 0 oldugundan |00>,
0 0 0 1

o),

10> ve |ll> vektorleri 2° boyutlu Hilbert uzayi icin bir tabandir. Sonuc olarak bu

uzay {aoo|00>+a01 |01>+am|10>+a11 |11>:aoo,am,am,a11 eC} kiimesidir.
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Bu durum herhangi n>0 icin dustnildiginde 2" boyutlu Hilbert uzayinin bir

tabaninin |00---00>,

00---01), ...,

11---10),

11---11> vektorleri oldugu gorulir. Bu

durumda 2" boyutlu Hilbert uzayi
{4,100--00)+a,[00---01)+--+a, [11--10)+a, [11---11):q, € C,i=1,2,--,2"}

kiimesidir.

Tanim 3.2 [34]

i |(//> ile |¢> vektorlerinin i¢-garpimi <¢|(//> olarak tanimlanir.

ii. Eger <¢|(//>:0 ise |(//>, ¢> ye diktir denir.
iii. |(//> vektorinin normu H|l//>”= <l//|l//> olarak tanimlanir.

iv. Eger H|l//>H =1 ise |(//> vektoriine birim vektor denir.

Tanim 3.3 H, 2" boyutlu Hilbert uzayi ve B = {|bm>} kimesi H Hilbert uzayinin bir

0, n#m .
bazi olsun. §,, = olmak uzere her
’ I, n=m

bn> e H igin <b

n

bm>’ bm> = 5n,m ise
B = {|bm >} kiimesine H Hilbert uzayinin bir ortonormal bazi denir [34].

Ornek 3.3 2* boyutlu Hilbert uzayi igin {|00>,

01),

10),

11>} kiimesi bir ortonormal
tabandir.

Tanim 3.4 H, bir vektor uzayi olsun. T: H — H lineer donlisiimiine H vektor uzayi

Uzerinde tanimli bir lineer operator denir [34].

Ornek 3.4 H, iki boyutlu Hilbert uzayi olsun. T: H —> H , a|0>+b|l>—>a|l>+b|0>

seklinde tanimli bir lineer dénlisim oldugundan H vektor uzayi Uzerinde bir lineer

operatordir. Sonlu boyutlu bir vektor uzayinda her lineer donlisiim bir matris

0 1
tarafindan ifade edilebildiginden T lineer operatoriine karsilik gelen matris (1 0]

seklindedir.
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Tanim 3.5 |(//> ile |¢> vektorlerinin dig garpimi |(//><¢| olarak tanimlanir. |(//><¢| nin bir

|¢> vektoriine etkisi

(lw)eDlo)=[w)({2le)) = ((2]0))lw) (3.1)

seklindedir. Bir |(//> vektorinun kendisi ile dis carpimi |(//><(//| seklindedir ve |(//><(//|

nin bir |g0> vektorine etkisi

(v ) le) =lv) (v o)) =((w|e))lw) (3.2)

oldugundan |(//><(//| bir lineer operatorddar. <(//|q0> ic-carpim sonucu bir skaler

oldugundan |(//><(//|, bir |g0> vektorind |(//> tarafindan Uretilen alt uzaya resmeder

[34].

Ornek 3.5 |(//>:|0>+z'|1> olsun. |(//> vektorinin kendisi ile dis carpimi

|W><W|:C](1 _l-):c ‘li] seklindedir. [) = (i+1)[0)2]1) olmak tzere |y |
nin [¢) vekt6riine etk (|W><W|)|¢>:C ‘li](" ;1]:(‘1' ”]:(1_ ')(l_]:(l—i)|y/>

i+1 i
seklindedir.

Teorem 3.1 B:{|bm>} kimesi H vektor uzayinin bir ortonormal bazi olsun. H

Uzerindeki her lineer operator, taban elemanlarin dis carpimlarinin bir lineer toplami

olarak yazilabilir. Yani 7', H Uzerinde bir lineer operatér ve T, , :<bn T|bm> olmak
uzere
T= > T,.|6.)b, (3.3)
b,.b,eB
olur. Budurumda T lineer operatdriinin bir |g0> vektoriine etkisi
)| 3 )l - 3 elo- ¥ k) e
b,.b,€B b,.b,€B b,.b, B

seklindedir [34].
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Ornek 3.6 H, iki boyutlu Hilbert uzayi ise {|0>,

1>} kiimesi H icin bir ortonormal

tabandir. T:H — H fonksiyonu a|0>+b|1>—>a|0>—b|l> seklinde tanimlh bir lineer

doénidsim oldugundan H lzerinde bir lineer operatordir. T lineer donlisiimi matris

1 0
cinsinden ( ] olarak ifade edilebilir. 7,,=1, 7,,=0, 7,,=0, T,,=-1 ve
0 -1 ’ ’ ’ ’

1 0

|0><0|_( ] |1><1|_(0 0] oldugundan T—(l 0] lineer operatérii
Lo o) “lo 1 “lo -

T:((l) 01]:|0><0|—|1><1| olarak yazilabilir.

Tanim 3.6 U', U nun eslenik trasnpozu olmak lzere U operatérii icin U' =U"
esitligi saglaniyorsa U vya Uniter denir. Bu durumda UU' =1 olur. Uniter matrisler

vektorlerin normunu korur. Yani, t//>H:HU|t//>H [34].

N 0 1 1 0
Ornek 3.7 (1 0] ve (0 1] matrisleri birer Uniter matrislerdir.

Tanim 3.7 H Hilbert uzayi Uzerinde bir 7 operatori 77 =T sartini sagliyorsa T ye

Hermityen denir [34].

Tanim 3.8 H vektor uzayi lizerinde bir P lineer operatorti P> = P sartini sagliyorsa P

ye projektor denir. Eger P> =P ve P' =P ise P ye ortogonal projektor denir [34].

» |0) 1], [1)(0] ve 1)1

Ornek 3.8 H iki boyutlu Hilbert uzayi lzerinde |0><0

matrisleri birer ortogonal projektordiir.

Tanim 3.9 T bir operatér ve c¢ bir skaler olmak Ulzere eger bir |(//> vektori icin
T|(//>:c|(//> esitligi saglaniyorsa |(//> vektoriine T nin bir 6zvektori, ¢ sabitine de T
nin |(//> vektorine karsilik gelen 6zdegeri denir [34].

Ornek 3.9 H, iki boyutlu Hilbert vektdr uzayive T: H - H, a|0>+b|l>—>a|l>+b|0>

seklinde tanimli bir lineer operator olsun. Bu durumda T lineer operatoriiniin temsil

0 1 b
matrisi (1 0] seklindedir. (Z]eH vektoriiniin T altindaki gorintisi (]
a
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a
oldugundan eger (b]' T nin bir 6zvektori ise ya a=b ya da a=-b olmalidir. Eger

a=>b ise T(a|0)+a|1))=1(a|0)+a(1)) oldugundan 1, T operatériinin &zdegeridir.
Eger a=—b ise T(a|0)—al|l))=-1(a|0)—all)) oldugundan -1, T operatériiniin bir
diger 5zdegeridir.

Teorem 3.2 T bir operatér olsun. Eger 7" =T ve T|y)=c|y) ise c bir reel sayidir.
Yani, Hermityen operatdrlerinin 5zdegerleri reeldir [34].

Ornek 3.9 dan goriildigi gibi Hermityen operatoriiniin 6zdegerleri reeldir. Bu teorem

kuantum mekanikte Olclimler icin dnemli bir teoremdir.

Tanim 3.10 Bir T operatoriiniin 6zdegerlerinin toplamina T nin izi denir ve kisaca

iz(T') ile gosterilir. 4, T operatériine karsilik gelen matris ise iz(T), A nin esas

kosegen elemanlarinin toplamina esittir [34].

Tanim 3.11 {|bn>}, H uzayin bir ortonormal tabani olsun. T', H uzayi Uzerinde bir

A

operator olmak tzere iz(T) = z<bn bm> esitligi vardir [34].
b,

Ornek 3.10 H iki boyutlu Hilbert uzayl olmak Uzere
al0)+b|1) > (3a+b)|0)+(a+3b)|1) seklinde tamimli T:H — H fonksiyonu H

31
Uzerinde bir lineer operatordir. T operatoriine karsilik gelen matris Az[l 3]

oldugundan iz(T)=3+3=6 olur. {|0>,

] , 3 1)1 3 1)(0 -
oldugundan iz(T) = 6 =(1 0)1 3o +(0 1)l N olarak yazilabilir.

Tanim 3.12 [34] H, ve H, sirasiyla 2" ve 2" boyutlu Hilbert vektor uzaylari olsun.

1>} kimesi H icin bir ortonormal taban

sLieeey

{|bi>}ie{],2,...,2”} ve {‘c‘j>}je{12 ) sirasiyla H, ve H, uzaylarinin birer ortonormal

tabanlari olsun.

i. H, ile H, nin tensor carpimi H, ® H, ile gosterilir ve 2" boyutlu daha

blyuk bir vektor uzayidir.
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ii. {|bi>®‘c-f>};e{1,z,.".2"},‘,‘6{1,2,.‘,,2"’} kimesi H, ® H, uzay icin bir ortonormal
tabandir.

Tensor carpim icin asagidaki 6zellikler saglanir. Her ¢ € C ve her |(//]>,

¢]> € H, ve her

|W2>’ ¢2>€H2 igin

Lo c(|w)®wa)=(clv) ®vs) =[vi) @ (clvs)),
i (jy)+[0)) @) =lw)©|w.) +[e) @),
i, [y)®(|w)+[6,) =[w) [y ) +|w,) [ ,)
ozellikleri vardir. 4 ve B sirasiyla H, ve H, izerinde lineer operator olmak izere

A®B, H, ® H, izerinde (A®B)(|w,)®|w,)) = A|ly,)® B|y,) seklinde taniml bir

lineer operatorddr. Bu etki lineer olarak genisletilirse
(A®B)(Zﬂ,l.j |bl.>®\cj>] =Y 4,4|b,)® B|c,) elde edilir.

Ornek 3.11 H, iki boyutlu Hilbert uzayi olsun. Bu durumda H ® H, 2° boyutlu bir

Hilbert uzayidir  ve kisaca H® ile gosterilir. H® icin

{l0)®]0)=00),

0)®|1) =|01),

1)®|0) =[10),

1>®|1>:|11>} bir ortonormal taban

0 1 1 O
kiimesidir. Az[l ] ve Bz[ ], H (zerinde tanimli birer lineer operator

0 0 -1
0 0 1 0
0 1 1 O 0 0 0 -1 e e e
olduklarindan A® B = ® = operatorii H™" Uzerinde
1 0 0 -1 1 0 O
0 -1 0
bir lineer operatordir. 4A® B operatorin {|00>,01>,10>,11>} tabanina etkisi

asagidaki gibidir:
(48 B)|00) = (48 B)(0)8]0)) = 4]0)@ B]0) = 10)

(4®B)|01) = 4|0)® B|1) =—|11),
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(4®B)|10) = 4|1)® B|0) =|00) ve
(4®B)|11)= A|1)® B|1)=—|01).
Teorem 3.3 Eger |y), H, ® H, uzayinda bir vektér ise |y ) = z\/;l‘ﬁA>‘¢lB> olacak

sekilde H, ve H, uzaylarinin sirasiyla {‘¢SIA>} ve {‘¢13>} ortonormal tabanlar ve

negatif olmayan {p,} reel sayilari vardir [34].
Ornek 3.12 |l//> = (|00>—|01>+|10>—|11>) olsun. Bu durumda,

1
2

|z//>:[%|0>+%|l>j®[%|0>—%|l>j olarak ayrilir. H, ile H, igin ortonormal

bir taban sirasiyla {‘(ISOA> =L2|0>+%|1>, ¢1A> :%|0>—%|1>} ve

1

¢B> = $| O> —%M} olarak segilebilir.

{6t =F5lo)+ -1

3.2 Kubitler

Gunlimuzde klasik hesaplamanin ve klasik bilginin temel birimi bitlerdir. Kuantum

hesaplamada ve kuantum bilgide kullanilan temel birim ise kuantum bitler ya da kisaca

kubitlerdir. Bir klasik bit 0 veya 1 degerini alabilirken buna karsilik bir kuantum bit |0>
ya da |l> degerini alir. Bitler ile kubitler arasindaki fark ise bir kubitin |0> ve |l>
halinden baska |0> ve |l> in lineer kombinasyonu (sliperpozisyonlari) halinde

bulunabilmesidir. Bu durumda a,b € C olmak Uzere |y/>:a|0>+b|l> degeri bir

kubitin bulunabilecegi hallerdir. Dolayisiyla bir kubitin durumu, iki boyutlu Hilbert

vektor uzayindaki bir vektor olarak distintlebilir [33].

Bir klasik bitin 0 ya da 1 durumunda olup olmadigi kolayca 6grenilebilirken bir
kuantum bitin durumunu belirlemek yani a ve b degerlerini saptamak o kadar kolay

degildir. Kuantum hali hakkinda c¢cok az bilgi bilinir. Kuantum hali hakkinda bilgi

edinmek icin bazi dlgcimler yapilr. |(//> :a|0>+b|1>, a,b € C halindeki bir kuantum

32



b|2 olasiligr ile |1) dir. Tiim

bitin Ol¢clim sonucundaki degeri |a|2 olasilig ile |0>,

olasiliklar toplami 1 oldugundan |a|2 +|b|2 =1 olmaldir. Bu durum geometrik olarak bir

kuantum halinin 1 uzunluguna normalize edilmesi kosuluna karsilik gelir. Sonuc olarak

bir kubitin
alabilecegi degerler asagidaki gibidir:

w)y=al0)+b|l), a,beC, |a| +|b| =1
|w)=al0)+|1) [+ el

ikili kubitler, tekli kubitler kullanilarak elde edilir. Klasik iki bit 00, 01, 10 veya 11

degerinde olabilirken ikili kubitler [00), |01), |10),

11> ve ay,a,,q,,4,, €C olmak
tzere bunlarin siiperpozisyonlari a00|00>+a0] |01>+a]0|10>+a” |ll> halini alabilir. Bu

durumda iki kubitli kuantum hal uzayir 2° boyutlu Hilbert vektdr uzayidir.
Normallestirme kogulundan |a00|2+|a01|2+|a10|2+|a11|2:1 olmahdir. Sonug olarak

Ayy» gy 58y, a;, € C olmak lzere ikili kubitlerin bulunabilecegi hal asagidaki gibidir:

W) = ay [00) + ay, [01) +ay, |[10) +a,, [11), |ag [ +|ay [ +|a,| +|a,[ =1

Bu durum benzer mantikla n kubit icin genellestirilebilir. Bir n kubitli kuantum hal ise

2" boyutlu Hilbert uzayindaki normu 1 olan vektorddr.

3.3 Kuantum Mantik Kapilar

Gunlimuz bilgisayarlarinda kullanilan klasik devrelerde mantik kapilari oldugu gibi bir
kuantum bilgisayardaki devrelerde kuantum mantik kapilari bulunmaktadir. Mantik
kapilari bir bilgiyi diger bir bilgiye donistiriir. Ornegin, bir klasik devredeki NOT

kapisinin islevi
0>1vel—0

seklindedir. Bu NOT kapisinin kuantumdaki karsihigi
|0) = [1) ve [0) 1)
seklindedir. Genel olarak bir kubitli kuantum hali a|0>+b|l> olarak ifade edildiginden

kuantum NOT kapisinin islevi
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al0)+b[1) — b|0) +al1)

gibidir. Bu durumda kuantum NOT kapisi Ornek 3.4 den anlasilacag! lizere tekli

kubitler Uzerinde bir lineer donlsimdir ve matris formunda ifade edilebilir. Bu

0 1
kuantum mantik kapisi X ile gosterilir ve X =[1 0] seklindedir [33].

Bir kubitli kuantum haline etki eden bir diger kuantum mantik kapisi Z ile gosterilir. Bu

mantik kapisinin islevi
[0) —>[0) ve |1) > —[1)
seklindedir. Bu etki genel olarak

al0)+b[1) — a|0)-b]1)

1 0
seklinde olacagindan bu mantik kapisi matris formunda Z:[O 1] olarak ifade

edilir[33].

Cok kullanilan mantik kapilarindan olan Hadamard mantik kapisi ise H ile gosterilir ve

islevi

)= 7(10)+[1) ve 1) > (0} 1)

seklindedir. Benzer sekilde Hadamard mantik kapisinin etkisi genel olarak
al0)+5[1) > =(10)+[1) + = (0)-11)

1 (1 1
seklindedir. Bu durumda Hadamard mantik kapisi matris formunda H :E[l lj

olarak ifade edilir [33].

X, Z ve H kuantum mantik kapilari gibi tekli kubit Gzerindeki mantik kapilari 2x 2

lik matrisler tarafindan ifade edilebilir. U matrisi tekli kubite etki eden kuantum

mantik kapisi olsun. Bir |(//> kuantum halinin normallestirme kosulundan dolayi normu

1 olacagindan <(//|(//>:1 dir. Ayrica U|(//> hali icinde ayni kosul gecerli olacagindan
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<(//|UTU|1//> =1 olmaldir. Buise U'U = I olmasini gerektirir. Bu durum Uniter matris

olma sarti oldugundan tim kuantum mantik kapilari Giniter matris olmak zorundadir.

.. 0 1 0 1)0 1
Ornegin, X kapisiicin X = oldugundan XX = =1 dir. Z ve
1 0 1 0){1 O

H kapilariicin de bu esitlik gorilebilir [33].
ikili kubitler (izerinde kuantum mantik kapilarindan biri CNOT kapisidir. Bu kapinin
etkisi

|00) —00),

01) —>|01),

10y — |11},

11) —10)

seklindedir. ikili kubit genel olarak ay|00)+a,, [01)+a,|10)+a,|11) halinde
oldugundan CNOT kapisinin iki kubitli kuantum haline etkisi

gy |00) + ay, [01) + a,, |10) + @, [11) = @y, |00) + gy, |01) + @, [11) + 4, [10)

seklindedir. Bu  durumda CNOT mantik  kapisi  matris  formunda

1 0 0O
0100 . . -
CNOT = olarak ifade  edilir. CNOT kapisi  icin  de
0 0 0 1
0 01 0
1 0 0 0)(1 0 O O
: O 1 0 0jffO 1 0 O I
CNOT'CNOT = = [ esitligi vardir [33].
0 00 10 0 0 1
0 01 0)lO O 1 O

Tekli kubit Gzerindeki kuantum mantik kapilarina tekli kubit kapilari, ¢oklu kubit
Uzerindeki kuantum mantik kapilarina ise coklu kubit kapilari denir. Tim kuantum
mantik kapilari birer Gniter matris ve sonsuz sayida Uniter matris oldugundan sonsuz
coklu kubit kapisi vardir. Fakat bu sonsuz sayidaki ¢coklu kubit kapilarini bilmeye gerek
yoktur. Cinki herhangi coklu kubit kapisi CNOT ve tekli kubit kapilari kullanilarak
elde edilebilir [33].

Kuantum hesaplamada onemli bir yere sahip olan ve kuantum mantik kapilarindan

olusan matris grubu vardir. Bu gruba Pauli matris grubu denir.
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0
YE:LXZ::(
1

—
0] olmak uzere tek kubitli kuantum haline etki eden Pauli matrisleri

P:{il,ii[,iX,iiX,iZ,J_riZ,J_rY,J_riY} kiimesidir ve P, matris carpma islemi ile

birlikte bir degismeli olmayan gruptur. Genel olarak 7 kubite etki eden Pauli matris

grubu ile P gosterilir ve bu grup, P nin elemanlarinin tensér ¢arpimindan olugur.

Dolayisiyla P, 4™ elemanli bir kimedir.

5 kubitli bir kuantum haline etki eden bir Pauli operatorii ZIXYI olsun. Bu operator

kisaca birimden farkli Pauli operatérlerinin bilesen numaralari altlarina yazilarak

Z,X,Y, seklinde ifade edilir. Bu operatorin bir |11110> kuantum haline etkisi Tanim

3.12 de tanimlandigi gibidir. Bu durumda

2 [1110) = (zn) o (1) @ (x| & (V[1)) @ (1]0))
= (-[n) @) ®[0)®(-|0)) ®[0)
=111000)

olur.

3.4 Kuantum Hata Diizeltme

Kuantum kodlar Hilbert uzayi Gzerinde tanimlanir. H iki boyutlu Hilbert uzayi olmak

uzere H" =H®H ®---® H, 2" boyutlu bir Hilbert uzayidir. n uzunlugunda bir

n

kuantum kod, 2" boyutlu Hilbert uzayinin bir alt uzayi olarak tanimlanir. Dolayisiyla, &k
kubiti n kubite kodlayan n uzunlugunda bir kuantum kod, 2" boyutlu Hilbert uzayinin

2" boyutlu alt uzayi olarak tanimlanir ve ﬂn,k]] ile gosterilir. Kuantum kod uzayinin

taban elemanlarina ise kods6z denir [39].

Ornek 3.13 3 kubitli kuantum hal uzayi 2’ boyutlu Hilbert uzaydir.
{a|000>+b|111>:|a|2+|b|2:1} kiimesi, 2° boyutlu Hilbert uzayin 2' boyutlu alt
uzayidir ve bu uzay |I3,lﬂ parametrelerine sahip bir kuantum koddur. Bu kuantum

kodun kodsozleri ise {|000>,

111>} kiimesinin elemanlaridir.
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Kuantum kodlar Uzerinde hatalarin karakterize edilmesi gerekir. Bir kuantum kod

Uzerinde (¢ tlir hata meydana gelebilir:

1. Bit degisimi hatasi: |0> halinin |l> e,

l> halinin |0> a donusmesidir. Bu
0 1
hataya Pauli X =[1 0] kapisi neden olur.

2. Faz degisimi hatasi: |0> halinin |0> a,

l> halinin —|l> e donldsmesidir. Bu

1
hataya Pauli Z = [0

0
1] kapisi neden olur.

3. Bit ve faz degisimi hatasi: |0> halinin |l> e,

l> halinin —|0> a donldsmesidir.

0
Bu hataya Pauli Y = [1 0] kapisi neden olur.

Klasikte oldugu gibi bir hata bir kubitte iki kere meydana gelse kuantum halini
degistirmez. Dolayisiyla kuantum kodlamada dekodlama, hatanin yerini ve hataya

sebep olan Pauli operatorini bulup yeri tespit edilen kubite tekrar uygulayarak

yapilir. Ornegin, a|000>+b|111> kuantum halinde X, hatasi meydana gelse bozulmusg
hal Xl(a|000>+b|111>):a|100>+b|011> seklinde olur. Son hale tekrar X,

uygulanirsa X, (a|100> + b|01 1>) = a|OOO> + b|1 1 1> elde edilir ve ilk hale geri donlir.

Bir kuantum kod kubitlerden olusur. Kubitler ise klasik bitlerden c¢ok farkh
olduklarindan kuantum hata diizeltmede bir takim zorluklar vardir. Ornegin, pek cok
klasik hata dizelten kodlar gelistirilmistir fakat bu kodlar kuantuma direkt
uygulanamaz. Bunun sebebi, klasik kodlamada sadece bit hatasinin dizeltilmesi yeterli
iken kuantum kodlamada ise bit hatasinin yani sira faz hatasinin da dizeltilmesi
gerekir. Bir baska problem ise klasik kodlamada var olan tekrarli kod mantiginin

kuantum kodlamada gecerli olmamasidir. Ornegin klasik kodlamada 00, 01, 10, 11

bilgileri 3 defa tekrar edilerek {000000,010101,101010,111111} tekrarh kodu

olusturulabilir. Fakat keyfi bir kuantum halini |(//> —>|y/>®|y/>®|y/> seklinde kodlamak

mimkiin degildir ve bu durum kopyalanamama (no-cloning) teoremi olarak ifade edilir

[31], [36].
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Teorem 3.4 (Kopyalanamama) Her |(//> kuantum halini |(//>®|(//> kuantum haline

kodlayacak bir kuantum operatori yoktur [31].

ispat: Teoremin aksi farzedilerek bdyle bir kuantum operatorii var ve bu operatdér U

olsun. Ayrica, |(//> ve |¢> farkli kuantum halleri olsun. Bu durumda

Uly)=[w)lw) (3.5)
Ulg)—[9)]4) (3.6)
U(lw)+19)) = ([w)+[#))(lv)+9)) (3.7)

olur. Kuantum operator lineer oldugundan
U(lw)+[8) > Ulw)+U|g)=[w)lw)+|9)[¢) (3:8)

elde edilir. Fakat

(v +[0))([w) +19)) = [w) ) +19)[9) (3.9)

oldugundan celiski elde edilir.

Nielsen ve Chuang [33] da kuantum kodlamadaki zorluklari soyle 6zetlemistir:

i. Kopyalanamama teoremine goére keyfi bir |(//> hali kopyalanamaz. Bu

durumda, tekrarli kod Uretilemez.

ii.  Olcim kuantum bilgiyi yikar. Gézlem, gbzlem altindaki kuantum halini geri
doénisimi mimkiin olmayacak sekilde zarar verebilir.

iii.  Bir kubit slrekli oldugundan tek kubit Gzerinde farkh hatalar sireklilik
olusturur. Yani, kuantum kanalinda bir kubite farkli hatalarin bir dizisi etki

eder. Bu ylizden hatayi saptamak icin sonsuz tahmin gerekir.

Birinci zorluk {|0>,

1>} tabanini kod uzayinin {|0L>,

1L>} mantiksal (logical) tabanina

kodlayarak asilabilir.
[0)=>[0,), [1) > [1,)

Dolayisiyla bir |(//> = a|0>+b|l> kuantum hali |y/>:a|0>+b|l> —>|y/’>:a|0L>+b|1L>
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olarak kodlanir. Bu kodlama yontemi klasikteki tekrarli kodun kuantumdaki karsiligi

olarak disinilebilir [36]. Ornegin, |0)—[0,)=|000), |1)—|1,)=|111)olsun. Bu

durumda |(//> = a|0>+b|l> kuantum halinin kodlanmis hali |(//’> :a|000>+b|111> olur.

ikinci zorluk klasik hata dizeltmede oldugu gibi kuantumda da sendrom &l¢limii

yapilarak astlir [36].

Uclincti zorlugun asilmasinda ise Pauli matris grubu ise yarar. Bir kubite etki eden
herhangi bir hata Pauli matrislerinin bir lineer toplami olarak yazilabilir. Dolayisiyla
Pauli X, Pauli Z ve Pauli Y hatalarn dizeltilebildigi siirece tim hatalar dizeltilebilir

[36].

Kuantum kodlarin hata farketme ve diizeltme kosullari Gizerine ¢alisiimistir. Bu kosullar

verilmeden once klasik kodlarla ilgili su gozlemler yapilmalidir [35]:

i.  C birklasik kod ve E ={e,,e,,...}, C kodun farkedebildigi hatalarin kiimesi

olsun. Bu durumda E deki herhangi bir hatanin C deki herhangi bir
kods6zde meydana gelmesi ile olusan soziin C de olmamasi gerekir. Yani,

her ce C ve her ¢, € E igin ec ¢ C olmaldir.
ii. C birklasik kod ve E ={e¢,,e,,...}, C kodun diizeltebildigi hatalarin kiimesi

olsun. Bu durumda E deki herhangi bir hatanin C deki herhangi bir
kods6zde meydana gelmesi ile olusan soézin yine, E deki herhangi bir
hatanin C deki farkh bir kods6zde meydana gelmesi ile elde edilememelidir.

Yani, ¢, #c; olmak Uzere her ¢,c,eC ve her ¢,,e € E icin ec, #ec,
olmahdir.

iii. ii. nin bir sonucu olarak klasik kodlar icin hata dizeltme kosulu tekrar
duzenlenebilir. Hata dizeltme sarti ¢, # ¢, olmak tzere her ¢,,c; € C ve her
e.,e, € E icin ec, #e¢c, idi. Bu durumda e 'e.c, #c; olur. Bu ise i. den
e,'e, hatasinin farkedilebilir olmasi demektir.

iv.  iii. sonucu bir C klasik kodun minimum uzakligi ile dizeltebildigi hatalar

arasindaki iliskiyi verir. Bu durumda C kodun ¢ hata diizeltebilmesi icin

gerek ve yeter kosul d(C)>2¢+1 olmasidir.
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Ornek  3.14 C ={000,111} klasik ~ kodun  farkedebilecegi  hatalar
A :{000,100,010,001,110,011,101} kiimesi iken dizeltebilecegi hatalar
B= {000,100,010,001} kiimesidir. B kiimesindeki herhangi iki hatanin toplaminin 4
da oldugu gorilar.

C bir kuantum kod ve P, C uzerinde bir projeksiyon operator olsun. C kuantum

kodundaki herhangi bir |(//> kuantum halinde E hatasi meydana geldikten sonra
|(//> kuantum hali P projektori altinda katsayi hari¢ sabit kaliyorsa £ ye C kuantum
kodu tarafindan farkedilebilir denir. Yani, her |(//l.>eC igin PE|(//1.> :lE|y/i> dir. Her

|(//l.> e C icin P|(//l.> € C oldugundan PEP = A, P elde edilir [36].

Teorem 3.5 P, C lizerinde bir projeksiyon operator olsun. £ = {EO =1,E ,} kiimesi
C kuantum kodu tarafindan farkedilebilir hatalardir ancak ve ancak A € C olmak
uzere her E, € E icin PEP = AP dir [36].

Bu teorem asagidaki gibi diizenlenebilir.

Teorem 3.6 E={E, =1,E,,...} kimesi C kuantum kodun fark edebildigi hatalarin

kiimesi olmasi igin gerek ve yeter kosul A, € C olmak Uzere her |(//>, ¢>eC ve her

E e E igin <(//|El.|¢> =1 <y/|¢> olmasidir [36].

|(//>, ¢> € C olmak Uzere eger |(//>, ¢> ye dik ise <(//|¢> =0 dir. £ hata operatori C
kodu tarafindan farkedilebilir ise <(//|El.|¢>:ll. <y/|¢> olacagindan |(//> nin |¢> haline

dik olmasi durumunda <‘/’|E1~ |¢> =0 olur. Bu durum teoremle ifade edilebilir.

Teorem 3.7 E={E, =1,E,,...} kimesi C kuantum kodu tarafindan farkedilebilir

hatalardir ancak ve ancak <(//|¢>:0 olmak Gzere her |(//>, ¢>eC igin <(//|El.|¢> =0
esitligi saglanir [36].

C bir kuantum kod olsun. E={E, =1,E,...; kimesinin C kuantum kodun

duzeltebildigi hatalar olmasi halinde her E,E eE ve her |(//>,¢>€C icin
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El.|(//>¢Ej|¢> olmalidir. Bu durumda EJ."]EI.|(//>¢|¢> olur. Bu ise Ej']El. hatasinin

farkedilebilir olmasi demektir. Teorem 3.5 ten asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.8 P, C lizerinde bir projeksiyon operator olsun. £ = {EO =1,E ,} kiimesi
C kuantum kodu tarafindan duzeltilebilir hatalardir ancak ve ancak A, € C olmak
uzere her E,E; € E icin PEI.TE].P = ll.jP esitligi vardir [36].

Bu teorem, Teorem 3.6 sayesinde yeniden ifade edilebilir.

Teorem 3.9 E={E,=1,E,...}, C kuantum kodu tarafindan dizeltilebilir hatalarin

kimesi olmasi icin gerek ve yeter kosul 4, € C olmak uzere her |(//>,

¢>eC ve her

E.E, €E icin (y|EE,|¢) = A,

. <y/|¢>> esitliginin saglanmasidir [36].
E={E,=1,E,...} kimesi C kuantum kodun diizeltebildigi hatalar ise her E,,E, € E
igin EI.TE]., C tarafindan farkedilebilir olmahdir. Teorem 3.7 den <(//|¢>:0 olmak

uzere her |(//>,

¢yeC isin E'E, |y),

¢> ya dik yani <¢|E1.TE]. |(//> =0 olmalidir. Bu ise

E, |(//> nin £, |¢> ye dik olmasi anlamina gelir.

Teorem 3.10 E ={E, =1, E,,...} kimesi C kuantum kodun diizeltebildigi hatalardir

ancak ve ancak <(//|¢>:0 olmak Uzere her |(//k>,

(//1>eC ve her E E eE icin

(#|E'E,|yw) =0 olmalidir [36].

Daha genel olarak E={E, =IE,...} kimesi C kuantum kodun diizeltebildigi

hatalardir ancak ve ancak her |(//k>,

(//1>eC ve her E.E, eE icin

<(//k |EJ.TEI. |(//,> = 2;0,, olmalidir. Burada 4, € C ve 6,,, Kronecker deltasidir [31], [32].

Bir £ Pauli hatasinin agirhgi I dan farkli bilesenlerin sayisi olarak tanimlanir.
Ornegin, E = XIZI hatasinin agirhgr 2 dir. Bir C kuantum kodun minimum uzaklig,
C kodun farkedemedigi hatalarin agirliklarinin en kii¢igli olarak tanimlanir. Bu
durumda C kuantum kodun minimum uzakligi ile dizeltebildigi hatalarin agirhgi

arasindaki iliski verilebilir.
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Teorem 3.11 Bir C kuantum kodun minimum uzakligi 2¢+1 ise C kodu en fazla ¢

agirlikli hata diizeltebilir [36].
Ornek 3.15 (Shor Kod)

0,) =ﬁ(moo)+|111})(|000>+|111>)(|000>+|111>)

ve

1
1,)=——=(|000)—{111))({000)—[111))({000)—|111
1) =7 (1000) =[111)){|000) ~[111)) (|000) -[111))
olmak uzere bir |(//> = a|0>+b|l> kuantum halinin

) =al0)+5[1) >|v") = af0,)+b]1,)

seklinde kodlanmasiyla elde edilen kuantum koduna Shor kodu denir. Shor kodun agik

hali ise

~ _a (]000000000)+000000111)+|000111000)+[000111111)
|W>_2ﬁ +|111000000) +[111000111)+|111111000) +|11111111)

b (]000000000)—[000000111)—[000111000)+|000111111)
2z —|111000000) +|111000111)+|111111000) —|11111111)

seklindedir. Bu durumda Shor kodun kodsoézleri |0L> ve |1L> olur. |0L> ve |1L>
kodsézlerinin ic-carpimi <0L|1L>:0 dir. E={X,,....X,Z,,....Zs.,Y,,....,Y,} , 1 agirlikl

tim hatalarin kimesi olsun. Her E,,E; € E igin <0L|EJ.TEI.|1L>:0 oldugundan Shor

kodu 1 agirhikh tim hatalar duzeltebilir. E', 2 agirlikh hatalarin kiimesi olmak tzere

her E € E' igin <0L|EI.|IL>:0 oldugundan Teorem 3.4.6 dan Shor kodu 2 agirlikh

hatalar farkedebilir. 3 agirlikh bir hata Z,Z,Z, olsun. |1L> kodséziinde Z,Z,Z, hatasi

meydana gelirse son durum

1 (]000000000)+|000000111)+|000111000) +|000111111)
Z,2,7,|1,)=——

© 242 +[111000000) +[111000111)+|111111000) +[11111111)
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olur. Bu durumda <0L |Z]Z4Z7 |1L> =8 # 0 oldugundan Teorem 3.4.6 dan Z,Z,Z,, Shor

kodun farkedemedigi 3 agirlikli bir hatadir. Dolayisiyla Shor kodun minimum uzakligi 3

tar.
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BOLUM 4

CSS KOD

4.1 CSS Kod insasi

CSS (Calderbank, Shor, Steane) kod, Calderbank, Shor ve es zamanh olarak Steane
tarafindan ortaya konulan bir kuantum kod yapisidir [2,3]. Bu kod yapisi klasik lineer
kodlar ile kuantum kod arasinda bir kdpri olmus ve kuantum kod bulma prblemini

dualini iceren lineer kod bulma problemine ¢evirmistir.

Tanim 4.1 C, ve C, sirasiyla [n,k ] ve [n,k,] parametrelerine sahip iki klasik lineer

kod ve C, c C, olsun. x € C, olmak uizere kodsézleri,

|x+C

\/7 Z|x+y (4.1)

olarak tanimlanan kuantum koda ﬂn,k] —kzﬂ parametrelerine sahip bir CSS kod denir
ve kisaca CSS(C],CZ) ile gosterilir. Burada +, mod2 ye gore bit toplamidir. Eger
d(C)=d, ve d(Cj):d2 ise CSS(C,,C,) kuantum kodun parametreleri
[,k —k,,min{d,.d,}| dir. Eger d(C,)=d(C;)=d ise CSS(C,.C,), [n.k —k,.d]
parametreli bir kuantum koddur [33].

C c C, ise C, =C; olarak segilir. Bu durumda d(Cl)zd((Cli)i):d(C;):d olur.

Dolayisiyla ﬂn,k] —kz,d]] parametreli bir kuantum kod elde etmek icin d minimum

uzakhginda sahip dualini iceren klasik lineer kod bulmak yeterlidir.
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Tanimdan da anlasilacagi tizere bir CSS(C],CZ) kodun parametreleri tamamen C, ve
C; klasik lineer kodlarin parametrelerine baglidir. x,,x, € C, olmak lizere x, — x, € C,

ise |x, +C,)=|x, +C,) olur. Bu durumda CSS(C,,C,) kodun kodsézleri C, nin C,

deki farkh kosetlerine baglidir. Dolayisiyla CSS(C] ,CZ) kodun farkli kodsozlerinin sayisi

C
C, nin C, deki farkh kosetlerinin sayisi u:2"""z kadardir. Buradan CSS(C],CZ)

€|

kuantum kodun boyutunun &, —k, oldugu gorilir.

Ornek 4.1 (Steane Kod) C,, [7,4,3] Hamming kod ve C, =C;" olsun. Bu durumda C,

ve C, lineer kodlari agik olarak sirasiyla

1

~10000000,0001011,0010110,0011101,0100111,0101100,0110001,0111010,
~ 11000101,1001110,1010011,1011000,1100010,1101001,1110100,1111111

ve

C, ={0000000,0011101,0100111,0111010,1001110,1010011,1101001,1110100}
seklindedir. Buradan C, nin bir [7,3,4] lineer kod ve C, < C, oldugu gorulir.

4
%22—3:2 ve min{d(C]),d(Cj)}:3 oldugundan Tanm 4.1 den [7,1,3]
2

parametreli bir CSS kuantum kod vardir. Bu kuantum kodun kodso6zleri ise

0000000) +|0011101)+[0100111)+|0111010
0000000+c2>—L[| )| )| )| >]

~ 242 +]1001110)+[1010011)+|1101001) +|1110100)

ve

11114 ¢ ) - _L_[10001011)0010110)+[0101100) +|0110001)
i 2>__5:Z§ +/1000101) +{1011000) +|1100010) +|1111111)

seklindedir.
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4.2 (CSS Kuantum Kodlarda Dekodlama

Bir CSS(C],CZ) kuantum kodun hata diizeltme kapasitesi C, ve C, klasik lineer

kodlarin hata dizeltme kapasitelerine baghdir. Kuantum kodda olusabilecek bit

hatasini duzeltmek igin C, den, faz hatasini diizeltmek icin de Cj den vararlanilir.

Dekodlamanin nasil yapildigi verilmeden 6nce su bilgilere ihtiyag vardir:

i E hata operatoriindeki bit ve faz hatalarina karsilik gelen klasik hatalar

sirasiyla e, ve e, olsun. Bu durumda E nin bir |x> kuantum haline etkisi

Bl ()"

seklindedir. Ornegin, E = XZX ve |x>:|011> olsun. Bu durumda ¢, =101

) (4.2)

ve e, =010 olur. E nin |x) haline etkisi ise E|x)=(XZX)|011)=-|110)

011010

seklindedir. Ayrica E|x> = |01 1 +101> = —|1 10> olur.
ii. n kubitli bir |x> halinin her bir kubitine Hadamard kapisi etki ederse son

durum

@ ZZ 7)2) (4.3)

x> = |010> kuantum halinin her bir kubitine Hadamard kapisi

etki ederse
1 1010) = —=(10) 1) 10)~[1)([0) 1)

|000) +|001) |010>—|011>]

2f[+|100>+|101> |110)—|111)

olur. Ayni zamanda

010 001 010 010

"0ty +(~1) """ |010) +

010 000)
(—1

'|000) +(~1)
1

22

010 011 010101

HHH |010) = (=1) " [100) + (=1) """ Jo11) + (=1) """ |101) +

010]1]

(=1)"*"110) + (=1) 1)
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_[|000>+|001>—|010>+|100> ]

—[011)+[101)~|110)-|111) |
iii.  Klasik kodlamada yardimci bitler kullanildigi gibi kuantum kodlamada da
ancilla adi verilen yardimci kubitler kullanilmaktadir.

Bir |x+C2> kuantum halinde E hatasi meydana gelsin. £ hatasindaki bit ve faz

hatalarina karsilik gelen klasik hatalar sirasiyla e, ve e, olmak uzere bozulmus hal

( 1)<x+y,ez>

x+y+e]> (4.4)

\/ 2 yely

seklindedir. Bit hatasini dizeltmek icin C, in hata dlzeltmesinden yararlanilir. e

hatasinin sendromunu 6grenmek icin yeterli miktarda ancilla eklenir. C; kodun kontrol

matrisi H, olmak tzere x+yeC, oldugundan H, (x+y+e ) =He  olur. Bu

durumda |x+y+e] ‘H x+y+e] > |x+y+e] ‘He> oldugundan

( 1)<x+y,ez>

x+y+e]>‘H]e]”> (4.5)

\/ yel,

elde edilir. H e/ sonucunu elde etmek igin eklenen ancilla géz ardi edilirse son hal

( 1)<x+y,ez>

X+y+e) (4.6)

\/ 2 yely

x+y+e]> hata sendromu bilindiginden e, hatasi bilinir. Bit

olur. % Z (—1)<x+y’e2>

hatasinin dekodlamasi ise kuantum haline, ¢ e karsilik gelen hata operatoriini

uygulamaktir. Boylece son durum

( 1)<x+y,ez>

x+y> (4.7)

\/ 2 yely

olur. Faz hatasini diizeltmek icin Cj kodun hata diizeltmesinden yararlanilir. Oncelikle

herbir kubite Hadamard wmantik kapisi uygulanir. Bu durumda son hal

'\'2 CZ ZEZZ yeCz

( 1)<x+y,ez +z)

Z> (4.8)
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olur. Burada z =z'+e,(mod2) alinirsa

— 3 S

2"C, renyyec,

z'+ ez> (4.9)

elde edilir. z'¢C; iken Z(—l)<y’zr>:0 ve z'eC; iken Z(—1)<y’zr>:|C2|

yeC, yeC,
oldugundan
€|

1G] 5 (e
25 ()

2'eCy

'+ ez> (410)

olur. e, hatasinin tespiti ¢ hatasinin tespiti gibi yapilir ve H,, Cj kodun kontrol
matrisi olmak Uzere H,e) sonucu e, hatasini verecektir. Faz hatasinin dekodlamasi
icin yapilmasi gereken ise kuantum haline e, ye karsik gelen hata operatoriini

uygulamaktir. Boylece son durum

€.l

120 _ <x,z'>

2'eCy

z') (4.11)

olur. ilk hali elde etmek icin yapilmasi gereken islem herbir kubite tekrar Hadamard

kapisini uygulamaktir [3], [33].

242

1 (]0100000)-[0111101)+|0000111)—|0011010)
24/2( +]1101110)~[1110011)+|1001001)~|1010100)

bozulsun. Ornek 4.1 deki [7,4,3] Hamming kodun kontrol matrisi

) B} 1 (]0000000)+|0011101)+|0100111)+|0111010)
Ornek 4.2 Ornek 4.1 deki —=
+/1001110)+|1010011)+|1101001)+|1110100)

kuantum  hali ] seklinde

1
H=|1
1

_— = O
—_— O
- O O

0
1 | oldugundan H(OlOOOOO)’r =110 elde edilir. Ornek 2.30
0

O = =
oS O =

daki gibi [7,4,3] Hamming kodun sendrom tablosundan ¢, hatasinin 0100000 oldugu

gorulir. e hatasina karsilk gelen hata operatori [IXIIIII seklindedir. Bu hata

operatori bozulmus hale uygulandiginda
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1 (]0000000)—|0011101)+|0100111)—|0111010)
242 ~[1001110) +]1010011)+|1101001) —[1110100)

elde edilir ve boylece kuantum halinde meydana gelen bit hatasi diizeltilmis olur. Bu

son halin herbir kubitine Hadamard kapisi uygulanir ve geri kalan islemler

gerceklestirilirse e, hatasinin 0010000 oldugu goérulir. Bu durumda e, hatasina

karsilik gelen hata operatori IIZIIII seklindedir. Dekodlama ise kuantum haline

IIZIIII uygulandiktan sonra tekrar herbir kubite Hadamard kapisini uygulayarak

yapilir.

4.3 Klasik Lineer Kodlardan CSS Kod insasi ile Kuantum Kod Elde Etme

CSS kod yapisi ile kuantum kod bulma problemi dualini iceren klasik lineer kod bulma
problemine dontismis ve bu alanda pek ¢cok calisma yapilmistir. [13] te BCH kodlarin
dualini icerme sarti arastirilmis ve CSS kod insasi yardimiyla elde edilen kuantum
kodun parametreleri verilmistir. Asagidaki dnermede her bir devirsel kosetin eleman

sayisinin ayni olma sarti verilmistir.

Onerme 4.1 n>1, g bir asalin kuvveti ve (n,g)=1 olsun. Ayrica ¢" =1(modn) ve
qL"’/zJ <n<qg”-1olsun. 1<x < nq[mm/(q"’ —1) kosulunu saglayan her x icin devirsel
kosetin eleman sayisi m kadardir [13].

ispat: m =1 ise tim x ler igin |Cx|:1 olur. m>1 ve |Cx|<m olsun. Bu durumda
xq’ = x(modn) yani x(qj —I)EO(modn) olacak sekilde m nin bir j béleni vardir.
Eger m cift ise j|m oldugundan 1<j< % dir. Fakat
x(qj —1) < ng""* (qm/2 —1)/(q'” —1) < n oldugundan x(qj —1) #0(modn) elde edilir.

Bu ise |Cx|< m olmasiile celisir. m tek ise j|m oldugundan 1£j£m/3 tr. m >3 icin

(m+1)/2 2mf3

<g”"" oldugundan

o)™ g ) o ) ) o 1)

q

dir ve dolayisiyla x(qj —1) # 0(modn) elde edilir. Bu ise

CX

< m olmasi ile gelisir.
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Bir sonraki dnermede ise herhangi iki devirsel kosetin ayrik olma kosulu verilmistir.

Onerme 4.2 n>1, ¢ bir asalin kuvveti ve (n,q)=1 olsun. Ayrica ¢" =1(modn) ve

qL"’/zJ <n<q" -1 olsun. Eger x,y # O(rnodn) olmak tzere x ve y tamsayilari igin
1< x,yﬁmin{{(anm/ﬂ/(qm _1))—1J,n—1} ise x ve y nin modn ye gére ¢-lu
devirsel kosetleri ayriktir [13].

ispat: m=1 igin C,={x}, C,={y} olacagindan C, ve C, ayriktir. m>1 ise

v
x,y < an['”m/(q'” —1)) —IJ <n-1 dir. g " x L(nq['"m/(q'” —1)) —IJ <n
oldugundan xq’ (modn) lerin highiri ayni degildir. Ayni sekilde yg’(modn) lerin de
hicbiri ayni degildir. Dolayisiyla S = {xq-’ (modn), yg’ (modn):0< j< Lm/2J} kiimesi
2(Lm/2J+l)Zm+l tane eleman icerir. iki devirsel koset ayrik olmadiginda ayni
olacagindan C, ile C, ayrik degilse C, = C, olur. Bu durumda |C,|= ‘Cy‘ >|S|=m+1
dir. Bu ise Onerme 4.1 den bir devirsel kosetin eleman sayisinin en fazla m olmasi ile
celisir. Sonug olarak C_ ve C, devirsel kosetleri ayriktir.

Ornek 43 g=2ve n=15 olsun. ¢" =1(modn) olacagindan m=4 tir ve

2« =15<2% —1 sartl saglanir. 2 nin modl5 e gore devirsel kalan siniflari

G, ={0}, C ={12,48}, C, ={3,6129}, C,={510}, C, ={7,14,13,11}

[4/2]
seklindedir. Onerme 4.1 e goére her 1< x < % =4 igin |Cx| =4 oldugu gorular.

.. _ 15x 2141 '
Ayrica Onerme 4.2 ye gore her ISx,ySmmﬂxl—s—l ,15—1=min{3,14}

tamsayilar igin C, ile C, kosetleri ayrik olmaldir. Gergekten de C, ile C, ayrk

devirsel kosetlerdir.
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Onerme 4.1 ve Onerme 4.2 nin bir sonucu olarak dar anlamda BCH kodlarin boyutu icin

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1 n>1, g bir asalin kuvveti ve ¢" =1(modn) olmak uzere (n,q)=1
olsun. F, tzerinde ¢"*) << ¢” -1 uzunlukdu 2< 6 < min{| (ng"™1/(g" ~1)) | n}

tasarlanmis minimum uzakhga sahip bir dar anlamda BCH kodun boyutu

k=n-m[(5-1)(1-1/q)] kadardir [13].

ispat: Bir BCH kodun tanimlayici kimesi Z =C, UC, U---UC;_, , enfazla § —1 ayrk
devirsel kosetin birlesimidir. Fakat 1<x <6 -1 iken q|x ise C,,, =C, dir. Bu sekildeki
kosetlerin saylsl ise L(é —1)/qJ kadardir. Boylece
5—1—[(5—1)/(]J :f(é—l)(l—l/qﬂ ayrik koset vardir ve Onerme 4.1 den herbir
kosetin eleman sayisi m kadardir. Bu durumda BCH kodun Urete¢ polinomunun

derecesi m[(5-1)(1-1/g)| olur. Bir BCH kodun boyutu k=n-der(g(x))

oldugundan k=n- ml_(é -1)(1 —l/q)—| elde edilir.

Bir BCH kodun ¢ tasarlanmis uzakligi ile dual kodun minimum uzakligi arasindaki iligki
asagidaki gibi verilebilir.

Onerme 4.3 C, F, Uzerinde 2<5 <5, =| n(q"" ~1-(q=2)[m,rek]) /(4" -1) |
tasarlanmis minimum uzakhga sahip n uzunlugunda bir BCH kod ise dual kodun
minimum uzakhg d* >¢8__ +1 dir [13].

ispat: N:{O,l,...,n—l} ve Zg;, C nin tanimlayici  kimesi  olsun.
Zs DZg Q{l,...,é—l} oldugundan N/Zb. c N/Z; dir. Ayrica, Teorem 4.3 ve
Onerme 2.5 ten 2<6§6<¢§, icn ZnZ'=Z dir. Bu durumda

Z, c©NJZ, <N/Z; elde edilir. T;, dual kodun tamimlayici kiimesi ise

T, =(N/Z, )_l >Z;  seklindedir. {0} € N/Z; oldugundan {0} 7, dir. Dolayisiyla
T; daenaz o, kadarayrik kok vardir. Sonug olarak dual kodun minimum uzakligi igin

dt>35 . +1 saglanir.
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Teorem 4.1 ve Onerme 4.3 den yararlanilarak CSS kod insasi yardimiyla elde edilen

kuantum kodun parametreleri verilebilir.

Teorem 4.2 ¢, bir asalin kuvveti olmak lizere ¢" El(modn), m =2 olsun. Ayrica

2<68,<8, <5, = le(qf"’/ﬂ —1-(g—2)[m,rek]

q_

olsun. Bu durumda

SN—

[[n,m(éz -5, —L(éz —1)/qJ + L(él —l)/qJ),Z 51]] parametrelerine sahip kuantum kod
q
vardir [13].

ispat: C, ve C,, sirasiyla, Teorem 4.2 de verilen &, ve &, tasarlanmis minimum

uzalikga sahip iki BCH kod olsunlar. Bu durumda C, c C, oldugu agiktir. Teorem 4.1 ten
C, ve C, kodlarinin parametreleri sirasiyla [n,n—m(&l ~1)+m|(8-1)/q].> 5111 ve
[n,n—m(52—1)+mt(52—1)/(]J,2 5211 seklindedir. k, ve k,, sirasiyla, C, ve C, BCH
kodlarinin boyutlari olsun. Bu durumda CSS kuantum kod insasi ile elde edilen
kuantum kodun boyutu kl—kzZm(52—51—L(52—1)/QJ+L(51—1)/QJ) olarak elde
edilir. Ayrica d, ve d; sirasiyla, C, ve C, kodlarinin minimum uzakliklari olsun.
Onerme 4.3 ten dy >d__+1>d, >6, elde edilir. Bu durumda C, ve C, kodlari
kullanilarak olusturulan kuantum kodun minimum uzakhgi min{dl,dj} oldugundan

elde edilen kuantum kodun minimum uzakligi icin > ¢ esitsizligi vardir.

Teorem 4.3 q'”sl(modn) olsun. F  Uzerinde n uzunlugunda BCH kodun

tasarlanmig minimum uzakligr & igin 2<5 <6, :le(qu/ﬂ _1—(q—2)[m,tek])
q" -

ise BCH kod dualini icerir [13].

Teorem 4.3 ve Onerme 4.3 ten vyararlanilarak elde edilen kuantum kodun

parametreleri asagidaki gibi verilebilir.
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Teorem 4.4 ¢4, bir asalin kuvveti olmak lzere ¢" El(modn), m >2 olsun. Ayrica

__" (qu/ﬂ —1—(q—2)[m,tek]) olmak tzere 2<§ <6, olsun. Bu durumda

q" -1

max

[[n,n —2mf(5 —1)(1—1/(])],2 5]] parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir [13].
q

ispat: Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 ten [n,n—mf(&—l)(l—l/qﬂ,z 5} parametreli &
q

tasarlanmis minimum uzaklhga sahip dualini iceren bir BCH kod vardir. Bu durumda

bdyle bir BCH kodun dualinin boyutu ml_(é—l)(l—l/qﬂ kadardir. CSS kuantum kod
insas! ile elde edilen kuantum kodun boyutu n—2m|_(5—1)(1—1/q)—| olur. d*, dual

kodun minimum uzakligi olmak lzere Onerme 4.3 ten diz5max+125 esitsizligi

vardir. Sonuc olarak elde edilen kuantum kod, > 6 minimum uzakhgina sahiptir.

53



BOLUM 5

STABILiZER KODLAR

5.1 Stabilizer Kuantum Kod

Stabilizer kuantum kod, Danniel Gottesman tarafindan 1997 yilinda ortaya konulan
kuantum kod yapisidir ve temelde gruplar teorisine dayanir. B6lim 3.3 de tanimlandigi
gibi tekli kubitlere etki eden Pauli matris grubu
P ={+1,+il,+X,+iX,+Z,+iZ,+Y,+iY} kumesidir. n kubite etki eden Pauli matris

grubu P, P nin elemanlarinin n defa tensér ¢arpimindan olusur. Bu durumda

P =PQP®---®P seklindedir. H®", n kubitli kuantum hal uzayr olmak {zere
%/—/

n

P xH® — H®", ( , >) — E|y) etkisiyle bir grup etkisidir. Stabilizer fikri ise bir

|l//> kuantum halini sabit birakan tim E e P hata operatorlerinin duginilmesi ile

>=L(|00>+|11>) halini sabit birakan hata operatérleri

2

ortaya cikmistir. Ornegin,

11, XX, ZZ, YY dir.

175 (00} +119) | 5 00p+111) |,
(T (J00)+|11)) ] %()O(|OO>+)GY|11>):%(|11>+|00>):|y/>,
ZZ( (J00)+|11)) ] %(zz|oo>+zz|11>):%(|00>+|11>)=|y/> ve
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17 (100} +[11) = (Y100} 3711)) = (1) +J00)) ).

S={ll,XX,ZZ,YY} kimesi P, nin XX ve ZZ tarafindan Uretilen bir degismeli alt

grubudur. |l//> haliise S tarafindan sabit birakilan kuantum halidir.

S, P Pauli matris grubunun alt grubu ve V; de § nin herbir elemani tarafindan
sabit birakilan 7z kubitli hal uzayr olsun. Bu durumda ¥V, ye S tarafindan sabit
birakilan vektér uzayi ve S ye de V uzayin stabilizeri denir. V uzayi, S nin herbir

elemaninin sabit biraktigi hal uzaylarinin kesisimi olarak ta tanimlanabilir [33].

Ornek 5.1 S={1ll,Z,Z,,7,Z,Z,Z,} olsun. II[ in sabit biraktigi uzay H® dir. Z,Z,,

2,7, Z,Z, kuantum operatorlerinin sabit biraktig hal uzaylari sirasiyla agagidaki

gibidir:

7, ={]000),]110),|001),[111)},

v, ={|000),|011),]100),|111)},

7, ={]000),|101),]010),[111)}.

Bu durumda S tarafindan sabit birakilan hal uzayl

¥, ={a|000)+b[111),

af +|p[ = 1} kimesidir. ~ Burada  (2,Z,) =1l  ve
(2,2,)(2,Z,) = Z,Z, oldugundan S =(Z,Z,,Z,Z) olur.

S <P, olsun. S stabilizer grubu tarafindan sabit birakilan kuantum hal uzayinin tasvir

edilmesinde sadece grubun Ureteclerinin sabit biraktigi hal uzaylarinin kesisimlerine

bakmak yeterlidir [33]. Dolayisiyla grubun tiim elemanlarinin sabit biraktigi hal uzayina

bakmaya gerek yoktur. Ornek 5.1 de § :<Z]Zz,ZzZ3> oldugundan sadece Z Z, ve

Z,7Z, operatérlerinin sabit biraktigi kuantum hal uzaylarina bakilarak stabilizer kod

olusturulabilir.
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S <P olsun. Vg uzaymnin sifirdan farkli olmasi icin S stabilizer grubu asagidaki

sartlari saglamalidir [33]:

-/ ¢S olmaldir. —/e§ olmasi halinde her |V/>€V5 igin
—|(//> :—I|(//> = |l//> olacagindan |(//> =0 olur. Bu ise V; nin sifir uzay olmasi

demektir.

S degismeli grup olmahdir. Aksi takdirde s,,s, €S olmak uzere s, ile s,
degismeli degilse 5.8, = =8, olur. Her |(//> eV igin
W) =s5,lw)=—s,5w)=—|w) elde edilir. Bu durumda |y)=—|y)

olacagindan |(//> =0 dir. Buradan V; nin sifir uzay oldugu géralar.

Ornek 5.2 Ornek 4.1 de [7,4,3] Hamming kodu ve duali kullanilarak elde edilen Steane

kuantum kodun stabilizer grubunun (retecleri Cizelge 5.1 deki gibidir:

Cizelge 5.1 7 kubitli Steane kodun stabilizer grubunun Uretegleri

g | HIXXXX
g, | IXXIIXX
g, | XIXIXIX
g, | 1IZ777
g | 1ZZ1177
g, | Z1zIZIZ

Bir grubun Uretegleri degismeli ise grubun kendisi de degismeli olacagindan §

stabilizer grubun degismeliligini incelemek icin Ureteclerinin degismeliligine bakmak

yeterlidir. g,, g,, g, Ureteglerinin kendi aralarinda ve g,, g, g, Ureteglerinin de

kendi aralarinda degismeli oldugu aciktir. g, ile g, icin

2.8, =(IIXXXX )(1lIZZZZ) = HIYYYY ve

2.8, =(IIZZZZ)(IIXXXX ) = HIYYYY
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oldugundan g, ile g, degismelidir ve digerlerinin de degismeli oldugu kontrol
edilebilir. Ayrica bu kuantum kodun boyutu, uzunlugu ve Ureteclerinin sayisi arasinda

1="7-6 iliskisi vardir. Bu durum {reteg¢ sayisi / olan bir ﬂn,k]] stabilizer kod igin
k = n—1 seklinde genellestirilebilir.
Onerme 5.1 g5--8, » B in n—k tane bagimsiz ve degismeli elemani olsun. Eger

S :<gl,...,gn_k> ve —[ ¢S ise V, 2% boyutlu bir vektor uzayidir [33].

Tanm 5.1 g,,....g,, , P in n—k tane bagimsiz ve degismeli elemani olsun. Ayrica,

S:<g1,...,gn_k> ve —/ ¢S olsun. S tarafindan sabit birakilan Vg vektér uzayina

ﬂn,k]] parametreli kuantum stabilizer kod denir ve C(S) ile gosterilir [33].

Ornek 5.3 S :<XZZXI,IXZZX,XIXZZ,ZX]XZ> stabilizer grubu ile Uretilen kuantum
kodun boyutu 5-4=1 oldugundan bu bir [[5,1]] parametreli kuantum koddur. Bu

kodun kodsozleri ise

|00000) +|10010) +|01001) +|10100) +

. |01010)—|11011) —|00110) —|11000) —
| L>_Z [11101)—|00011) —[11110) —|01111) —
10001)—|01100) —|10111) +|00101)
ve
[11111)+|01101)+|10110)+|01011) +
g >_1 10101) -|00100) —|11001) —|[00111) -
"~ 4/100010) - [11100) - |00001) — [10000) ~
|01110) —|10011) —|01000) +|11010)

seklindedir [33].
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Ornek 5.4 Ornek 3.15 de 1 kubitin 9 kubite kodlanmasiyla elde edilen Shor kuantum

kodun stabilizerinin Gretecleri Cizelge 5.2 deki gibidir:

Cizelge 5.2 9 kubitli Shor kodun stabilizer grubunun Uretecleri

g ZZII

g, 1IZZHi

25 Hizziii

g, HITZZIT

s Hizzi

s Hilzz

g, | XXXXXXIII

g | IXXXXXX

k =9—-8=1 oldugundan Shor kodu [9,1] parametreli bir koddur.

5.2 Stabilizer Kodlarda Dekodlama

S bir stabilizer grup ve C(S), S ile elde edilen kuantum kod olsun. Bu durumda her
ly)eC(S) kodsézii ve her geS icin gly)=|y) saglanir. Bu ise C(S) kodun

kodsozlerinin S nin herbir elemaniicin +1 6zdegerli 6zvektorleri olmasi demektir. £,

S nin en az bir elemani ile degismeli olmayan hata operatori olsun. Bu durumda bir

gesS igin gh=-hg ve h|(//> bozuk hali igin

g(h|t//>):(gh)|w>:(—hg)|w>:—h(g|w>):—h|w> olur. Bu da hly) nin g hata
operatoriinin —1 6zdegerli 6zvektori olmasi demektir. Yani, /4 hata operatéri g nin

+1 Ozdegerli O0zvektorini -1 Ozdegerli 6zvektorine donidstirmistlir. Bu durum

stabilizer kuantum kodlarda hatayi farketmenin temel mantigidir [32].
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Ornek 5.5 S stabilizer grubu Ornek 5.1 deki gibi tanimlansin. S ile iretilen C(S)

kuantum kod a|000> +b|111>,

al +[p| =1 seklindedir. @|000)+5[111) kuantum
halinde X, hatasi meydana gelirse son durum X, (a|000>+b|111>) = a|100)+b|011)
olur. Hatanin tespiti S nin Ureteclerinin bozulmus hale etkisine bakilarak yapilr.
Z,Z,(a|100)+b|011)) = —(a|100) + 5|011))
Z,Zy(a|100) +b[011)) = +(a|100) + 5|011))

Buradan hatanin 1. kubitte oldugu anlasir. Eger hata 2. veya 3. kubitte meydana
gelseydi bozuk halin Z,Z, altindaki gorintisu degisecekti. Dekodlama ise bozuk hale
X, uygulanarak yapilir. Bu koda 1 bit hatasi dizeltebilen kuantum kod denir. Bu

kodun dizeltebildigi hatalarin sendromu Cizelge 5.3 te verilmistir.

Cizelge 5.3 1 bit hatasi dlizelten kuantum kod icin dizeltilebilen hatalarin sendromu ve

dekodlamasi
2,7, | Z,Z, Dekodlama
+ + Hata yok
- + X, uygulanir
_ - X, uygulanir
+ - X, uygulanir

S bir stabilizer grup ve C(S), S ile elde edilen kuantum kod olsun. Bu durumda
stabilizer koduna etki eden hata operatorleri 3 sinifa ayrilir [33]:

1. § stabilizer grubun elemanlaridir.

2. S stabilizer grubun en az 1 elemani ile degismeli olmayan hata

operatorleridir.

3. S stabilizer grubun elemanlarn ile degismeli olup S de olmayan hata

operatorleridir.

E bir hata operatori olsun. Eger E €S ise FE, C(S) kuantum koduna etki etmez. E,

S nin elemanlari ile degismeli olmamasi halinde S nin +1 6zdegerli 6zvektorlerini —1
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o0zdegerli 6zvektorlerine donlstireceginden E hatasi farkedilir. Asil sorun E hatasinin

S nin elemanlari ile degismeli olup S de olmamasidir. Bu durumda g € § olmak lzere

g(Elw))=(gE)|lw)=(Eg)|w)=E(g|lw))=E|y) olacagindan E hatasi C(S)

tarafindan farkedilemez dolayisiyla diizeltilemez.

Ornek 5.6 S =(Z,Z,,Z,Z,) stabilizer grubu ile tretilen a|000)+b[111), |a|* +|p[ =1

kuantum kodunda A hatasi meydana gelsin. Bu durumda
Z,(a|000)+b|111)) = a|000)— b|111) olur ve kuantum hali bozulur. Fakat
z(22,)=(22,)2, =2, ve Z,(Z,Z,)=(2,Z,)Z, = Z,Z,Z, oldugundan Z, hatasi
S stabilizer grubunun elemanlar ile degismelidir. Z,, C(S) kuantum kodunu

bozdugu halde § ile degismeli oldugundan dizeltilemez. Benzer durum Z, ve Z,

hatalari icin de gecerlidir.

S < P, bir stabilizer grup olsun. Grup teoriden bilindigi (zere S nin herbir elemani ile
degismeli olan elemanlarin kiimesi S nin merkezilestiricisidir ve Z(S) ile gosterilir.
Z(S):{gePn :gs:sg,VseS}

Ayrica S stabilizer grubu ile degismeli elemanlarin kimesi de § nin
normallestiricisidir ve N (.S) ile gbsterilir.

N(S):{gePn :gS:Sg}

Bu durumda ScZ(S)c N(S) oldugu agktir. S bir stabilizer grup oldugundan
—I ¢ S dir. Sonug olarak bir S stabilizer grubu icin Z(S)=N(S) esitligi vardr.
N(S)—S deki hata operatorleri, S ile degismeli olup S de olmayan hatalardir.
Dolayisiyla bir E hata operatorin farkedilebilmesi igin EeEN(S)—S sart

saglanmalidir. Teorem 5.1 de bir C(S) stabilizer kuantum kodun hata dizeltme kosulu

verilmistir.
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Teorem 5.1 S bir stabilizer grup ve C(S), S ile Uretilen kuantum kod olsun. {Ej},
her j,k icin E'E, ¢ N(S)—S sartini saglayan hata operatdrlerinin kiimesi ise {E}}

hatalari C(S) stabilizer kuantum kodu tarafindan diizeltilebilen hatalardir [33].

Pauli operatorleri igin E]T =E, oldugundan hata dizeltme kosulu her j,k igin

E.E, ¢ N(S)-S olarak diizenlenebilir [33].

ispat: P, C(S) kod uzayi Uzerinde bir projektor olsun. Teorem 3.8 den her j,k igin
E'E, ¢ N(S)-S sartini saglayan hata operatorleri icin PE'E_P=A,P olacak

sekilde Ay sabitinin varliginin gésterilmesi ispat icin yeterlidir.

E'E ¢ N(S)-S olsun. Bu durumda E'E, €S veya E'E eP —N(S) dir.
E;Ek €S ise P, S nin elemanlar ile degismeli ve |!//>EC(S) olmak Uzere
PE'E,P|ly)=PPEE, |y)=Ply), P’ =P oldugundan PEJEP=P, A, =1 olur.
E;Ek eP —N(S) olsun. ispat icin Ay sabiti elde edilecek sekilde bir P projektori
olusturulmahdir. E;EkePn—N(S) oldugundan bir g €S igin E;Ek, g ile

degismeli degildir. g,,...,g,,, S nin bagimsiz Gretecleri olmak lzere P projektori

n—

k
(I+g,)
1

P= o — (5.1)

olsun. (E;Ek)gl =-g (E;Ek) oldugundan
(ETE,)(1+g,)=ElE, +(EIE,)g, (5.2)
= E;Ek — & (E;Ek)

= ([ - & )(E:Ek)
elde edilir. Bu durumda

n

—k
(I+g,)
=2

(E;Ek)P:(I—gl)(E;Ek)XT—_k (5.3)
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olur. (I+g)(I-g)=1-g =1-1=0 oldugundan P(/+g )=0 dir ve boylece
PEIEP=0.P, 2,=0 elde edilir. Sonug olarak icin E'E ¢ N(S)-S sartin

saglayan hata operatorleri C(S) kuantum kodun dizeltebildigi hatalardir.

Bolim 3.4 de tanimlandigi lzere bir kuantum kodun minimum uzakhgi, kodun
farkedemedigi hatalarin minimum agirhgidir. Teorem 5.1 den yararlanarak bir stabilizer

kuantum kod icin minimum uzaklik tanimlanabilir.

Tanim 5.2 Bir C(S) kuantum kodun minimum uzakhig, N(S)—S deki elemanlarin
minimum agirhgidir [33].

Tanim 5.3 C(S), [n,k] parametreli bir kuantum kod ve N(S)-S deki elemanlarin

minimum agirligl d olsun. Bu durumda C(S), [[n,k,d]] parametrelerine sahip bir

kuantum koddur [33].

Ornek 5.6 Ornek 5.3 te tanimlanan stabilizer grup ile tretilen 5 kubitli kuantum kod

icin sendrom tablosu Cizelge 5.4 teki gibidir:

Cizelge 5.4 5 kubitli kuantum kod icin diizeltilebilen hatalarin sendromu ve

dekodlamasi
XZZX1 IXZzZX XIXZZ ZXIXZ Dekodlama
+ + + + Hata yok
+ + + - X,
— + + + X,
- - + + X,
+ — — + X,
+ + - - X
— + — + Z,
+ - + - Z,
+ + — + Z,
— + + — Z,
+ — + + Z
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Bu kuantum kod icin stabilizer grubunun elemanlari acik olarak

[T, XZZX1, IXZZX , XIXZZ , ZXIXZ, XYIYX, IZYYZ,YYZIZ,
| ZIZYY, XIYIY, YXXYI, [YXXY,YZIZY, ZYYZI, YXYXX, ZZXIX

seklindedir. Bir agirlikh hatalar sendrom tablosu yardimiyla diizeltilebilir. iki agirlikh
tim hatalar S nin dreteclerinden en az biri ile degismeli olmadigindan

farkedilebilirler. Fakat ZXZII hatasi, S nin Uretecleri ile degismeli oldugu halde S

de olmadigindan ZXZII e N(S)-S dir. ZXZII hatasinin bu koda etkisi

ZXZII (a)0,)+b|1,)) = a(ZXZII|0,))+b(ZXZII|1,))

|01000) —|11110
100010) +{10011
:‘Z|10101>—|01011
[11001) +|00100

~

+]00001)+[11100) +
+[01110) +[10000) -
—[10110)+]00111) +
+[11111)—|01101)

~

+

~ ~

[10111)—|00101) +|11100) +|0001 1) +
[11101)+]01100) +|10001) +|01111) -
101010
100110

—|10100) —|01001
+[11011)—|00000

+[11000
—[10010

) ) )+
seklindedir. Goruldigli gibi ZXZII, S nin elemanlari ile degismeli oldugu halde

kuantum halini bozan N(S)—S deki en disik agirhiga sahip elemanlardan biridir.

Dolayisiyla bu kuantum kodun minimum uzakhgi 3 tir ve bu kod bir |I5,1.3]] kuantum

koddur.
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Ornek 5.7 Shor kuantum kodu icin sendrom tablosu Cizelge 5.5 deki gibidir.

Cizelge 5.5 9 kubitli Shor kuantum kodu igin sendrom tablosu

27, 2,2, Z,Z,| ZZ,| Z,Z,| Z,Z,| X, X, X; X, X X;| X, X; X, X, XX,

+ + + + + + + + 1

- + + + + + + + X,

- - + + + + + + X,
+ — + + + + + + X,
+ + — + + + + + X,
+ + - - + + + + X
+ + + — + + + + X,
+ + + + - + + + X,
+ + + + - - + + X
+ + + + + - + + X,
+ + + + + + - + Z,,
+ + + + + + - - Zyse
+ + + + + + + - Z1so
— + + + + + — + Y,

— — + + + + — + Y,

+ - + + + + - + Y,

+ + - + + + - - Y,

+ + - - + + - - Y,

+ + + - + + - - Y,

+ + + + — + + — Y,

+ + + + — — + — Y,

+ + + + + — + — Y,

Cizelge 5.5 den gorulecegi gibi Z,, Z, ve Z, hatalarinin Shor koduna etkileri aynidir.

Dolayisiyla bu hatalardan herhangi biri meydana gelse dekodlama bozulmus hale Z,,

64




Z, veya Z, operatérlerinden biri uygulanarak yapilr. Ornegin, Shor kodunda Z,

hatasi meydana gelse bozulmus hal

V-2

|000000000) +|000000111)+|000111000) +|[000111111)
—|111000000) —|[111000111)—[111111000)—[11111111)

|000000000) —|000000111)—|000111000) +|000111111)
2z +111000000) —|111000111)—|111111000)+|11111111)

olur. Dekodlama i¢in Z, uygulanirsa

@ Z,|000000000) + Z,|000000111) + Z, |000111000) + Z, |000111111)
2|W>_2\E ~Z,|111000000) - Z,|[111000111) - Z, [111111000) - Z, |11111111)

b (£,000000000) - Z,[000000111) - Z, |000111000) + Z, [000111111)
N +Z,|111000000) - Z,|111000111) - Z, [111111000) + Z, |11111111)

2y = [|000000000 +|000000111>+|000111000>+|000111111>]
v’

"2k +|111000000) +[111000111)+|111111000) +|11111111)

_b_(]000000000)~[000000111)~[000111000)+[000111111)
N —|111000000) +|111000111)+|111111000) —|11111111)

olur ve ilk hale geri déndlur. Z veya Z, uygulanirsa da ilk hale geri dénilir. Benzer
durum Z,, Z,, Z, ve Z,, Z,, Z, icin de gecerlidir. Dolayisiyla Shor kodu 1 agirlilkh

tim hatalari diizeltebilir. iki agirlikli tim hatalar S nin Ureteclerinden en az biri ile

degismeli olmadigindan farkedilebilirler. 3 agirlikl hatalardan Z Z,Z, hatasi stabilizer
grubun tim Uretegleri ile degismeli oldugu halde kuantum halini bozar. Z,Z,Z,
hatasinin kuantum hali bozdugu Ornek 3.15 de gosterilmistir. Dolayisiyla 27,7,

hatasi N(S)—S deki en disik agirhkli elemanlardan biri oldugundan Shor kodun

minimum uzakligi 3 tir. Sonug olarak Shor kodu bir |I9,1,3]] kuantum koddur.
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5.3 Klasik Lineer Kodlardan Stabilizer Kodun Kontrol Matrisi Yardimiyla Kuantum

Kod Elde Etme

Bir kuantum kodun stabilizer grubunun kontrol matrisi, kuantum kodlar ile klasik lineer

kodlar arasinda gegisi saglamistir. [18] nolu makalede [2n,n+k,d’24t+l]

parametreli klasik lineer koddan [[n,k,d > 2t+1]] parametrelerine sahip kuantum kod

elde edilmistir. Bu bélimde bu gecisin nasil yapildigi verilecektir.

P matris grubu 2n boyutlu Zi" vektor uzayi ile yakindan iliskilidir. Tek kubite etki
eden P ={+],+il,+X,+iX,+Z,+iZ,+Y,+iY} grubunda X ve Z hatalar
dizeltildigi strece digerleri de duzeltilebilir. K ={+/,+il} olmak Uzere % ile 72

arasinda asagidaki gibi bir homomorfizma kurulabilir:

Bre >3, IK —>(0,0), XK —(1,0), ZK —>(0,1), YK > (1,1) (5.4)

M,,...,M, e P, olmak Uzere g=M ®---®M, P, operatéri g=i‘X,Z, olarak
ifade edilebilir. Burada « ve f sirasiyla X ve Z operatorlerinin bulundugu
bilesenleri géstermektedirler. Ornegin, ¢=iX®I®Y®iZ isin a=(1,0,1,0) ve
B =(0,0,1,1) dir. Bu  durumda K'= {i[®",iil®"} olmak  (izere
w:P —>P%(,, ‘X, Z, > X, Z,K (5.5)

bir homomorfizmadir. Ayrica,

n:R’K,—>Z22", X, Z;K'—(a, ) (5.6)

doénistmdi bir izomorfizmadir. Bu durumda

9P, >7y,i'X,Zy —>(a,p) (5.7)

dénigiimi de érten bir homomorfizma olur. Bir x=(a,B)eZ) vektérinin
genellestirilmis  Hamming agirhgi  gw(x)=wt(ar)+wt(B)—wt(aeB) seklindedir.

Burada a3, «a ile B ninbilesen garpimidir [18].
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Ornek 5.8 ¢=X,7Z,, a =(10,1), B=(1,1,0) olsun. Bu durumda ¢(g)=(101110)

ve gw(p(g))=we(101)+we(110)—wr(100)=2+2+-1=3 olur.

S<P ve g,...,g,€S8 olsun. Eger g,....,g,, S nin bagimsiz Uretegleri ise
?(g)s--0(g,), Z3 de lineer bagimsiz vektorlerdir. g,...,g,, S nin bagimsiz
uretegleri olmak Gzere S stabilizer grubunun kontrol matrisi /4, i. satir ¢(g,) olarak

tanimlanirve H = [HX|HZ] seklinde gosterilir [18].

Ornek 5.9 7 kubitli Steane kuantum kodun iretegleri ve ¢ altindaki gorintileri

asagidaki gibidir:

g, = HIXXXX = ¢(g,)=(0001111 0000000),
g, = IXXIIXX = ¢(g,)=(0110011 0000000),
g; = XIXIXIX = ¢(g;)=(1010101 0000000),
g, = 1ZZ7Z = ¢(g, ) =(0000000 0001111),

gs =IZZIIZZ = ¢(g;)

(0000000 0110011) ve

g, = ZIZIZIZ = (g, ) = (0000000 1010101).

Bu durumda Steane kodun kontrol matrisi

- o O O O O
oS = O O O O
_— = O O O O
oS O = O O O
- O = O O O
S = = O O O
_— = = O O O

oS O O = O O
o o o o = O
S O O = = O
S O O o o =
S O O = O =
S O O O = =
S O O = = =

seklinde olur.
S bir stabilizer grup iken degismeli olacagindan her g,he S icin gh=hg dir. Bu

degismeliligin ¢(S) deki karsihgl her ¢(g).p(h)ep(S) icin @(g)A,, (qo(h))T =0
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0
seklindedir. Burada A,, :[l

n

I
6’] dir. Bu durumda H, S stabilizer grubununu

kontrol matrisi olmak lGizere H matrisinin degismelilik kosulu
HA,H =H H, +H,H, (5.8)
seklindedir [18].

Klasik kodlamada diizeltilebilen hatalar, her biri farkli hata sendromuna sahip olan
hatalardir. Stabilizer kodda ise hata sendromu distincesi degismelilige dayanir. Buna

gore duzeltilebilen her bir hata operatori, stabilizer grubun herbir Uretici ile

degismeliligi gosteren bir ikiliye atanir. geP olmak Uzere
0, gh=hg
P > 7Z,, h)= 5.9
fg n 2 f;l ( ) {1’ gh — _hg ( )

dénugiimi bir grup homomorfizmasidir. g,,...,g., S nin bagimsiz Uretegleri olmak

Uzere

T
fs B, =2, fo ()= (£, (h). £, (R).-es £, () (5.10)
olsun. Bu durumda f; bir grup homomorfizmasidir ve E € P, bir operatériiniin hata

sendromu f (E) olarak tanimlanir. £, ve E, dzeltilebilen hata operatérleri olmak

Uzere fS(E]Ez);tO olacak sekilde bir stabilizer grup olusturabilmek icin
fs(EE,) =0 fi(E)# f(E,) (5.11)

olmalidir. Sonug olarak, her bir dizeltilebilen hata operatoériine farkli hata sendromlari

atanmalidir [18].

Eger {X],...,Xn,Z],...,Zn} hata operatorlerinden herhangi ¢ tanesinin tensér ¢arpimi
dizeltilebiliyorsa ¢ ve daha dustk agirhkli hatalar dizeltilebilir. H, S stabilizer
grubunun kontrol matrisi ve E e P, olmak lzere f, (E):HAZn (go(E))T esitligi
vardir. Bu esitlikten kontrol matrisinin sirasiyla ilk n sutunun f((Z,), f5(Z,), ...,
fs(Z,) e ve son n sutununun fi(X,), fi(X,), ... fs(X,) e karsilk geldigi
gorulir.
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Ornek 5.10 S stabilizer grubun uretecleri g =XZZXI, g, =IXZ7ZX, g, =XIXZZ,

g, = ZXIXZ olsun. Budurumda S stabilizer grubun kontrol matrisi

Av

Il
S = o =
—_ O = O
o = o o
o o = o
===
o o o ~
S O = o=
= =)
==

seklindedir. X, X,, X;, X,, X, ve Z,, Z,, Z,, Z, Z, hata operatorlerinin

sendromlari asagidaki gibidir:

£(X,)=(0001) , £,(2)= (1001,
£(X,)=(1000), 1, (2,)=(0101)’,
£(X,) =100, £,(2,)=(0010)",
£(X)=(0110) . £, (2,)=(1001)’,

fs(X)=(0011)" ve f;(Z;)=(0100)".

Buradan f,(X,), fi(X,), fs(X3), fs(X,), fs(X5) in H kontrol matrisinin
sirasiyla 6., 7., 8., 9., 10. situnlarive f(Z,), fs(Z,), fs(Z,), fs(Z,), fs(Z5)
in H kontrol matrisinin sirasiyla 1., 2., 3., 4., 5. stutunlari oldugu gorilir.

E=X,Z;, a=(a,....a,), B=(b,....b,) agirhg <t olan bir hata operatori olsun.

Bu durumda S, bir stabilizer grup olmak tzere
[ (E)= [ (X, Zy) =Y a fs (X,)+2 b,/ (Z)) (5.12)
i=1 i=1

toplami en fazla 2¢ terimin lineer kombinasyonudur. £, =X Z,, « =(a,....a,),

B,=(b,....b,) ve E,=X,Z,, a,=(u,....u,), B, =(v,...,v,) aglklarni <¢ olan

a B’

iki hata operatéri olsun. E, ve E, operatérlerinin hata sendromlarinin farkl

olduklarini garantilemek icin
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f5(E) = fi(Ey) © fs(E)+ f5(E,) %0 (5.13)

n

& g +u) 1y (X)+3 (b +,) 1 (2) %0 (5.14)

i=1

olmalidir. (5.16) daki toplam ifadesi en fazla 4¢ terimin toplamidir. Dolayisiyla agirhgi

t olan hata operatérlerine ait hata sendromlarinin farkhligini garantilemek igin gerekli
kosul, {fs (X))o f5(X,). f5(Z)),., £5 (2, )} kiimesindeki herhangi 4t

elemaninin lineer bagimsizligidir. Bu ise minimum uzakligi 4¢+1 olan klasik lineer
kodun kontrol matrisinin 6zelligidir. Sonuc¢ olarak, minimum uzakhgr 4¢+1 olan ve
kontrol matrisi degismelilik kosulunu saglayan klasik lineer koddan minimum uzakligi

2t +1 olan kuantum kod elde edilebilir [18].

Teorem 5.2 C, [2n,n +k,d' >4t + 1] parametrelerine sahip bir klasik lineer kod olsun.

H, C kodun kontrol matrisi olsun ve degismelilik kosulunu saglasin. Bu durumda

[[n,k,d > 2t+1]] parametreli ve H kontrol matrisine sahip bir stabilizer kuantum kod

vardir [18].
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu calismada klasik lineer kodlardan kuantum kod elde yontemleri
arastirildi ve literatlir taramasi yapildi. Bu yontemlerden ikisi ayrintili ve anlasilir bir
sekilde orneklerle anlatiimaya calisildi. Ayrica kuantum kodlar icin hata farketme ve

diizeltme kosullar verildi.

Klasik kodlardan daha iyi parametreli kuantum kodlara bir gecis arastirmasi yapilabilir.

Her zaman icin daha iyi parametrelere sahip bir kuantum kod bulmak acgik problemdir.
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