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OZET

KLEIN-GORDON DENKLEMINiN
SONLU FARKLAR METODU iLE COzUMU

Huseyin Beran KAS

Matematik Anabilim Dali

Ylksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Muhammet KURULAY

Bu calismada, Dirichlet sinir sartina sahip olan Klein-Gordon denkleminin Sonlu Farklar
metodu ile ¢6zimi Maple programi yardimiyla yapilmistir. C6ziim yapilirken, agik ve
kapal gibi degisik sonlu fark semalari ele alinmis ve bu elde edilen yaklasimlar
karsilastirnilmistir. Bu yaklasik ¢6ztimlerin kararlilik ve yakinsaklik analizleri yapilmistir.

Sayisal ornekler kullanilarak yaklasik ¢6zim ile analitik ¢6zim arasindaki fark
incelenmistir. Bu farklar grafikler ile gosterilerek hata analizleri yapilmis ve hata
analizleri tablolar halinde gosterilmistir. Yaklasik ¢o6ziim hesaplanirken bilgisayar
programlarinin kullanilmasi sayesinde, ¢6zim bolgesinin ayriklastirilmasinda degisik
oranlar kullanilinca olusan farkl sonuglar da karsilastiriimistir.

Anahtar Kelimeler: Dirichlet sinir sarti, Klein-Gordon diferansiyel denklemi, sonlu fark
metodu, kararlilik analizi, acik sema, kapali sema
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FINITE DIFFERENCE METHOD SOLUTION FOR KLEIN- GORDON EQUATION
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In this study, Klein-Gordon Equation, which has Dirichlet Boundary Condition is solved
with Finite Difference Method and using Maple program. While we find solution,
different finite difference schemes are used such as Implicit and Explicit scheme,
besides these schemes are compared. The Analysis of stability, convergence and
uniqueness of the approximate solutions are done. The difference of Analytic and
Approximate solution are discussed with using numerical examples. These differences
are shown with graphs and the Analysis of errors are done. While calculating
approximate solution, due to using computer program, we compare the difference of
different ratios for separating the domain of solution.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Fiziksel olaylarin matematiksel ifadesi olan diferansiyel denklemlerin sayisal
¢O6ziimlemesi bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere bagh olarak, 20. ylzyilin ilk
ceyreginde baslayip giinlimize kadar devam eden bir siireci olusturmaktadir. Bilgisayar
ortamindaki gelismelere paralel olarak denklemlerin matris formunda ifade edilmesi
sayisal analiz metotlarinda blyik gelismelere sebep olmustur. Bu gelismeler iginde
sonlu farklar, sonlu elemanlar gibi metotlar giinimize kadar etkin olarak kullaniimistir.
Ayrica sonlu fark denklemlerinin ¢6ziimiinde denklemlerin lineer olmasi kosulunu
gerektirmediginden dolayi iterasyon metotlari tercih sebebi olmustur. Akiskanlar
mekanigi alanindaki 6rneklerin ¢éziimiinde sonlu fark metodu oldukca yaygin olarak
kullanilmaktadir [1]. Ayrica kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimiinde
genellikle sonlu fark metotlari kullanilmistir. [2] de parabolik, hiperbolik ve eliptik
tirden denklemlerin sonlu fark metodu ile ¢ozimleri verilmistir. Ayrica [3] ve [4]
parabolik tliirden kismi tirevli denklemlerin sonlu fark metotlari ile ¢6zimlemesi
Gzerine yapilmis olan calismalardir. Sayisal hesaplamalar, [3] te oldugu gibi Qbasic
programlama dili kullanilarak yapilabildigi gibi [4] te kullanilan Mathematica gibi paket
programlar kullanilarak da vyapilabilir. Benzer sekilde Matlab ve Maple paket
programlarinin da kullanimi yaygindir. Bu calismada ise eliptik tlirden kismi tlrevli
diferansiyel denklemlerin sonlu fark metotlari ile ¢c6ziimlemesi yapilmistir. Sonlu fark
denklemlerinin iterasyon metotlari ile ¢oziimleri yapilmis, bu ¢oéziimler hem analitik

¢Ozlimle hem de kendi aralarinda karsilastiriimistir.



Klein-Gordon denklemi goéreli kuantum mekanigi ve alan teorisinde karsimiza gikar.
Yiksek ener;ji fizikgileri icin bliylk 6nem tasimaktadir ve birgok olgulari modellemek
icin kullanilan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemdir. Lineer olmamasindan

dolayi analitik ¢6zimu zordur ve hesap icin nimerik yontemlere basvurulmaktadir.

Dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemi ¢dziimlerinin literatirde 6nemli bir yeri
vardir. ikinci dereceden sonlu fark cesitleri [5] te gosterilmistir. Spektral yéntemler
kullanilarak alternatif yaklasimlar [6] ve [7] de gOsterilmistir. Dort tane sonlu fark
semasinin dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemine yaklagsmasi incelenmistir.
Simetri uzayindaki kismi kayiplarda ve denklemin ilk halindeki bir parametrenin biyuk
degerleri icin olusan istikrarsizliklarda istenmeyen sayisal 6zellikler gdzlenmistir. Sonlu
fark yontemi, kismi diferansiyel denklemlerin ¢d6zimi icin ilk yontem olarak bilinir.
Ancak bazi kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde etkili olmasina ragmen, sonlu
fark formillerinin acgik kosullu istikrar ¢6zimi ve sonlu farklar yénteminde CPU
kullanimi zaman aldigi icin bu yontemlerin uygulanabilirligi sinirhdir [8]. Ayrica bu
metotlar sadece uyumlu noktalardaki problemlerin ¢6zimu igin imkan saglamaktadir.

Diizglin olmayan ve dlizensiz alanlarda bu tekniklerin etkisi azdir.

Son vyillarin agsiz teknikleri ag olusumunu 6nlemek igin arastirmacilarin dikkatini
cekmektedir. Agsiz yontemde daginik bir diglim grubu problemin yerine kullanilir.
Galerkin Yontemi, Greyen cekirdek parcacigl, yerel nokta enterpolasyonu gibi bazi agsiz

semalar [9] da gosterilmistir.

Son 20 yildir, radyal temel fonksiyonlari yontemi daginik veri enterpolasyon yontemi
icin glicli bir arag olarak bilinir. Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6zimi icin bir
agsiz prosediir olarak radyal temel fonksiyonlarin kullanimi kollakasyon semasina
dayanmaktadir. Kollakasyon teknigi nedeniyle bu metotta integral hesaplamaya gerek
yoktur. Geleneksel tekniklerin Gzerinde radyal temel fonksiyonlarin kullanildigl sayisal
prosediirlerin ana avantaji bu yontemlerin agsiz 6zellikte olmalaridir. Radyal baz
fonksiyonlari kismi diferansiyel denklemlerin ¢6zimiu icin aktif olarak kullaniimaktadir

[10] ve [11].

Son 10 yilda, kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine yaklasimi ile agsiz yontem olan
radyal temel fonksiyonlarin gelisimi bilim ve muhendislik alanlarinda birgok

arastirmacinin dikkatini c¢ekmistir. Cozimlerin sayisal tahmini icin 1990’da Kansa



tarafindan gelistirilen Kansa metodu dogrudan radyal temel fonksiyonlarin, 6zellikle de
multikuadratik yerini almaktadir [10] ve [12]. Kansa yOntemi son zamanlarda, tek
boyutlu dogrusal olmayan Burgers denklemini [13], gelgit ve akimlar igin sig su
denklemleri similasyonunu [14], 1si transferi problemlerini [11] ve serbest sinir
problemlerini [15] ve [16] iceren gesitli adi ve kismi diferansiyel denklemleri ¢dziimleri
icin gelistirilmistir. Fasshauer [17] daha sonra Kansa metodunda degisimler yaparak
Hermit tipi kollakasyon metodunu elde etmistir. Geleneksel radyal temel fonksiyonlar
yontemi, sonucta katsayilar matrisi elde edilen fonksiyonlar olarak tanimlanir. Bu
nedenle buylk olgekli sorularin ¢6zimi igin katsayilar matrisi yeterli olmayacaktir. Bu
sorunu kaldirmak igin radyal temel fonksiyonlarda bazi yeni degisiklikler yapilmistir
[18]. Daginik veri enterpolasyonunda radyal temel fonksiyonun teorik gelisiminde,
Madych ve Nelson az yari norm hatalari ile tistel yakinsamada radyal temel fonksiyon-
multikuadratik interpolant kullanmislardir [19] ve [20]. Son zamanlarda, Franke ve
Schback saglanan kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimleri igin radyal temel
fonksiyon kullanarak teorik kanit saglamislardir [21] ve [22]. Daha yakin zamanlarda,
Hon ve Wu ¢6ziimleme alanlarinda gelistirilmis tekniklerle radyal temel fonksiyonu bir
araya getirerek yeni bir teori olusturmuslardir [23]. Radyal temel fonksiyonlar cok

sayida kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimd icin [24] ve [25] te kullaniimaktadir.
1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci, analitik olarak ¢6zimi ¢ok zor olan lineer olmayan Klein-Gordon
diferansiyel denkleminin ¢6zimdiniin sayisal yontemler ile hesaplanmasidir. Sayisal
¢Ozlmler farkh yaklasimlarla ele alinabilir. Bu ¢calismada agik ve kapali fark semalari gibi
degisik yaklasimlar ile sayisal ¢6ziim yapilacaktir. Bu yaklasimlarin hangisinin analitik
¢Ozlime daha yakin oldugu cesitli analizler yapilarak hesaplanacaktir. Yapilan islemler
tek bir sayisal 6rnegin ¢6zimi olmak yerine, degisik kosullarda ve durumlarda ele
alinabilen bir problemin ¢6zimi olacaktir. Bu ortaya ¢ikarilacak semalar kullanilarak
Dirichlet sinir sartlarina sahip Klein-Gordon denkleminin farkli durumlardaki ¢éztimleri

elde edilebilir olacaktir.



13 Hipotez

SFM’nin ozellikleri ve bu ozelliklerin ispatlari agik bir sekilde verilmeye c¢alisiimistir.
Metodun problemlere uygulanisi sirasinda MAPLE sembolik programlama dili

kullanilarak hesaplarin hizli ve givenilir olmasi saglanmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanimlar

2.1.1. Tanim:

Bir veya birden fazla bagimh degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore
birinci veya daha yiksek mertebeden tiirevlerini iceren denklemlere “diferansiyel

denklemler” denir.

2.1.2. Tanim:

Bir bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ve bagimh degiskenin bagimsiz degiskene
gore birinci veya daha fazla mertebeden tirevlerini iceren denklemlere “adi
diferansiyel denklemler” denir. n.mertebeden adi diferansiyel denklemlerin genel

formu,
F(x Y,y ) =0 (2.1)

seklindedir.

2.1.3. Tanim:

En az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenlere gore birinci veya daha fazla mertebeden kismi tirevlerini iceren
denklemlere “kismi diferansiyel denklemler” denir. Ornek olarak akiskanlar mekanigi,

hidrolikler, 1s1 transferi, aerodinamik, yapisal analiz, elastisite, elektro-manyetik alanlar



ve noétron diflizyon problemleri verilebilir. Matematiksel modeller genelde, drnegin
Newton’un hareket kanunu gibi, fiziksel yasalardan ¢ikarilirlar. Bazi problemler birden
fazla bagimsiz degisken gerektirir. Bunlarin modellenmesi mecburi olarak KDD ile

yapilir. Sadece ¢ok az problem ADD ile modellenebilir.

Kismi diferansiyel denklemlerin genel formu,

F(x,y,zz Z,,2 Z ):O (2.2)

1 Ex Sy xx’ny’ yyrt
seklindedir.

2.1.4. Tanim:

Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiliksek mertebeden tlrevin mertebesine o

diferansiyel denklemin “mertebesi” denir.

2.1.5. Tanim:

Bir diferansiyel denklemde bulunan en ylksek mertebeden tirevin kuvvetine

diferansiyel denklemin “derecesi” denir.

2.2 Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Genel Bir Siniflandirmasi

Mihendislikte karsilasilan kismi diferansiyel denklemlerin biiyiik bir cogunlugu bir veya
ikinci mertebeden denklemlerdir. Bu tip denklemlerin bir kismi i¢in analitik ¢6zim
bulunsa bile 6zellikle lineer olmayan tipleri icin sayisal ¢6ziime basvurmak gerekir.
Sayisal ¢6zlim icin degisik yontemler uygulanmakla beraber bu yontemler denklemlerin
tiplerine gore bazi 6zellikler arz eder [51]. Bu tip denklemler asagidaki gibi (¢ sinifta

incelenirler.

2.2.1. Lineerlik

Bir kismi tirevli diferansiyel denklemdeki bagimh degisken (veya degiskenler) ve
bunlarin denklemdeki biitlin kismi tilrevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli
degisken ile onun tirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz

degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. iki bagimsiz bir bagimli



degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer kismi tlrevli denklemlerin genel

formlari sirasiyla asagidaki gibidir.

P(x,y)z,+Q(x,y)z,+R(x,¥)z=S(x,y) (2.3)

A(X,Y)z,+B(xY)z, +C(X,y)z, +D(x, )7, +E(X,Y)z,+F (X, y)2=G(x,y) (2.4)

2.2.2. Yari Lineerlik (Kuasi-Lineer )

Bir kismi tlrevli diferansiyel denklem, denklemde bulunan en yiksek mertebeden
kismi tiirevlere gore lineer ise bu denklem Yari Lineer (Kuasi-Lineer) adini alr. iki
bagimsiz bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yari lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir.

P(xY,2)2,+Q(xy,2)z, =R(X,Y,2) (2.5)

A(x,y,z,zx,zy)zxx+B(x,y,z Z,,1 )zxy+C(x,y,z,zx,zy)zyy+D(x,y,z,zx,zy):0 (2.6)

1 Ex1 Sy

2.2.3. Hemen-Hemen Lineerlik

Bir kismi tlrevli denklem yari-lineer ve denklemde gorilen en yiksek mertebeden
tirevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu denkleme

Hemen-Hemen Lineer denklem denir.

iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci mertebeden hemen-hemen lineer bir

denklemin genel sekli;
A(X,Y)z, +B(x,y)z, +C(X,y)z, +H (x, Y,2,Z,, zy) =0 (2.7)

formundadir. Burada A B,C eC?’[D]’dir. Bu tip denklemler ise asagida verilen

diskriminant fonksiyonuna bagh olarak siniflandirilirlar. Buna gore diskriminant

fonksiyonu

2
A(xy)=[B(xy)] —4A(x,y).C(x.Yy) (2.8)
seklinde tanimlanirsa bir hemen hemen lineer denklem;
a) A(X,Yy) >0 esitsizliginin saglandigi noktalarda hiperbolik,

b) A(X,y) =0 esitliginin saglandig noktalarda parabolik,



c) A(X,y) <0 esitsizliginin saglandigi noktalarda eliptik,

olarak adlandirilir. Simdi fiziksel olaylarin bu tip kismi diferansiyel denklemler seklinde

ifade edilmesine ait bilinen bazi 6rnekleri verelim.

2.2.3.1. Parabolik Diferansiyel Denklemler

Zamana bagl 1s1 veya madde yayilmasi problemlerinde karsilasilir. Verilen baslangi¢ ve
sinir sartlarindan baslanarak, bir yoni acik bir alanda adim adim ilerleyerek ¢ozimi
bulunan denklemlerdir. Dolayisiyla herhangi bir noktadaki ¢6ziim, o noktadan énceki
noktalardaki degerlere bagli olarak elde edilir. Ornegin Sekil 2.1’de P noktasindaki
(herhangi bir t aninda) ¢6zim, P nin alt tarafindaki noktalara bagli olarak bulunur. Yani

P noktasindaki 6zellik daha 6nceki zaman adimlarinda (t;’den Once) hesaplanan
noktalardaki degerlere bagh olup sonraki zaman adimlarinda (tj’den sonra)

hesaplamanin yapilacagi noktalara bagh degildir.

A;

Sekil 2. 1 Parabolik bir denklemin ¢6ziim alani

Parabolik denklemlerin tipik 6rnegi difizyon denklemidir. Isil diflizyon denklemi olan

gecici rejim 1si iletimi denkleminde

a_,or

o a o (2.9)



A=0,B=0ve C=a olup diskriminant sifirdir. Dolayisiyla denklem parabolik

denklemdir.

Bu denklemin ¢6ziimdi icin baslangi¢ sarti ( t =0 igin sicaklik degerleri) ve sinir sartlari
(x =0ve x=L igin sicakliklar) verildiginde t yoniinde adim adim ilerleyerek her t ani

icin sicaklik dagilimi elde edilir.

Parabolik denklemlere bir baska 6rnek stirekli rejimdeki bir akisa ait
U—4v—=22" (2.10)

momentum denklemidir. Burada akisin x yoninde ve bu yondeki hiz bileseninin u
oldugu dikkate alinirsa X yoniinde adim adim ilerleyerek her adimda v yoniindeki hiz
profilleri bulunur. Agiktir ki bu ¢6zimun yapilabilmesi igin baslangi¢ sartlari (x =0igin

hiz degerleri) ve sinir sartlari ( v=0 ve v=h icin hiz degerleri) bilinmelidir[26].

2.2.3.2. Hiperbolik Diferansiyel Denklemler

Bir tarafi acik alanda, baslangic degerlerden baslayarak adim adim ilerlemeyle ¢6ziim
bulunan denklemlerdir. Dizlemde P noktasindaki ¢6ziim bulunmak isteniyorsa P
noktasindan 6nce gelen ve iki dogru arasinda kalan noktalardaki ¢6ziim bilinmelidir. Bu

iki dogru hiperbolik denklemlerde énemli olup karakteristik dogrular olarak adlandirilir
(bunlar egri de olabilir). Karakteristik egriler arasindaki alanin kesim noktasindan
énceki kismi P(X,t) noktasindaki ¢éziimii etkileyen alan, sonraki kisim ise P(x,t)

deki coziimn etkiledigi alan olacaktir ( Sekil. 2.2).

t A
N e

~J Pt v

~ N
i ~ ]

Sekil 2. 2 Hiperbolik bir denklemin ¢éziim alani



Yani etkileyen alan disinda herhangi bir tedirginlik P(X,t) noktasindaki ¢6zimu

etkilemez. Bu agidan bakildiginda parabolik denklemler, hiperbolik denklemlerin 6zel
bir hali gibi distnlebilir. Yani parabolik denklemlerde iki karakteristik dogru Ust Uste
cakisik olup yatay gibi disindllebilir. Gergekten parabolik denklemlerde diskriminant

sifir olup katli karakteristikler vardir.
Hiperbolik denklemlerin tipik 6rnegi dalga denklemidir.

c pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi sdylenmedik¢e, t zaman degiskeni ve
u=u(x,t) olmak lzere

ou  ,0%U

—=C"— 2.11
ot OX? (2.11)
1-boyutlu dalga denklemidir.

Burada A=1 B=0ve C=-c® olup diskriminant pozitif oldugundan hiperbolik
denklem s6z konusudur. Yine burada da verilen baslangic¢ sartlarindan hareketle adim

adim ¢6zim elde edilir [26].

Bir boyutlu dalga denkleminin ¢o6zimi bize ( uzunlugunda titresim halinde olan bir
telden t saniye sonra bir ucundan x kadar uzakliktaki enine yer degisimini verir. Bu tip

denklemlerde baslangi¢ ve sinir degerleri bilinir.

Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi, elastisite ve kuantum
teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir. Ayrica hiperbolik denklemler genellikle
titresim problemlerinde veya yogunluk, basing ve hizdaki streksizlik durumlari ile ilgili

problemlerde kullanilir [27].

2.2.3.3. Eliptik Diferansiyel Denklemler

Eliptik kismi diferansiyel denklemler genellikle denge veya kararli hal problemleri ve

bunlarin ¢6ziimiyle karsimiza cikar.

Sinir deger problemleri bu gruba girer. Cozlim yapilacak alan icinde bir P noktasindaki
¢6zim diger noktalara ve sinir degerlerine baghdir (Sekil 2.3). Dolayisiyla ¢6ziim igin
bitiin sinir degerler bilinmelidir. ic noktalarda ¢éziimiin adim adim degil eszamanli

olarak bulunmasi gerekir. Bu bakimdan ¢6zimi diger denklem tiplerine gore daha zor
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olan denklemlerdir. Diskriminant negatif oldugu igin eliptik denklemlerde reel

karakteristik egri yoktur [26].

Pde.r)

X

>

Sekil 2. 3 Eliptik bir denklemin kapali ¢6ziim alani

En iyi bilinen eliptik denklemler Laplace ve Poisson Denklemleridir. Laplace denklemi
potansiyel teorinin temel denklemlerinden birisi oldugundan fiziksel uygulamalari
coktur. Ornegin yiizeyleri izole edilmis bir ortamda zamandan bagimsiz bir 1s1 dagilimi

varsa (ki buna kararli 1si denir) herhangi bir (x, y) noktasindaki 1si miktarini veren

u(x,y) fonksiyonu Laplace denklemini saglar. Ayrica isi kaynagi olmayan bir bolgede
kararh sicaklik dagihimi, iletkenlerle cevrili ylksliz bir bélgede elektrostatik potansiyel,

kaynak veya kuyu olmayan bir akiskanda hiz dagilimi vs. problemlerinde de karsimiza

cikar [27].

2 2
gu, ou_ (2.12)
oX°~ oy
Bu denklemde A=1, B=0ve C =1 olup diskriminant negatiftir. iki boyutlu 1si iletimi

denklemi

2: 2
CALRMCALIY (2.13)
oX~ oy

de bu tip bir denklemdir. iki boyutlu sikistirilamaz akisa ait momentum denklemi

ou_ou_  du_ 16p+,u{@ @} (2.14)

— U —+V—=———+ | —+—
ot oX  oOX pOX plox= oy
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konuma gore eliptik, fakat zamana gore hiperbolik karakterli bir denklemdir. Bazi
denklemler duruma gore karakter degistirebilir. Mesela sikistirilabilir strtiinmesiz akisa

ait potansiyel fonksiyon ifadesi

2 2
o°p 1 8(p_0

_ _ 2.15
x> M?-1¢y? (2.13)

mach sayisi M >1 ise (ses Ustl akis) hiperbolik, M <1 (ses alti akis) eliptik karakter

gosterecektir. Bu durum sayisal ¢oziimde 6zel dikkat gerektirir [26].

2.2.4. Tanim:

Bir adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, diferansiyel denklemin mertebesi kadar
sabit degeri parametre olarak kabul eden bir egri ailesi olarak ortaya cikar. Cozim
fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de o6zel

¢Ozliim denir [28].

2.2.5. Tanim:

Bir kismi tiirevli diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya
keyfi parametre icermeyen bir fonksiyona bu kismi tlrevli denklemin bir 6zel ¢6zimi

denir.

Diger taraftan bir kismi tlirevli denklemin basamagi kadar (slirekli turetilebilir) keyfi
fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir ylzey ailesine bu kismi

tirevli denklemin genel ¢c6zimi denir [29].

2.2.6. Tanim:

Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimi, denklemin mertebesi kadar keyfi
fonksiyon icerir. Bu nedenle, adi diferansiyel denklemlere kiyasla kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerini bulmak daha zordur. Baslangicta modellenen probleme
uygun ¢ozimiin bulunabilmesi icin problem olusturulurken bazi yardimci sartlar

gerekir. Bu sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.

12



(i) Sinir sartlani: Sinir sartlari kismi diferansiyel denklemin saglandigr QQ bolgesinin T'

sinirl boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarinin g farkl sekli o, f ve g

fonksiyonlari I (zerinde tanimli fonksiyonlar olmak Ulizere 6zel isimleriyle su

sekildedir:

Dirichlet sarti: u|F =g

ou
Neumannsarti: —| =g
on|.

Karisik (mixed) veya Robin sarti : au +ﬂ2—u =g
n

(ii) Baslangi¢ Sartlari: Baslangi¢ sartlari sistemin baslangicinda Q bolgesi boyunca
saglanmasi gereken sartlardir. Genel olarak, baslangi¢ sartlari fonksiyonun ve zamana

gore tlirevinin kombinasyonu seklindedir.

Baslangi¢ sartlariyla birlikte verilmis kismi diferansiyel denkleme 'Cauchy problemi'

denir.
ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem,

Au,, +Bu,, +Cu, +Du, +Eu +Fu+G=0 (2.16)

genel sekliyle verilebilir.

Herhangi bir tipteki problemin ¢6zimd, klasik Hadamard testi geregince asagidaki lg¢
sartl saglarsa problem, iyi durumlu, en az bir sarti saglamaz ise kot durumlu olarak

adlandirilir. Bu sartlar asagidaki sekilde ifade edilmektedir;
a) Varlik
b) Teklik
c) Kararhhk

Pratikte bir denklemin ¢ozimuinin varhigini ifade etmenin en iyi yolu problemdeki
bitlin sartlar saglayan ve problemde yerine konuldugunda denklemi saglayan bir
¢Ozliim yapilandirmaktir. Eger ¢coziimin tekligi gosterilirse denklemin ¢ozimi bulunmus

demektir.
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Adi diferansiyel denklemlere gére kismi diferansiyel denklemlerde ¢6zim tasvirleri seri
veya integraller gibi limit yontemleri icerir ve ¢6zimler her zaman elementer
fonksiyonlarin kapali sekillerinde ifade edilemez. Bu durumda, bir yaklasik ¢6zim ele
alinir, eger baslangic sartindaki kiiclik bir degisim, ¢oziime kiglk bir degisiklik olarak

yansirsa bu ¢6ziime kararhdir denir ve ¢6ziim kararli kabul edilir [30].

2.2.7. Tanim:

Eger bir diferansiyel denklem bagimli degiskenin veya herhangi bir tiirevinin ikinci veya
daha buyik derecelerden kuvvetlerini iceriyorsa (veya birden kiicik derecelerden
kuvvetlerini iceriyorsa) bagimh degisken ve bagimli degiskenin tirevlerinin ¢arpimini
iceriyorsa veya bagimh degiskenin trigonometrik, Ustel, logaritmik fonksiyonlarini
iceriyorsa bu denklemlere lineer olmayan diferansiyel denklem, aksi halde lineer

diferansiyel denklemdir denir.

2.2.8. Tanim:

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevleri lzerinde bagimsiz
degiskenin ayni degerleri icin verilen sartlar altinda ¢ozlimlerinin problemine baslangi¢

deger problemi, verilen sartlara da baslangig sartlari adi verilir.

Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri lGzerinde bagimsiz
degiskenin farkh degerleri icin verilen sartlar altinda ¢éziimlerinin problemine sinir

deger problemi, verilen sartlara da sinir sartlari adi verilir [31].

2.3 ikinci Mertebeden Denklemlerin Onemi

Birinci mertebeden KDD’ler nadiren fiziksel problemlerde kullanilirlar. Genelde analitik
olarak c¢oziilebilirler. Birinci mertebeden KDD’lerin sistemleri daha sik kullanilir. Birinci
mertebeden KDD’lerin sistemleri genelde yiksek mertebeden KDD’lerin ¢6zimlenip
indirgenmisidir. Ornegin ikinci mertebeden KDD olarak,

ou o4

=z _Z= 2.17
ot ox? (2.17)

ele alalim. Bu
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ou

—=V

OX (2.18)
v_u

ox ot

seklinde birinci mertebeden KDD sistemi olarak yazilabilir.

Birinci mertebeden denklemlerin gergel karakteristikleri vardir. Bu ylizden dogal olarak
hiperboliktirler. Ornegin akiskanlar mekanigi, sicaklik transferi, rigid yapi dinamigi ve
elastisite problemleri gibi bircok fizik problemi ikinci mertebeden KDD’ler ile
modellenir. Bazen doérdiinci mertebeden denklemler olusur. Bununla birlikte bunlar
genelde basit formdadirlar ve sonlu fark denklemlerini ¢ok fazla igermesine ragmen
ikinci mertebeden denklemlere uygulanan benzer ydntemlerle ¢éziilebilirler. Ornegin
kati hal mekaniginde, ince levha altinda her birim alana dagitilan ¢apraz yik igin

yonetici denklemi séyledir.

o'w  o'w  d*'w s
v +6x28y2 + 8y4 =5 (2.19)

Burada w yer degistirme ve D plagin bikilebilme rigitligidir. Bu biharmonik denklem

olarak bilinir. ikinci mertebeden eliptik denklem icin sonlu fark yéntemleri dogrudan bu

denkleme uygulanabilir. Bunun 4.mertebe tirevleri icin kullanissiz bir fark denklemi

ortaya cikar. Alternatif olarak

ou o°u s
_2+_2 [
o2 a2 D
2 2
ow ow_, (2.20)
OX oy

seklinde iki tane ikinci mertebeden eliptik KDD’lere ayrilabilir ki bunlar birlikte

¢Ozilebilirler [37].
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2.4 COziim Yontemleri Karsilastirmasi

Diger matematiksel problemlerde oldugu gibi KDD’ler ya analitik olarak ya da sayisal
olarak ¢ozulirler. KDD in karmasik dogasindan dolayi degiskenlerine ayrilma yontemi
ve integral donudsimler gibi gesitli analitik teknikler sadece bazi basit durumlara

uygulanir. Cizelge 2.1 analitik ve sayisal ¢ozlimlerin dogasini gostermektedir.

Cizelge 2. 1 Analitik ve Sayisal C6ziim Arasindaki Karsilastirma

Analitik C6ziim Sayisal Coziim
% COzlm sureklidir. Ornegin % Cozum sadece kesikli noktalarda
bagimsiz  degiskenin  herhangi elde edilir. Kesikli noktalarda
degerinde ¢6ziim bulunabilir. ¢6zim elde edebilmek igin

enterpolasyon gereklidir.

% Kesin veya cok dogrudur. % Yaklasik sayisal hatalarn dogruluk

icin uygun bir sekilde kontrol

edilmek zorundadir.

X/

% Problemlerde fiziksel  anlayis . o
% Fiziksel bilgiler daha zor elde

saglar. Ornegin titresim sikhig ve N
edilir.
sekii  modu kolayhkla elde

edilebilir.

% Bilgisayar  teknolojisinde ve

K/
L X4

Gunlmuizde KDD problemlerinin

karmasikliklarindan dolay! karmasik sayisal algoritmalarin

cogunda kullanilamazlar. yeteneklerinin gelismesinden

dolayr karmasik problemler icin

¢6zim elde edilebilir.
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Sonlu fark, glnimuizin daha ekonomik bilgisayar teknolojisiyle beraber, sayisal

yontemleri 6nemli ve kaginilmaz kilmaktadir [39].
KDD'leri ¢ozmek icin sayisal ¢oziimleri icin gelistirilen yontemler asagidaki gibidir [40].

1) Seri yontemler: Taylor ve Fourier serileri kullanilir. Fizik ve muhendislikteki
problemlerin buylk bir sinifi periyodik 06zellige sahip oldugundan Fourier in
trigonometrik serisi bu tir problemlerin ¢6ziiminde onemlidir.

2) Sonlu Farklar Yontemi: Bu yontemde ¢6zim alani ag(grid) noktalarina ayrilir. Bu
noktalardaki verilen diferansiyel denklemin fonksiyonunun degerlerine bagl olan
cebirsel denklemlere donustiiriilmesine dayanir.

3) Sonlu Elemanlar Yontemi: Bu yontemde ¢oziim bolgesi elemanlara(dogru, lggen,
kare, ...) ayrilir. Her bir eleman Uzerinde uygun enterpolasyon fonksiyonlari kullanarak
cebirsel denklemler elde edilir. Bunlarin ¢éziilmesi ile de ¢dziime varilir.

4) Sinir Elemanlar Yontemi: Bu yontemde ise ¢dziim alaninin sinirlarinda diferansiyel
denklem integral denkleme donustlrilerek ¢oziime ulasihir.
5) Sonlu Hacimler Yontemi: Bu yontemin temeli ¢6zim alaninin belli hacimlere

ayrilmasi ve diferansiyel denklemin bu hacimler tizerinden integrasyonuna dayanir.

2.5 Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu fark yontemleri, lineer ve lineer olmayan bircok kismi diferansiyel denklemin
¢O6zliminde yaygin olarak kullaniimaktadir. Bir kismi diferansiyel denklemin sonlu fark
yaklasimi bulunurken 6ncelikle problemin ¢6ziim bolgesi Sekil 2.4 te gosterildigi gibi
genellikle dikdortgensel sekiller iceren kafeslere bolinir ve problemin yaklasik ¢ozimi

her bir kafesin diglim (mesh veya grid) noktalari tizerinde hesaplanir.

Daha sonra diferansiyel denklemdeki tirevler ve sinir sartlari yerine Taylor serisi
yardimiyla elde edilen uygun sonlu fark yaklasimlari yazilir. Boylece diferansiyel
denklemin ¢dzimi problemi, fark denklemlerinden olusan lineer veya non-lineer bir
cebirsel denklem sisteminin ¢6zimi problemine indirgenir. Elde edilen cebirsel

denklem sistemi direkt veya iteratif yontemlerden biri yardimiyla kolayca ¢ozilir [33].
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F 3
!
mn+l
P(mh,nk)
nk
m-1, n m, n m+1.n
m, n-4
AN
k
W
< h> mh X

Sekil 2. 4 DUglim Noktalarinin Goésterimi
U, x ve t degiskenlerine bagli bir fonksiyon olsun. Ax(=h), x yéniinde konum adim
uzunlugu, At(z k),t yoninde zaman adim uzunlugu olmak lizere, konum ve zaman

koordinatlari X ve t sirasiyla

X=X, =mAx=mh, m=0(1)M, |=Mh

t=t,=nAt=nk, n=0(1)N

olarak gosterilir.

Temsili bir P(mh,nk) dugim noktasi tzerinde U fonksiyonunun noktasal degeri
U, =U(xt)=U(mAx,nAt)=U_ ile gésterilir. U fonksiyonunun birinci ve ikinci

mertebeden tiirevlerine sonlu fark yaklasimlari, Taylor serisi yardimiyla

ou U, -u!

— m-+1 O(h 2.21
ox i o) (2.21)
U uU"-u",

= _ZnEmi,0(h 2.22
OX h - ( ) ( )
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Q:M+O(h2) (2.23)
OX 2h

%:U;AK—U:} +0(k) (2.24)
%:U; —kU,:l +0(K) (2.25)
(Zj(LZJ :U,:—Zuﬁgl +Un. +0(h) (2.26)
(Zg :UQZ—ZFL]JZQﬁUn? +o(h) (2.27)
aalli :U;1—2:2£+U,L1 +o(h?) (2.28)

olarak bulunur. Burada “O”; sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini,
O(h) terimi hatanin h—0 iken h ile orantili oldugunu gosterir ve O(h) terimine
kesme hatasi denir. O(k) ise hatanin k mertebesinde oldugunu ve bodylece k ile

orantili olarak azalacagini gostermektedir (2.21), (2.22) ve (2.23) ile verilen, X
degiskenine gbre birinci mertebeden tlrev yaklasimlarina sirasiyla iki nokta ileri, geri
ve U¢ nokta merkezi fark formilleri denir. Benzer sekilde (2.24) ve (2.25) ile verilen, t
degiskenine gore birinci mertebeden tiirev yaklasimlarina sirasiyla ileri ve geri fark
formilleri denir. (2.26), (2.27) ve (2.28) ile verilen, X degiskenine goére ikinci
mertebeden tlrev yaklasimlarina ise sirasiyla ¢ nokta ileri, geri ve merkezi fark
formiilleri denir [32]. Verilen bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade

etmek igin en ¢ok kullanilan yéntemler sunlardir:
e Acik (Explicit) Sonlu Fark Yontemi
e Kapali (Implicit) Sonlu Fark Yontemi
e Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi
Bu yontemler klasik sonlu fark yontemleri olarak bilinir.

Bu calismada

ouU o’V
—=a
ot ox’

, 0<x<I1,t>0 (2.29)
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1si iletim denklemi

U (0,t)=f(t)

U(Lo-1, (t)} (Dirichlet Simr Sartlari) (2.30)

L

1&(0"[) =0 (t)
oU

klg(l,t):gz(t)

(Neumann Sinir Sartlarl) (2.312)

—klaa—LXJ(O,t)+ mU (0,t) =, (t)

kzz—li(l,t)+mzu (1,t)=h, (1)

(Robin Simir Sartlar) (2.32)

olarak verilen (g tip sinir sarti ve
U(x,0)=f(x), 0<x<I (2.33)

baslangig sarti igin géz 6nline alinacaktir. Burada f, f,,0,,0,,h,h, fonksiyonlari t nin

bilinen fonksiyonlari olup kj,k,,m;,m, ve o sabit sayilardir.

Bundan sonra (2.29), (2.30) ve (2.33) denklemleriyle verilen probleme Dirichlet sinir
sartli, (2.29), (2.31) ve (2.33) denklemleriyle verilen probleme Neumann sinir sarth ve
(2.29), (2.32) ve (2.33) denklemleriyle verilen probleme de Robin sinir sartli 1si iletim

problemi denilecektir.

2.5.1. Acik Sonlu Fark Yontemi

(2.29) denklemindeki oU /ot ve 02U /0x? tiirevleri yerine (2.25) ve (2.26)
denklemleriyle verilen sonlu fark yaklasimlari hatalar ihmal edilerek yazilirsa isi iletim

denkleminin agik sonlu fark yaklasimi

n+l _pn no_ n n
Um Um :aUm_l 2LJm—}_Um+1 (234)
k h?

veya

Urt=rU;, +(1-2r)Up +rup.,, m=0(1)M, n=0(1)N (2.35)

m+1?
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olur. Burada r=ak/h? olup hatanin mertebesinin O(k)+O(h2) oldugu acike¢a

gorulur. Eger t, zaman adiminda U degerleri verilirse t zaman adiminda

m m+1

degerleri U:fl (2.35) denkleminden kolayca bulunur [32].

i) Dirichlet Sinir Sartli Isi iletim Problemi

(2.29) denkleminin sinir sartlarinin (2.30) ile verilen Dirichlet sinir sartlari olmasi

durumunda, r=ak/h? olmak lzere, isi iletim probleminin agik sonlu fark yaklasimi

Urt=rUp . +(1-2r)Up +rup.,, m=1(1)M -1, n=0(1)N (2.36)

m+1?

dir. t, zaman adiminda U" degerleri verilirse t_, zaman adiminda U"" degerleri

m+1

(2.36) denkleminden kolayca bulunur.

ii) Neumann Sinir Sartli Isi iletim Problemi
Simdi de (2.29) 1si iletim denklemi (2.31) Neumann sinir sartlarina bagl olarak goz
éniine alinacaktir. (2.35) fark denklemi m=0(x=0) ve m=M (x=1) icin problemin

n

c6ziim bélgesi icine diismeyen (—1,n) ve (M +1,n) digim noktalarinda U", ve Uy, ,
degerlerini igermektedir. (—1,n) ve (M +1,n) diigiim noktalarina hayali noktalar U",

ve U, degerlerine de hayali degerler adi verilir. Bu hayali degerler (2.31) sinir

Sartlarindaki U,  tirevi yerine (2.23) ile verilen merkezi fark yaklagiminin

kullanilmasiyla yok edilebilir. Boylece

Ug™ =2ru; +(1-2r)ug +2k_rh g,(t)

1
ve

Unt = 2007+ (1-2r)U], +2k—rh

1

gz(t)

esitlikleri bulunur. O halde Neumann sinir sarth isi iletim probleminin acik sonlu fark

yaklasimi

un”:l=2rur;+1+(1—2r)un2+2k—mgl(t), m=0 (2.37)

1
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Urt=rUp +(1-2r)uh+ru;., m=1(1)M -1 (2.38)

m m+11?

ug:l:zrur"nl+(1—2r)u,:+2k—mgz(t), m=M (2.39)

1

olarak elde edilir.

iii) Robin Sinir Sarth Isi iletim Problemi

Burada (2.29) is1 iletim denklemi (2.32) ile verilen Robin sinir sartlarina bagli olarak goz

éniine alindi. (2.35) fark denkleminde m=0(x=0) ve m=M(x=1I) icin ortaya
cikan U", ve Uy, , hayali degerleri (2.32) sinir sartlarindaki U, tirevi yerine (2.23) ile

verilen merkezi fark yaklagsiminin kullaniimasiyla sirasiyla

2h

u" =uU’" +E(hl(t)—m1U3) (2.40)
h
u&+l=uh"ﬂ_l+i—(h2 (t)-muy,) (2.41)

2
olarak elde edilir. Bu esitlikler m=0 ve m=M icin (2.35) fark denkleminde

kullanilarak U"; ve Uy, ., hayali degerleri yok edilebilir. Bdylece Robin sinir sartlari ile

verilen isi iletim probleminin sonlu fark yaklasimi herhangi bir n-inci zaman adiminda

U:jl=(1—2rﬁ1)u;;+2rUr:+l+2k—mhl(t), m=0 (2.42)
1

Urt=rU; +(1-2r)uh+ru;., m=1(1)M -1 (2.43)
n+l n n Zrh

ur =2rUm_l+(1—2r,6’2)Um+k—h2(t), m=M (2.44)

2

olarak bulunur. Burada g, =1+mh/k ve g,=1+m,h/k, dir[34].

2.5.2. Kapali Sonlu Fark Yontemi

Bu yontemde (2.29) 1isi iletim denklemindeki 6°U /ox* yerine n+1—inci zaman

U Ut —2urt+uUn

adimindaki pv 2 m+1+O(h2) merkezi fark formulu ve oU /ot
X
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tirevi yerine (2.24) ile verilen ileri fark formili hatalar ihmal edilerek yazilirsa s iletim

denkleminin kapali sonlu fark yaklasimi

n+1 n n+l n+1 n+l
Um Um :aum—l 2Um +Um+1 (245)
k h?

veya

—-rup +(1+2r)ut —ru=up

m+l~— ~m?

m=0(1)M, n=O()N (2.46)

dir. Burada r=ak/h? olup hatanin mertebesinin O(k)+O(h2) oldugu acikca

goralar [32].

i) Dirichlet Sinir Sarth Isi iletim Problemi

Bu problem igin herhangi bir n—inci zaman adimindaki U]™ ve U™ degerleri

(2.30) sinir sartlarindan bilinen degerler oldugundan (2.29) isi iletim denkleminin kapali

sonlu fark yaklasimi, r = ak / h* olmak tzere,

—rups +(1+2r)ups —rup =ur

m+1 m+1 m?

m=1(1)M -1, n=0O(L)N (2.47)

dir.

ii) Neumann Sinir Sarth Isi iletim Problemi
(2.31) ile verilen Neumann sinir Sartlarinda oU /0x tlirevi yerine n—inci zaman

adimindaki

ou UMty

m-+1

= (2.48)
OX 2h

merkezi fark formuli yazilirsa sirasiyla

Un+l_U n+1
_ 1#=gl(t)
Un+l _U n+l
k]_ M+12h M-1 _ 92 (t)
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elde edilir. Bu esitlikler sirasiyla

Uffl =U:{1+1 + 2hgl (t)
kl
ve
Unnﬁll = Ul&+—11 + 2, (t)
kl

olarak yazilabilirler. Goriildtgl gibi bu son esitliklerde problemin ¢6zim bdlgesi icine
dismeyen U"'ve U™ hayali degerleri bulunmaktadir. Bu hayali degerler
m=0ve m=M igin (2.46) fark yaklasiminin kullaniimasiyla yok edilebilir. Boylece

Neumann sinir sarth isi iletim probleminin kapali sonlu fark yaklasimi,

(1+2r)Ur?fl—2rUr';j—2k—mgl(t):U;, m=0 (2.49)
1

—rUp +(1+2r) Ut —rupt =Upn, m=1(1)M -1 (2.50)

_2ru;+1+(1+2r)ur”n*l—2k—mg2(t):Unﬂ+, m=M (2.51)

1

olarak bulunur.

iii) Robin Sinir Sarth Isi iletim Problemi

(2.32) ile verilen Robin sinir Sartlarinda oU /ox turevi yerine (2.48) ile verilen merkezi

fark yaklagimi vyazilirsa, sol sinir Uzerinde m=0(X=O) ve sag sinir Uzerinde

m=M (x=1) olacagindan sirasiyla

n+l n+1
_ U1 -U -1
1

TR mUg " =h(t) (2.52)

n+1 n+1
U M +1 _UM—l

k
2 2h

+mUpyt=h,(t) (2.53)

veya
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unt=um +2kﬂ(hl(t)—mlug+l) (2.54)

1

h
Un =un, +2k—(h2 (t)-muy?) (2.55)

M+1
2

hayali degerleri elde edilir. Bu degerler m=0ve m=M igin (2.46) fark yaklasiminin

kullanilmasiyla yok edilebilir. Bdylece Robin sinir sarth isi iletim probleminin kapali

sonlu fark yaklasimi herhangi bir n—inci zaman adimi igin

(1+zrﬂl)u:;1_2ru;j_%mq(t):u;, m=0 (2.56)
—rUp +(1+2r) Ut —rupt =Up, m=1(1)M -1 (2.57)
2rh

—2rUnt + (L+ 2r B, )UN - —h(t)=Up+ m=M (2.58)

2

olarak yazilabilir.

2.5.3. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

Bu yontem John Crank ve Phyllis Nicolson tarafindan 6nerilen modifiye edilmis bir
kapali yontemdir [32]. Bu yontem sirasiyla (2.35) ve (2.46) denklemleriyle verilen agik
ve kapali sonlu fark yaklagimlarinin sag taraflarinin averajlarinin alinmasiyla elde

edilmistir.

(2.29) 1s1 iletim denkleminin Crank- Nicolson sonlu fark yaklagimi

n+1 _ n n+l _ n+1 n+1 n n n+l
Um Um ZEOC Um—l ZU? +Um+1 +Um—l 2U2m +Um+1 (259)
k 2 h h
dir. Bu denklem m=0(1)M ve n=0(1)N igin
—rUp +(2+2r)upt—rupt =rUp  +(2-2r)Uy +rUp (2.60)

olarak yazilabilir [35].
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i) Dirichlet Sinir Sartli Isi iletim Problemi

Bu 1si iletim problemi icin herhangi bir n-inci ve n+1-inci zaman adimlarindaki
Ug, Uy ve U™, UM degerleri sirasiyla (2.30) sinir sartlarindan bilinen degerler

oldugundan (2.29) 1si iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi,

r =ak/h? olmak tzere, m=1(1)M —1ve n=0(1)N igin

—rUp +(2+2r)Up™ —rUp =rUp  +(2-2r)Up +ru;, (2.61)

m+1 m+1
seklindedir.
ii) Neumann Sinir Sarth Isi iletim Problemi

(2.31) ile verilen Neumann sinir Sartlarinda oU /ox tlirevi yerine n-inci zaman
adimindaki (2.23) ve n+1—inci zaman adimindaki (2.48) merkezi fark formdulleri

yazilirsa sirasiyla

_le— =g, () (2.62)
—klw =g,(t) (2.63)
kl% =g,(t) (2.64)
klw =g,(t) (2.65)
elde edilir.

Goraldaga gibi bu son esitliklerde problemin ¢oziim boélgesi icine dismeyen
u,utun ., ve UM hayali degerleri bulunmaktadir. Bu hayali degerler
m=0ve m=M icin (2.60) fark denklemi ve (2.62), (2.63), (2.64) ve (2.65) denklemleri

kullanilarak yok edilebilir. Boylece Neumann sartli isi iletim probleminin Crank-Nicolson

sonlu fark yaklagimi

(2+2r)upt—2rurt =(2-2r)Up +2ru;, +4r hgli(t), m=0 (2.66)

m+l — m+1
1

UL+ (24 20U ST = UL+ (2-20)U £ UL, melOM L (267)

m+l m+1?
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—2rUp +(2+2r)Upt =2ru;n  +(2-2r)U, +4r hgﬁ (t) m=M (2.68)

2
olarak elde edilir.

iii) Robin Sinir Sarth Isi iletim Problemi
(2.32) ile verilen Robin sinir sartlarinda oU /ox tirevi yerine n—inci zaman

adimindaki (2.23) ve n+1—inci zaman adimindaki (2.48) merkezi fark formulleri, sol

sinir izerinde m=0 (x=0) ve sag sinir iizerinde m=M (x=1) olacagindan sirasiyla

—kl%ﬂnlug =h,(t) (2.69)
K, %Jr mUy, =h,(t) (2.70)
) 1U1n+lz_h—unlﬂ +mUg™ =hy(t) (2.71)
K, wju muUpy" =h, (t) (2.72)

elde edilir. Bu vyaklasimlar problemin ¢6zim boélgesi igcine dismeyen
u-,ubt ur o ve UT hayali degerlerini igermektedir. Bu hayali degerler
m=0ve m=M icin (2.60) fark denklemi ve (2.69), (2.70), (2.71) ve (2.72)

denklemleri kullanilarak yok edilebilir. Béylece Robin sinir sarth isi iletim probleminin

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

(2+2rB)Upt —2rups =(2-2rB,)Un +2rU; , +4r hhll((t), m=0 (2.73)

m+l T m+1
1

m+l m+1?

—rUp S +(2+2r) U™ —rUp =ruUp  +(2-2r)Up +rUp, m=1(1)M -1 (2.74)

—2rUpt +(2+2rB,)Un =2ruy  +(2-2rB,)U, +4r%(t), m=M (2.75)

2

olarak bulunur [34].
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2.6  Agirhkh Averaj Yaklagimi

(2.29) ile verilen st iletim denkleminin agirlkli averaj yaklasimi, 0 <8 <1 olmak uzere,

Ur-u! «

” = {o(upi-2up™+Ur )+ (1-0)(U;

m+l m+1

—2un+Un, ) (2.76)

veya

—rQU + (14 2ro)Upt —reu s =r(1-0)Uh  +(1-2r)(1-6)Up +r(1-6)U,

m+l — m+1

(2.77)

seklindedir. Burada (2.77) denklemi & =0 igin (2.29) 1s1 denkleminin agik sonlu fark
yaklasimini, =1 icin tamamen kapahl sonlu fark yaklasimini, &=1/2 igin Crank-

Nicolson sonlu fark yaklasimini verir [32].

2.7 Taylor Seri Yaklagimlari ve Sayisal Hatalar

Tim sayisal yontemlerde 6nemli olan yaklasim hatalari hakkinda, bu dogrudan
yaklasim ile herhangi bir bilgi edinemeyiz. Sonlu fark gosterimleri ¢ogunlukla Taylor
serilerinden elde edilir. Bu yaklasim hatalarinin bulunmasina da yardim eder ki; bu

hatalar kesme hatasi olarak bilinir [37].
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2.8 Diizgiin Ag Sistemi

Sekil 2. 5 Dizglin ag sistemi
Sekil.2.5’te goruldugu gibi Ax=h=sbt, Ay=k=sbt olan dizgin aralikh bir sistemi
g6z 6niline alalim.
(x,+h) ve (x,—h)'da bir u(x,y) fonksiyonu X, ye gore Taylor serisine agilirsa,

sirasiyla

2 2 3 13
ou(x,y) h" o U(XZ, y) h"o U(xs, ),
19)4 21 oX 31 ox
u(xy)  h* du(xy) h’du(xy)
- R
OX 21 0oX 3 ox

u(x+h,y)=u(x,y)+h

(2.78)

u(x—h,y)=u(x,y)-h
elde edilir. Burada h, ag buyukligi(grid size) veya ag boslugu (grid spacing) veya adim
buayuklugiu (step size) olarak adlandirilir. Yaklasimin olmasiicin h yeterince kiglktur.

Birinci indis x-pozisyonunu, ikinci indis ise y-pozisyonunu gostermek Uzere ikili alt indis

gosterilimi ile bu ifadeleri yazalim:

ou; h2du; h®d

U =Ujth—+———t —— (2.79)
ox 2! ox 3! ox
ou . h?o°u . h®ou .

Uy =t —h—2L LN R (2.80)

VT e 21 o 31 ox
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(2.79)'dan

AU, U, —U; hou,; h?du
= Y 2 A1 3
OX h 2! ox 3! ox (2.81)
_ui+l,j —U; ;
=——=+0¢(h)
elde edilir. Benzer sekilde (2.80)'den da asagidaki ifade elde edilir:
2 3
ou, ; Ui Uiy _ﬂa Ui ; _h_28 U, ;
2 3
OX h 2! ox 3! ox (2.82)
Uij = Uiy j
:T+O(h)

Boylece iki ve daha yliksek mertebeden tirevler iceren terimler bu ifadelerden
kesilirse, birinci mertebeden tirevler icin ileri ve geri fark yaklasimlarini elde ederiz. h
yeterince kiclk olmasi gerektiginden seri yakinsaktir. Tim kesilen terimler igin
kullanilan ifade, ilk seri nereden kesilmisse o terimin mertebesinin bliyikligine uygun

sekilde yazilir.

(2.81) ve (2.82)’de h mertebesinden hata O(h) olarak bu kesilen terimleri ifade eder.

Verilen bir problemdeki tiim tirevler ayni mertebeden oldugundan bu kesme hatalari
yaklasik olarak h ile orantilidir. Yani h yarisi kadar kiicultiilirse hatalarda yarisi kadar
kiictlecektir. Bu sonlu fark ifadeleri “birinci-mertebeden dogrulukludur” denir. Fiziksel
olarak kesme hatasi, tirevin gercek degeri ile sonlu fark degeri arasindaki fark olarak

gosterilir [44].
Eger (2.79)-(2.80) ele alip, tekrar diizenlersek, merkezi fark ifadelerini elde ederiz:

2 A3
aui,j _ ui+l,j _ui—l,j h 0 ui,j

ox 2h 31 o
u

i+1,j _ui—l,j 2
=12 14 4 O(h
o (h?)

(2.83)

Kesme hatasi O(h?) dir ve h” ile orantilidir. Béylece merkezi fark ikinci-mertebeden

dogruluga sahiptir. Bu durumda h vyarisi kadar kiiciltildigliinde kesme hatasi h
mertebesindeki hatadan bir ceyrek daha kiiciik olacaktir. Bu da merkezi farklarin

hatasi, ileri ve geri farklarin hatasindan daha kicik hataya sahip oldugunu gosterir.
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Geometrik olarak Sekil 2.6’dan goérulecegi gibi birinci mertebe tlrev igin merkezi faklar

gercek tanjanta daha yakindir.

uix)y - Geri Fark
Merkezi Fark
R
-

Sekil 2. 6 Fark yaklasimlari

Eger (2.79)+(2.80) toplanip diizenlenirse ikinci mertebeden tiirev icin merkezi farklari

elde ederiz:

2 4
OUj Uy =205 +Uiy +2_h6 U, ;

ox? h? 41 ox* (2.84)
U, —2u . +U_,
i+l hlgj i-1,j +O(h2)
Benzer olarak Yy ’ye gore tirevler soyledir:
ou. . o —U .
ul,j :u|,1+1 ul,J +O(k)
oy k
8;; _ Ui _kUi'H +0(K)
(2.85)
aui i U j+1_ui j-1 2
(9!
oy 2k
2
aa;iz,j _ ui,j+1 - 2'-:(i,2j1 + ui,j—l +O(k2)
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(2.84) ve (2.85) denklemleri siklikla kullanilirlar. Bunlar, yiksek mertebeden tiirevler
veya ¢ok nokta kullanarak daha dogru olan merkezi fark ifadelerinin elde edilmesinde
kullanilirlar. Bu bélimin sonunda bu ifadeler verilmistir. Yiiksek mertebeden tiirevler
icin sonlu farklar nadiren kullanilir. Clinki fiziksel problemlerdeki KDD’lerin ¢ogu ikinci
mertebedendir. Daha dogru olan bu ifadelerin nadir kullanilmasinin sebebi, ¢cok daha
fazla terim icermeleridir. Buna alternatif olarak dogrulugu daha disiik olan ifadelerdeki

ag genisligi kugultllerek, dogruluk arttirilabilir [44].

2.9 Sayisal Hatalar

iki tiir sayisal hata vardir: Kesme ve Yuvarlatma hatasi. Sayisal ¢éziimiin dogrulugunu
etkileyen diger hatalar ise eksik yaklagimlar (ardisik yontemler igin), veri giris hatalar
vd dir. Bu hatalar, bununla birlikte sayisal yontem ve bilgisayar kullanimiyla iliskili

degildir. Bunlar dikkatle kolaylikla kontrol edilebilir.

2.8’de tartisildig gibi Taylor serisinin ihmal edilen terimleri kesme hatasini olusturur.
Daha once elde edilen tiim sonlu fark gosterimleri icinde gorildigi gibi, seride daha
fazla terim hesaba katildiginda ve/veya ag blyukliglu azaldiginda kesme hatalari da
azalir. Bununla birlikte seriye cok terim katmak uygulama acisindan giclikler icerir.
Cunkli yuksek mertebeden tlirevler icerirler. Dahasi bilgisayar sonsuz bir seriyi
degerlendiremez. Teoride, ag buyuklGgl sifira yaklasirken kesme hatalari da sifira
yaklasir diye distnebiliriz. Ama pratikte ag buyikllkleri iki sebepten dolayi ¢cok kiiclik
secilemez. ilki, ¢coziimdeki toplam hata (kesme ve yuvarlatma hatalarinin toplami)
yuvarlatma hatasi birikmesi nedeniyle ¢6zimi hatali hale getireceginden onemli
olabilir. ikincisi, verilen hesaplama bélgesindeki ag sayisi asiri fazla olabilir, dyle ki
¢O6zimi Uretmek icin daha fazla bilgisayar zamani gereklidir. Bilgisayar zamanindaki
artis, iteratif yontemlerde daha da ciddidir. Kesme hatasi ve ag genisligi arasindaki iliski

Sekil.2.7'de gosterilmistir.

Bir dijital bilgisayarda bir gercel sayi bir sonlu dijitteki formda yuvarlatilarak saklanir.
Ornegin, 2/3 sayisi bir bilgisayarda 0.6666667 sayisina denk binary formda
yuvarlatilarak saklanir. Aslinda gercek deger 0,66666666... dir. Yuvarlatmanin sebep
oldugu hata yuvarlatma hatasi olarak adlandirilir ve bu kaginilmazdir. Yuvarlatma

hatalari makineye baglidir. Sonlu fark gosterimlerinde, eger ag genisligi cok kiicikse
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komsu ag noktalarindaki bagiml degiskenin degerleri ¢ok yakindir. Sonlu fark degeri
gibi kiguk bir degerin baska kiguk bir degerle bolinmesi 6nemli yuvarlatma hatasina

sebep olur. Bunu gostermek icin ileri fark denklemini géz 6niine alalim:

Uiy U j—Up (2.86)

ox h

u=ye* ve tum sayilar ti¢ ondalik basamakla yuvarlatiimis olsun ve x=1.3 de y=1
olsun.

ou e gl 3706 -3.669

— = =3.700, h=0.01
OX 0.01 0.01

a_u . e(l.3+0.001) _e1.3 B 3673—3669

=4.000, h=0.001
OX 0.001 0.001

ou  e¥Om _etd 3.670-3.669
X 0.0001 0.0001

=10.000, h=0.0001

Oysa gercek deger e =3.669 dur. Bu yizden ag genislikleri kiiciilirken yuvarlatma
hatalari bayir. Ag genisliklerini kiiglltlilmesi, verilen ag bdlgesi icin ag noktalarinin
sayisinin artmasindan dolayi aritmetik islemlerin artisi ve her adim igin yuvarlatma
hatalarinin birikmesine yol agmasi ile bir KDD’nin ¢dziimiinde durum daha da kétlye
gidecektir. Daha buiylik ag genisligi daha kiiciik yuvarlatma hatasina sebep olmasina
ragmen iki sebepten dolayi ag genisligi cok blylk secilemez. Bunlardan ilki, asiri kesme
hatasindan dolayr toplam hata énemli hale gelir. ikincisi, kesin ydntemlerdeki
kararsizhgin ¢c6ziime etki etmesidir. Ag genisliginin arttiriimasi yerine yiiksek hassaslikla
aritmetik kullanarak yuvarlatma hatalari blyik oranda azaltilabilir. Ciinkii bu durumda
kayan-nokta sayisi i¢in daha fazla basamak kullanilir. Bununla birlikte bu ¢ok daha fazla
zaman ve yer kaybina sebep olur. Yuvarlatma hatasi ve ag genisligi arasindaki iliski

Sekil.2.7'de gosterilmistir.
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|zg3ra boyutu

Sekil 2. 7 Ag boyutuna bagl olarak hatalar

Sekil.2.7’de gosterildigi gibi anlamli ¢6ziim elde etmek icin toplam hata kontrol
edilmelidir. Yer ve hiz etkenlerini distinerek, dogrulugu iyilestirmek icin sadece son
care olarak yiiksek hassas olan hesaplamalar kullanilabilir. Minimum toplam hata icin
ag genisliginin analitik hesabi ¢cok glctlr. Minimum toplam hata icin ag genisligi tahmin
etmenin basit bir yolu deneme-yanilmadir. O halde belli bir ag genisligi icin elde edilen
sayisal sonuctan sonra farkh (siklikla daha kiictik) ag genisligi icin tekrar sayisal ¢6zim
elde edilir. Bu iki basarili sonug karsilastirildiktan sonra gerekli ag genisligine karar

verilebilir.

Bununla birlikte minimum toplam hata icin ag genisligi en iyi secim olmayabilir. Cok
ihtiyac olmadikca yavasca genisleyen ag blylkligi belki daha iyi olacaktir. Clink(i daha
az ag icereceginden ¢6zimi elde etmek icin daha az bilgisayar zamanina ihtiyac
olacaktir. Ag genisligi secimi problemin fiziksel dogasina da baghdir. Hesaplama
bolgesindeki ¢coziimiin yavasca degismesinin beklendigi problemler icin daha biiyik ag
genisligi kullanilabilir. Hizli degisimi zapt edebilmek icin bolgedeki ¢6zimin hizlica
degismesinin beklendigi problemlerde daha kicik ag genisligi kullanilmahdir.
Bolgesinin bir kisminda ¢6zimiin yavasca degismesinin ve diger kisminda ise daha
yavas degismesinin beklendigi problemlerde “hizli-degisen” bolgede dar aralikh agh ve
“yavas-degisen” bolgede genis aralikli agh diizgiin olmayan sistem kullanilmasi en

uygun secim olacaktir [37].
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2.10 Klasik sonlu fark yontemlerinin lokal kesme hatasi

Bu bolimde a =1 igin (2.29) isi iletim denkleminin agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu

fark yaklasimlarinin lokal kesme hatalarinin mertebesi hesaplanacaktir.

a =1igin (2.29) i1si iletim denklemi

2
M Yy (2.87)
ot ox
olur. (2.87) 1si iletim denkleminin tam ¢ézimi U; ve bu denkleme karsilik gelen

herhangi bir sonlu fark denkleminin tam ¢6ziimi de U_ olsun. Bu durumda u; =U"

dir.

2.10.1. Agcik Sonlu Fark Yaklagiminin Lokal Kesme Hatasi

(2.87) denklemine karsilik gelen agik sonlu fark denklemi

n+l n n n n
(U): U, —Uy _um—l_zum +Un -0

K h?

seklindedir.

Boylece lokal kesme hatasinin tanimindan

n+l _pn no_ n n
_Up"-Up Up, —2Up+Up, (2.88)
k h?

T, =F..(U)

dir. U" ,,U" . ve U™ ifadelerinin Taylor seri agilimlari sirasiyla

no=U {(m +1)h,nk} =U(x, +ht,)

m+l
2 3 2.89
=Ur’;+h(a—uj e 6% w1y éli + .. (2.89)
X Jon 2 OX mn 6 OX o

Up, =U{(m-1)hnk}=U(x,-ht,)
2 3 2.90
:u;—h(@j +3h2(5fj _lh{a‘gj ;e (250)
X Jon 2 ox )., 6 ox* )
Upt=U {mh,(n+1)k}=U(x,.t, +k)
2 3 291
:U;+k(@J Ly 8L2J Ly 6L3J + ... (2.91)
ot ), 2 ot o 6 ot o
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dir. (2.88) esitliginde (2.89), (2.90) ve (2.91) esitliklerinin yazilmasiyla

2] 2, 4 3| 6
T, =| & Y L fou) e Lefou s L foU e 1Y) (2.92)
"l a2 a?) 12 (') 6 (o) 30 (o)

elde edilir. U , verilen kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimi oldugundan agik¢a

w_ )
ot ox? -

dir. Boylece lokal kesme hatasinin esas kismi

1,00 1 _,0U
Sk 2 19 h 4
2 ot 12  ox

seklindedir. O halde lokal kesme hatasi
T, =0(k)+0(h?)

m,n

dir [34].

2.10.2. Kapali Sonlu Fark Yaklasiminin Lokal Kesme Hatasi

(2.87) denklemine karsilik gelen kapali sonlu fark denklemi

n+1 n n+1 n+1 n+1
F (u)_um —U, _um—l_zum +Ung =0
meAT K h? B

seklindedir. Boylece lokal kesme hatasinin tanimindan

n+l_pn n+l n+l n+1
:Um Um _Um—l 2Um +Um+l =0 (293)
k h*

dir. UM, UM ve U™ ifadelerinin Taylor seri agilimlari sirasiyla

Upi=U{(m+1)h,(n+1)k}=U(x, +ht +k)

m+l —
2
=Un2+l+k(8—uj Ly 88 +
ot m+1,n 2 ot m+1,n

2 2 (2.94)
=U,’;+ha—u+l Zag okl U;+ha—u+£hzag+...
oX 2 OX ot ox 2 oX
2 2,
+1k25_2 U;+h%+lhzag+... + .
2 ot ox 2 oX
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Upi=U{(m-1)h,(n+1)k}=U (x, —ht, +k)

2,
=U’ k(auj +1k2 alﬁ +
X sy 2 00 )

2 2 (2.95)
TL N TICLA SR [T T
ox 2 ox? OX 2 ©OX
2 2
ey p M LY L
2 ot? ox 2 ox?

dir. (2.93) esitliginde (2.91), (2.94) ve (2.95) esitliklerinin yazilmasiyla
2, 2, 4 2 2,

(Y0 (DY) (2] E() Le ().

’6t6xm’n26tm'n24 8Xm'n6t6tm’n28tax

elde edilir. U , verilen kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimi oldugundan,

oy 82U 0

ot ox -

dir. Boylece lokal kesme hatasinin esas kismi,

2 o2 24 o

2 4
[1kau 1 hzau}

seklindedir. O halde kapali yontem icin lokal kesme hatasinin

T,n =0(k)+0(h?)

m,

oldugu goralir [32].

2.10.3. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklasiminin Lokal Kesme Hatasi

(2.87) denklemine karsilik gelen Crank-Nicolson sonlu fark denklemi

n+1 n n+1 n+l n+l
(u):um —um_um_l—2u +Upy + —2u; +Up . 0

K 2h2

seklindedir. Lokal kesme hatasinin tanimindan

n#l _pqn n+l n+l n+l n n
_Unt-Un Upi-200" UG 40 200+ o (2.96)
k 2h?
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dir. (2.89), (2.90), (2.91), (2.94) ve (2.95) ifadelerinin Taylor seri agihmlarinin (2.96)

esitliginde yerlerine yazilmasiyla

2 2 3 4
p (WY} Lo FUT L2 1200 g o)
’ ot oX o ot oX - 6 ot° 12 oX

elde edilir. U fonksiyonu verilen kismi diferansiyel denklemin tam ¢6ziimu oldugundan

acikca

ou oU
——— =0
ot ox mn

dir. Boylece lokal kesme hatasinin esas kismi

{lkz o°U 1 2 a“uj

6 of 12 o
seklindedir. O halde Crank-Nicolson yontemi igin lokal kesme hatasinin mertebesi

T, =0(k?*)+0(h?)

m,

dir [36].
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BOLUM 3

KLEiN-GORDON DENKLEMIiNiN SONLU
FARKLAR METODU iLE ¢OZUMU

3.1 Klein-Gordon Denklemi

Klein-Gordon denklemi goreli kuantum mekanigi ve alan teorisinde karsimiza gikar,
yuksek enerji fizikgiler igin bliyik ©6nem tasimaktadir ve birgok farkh olgulari
modellemek icin kullanilir. Tek boyutlu Klein-Gordon denklemi asagidaki kismi

diferansiyel denklem ile verilir.

2 2
Zt_‘:za%_u%q(x,t) ;a<x<b, 0<t<T, u=u(xt)

Sinir sartlarlz(Dirichlet sinir kosullarl)
U(O't)zﬂ’a(t) 1 U(llt)=7’b(t) (31)

Baslangig sartlari:
u(x,0)=f(x) ; u(x,0)=9(x)

Bu problemin ¢o6ziminld sonlu fark metoduyla bulmak icin ¢6zim bdlgesini
ayriklastirmak gerekir. Bolgeyi X ekseni boyunca Ax adim araligi ile t ekseni boyunca

At adim arahgi ile bolebiliriz. Bu sayede x ekseni jAX araliga, t ekseni mAt araliga

bollinmis olur [34].

Sonlu fark semasi olusturulurken denklemdeki tiirevli ifadeler yerine bunlarin Taylor

acthmi ile elde edilmis yaklasik ifadeleri yazilir. Dizenleme yapilarak sonlu fark semasi
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olusturulmus olur. Taylor agilimi yapilirken kullanilan noktalarin araliklari ileri, geri ve

merkezi olarak farkl sekillerde alinabilir.

Ornegin problemdeki Z—: ifadesi su sekilde degistirilir.
X
U(X, t+At) =u(x,t) +u,(x,t)At +#(At)2 +

u(x,t+At) =u(x,t) +u,(x,t)At + O(At)

(3.2)
0 () = u(x,t+At)—u(x,t) +O(AY)
At
Ut(X,t) :w—_lJr:

At

Benzer sekilde diger tiirevli ifadelerin yerine de fark ifadeleri yazilirsa fark semasi elde

edilmis olur. (Kolaylik olmasi i¢in o=1 olarak alalim.)

u, (x,t) = ( m*le ml) (3.3)
0, (1) = (Jma (ZAU)+U“) (3.4)

3.2 Acik Fark Semasi

Bu fark semasinda bilinen degerlerin kullanilmasi ve iterasyonla ¢6ziim yapilmasi igin
ileri, geri ve merkezi fark acilimi kullanilabilir. Dolayisiyla elde etmek istedigimiz fark
semasl asagidaki gibi olur.

m+1

— 2] +V] T 2v] +Viy (

(A'[) a (AX) ;n) q( i m) (3.5)
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Sinir ve Baslangig sartlarimiz;
Vo =7a(tn) ve Vi =7.(tn)
u(x,0)=v}=1f(x;) ve

m+l _ \,m +1_ 4,0

i el
ut(x,t)=T = U (x,0)=g(x)) JAt ‘

At
seklinde olur. Cesitli dizenlemeler yapilirve r = ™ olarak alinirsa;
X

2

VTH _ ZVT Ly™ = % I:V;n—l _ ZVT +ym :I— (At)2 (V;n )2 + (At)zq (Xj ,tm)

j j+1

=r

Vi = 2v] v = e [V 2v] v |- (AP (V] )2 +(A0%a(x 1)

j+1

=r? [V + V], |- 2r7v] — (At)® (v}“)2 +(At*q(x;.t,)
Bu elde ettigimiz denklemde bilinen ve bilinmeyen degerleri farkl yerlerde toplarsak
=V =r? [v?_l +v;“+l]+[2—2r2 —(At)zvﬂv}“ —vit (At)zq(xj ,tm) (3.6)
denklemini elde ederiz.

Agik fark semasinin kararli bir ¢6ziim elde edebilmesi igin;

2
[ﬁj <1
AX

oraninin saglanmasi gerekir.
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3.2.1 Acik Fark Semasinin Kararlihk Analizi

Yaklasik ¢6ziimii icin degiskenlerin ayrilmasi yontemini kullanirsak asagidaki denklemi

elde ederiz.
u (xt) =T ()™ =V =ee™ [T (t)|<1 (3.7)

Bu elde ettigimiz ayrik ¢6ziim ifadesini Klein-Gordon Denklemi igin olusturulan agik fark

semasinda yerine yazarsak;

(At)z [eiH(t—At)eiix _2gi®%eix eie(nm)em] _ A:)L()Z |:ei01eil(x—Ax) _ 9giftgisx eiateil(mAx):I (3.8)

(M)

= ile carparsak (3.9) denklemini elde
e e

(3.8)'de ﬂ:r alip ve her iki tarafi
AX

ederiz.

2

2

I:e—iem _2qeit] = (At)

AX) |:e—iiAx r Zeiix + eile] (39)

~—~

e* =cosx+isinx oldugunu biliyoruz,
(Cos OAt —isin OAt — 2+ cos OAL + i sin GAL) = r? [cos AAX —isin @AX — 2+ COS AAX + i Sin GAX]

Denklemi bulunur bu denklemde imajiner kisimlar sadelestirilirse,

(cos OAt — iSirBAt — 2+ cos OAt + i SirEAt ) = r? [cosﬂAxM—2+cos/le+M]

2(cos At —1) = 2r*[cos AAx —1] = (cos OAt —1) = r?[cos AAX —1] (3.10)

(3.10) denkleminde trigonometrik donusiimler uygularsak;

et
(5wl ()]

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

:sinz(@J:r{sinz(@ﬂ (3.11)
2 2
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denklemi elde edilir. Burada, 0 <sin? (%j <1 oldugundan

0< rzsinz(%jsl (3.12)

<1

dir. Buradan r? <1 olarak bulunur. Buda Klein-Gordon Denkleminin kararli olabilmesi

icin bizim aradigimiz kosuldur.

3.3 Kapal Fark Semasi (Crank — Nicholson)

Bu yontemde bilinmeyen nokta sayisi birden fazla olmalidir ve denklem sistemi
yardimiyla ¢dziime ulasilir. ileri ve merkezi fark kullanilmasi gereklidir. Normal kapali
semaya ek olarak Crank — Nicholson semasi kullanilarak bir tiirev ifadesi igin ayni anda
hem ileri hem de merkezi fark kullanilir. Acik semaya benzer sekilde fark ifadelerini

Klein-Gordon Denkleminde yerine yazarsak asagidaki kapali fark semasini elde ederiz.

m+1

— 2] +V Rt AR AT
) sl @13

(3.13) denkleminin her iki tarafini (At)2 ile carpalim;

—2v +VI = (At) [v"“l AR (At)z(v.) +(At*q(x;.t,) (3.14)
buradan,
AT +v'“+1_(—) (Vi =2v vt |- (At)z(v.) +(At*q(x;.t,) (3.15)

At
denklemini elde ederiz. (3.15)'te r = " alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa;
X

—2u] VT = [V VT - 2rv] T — (A (V] ) +(At*q(x;.t,) (3.16)

j+1
Bilinmeyen terimleri bir tarafa toplarsak;

[1+2r ]v””l_r [v;"+11+v"‘+l] [2 (At)zv"‘]v —Vi™+(At)? q( 0 m) (3.17)

j+l
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Kapal fark semasini elde ederiz m ve j degerlerine gore sol tarafta bilinmeyenler

olusur ve bir denklem sistemi elde ederiz bu denklem sistemi ¢oziilerek bolgedeki tim
noktalar yaklasik olarak hesaplanir. Kapali fark semasinda kararhlik sorunu olmadigi igin

kararlilik analizi yapilmasina gerek yoktur.

3.4. Ornek:

u, —u, +Uu? :6xt(x2+t2)+x6t6, xe(01), 0<t, a=1 (3.18)
u(x,0) =u,(x,0)=0, xe(0,1)

u(0,t) =0, u@t)=t*, t>0

denklemini Ax=0.1000 ve At=0.0857 degerleriigin ¢ozlinlz.

Bu denklem icin analitik ¢c6ziim;

u(x,t) = x>t (3.19)
Denklemimizi Maple programi yardimiyla ¢ozecek olursak elde edecegimiz ¢6ziim

grafigi asagidaki gibi olur.

Sekil 3. 1 Acik Sema Ax=0.1000 ve At=0.0857
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Kapali Fark Semasi ile ¢c6zim yaptigimizda asagidaki ¢6ziim grafigini elde edebiliriz.

Sekil 3. 2 Kapali Sema Ax=0.1000 ve At=0.0857

Grafiklere bakildiginda, ¢6zim araliklari ¢ok kigik alindigr icin aradaki fark
anlasilmayabilir. Bu ylizden c¢esitli noktalardaki yaklasik ve analitik ¢6zim degerleri
karsilastirilarak, yaklasik ¢coziim ve analitik ¢c6zim arasindaki farklar rahat bir sekilde

gorilebilir.
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Cizelge 3. 1 Ornek 3.1 igin hata analizi

Acik Sema
X Analitik C6ziim
Yaklasik Deger Hata

0 0 0 0
0.1 0.6525240e-6 0.1000000e-5 0.3474759%e-6
0.2 0.4243424e-5 0.8000000e-5 0.3756575e-5
0.3 0,0000137e-4 0,000270e-4 0.0000132e-4
0.4 0.0000319e-4 0.0000640e-4 0.0000320e-4
0.5 0.0000620e-4 0.0000125e-4 0.0000629e-4
0.6 0.0001067e-3 0.0002160e-3 0.0001090e-3
0.7 0.0001691e-3 0.0003430e-3 0.0001738e-3
0.8 0.0002520e-3 0.0005120e-3 0.0002599%e-3
0.9 0.0003584e-3 0.0007290e-3 0.0003705e-3

1 0.0005223e-3 0.0010000e-2 0.0004776e-3

Bu tabloya baktigimizda ¢6zim bdlgesinin farkl

karsilastirildiginda kapal fark semasi ile hesaplanan yaklasik ¢éziimiin daha yakinsak

¢Ozlimler verdigi gérilmastdr.
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3.5. Ornek:

U, —U, +u? =—cost+x’cos’t, xe(-11), O<t, a=1
u(x,0) = x, u (x,00=0, xe[0,]

u(0,t) = —cost, u(l,t) = cost, t>0

denklemini Ax=0.1000 and At =0.0857 degerleri igin ¢6zliniz.
Bu denklem igin analitik ¢6zim;

u(x,t) = xcost

(3.20)

(3.21)

Denklemimizi Maple programi yardimiyla ¢ozecek olursak elde edecegimiz ¢6zim

grafigi asagidaki gibi olur.

Sekil 3. 3 Actk Sema Ax=0.1000 ve At=0.0857

Kapali Fark Semasi ile ¢c6zim yaptigimizda asagidaki ¢oziim grafigini elde edebiliriz.
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Sekil 3. 4 Kapali Sema Ax=0.1000 ve At=0.0857

Grafiklere bakildiginda, ¢6zim araliklari ¢ok kigluk alindigi igin aradaki fark
anlasilmayabilir. Bu ylizden c¢esitli noktalardaki yaklasik ve analitik ¢ozim degerleri
karsilastirilarak yaklasik ¢6zim ve analitik ¢6zim arasindaki farklar rahat bir sekilde

gorilebilir.
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Cizelge 3. 2 Ornek 3.2 icin hata analizi

Acgik Sema
X Analitik C6ziim
Yaklasik Deger Hata

0 0 0 0
0.1 -0.4326934581 -0.4322418447 0.0004516134
0.2 -0.3134630157 -0.3241813835 -0.0107183678
0.3 -0.1962114060 -0.2161209224 -0.0199095164
0.4 -0.08131869712 -0.1080604612 -0.02674176408
0.5 0.03065756452 0 -0.03065756452
0.6 0.1369726038 0.1080604612 -0.0289121426
0.7 0.2146389950 0.2161209224 -0.0255180726
0.8 0.3456333291 0.3241813835 -0.0214519456
0.9 0.4493244414 0.4322418447 -0.0170825967

1 0.5529893615 0.5403023059 -0.0126870556
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

Bu galismada, Klein-Gordon denkleminin sonlu farklar metoduyla ¢6ziimi incelendi, bu
tanimlar acik olarak ifade edildi ve bu tanimlari agiklayici érnekler verildi. Sonlu fark
metodu kullanilarak Klein-Gordon denkleminin, agik ve kapali fark semalari ile yaklagik
¢ozimler elde edilmistir. Bu ¢6zlimlerin hangisinin analitik ¢6zime daha ¢ok
yakinsadigi ve acik fark semasinin kararl bir ¢6zim vermesi i¢in hangi ¢6zim
araliklarina sahip olmasi gerektigi kararlilik analizi yapilarak bulunmustur. Ornekler icin

Dirichlet sinir sarti ve baslangi¢ sarti kullanilarak analizler yapilmistir.

Daha sonraki ¢alismalarda kesirli mertebeden Klein-Gordon diferansiyel denklemi igin
olusturulan sonlu fark semasinin analizleri yapilabilir ve bu yontemi diger lineer
olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin kullanilabilir hale getirilmesi

saglanabilir.
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EK

KODLAR
Ornek 3.4 icin maple kodlari;

> restart;

> with(linalg):with(plots):

> interface(rtablesize=infinity):

> f:=unapply(-cos(t),t);

g:=unapply(cos(t),t);

>n:=41; m:=199;

> h:=evalf(2/(n-1));

> k:=evalf(5/(m-1));

> X:=Vector(n):for i from 1 to n do X[i]:=-1+(i-1)*h od:

> X:

> T:=Vector(m):for i from 1 to m do T[i]:=(i-1)*k od:

> r:=k/h;

> U:=Matrix(n,m):

> for i from 1 to m do U[1,i]:=evalf(f(T[i])) od:

> for i from 1 to m do U[n,i]:=evalf(g(T[i])) od:

> for i from 1 to n do U[i,1]:=evalf(X[i]) od:

> forifrom1to 1doforjfrom2ton-1do Ufj,i+1]:=r"2*(U[j-1,i]+U[j+1,i])+(2-2*r"2-
kA2*U[j,i1)*U[j,il-U[j,il+kA2*(-X[i] *cos(T[j1)+(X[i])*2*(cos(T[j]))"*2) od: od:

> for i from 2 to m-1 do for j from 2 to n-1 do U[j,i+1]:=r*2*(U[j-1,i]+U[j+1,i])+(2-2*r"2-
kA2*U[j,i1)*U[j,i]-U[j,i-1]+kA2* (-X[j1* cos(T[i])+(X[j])*2*(cos(T[i]))*2) od: od:
UM+

> Yak:=matrixplot(U,color=yellow,style=wireframe):

> display({Yak});

> Ana:=plot3d((-1+2*(x-1)/(n-1))*cos((5*(t-1)/(m-1))),x=1..n,t=1..m,color=red):
> display({Yak,Ana});

> f:=unapply(x*cos(t),x,t);

> Tablo:=Matrix(n,3):

> for g from 1 to n do Tablo[q,1]:=U[q,(m+1)/5] od:

> for g from 1 to n do Tablo[q,2]:=evalf(f((g-1)*h-1,1)) od:

> for g from 1 to n do Tablo[q,3]:=Tablo[q,2]-Tablo[q,1] od:
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> Tablo:

> yeni:=Matrix(11,3):

> at:=(n-1)/10:

> for p from at+1 to n by at do for i from 1 to 3 do yeni[(p-1)/at+1,i]:=Tablo[p,i] od: od:
> yeni;

Ornek 3.5 icin maple kodlari;

> restart;

> with(linalg):with(plots):

> interface(rtablesize=infinity):

> f:=unapply(0,t);

g:=unapply(t”"3,t);

>n:=41; m:=299;

> h:=evalf(1/(n-1));

> k:=evalf(6/(m-1));

> X:=Vector(n):for i from 1 to n do X[i]:=(i-1)*h od:

> T:=Vector(m):for i from 1 to m do T[i]:=(i-1)*k od:

> r:=k/h;

> r2:=k”2/h"2;

> U:=Matrix(n,m):

> for i from 1 to m do U[1,i]:=evalf(f(T[i])) od:

> for i from 1 to m do U[n,i]:=evalf(g(T[i])) od:

> for i from 1 to n do U[i,1]:=evalf(0) od:

> forifrom1to1doforjfrom2ton-1do Ufj,i+1]:=r"2*(U[j-1,i]+U[j+1,i])+(2-2*r"2-
kA2*U[j,i])* UL, il-Ulj,il+kA2* (6 * XTI (X)) A2+(T[j1)~2)+(X[i]*T[j])*6) od: od:

> for i from 2 to m-1 do for j from 2 to n-1 do U[j,i+1]:=r*2*(U[j-1,i]+U[j+1,i])+(2-2*r"2-
kA2*U[j,il)* U, i-Ulj,i-1]+kA2* (6 *XGI* T * (X []) A 2+(T(i])~2)+(X[j]*T[i])*6) od: od:
UAN+:

> Yak:=matrixplot(U,color=yellow,style=wireframe):

> display({Yak});

> Ana:=plot3d(((x-1)/(n-1))A3*(6*(t-1)/(m-1))"3,x=1..n,t=1..m,color=red):

> display({Ana},axes=boxed);

> display({Yak,Ana},axes=boxed);

> f:=unapply(x*3*t~3,x,t);

> Tablo:=Matrix(n,3):

> for g from 1 to n do Tablo[q,1]:=U[q,(m+1)/60] od:

> for q from 1 to n do Tablo[q,2]:=evalf(f((g-1)*h,0.1)) od:

> for g from 1 to n do Tablo[q,3]:=Tablo[q,2]-Tablo[q,1] od:

> Tablo:

> yeni:=Matrix(11,3):

> at:=(n-1)/10:

> for p from at+1 to n by at do for i from 1 to 3 do yeni[(p-1)/at+1,i]:=Tablo[p,i] od: od:
> yeni;
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