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OZET
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1. GIRIS

Klasik kombinatoriyel matematik (ya da kombinatorik) nesneleri belirli kurallara
gore diizenleme problemiyle ilgilenir. Kombinatoriyel problemlerde esas, istenilen
kurallara gére bir diizenlemenin yapilip yapilamayacagidir. Ornek olarak 10 tane
basketbol takimin oynayacagi bir turnuvanin birbirleriyle birer kez oynayacak
sekilde diizenlenmesi verilebilir. Bazen probleme 6zel bir kosul da konulabilir;
Ornegin, test edilmek istenen 5 araba tekerlegi i¢in 5 araba iizerinde hangi sekilde
siralanacagi1 problemi lizerine fazladan her tekerlek her arabada bir kez yer alacagi

gibi bir kosul konulabilir [Comtet,1974].

Bir diger onemli problem, eger bdyle bir tasarim varsa ka¢ farkli yoldan
yapilabilecegidir. Istenilen kurallar basit ise (6rnegin n kisilik siniftan secilecek k
kisilik bir kurul) diizenlemenin varligi acik olacagindan ilgilenilen durum biitiin
diizenlemenin kag tane olacagidir. Fakat, bazen diizenlemenin varlig1 bu kadar agik
goriinmez. Ornegin, Kirkman’m okul kizlar1 ya da Euler’in subay problemleri
diizenlemenin agik¢a goriilmedigi en 6nemli kombinatorik problemlerden ikisidir

[Graham ve ark., 1995].

En 6nemli kombinatoriyel tasarim tiirleri #-tasarimlar, dengeli tamamlanmamig blok
tasarimlar, ikigerli ortogonal dengeli tasarimlar, Latin kareler, ortogonal Dizimler ve
bunlarla iligkili olarak Sonlu Geometri, Cizge teorisidir. Tasarim teorisinin temel
sorusu verilen parametrelerle tasarimin var olup olmadigidir. Bununla ilgili var olma
sonuclar1 kadar var olmama sonucglari da mevcuttur. Bugiin calisilan tasarimlarin
birgok tiirii temel olarak matematiksel bulmacalar ve zeka oyunlarina dayanmaktadir

[Merris, 2003].

Sonlu projektif ve afin geometriler eger boyut en azindan ti¢ ise ¢esitli yollardan 6zel
tasarimlar gibi yorumlanabilir. O nedenle kombinatoryel yapilarin analizi i¢in olan
metodlar bu geometrileri ¢alismak i¢in de kullanilabilir. Boyle bir metot, isabet
matrislerinin  kullanimidir. Isabet matrisleri ve onlarin genellestirmelerinin,

tasarimlar ve daha genel yapilar iizerine olan ¢esitli arastirmalarda zorunlu oldugu



ispatlanmistir. Sonlu geometriler, uygulamalarin ¢esitli alanlarinda bulunabilirler.

Ayrica istatistikte de genis bir uygulama alani goriiliir.

Tasarim teorisi lineer cebir, grup, halka, cebir, say1 teorisini ara¢ olarak kullanir.
Tasarim teorisinin temel icerigi basit olmasina ragmen, tasarimlart kurmakta

kullanilan matematik cesitli ve zengindir.

Kombinatoriyel tasarim teorisinin dogusu 18.nci Yiizyila uzanir. 1782°de Euler,
1847°de Kirkman ve 1853’de Steiner’in problemlerine kadar dayanmasina ragmen
20. yiizyilin basina Fisher ve arkadaglarinin 1920’lerdeki deney tasarimi tizerindeki

calismalarindan sonra matematiksel bir disiplin olarak kabul gormiistiir.

Kombinatoriyel problemler {i¢ ana baglikta toplanir:

1) Klasik Kombinatoriyel Problemler: Se¢im Problemleri, Binom Katsayilari,

Siralama Problemleri, Kombinatoriyel Esitsizlikler v.b.

2) Kombinatoriyel Konfigiirasyonlar: Blok Tasarimlar, Fark Kiimeleri, Latin

Kareler, iliski Matrisleri, Hadamard Matrisleri, Sonlu Geometri v.b.

3) Cizge(Graph) Teorisi
Bu konular kendi aralarinda iliskiye sahiptir.

Bu tezin igerigi kombinatoriyel konfigiirasyonlarla kesikli matematigin onemli
calisma alanli olan hata diizeltme kodlari ihtiva eder. Istatistiksel deney tasarimi da
Kombinatoriyel Konfigilirasyonlarin bir uygulama alanidir.

Kodlama teorisi, 1940’larin sonunda ortaya ¢ikmasiyla birlikte kesikli matematigin

en Onemli konularindan olmustur ve bir¢ok alanda kullanilmaktadir. En 6nemli

uygulama alani iletisimdir. Sekil 1.1 basit bir iletisim sistemini vermektedir.



A 4
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Gonderilen Kanal Gelen

Sekil 1.1. Basit bir iletisim sistemi

Burada gonderilen resim, yazi yada ses olabilir. Kanal ise radyo baglantisi, telefon
hatti yada fiber optik kablo olabilir. Kodlama teorisin temel amaglarindan biri

kanalda bozulan “geleni” ¢oziimlemektir.

Kodlama teorisinin temelinde “kirli bir kanaldan daha iyi nasil veri iletilir?”
problemi bulunur. Bu problemin incelenmesi sonucu iletisim ve bilgisayar
teknolojilerinde bir¢ok ilerleme kaydedilmistir. En 6nemli uygulamalarindan biri
CD’lerin ¢izik ve tozlarla bozulmus olabilecek okuma bozukluklardan en az
etkilenmesini saglamaktir. Buradaki ¢izik ve tozlar, hata diye adlandirilir. Bununla
ilgili telefon ve radyolardaki cizirti, dijital fotograflardaki bozukluklar, 6rnek olarak

verilebilir.

[k ve en 6nemli kodlardan biri Morse kodudur. Bu kodda sembol olarak sadece

nokta ve cizgiler vardir.

Kodlama teorisisin temel mantigini1 anlamak i¢in kiiclik bir 6rnek diisiiniilsiin. 0 ve
llerden olusan bir alfabe mevcut olsun. 00 ve 11 gibi iki kodkekime dikkate alinsin.
Bu kod kelimelerden 11 kirli bir kanal iizerinden gonderildigi diisiiniilsiin. Ve ilk
hanede bir hata yapildig1 varsayilsin. Dolayisiyla aliciya kod kelime 01 seklinde
gelecektir. Burada gelen kod kelimede bir hata yapildig1 bilinmektedir. Iste bdyle bir
koda hata fark etme kodu (error detecting code) adi verilir. Fakat dikkat edilirse, alici
hata yapildigin1 fark etmekte fakat hatanin hangi sembolde yapildigini
anlayamamaktadir. Bunu 6nlemek icin soyle bir yol gelistirilebilir. Kodun uzunlugu
2 olarak degil 3 olarak belirlenir. Bdylece mevcut 2 kod kelime 000 ve 111 seklinde
olur. Dolayisiyla meydana gelecek bir hatada alic1 kod kelimedeki hatay1 sadece fark
etmez aym zamanda diizeltebilir. Ornegin 001 gelen kod kelimesi 000 yakin

oldugundan bu kod kelime olarak ¢oziiliir.



Kodlama teorisi bu ¢er¢cevede daha ¢ok hata diizeltmek i¢in ¢esitli sinirlar ve bunlari

saglayan kodlar gelistirmistir.

Kodlama teorisinde iki temel amag vardir:

1) Sabit kod kelime uzunlugu ve kodun minimum uzaklig: biliniyorken kod kelime
sayisint degerini maksimize etmek.
2) Sabit kod kelime uzunlugu ve kodun kod kelime sayisini biliniyorken minimum

uzaklig1 degerini maksimize etmek.

Son yillarda, hizli bilgisayar varligiyla kombinatoriyel konfiglirasyonun kodlama
teorisine uygulanmast hiz kazanmistir. Kombinatoriyel konfigiirasyonlar optimal
hata diizelten Kodlar bulunmasinda kullanilirken, kodlama teorisi, ¢esitli

kombinatoriyel yapilarin olusturulmasinda ve analizinde kullanilir.

Bu tezde incelenecek olan maksimal kodlarin kurulusunda kullanilan en énemli yap1
Hadamard matrisleri ve Hadamard tasarimlaridir. Hadamard matrislerinin modern
iletisim konusunda bir¢cok uygulamalar1 vardir [Yarlagadda ve Hershey, 1997].
Maksimal hata diizeltme kodlarinin Hadamard matrislerini temel alan kurulus
teknikleri Bose ve Shrikande (1959), Plotkin (1960) ve Peterson (1961)e dayanur.
Ayrica Hadamard matrisleri Walsh fonksiyonuna [Walsh, 1923] dayali olarak sinyal
modellemesinde kullanilir [Harmurth, 1960]. Bu fonksiyon kullanilarak sikistirilmis
resimdeki verinin gonderilmesi ve sifrelenmesi de miimkiindiir [Jain, 1989].
Hadamard matrisine dayali maksimal kodlar 196011 yillarda uzay arastirmalarinda
Jiipiter, Satlirn, Mars Uraniis, Neptliin ve aylarinin yiliksek ¢oziiniirliikklii alinan
fotograflarinin  dogru olarak ¢oOziimlenmesinde kullanildi. Bu  kodlarin
kullanilmasindan 6nce gonderilen kanallarin sinyallerinin oldukga diisiik olmasindan
dolay1r sadece alinan fotograflarin gonderilmesi ¢ok uzun zaman aliyor ayrica
gonderilen fotograflar oldukca hatali oluyordu. Hadamard matrislerinin boyle giiclii
kodlarin kuruluslarindaki etkisi nedeniyle Hadamard matrislerinin olusturulmasinda
bir¢ok teknik gelistirilmistir [Ang ve Ark. (2003), Baumert ve Hall (1965), Turyn
(1972)].



Bir diger onemli kod tiirii olan optimal esituzaklikli kodlarin ilk kurulusu
Preece(1967) tarafindan verilmistir. Ayrica bu kodlarin ¢oziilebilir tasarimlardan
kurulmasini ilk olarak Semakov ve Zinoviev (1968) vermistir. Daha sonra bu kurulus
teknigi Tonchev (1988) ve Sinha (1994) tarafindan gelistirilmistir. Sinha ve Mitra
(1999) coziilebilir ve igigce dengeli tamamlanmamis blok tasarimini kullanarak
yaklasik optimal kodlar1 vermislerdir. Coziilebilir ve i¢ige dengeli tamamlanmamis
blok tasarimini kullanarak yaklagik optimal kodlarin bir diger kurulus Miao ve

Kageyama (1999) tarafindan verilmistir.

Diger onemli bir maksimal kod tiirii Maksimal Sabit agirlikli kodlardir. Sabit
agirlikl kodlarda i¢in maksimal kod sinir1 Johnson (1962) tarafindan verilmistir. Bu
kodlarin kurulusu igin bazi kosullar1 saglayan, dengeli tamamlanmamis blok
tasarimlar1 kullanilmaktadir [Tonchev, 1988]. Daha sonra bu sinirin Optik Ortogonal
kodlarla iligkisi ortaya ¢ikarilmistir [Chung ve digerleri.,1989]. Bu siir bu kodlar
icin minimum uzaklik d>1 durumu icin gelistirilmistir [Omrani ve Ark., 2004].
Ayrica Optik Ortogonal kodlarin Projektif diizlemlerle iliskisi Miyamoto ve Ark.
(2004) tarafindan ortaya konmustur. Optimal kodlarin kuruluslarinda kullanilan bir

diger kombinatoriyel yap1 da ortogonal dizimlerdir [Tonchev, 2005].

Bu tezin ikinci bolimiinde, Hadamard 2- tasarim, Coziilebilir tasarim, Ortogonal
Latin Kareler, Ortogonal dizimler, Simetrik 2-tasarimlar, Projektif ve Afin Geometri

yapilari verilerek bunlarin 6zellikleri incelenmistir.

Uciincii  boliimde kodlama teorisindeki temel tammlar ve temel ¢oziimleme
algoritmasi olan en ¢ok olabilirlik algoritmasi verildikten sonra maksimal kod ve
optimal kod, en ¢ok olabilirlik algoritmasi ele alinmig ve bunlara ait simirlar ve

Ozellikler incelenmistir.

Dordiincii boliimde, ikinci bolimde verilen Hadamard 2- tasarim, Coziilebilir
tasarim, Ortogonal Latin Kareler, Ortogonal dizimler, Simetrik 2-tasarimlar,
Projektif ve Afin Geometriden faydalanarak, ti¢lincii boliimde tanitilan maksimal kod

ve optimal kod kodlarin elde edilisi incelenmistir. Ayrica en ¢ok olabilirlik



algiritmasina  Projektif geometri  kullanilarak  bir ¢6ziimleme algoritmasi

gelistirilmistir.

Besinci boliimde, Hadamard tasarimlardan ve ¢oziilebilir tasarimlardan elde edilen
kodlarin en ¢ok olabilirlik ¢éziimleme yontemi kullanarak farkli boyutlardaki dijital
fotograflara uygulanmis ve belirli hata oranlar1 goéz Oniine alinarak g¢oziimleme
zamanlar1 ve dogru ¢oziimleme oranlar karsilastirilmistir. Ayrica ikinci kisminda bu
kodlar daha farkli kod kelime sayilari, hata oranlari ve ¢éziimleme zamanlari igin

karsilastirilmis ve hangi durumlarda birbirlerine iistiin olduklar1 belirlenmistir.

Altinc1 boliimde, kodlarin olasilik yapilari, hata diizeltme oranlari genel olarak
incelenmis ve bunlar verilen grafiklerle yorumlanmistir. Daha sonra optimal ve

maksimal kodlar i¢in bu yapilar tekrar ele alinarak incelenmistir.

Yedinci boliimde, Hadamard tasarimlarindan elde edilen maksimal kodlar i¢in en ¢ok
olabilirlik algoritmasi yeniden diizenlenmistir. Bu algoritma 8, 12 ve 16 mertebeli
Hadamard matrislerinden elde edilen Hadamard tasarimlardan elde edilen maksimal
kodlar i¢in klasik en ¢ok olabilirlik algoritmasina gore karsilastirilmistir ve {istiin

oldugu durumlar incelenmistir.

Sekizinci boliimde, Optimal kodlar ve modifikasyonlarini kullanarak ¢ok degiskenli
dagilimlardan veri iiretme teknikleri incelenmis ve klasik Monte Carlo yontemine

gore goreli etkinligi karsilastirilmistir.



2. TASARIM TEORISi
2.1. t-tasarimlar

t-tasarimlari, kombinatoryel yapilardir. #-tasarimlarinda terminoloji  kullanimi
matematigin ana goriisiine daha yakindir. Bundan dolay1 iyi bir matematik bilgisini

gerektirir.

t-tasarimlari, tasarim teorisindeki en Onemli yapilardir ve gelismis bilgisayarlar
olmasina ragmen bir¢ok z-tasarimini olusturmak zordur. Ciinkii biitiin kabul edilebilir

parametreler i¢in hala genel bir formiil yoktur.

Bu tasarimlar, ayn1 zamanda kombinat6ryel optimizasyon problemleridir. Bu nedenle
istatistiksel deneyler, network tasarimlari gibi uygulamali problemlerde yap1
maliyetlerini minimum yapmada Onemlidir. #-tasarimlari, 1969°dan beri askeri
taktiklerde, bilgisayar ¢iplerinin tasarimlarinda ve 6zellikle istatistikte (tip ve ziraat
deneylerinde, niikleer arastirmalarda, demoskopide (demoscopy), kalite kontroliinde,

...vb.) sik kullanilmaktadir.

X={Xj, X,...X,} sonlu noktalar kiimesi D={B;, B,,...By} X’in k-elemanlh
altkimelerinin sonlu ailesi olan bloklar kiimesi olsun. X’in ¢#-boyutlu her altkiimesi
D’in tam olarak A blogunda varsa D’ye #-(v,k, 4) tasarimi ya da #-tasarim adi verilir.
t=k i¢in tasarima tam (yada trivial) denir. (X,D) ¢ifti arasindaki iligki (incidence) A

matrisiyle gosterildiginde A=(a;j),.» asagidaki gibi tanimlanir.

1 x €B,;
a, ;= 0 x¢B (2.1)
i J

Burada A’ya iliski matrisi ad1 verilir. Iki tasarimin izomorfik olmasi i¢in birinin iliski
matrisinin bir permiitasyonuyla diger diizenin iliski matrisinin elde edilebilmesi

gerekir.



2.1. Teorem

Her #-tasarim ayni1 zamanda s<t i¢in bir s tasarimdir. Bu tasarimin parametreleri;

2 v=s5)v=s-1)..(v—t+1)

Y (k=s)k=s=1)...(k—t+1) (22)
dir [Hall, 1986].
Es. 2.2°ye dikkat edilirse;

i = i % (2.3)
oldugu goriiliir. Ayrica 4p=>b ve A;=k alindiginda;
vr=bk (2.4)
esitligi elde edilir.
t-(v,k,A) tasariminin varhigi i¢in (k—i)k—-i-1)....(k—t+1)’in

(v=i)(v—i-1)...(v—t+1) ifadesini (i=0,1,...,z-1) tam bdlmesi gerekir.

2.1. Ornek

3-(8,4,1) tasarimina ait bloklar asagidaki gibi olsun.

{1535758}’ {1,254,8}’ {2’375’8}7 {374’658}’ {475)778}5 {155,658}, {2,65798}’ {1’273’6}7
{1,257}, {1,3,4,5}, {1,4,6,7}, {2,3,4,7}, {2,4,5,6}, {3,5,6,7}

Bu durumda iliski matrisi asagida verildigi gibidir.



B, B,B, B, B,B, B, B, B B, B, B, B, B,
X1 1000107111100 0]
X0 110001 1 100T1T10
X101 10001010101

X0 01000011110
X(00101 100110011
X|/0001011100T1U0T1°1
X1 0001010101101
X1 11111100000 0 0]

[liski matrisine dikkat edildiginde, tasarimimn aym zamanda 2-(8,4,3) tasarim oldugu

goriiliir.
2.2. Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarimlar

Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlar (Balanced Incompleted Block Designs-
DTBT) ¢-tasarimlarin 6zel bir hali olup (+=2) parametreleri v,b,7,k, A seklindedir ve 2-
tasarimlarlar 2-(v,k,A) ya da (v,b,r,k,A) olarak da ifade edilir. DTBT’lar tasarim
teorisinin en 6nemli yapilarindadir. Bir¢ok uygulama alanlar1 bulunmaktadir. Bir¢ok
0zel hali olmasiyla birlikte geometri, kodlama teorisi ve ¢izge teorisi ile yakin iligkisi

vardir. Bu tasarimlarin parametreleri arasinda Es. 2.5’teki iligki vardir.

vr=bk (2.5)
Av-1)=r(k-1)

Es. 2.5e gore;

Av-1)=0 mod(k-1)

(2.6)
Av(v-1) =0 mod(k(k-1))

olacag asikardir.
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2.2. Ornek

v=9, b=12, k=3, r=4, A=I1 parametreli bir 2-(9,3,1) tasarimin bloklar1 ve iliski

matrisi agagidaki gibi olsun.

Bi={1,2,3}, By={4.5,6}, Bs={7.8,9}, Bs={147}, Bs={2,58}, Be={3,6,9},
B:={1,5,9}, Bs={2,6,7}, Bs={3.4,8} B10={1,6,8}, B11={2,4,9}, B1»={3,5.7}

oy

oy

]

oy

[

oe)

N

BS B6 B7 BS B9 BlO Bll B]2

1 0 01 00O

B w N —_

w

2

=)

S O O = = = O O O
_——_ = O O O O O O

S O = O O = O O =

0
1
0
0
1
0
0
1
0

-0 O = O O = O O

[=}
S O O O O O = o=
-_ o O O = O O O
S O = = O O O
S = O O O = = O
S = O = O O O O
_ 0 O O O = O =
S O = O = O = O

v=9, b=12, k=3, r=4, A=1 oldugundan Es. 2.5’deki esitliginin saglandig1 goriiliir.

Asagida verilen Fisher Esitsizligi 2-tasarimlar i¢in gerek kosulu vermektedir.

2.2. Teorem (Fisher Esitsizligi)

Herhangi bir 2-(v,k, A) tasarimi i¢in k<v olmak {izere;

by (2.7)

esitsizligi saglanir [Beth ve Ark., 1999].

b=v (dolayisiyla k=r) oldugunda bdyle bir tasarima simetriktir denir.
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2.1. Tanim

2-tasarim i¢in agagidakiler denktir.

a) b=v

b) r=k

¢) herhangi iki blok A ortak noktaya sahiptir.

d) herhangi iki blogun ortak nokta sayisi sabittir [Cameron ve Lint, 1996].

Asagida verilen Bruck-Ryser-Chowala Teoremi (BRC teoremi) herhangi bir 2-

tasarimin varhigi i¢in gerek kosulu vermektedir.
2.3. Teorem (Bruck-Ryser-Chowala Teoremi)
Herhangi bir 2- (v,k,4)’1n varlig1 i¢in asagidaki kosullar saglanmalidir.

v ¢ift ise = (k-A) tam karedir.
v tek ise = (x,),z)#0 olmak iizere x* =(k—A1)y" + (- 1)%] Az*’dir [Cameron ve Lint,

1996].

Bu teorem A=/ 6zel durumu i¢in Bruck ve Ryser (1949) tarafindan ispatlanmistir.

Genel durum ispat1 ise Chowla ve Ryser (1950)’a aittir.

Calderbank (1994) Bruck-Ryser-Chowla teoreminin simetrik olmayan tasarimlara bir

genellestirmesini vermistir.
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2.3. Ornek

v=16, k=10, 1=6, BRC teoremine gore k-A=4 tam kare oldugundan simetrik tasarim
mevcuttur Ayrica yine BRC teoremine gore v=7, k=3, A=1 simetrik tasarimi

(x,y,2)=(1,1,1) i¢cin vardir.
2.4. Teorem

k=v-2 olacak sekilde (v, k,A) parametreli DTBT olsun. Bu durumda 2-(v, v-k, b-
2r+A)) tasarim vardir [Mathon ve Rosa,1996].

Teorem 2.6y1 saglayan tasarima orijinal tasarimin dual tasarimi denir.
2.4 Ornek

Ornek 2.2°deki tasarmmu tekrar ele alinsin. Iliski matrisinde 1 yerine 0, O yerine 1

konursa elde edilen yap1 orijinal tasarimin dual tasarimidir.

B BZ B3 B4 BS B6 B7 BS B9 BlO Bll B12

1

X101 1011011011
X0 11101 1 011 01
X0 11110110110
X1 0101 1 1 1 01 01
A'=X4/1 01 1. 0 1.0 1 1 1 10
X1 01 1 10101011
X1 1001 1 101110
X1 101 01 11 00 11
X101 1001 1 1 0 1]

olmak tizere yeni iligki matrisinin parametreleri v=9, b=12, r=12-4=8, k=9-

3=6,A=12-2x4+1=5 elde edilir. Burada A' dual tasarimin iliski matrisidir.
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2.2. Tamim

(X,D) dengeli tamamlanmamis blok tasarimi ve BoeD olan herhangi bir blok olsun.

Nokta kiimesi By’ daki noktalar, blok kiimesi ise;

{BNBy:BeD, B£B,}

olan tasarima tiiretilmis DTBT denir. Ayrica nokta kiimesi X-By’daki noktalar ve

blok kiimesi;

{B-By:BeD, B#By}

olan tasarima ise artik DTBT denir [Beth ve Ark.,1999].

2.5. Teorem

2-(v,k, A) parametreli DTBT dikkate alinsin. Bu tasarimdan elde edilecek tiiretilmis
DTBT’in parametreleri 2-(k, A, A-1) seklinde, arttk DTBT’in parametreleri ise 2-(v-
k,k-1,A) seklindedir [Beth ve Ark., 1999].

2.4. Ornek

2-(7,4,2) tasarimina ait iligki matrisi

A

Il
_—_ 0 O = = O
_O = O = O
S == OO =
T T =T )
S O === = O
S = O =k = O -
—_ O Ok O = =
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seklinde verilsin. Buradan elde edilen tiiretilmis tasariminin iliski matrisi (By=B;

i¢in);

A =

_—o = O
S = O =
—_— = O O
S = = O
—_— 0 O

O O =

seklinde olur. 4’ nin tanimladig1 tasarim, 2-(4,2,1) tasarmidir.

Benzer sekilde artik tasariminin iliski matrisi (Bo=B; i¢in);

AVI —

e
—_ O =
—_ = O
—_ = O
O = =
O = =

seklinde olur. A nin tanimladig1 tasarim ise 2-(3,2,2) tasarimini verir.

2.3. Coziilebilir Tasarimlar

Cozilebilir tasarimlar 2-tasarimlarin  6zel bir halidir. En {inlii ¢6ziilebilir
tasarimlardan biri Kirkman’in okul kizlar1 problemidir. Bu problemde 15 tane kiz
O0grencinin haftanin 5 giinii 3’erli gruplar halinde okula gitmesini ve her 6grenci
ciftinin tam olarak 1 kez beraber okula gidecek bir tasarim olusturulmak
istenmektedir. Bu tasarimda dikkat edilecek nokta 15in 3iin kat1 olmasidir. Bu kosul;
yani tim 6grenci sayisinin gruplardaki 6grenci sayisina boliinebilinmesi, bir basa
deyisle, nokta sayis1 v’nin blok genisligi £’ya tam olarak boliinmesidir. Bu noktadan

hareketle ¢oziilebilir 2—(v,k,A) tasarimlarimin temelinde £ nin v’ yi boldigi

tasarimlar vardir denilebilir. v| & ise Fisher esitsizligi asagidaki gibi genellestirilebilir.
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2.6. Teorem

Bir 2-(v,k, A) tasarim1 k<v ve v|k ise Fisher esitsizligi;
b>v+r-1

seklinde giiclendirilebilir [Tonchev, 2004].

v, k, A, r, b parametreli bir 2-(v,k,4) tasarim gdz Oniine alinsin. Bu tasarimi bloklar

S,,...S, seklinde her birinde b|r blok olacak sekilde ayrilabiliyorsa ayrica her
nokta S, ’deki bloklarda tam olarak 1 defa bulunursa S, gruplarina paralel siiflar

denir. Boyle bir tasarim ¢oziilebilir tasarimdir. Ayrica farkli paralel siniflardaki
herhangi iki blok tam olarak x noktada kesisiyorsa bdyle bir tasarima afin ¢oziilebilir

tasarim denir.
L sOyle hesaplanabilir.

B,..B, i=0,1,.r—-1 olmak lizere S, ’nin bloklar1 ve n=v/k=>b/r olsun. B,

blogu i¢in ¢;; B, ileB, arasindaki ortak noktalarin sayisini versin

g

(i=1,.r—1 j=12,.n).

B,,’in her noktas1 r-1 tane daha baska bloklarda gozikiir ve her bir S,...S _ ".n

r=1 2

elemanidir. Bu durumda ; z e, = k(r —1) dir. Dolayisiyla

i,

seklindedir.



16

2.7. Teorem

v, k, A, r, b parametreli ¢oziilebilir tasarim b2>v+r-1 kosulunu saglar. Eger tasarim

afin ¢oziilebilir ise b=v+r-1 esitligini saglanir [Tonchev, 2005].

2.5. Ornek

Ornek 2.2°de 2-(9,3,1) tasarini asagidaki sekilde paralel siniflara ayrilabilir.

PS(1)={B1={1,2,3}, B,={4.,5,6}, Bs={7.8,9}}
PS(2)={Bs={1,4,7}, Bs={2,5,8}, B&={3,6,9} }
PS(3)={B+={1,5,9}, Bs={2,6,7}, Bs={3.4,8}}
PS(4)={B10={1,6,8}, Bii={2,4,9}, B1={3,5,7}}

Burada 2=3*9=1 ve b=9+4-1=12 oldugundan tasarim afin ¢ozilebilirdir denir.

Burada PS, paralel siniflar1 tanimlanmaktadir.

2.4. Hadamard Matrisleri ve Hadamard Tasarimlari

Hadamard matrisleri tasarim teorisinin bir baska ©onemli yapisidir. Hadamard
matrislerinin Projektif Geometri, Dengeli Tamamlanmamig Blok Tasarimlari,
ortogonal dizimler ve maksimal kodlar1 gibi bir¢ok yapiyla yakin iliskilidir. Bu
matrisler ilk olarak Sylvester (1867) ve Hadamard (1893) tarafindan ortaya
konulmustur.

Bu bolimde birgok alanda uygulamasi bulunan Hadamard matrisleri ve

kombinatoriyel tasarimlara uygulanis1 incelenecektir.
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2.4.1. Hadamard matrislerinin temel tanimi ve baz 6zellikleri

nxn boyutlu ve elemanlar1 +1 ve -1’den olusan bir H matrisi HH"=nI kosulunu

sagliyorsa, H matrisine Hadamard matrisi denir.

2.5. Ornek

Asagidaki matrisler 2 ve 4 mertebeli hadamard matrislerine birer 6rnek olarak

verilebilir.
1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1
H, = H, =
1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

Hadamard matrisinin tammindan HH' matrisinin kosegen elemanlar1 n kdsegen dist
elemanlar1 ise 0 oldugu diisiiniilirse Hadamard matrisinin satirlarinin ortogonal
oldugu soylenebilir. Ayrica Hadamard matrisinin ilk satir ve siitun elemanlar1 1 ise
boyle bir Hadamard matrisine standard bi¢cim denir. Asagidaki teorem, Hadamard

matrisinin varlig1 i¢in gerekli kosulu verir.
2.8. Teorem

n>2 mertebeli bir Hadamard matrisi var ise bu durumda 7, 4 ile tam olarak boliinir

[Hall, 1986].
fspat

H = (hy.) n>2 mertebeden normallestirilmis HM olsun. 1<i<n i¢in », Hmn
L.satirin1 gostersin. i >2  ise 7; o7, =0 oldugu ver, n tane “1” igerdigi i¢in her 7,

satir1 n/2 tane “1” ve n/2 tane “-1” icerir 2 <i < n. Burada n ¢ifttir. Ayrica,
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olmak tizere, asagidaki esitlikler elde edilir.

a+b+c+d=n
r,er, =0 oldugundan a+b—-c—-d =0
r,er, =0 oldugundan a—b+c—-d =0

r, or, =0 oldugundan a-b—-c+d =0

Busistem, a=b=c=d = 1 olan tek ¢oziime sahiptir. a, b, ¢ ve tamsay1

oldugundan n =0 mod4 durumunda olmalidir.

2.4.2. Hadamard matrislerinin bazi1 kurulus metotlari

Hadmard matrisleri i¢in bir¢ok kurulus metodu verdir. Bu boliimde bu kurulus

yontemlerinden en 6nemlileri olan Sylvester ve Paley kurulusu verilecektir.

Sylvester kurulusu

A=(a;) ve B=(by) m;xm; ve n;xn; boyutlu matris olsunlar. 4 ve B ‘nin kronoker
carpimi, A®B, mn;xmyn; boyutlu ve A matrisindeki g; elemaninin yerine a;B

matrisi konularak elde edilen matristir.
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2.9. Teorem

A ve B hadamard matrisleri ise 4 &B matrisi de hadamard matrisidir. Dolayisiyla m
ve n mertebeli hadamard matrisi var ise mn mertebeli Hadamard matrisi de vardir
[Tressler, 2004].

2.7. Ornek

Ornek 2.6’deki H> ve H, matrislerini tekrar ele alinsin. Hadamard Matrislerinin

kronecker ¢arpimi asagida goriildii gibi yeni bir Hadamard matrisidir.

11 1 1
117 1 1 -1 -1
H,®H, = ®
1 -1 |1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

—_
|
—_
|
—_
— = ke
—
|
—_
|
—

— = = o e e e
|
—
|
—
—

|
—
|
—
—_
—
|
—
|
—
—_

Yukaridaki kurulus Sylvester kurulusu yada Kronecker kurulusu olarak bilinir.

Ayrica Sylverter matrisi H, iizerinde Sylvester kurulusunu kullanarak olusturulur.

2.3. Tamim

So, [1] matrisi ve
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olsun. Sylvester matrisi S,, S,=H,&S,.; seklinde tanimlanan 2"x2" boyutlu matristir

[Tressler, 2004].
Paley kurulusu
Paley kurulusundan 6nce kuadratik artik kavramini vermek gerekir.

F,, g izerinde cisim ve ¢ tek ve asal olsun. Kuadratik artik kiimesi OR(g) asagidaki

gibi tanimlanir.

OR(q)={z":z€ F,,z#0}
Ve
ONR(q) = F, —{OR(q) w0}

Buradan F, lizerinde tanimli kuadratik karakter fonksiyonu;

0 x=0
x,(0)=11  xeQR(q)
-1 xeONR(q)

seklinde verilir.

2.1. Yardimci Teorem

g=3(mod 4) olacak sekilde ¢ asal say1 olsun, bu durumda g+1 mertebeli Hadamard

matrisi vardir [Tressler, 2004].

Ayrica bu matris,
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1 i =00 yada j=o
hz‘,j: Zq(J_l) iajEani;éj
-1 i=j,i#®©
bi¢imindedir. Burada oo ilk satir ve siitiin indisleridir.

2.2. Yardimci Teorem

g=l(mod 4) olacak sekilde ¢ asal say1 olsun, bu durumda 2(g+7) mertebeli

Hadamard matrisi vardir [ Tressler, 2004].

B matrisi;

1 i =00 yada j=00,i # j
b, =1x,(j—1) ijeF,i#j

0 i=j

alinsin. C matrisi, B matrisinin elemanlarindan +1,-1,0’1n yerine sirasiyla

M4 RO 4

elemanlarinin konmasiyla elde edilir. D matrisi ise B matrisinin elemanlarindan +1,-

1,0’1n yerine sirasiyla
0 0 0 0 + -
0 0 0 0 - -

elemanlarimin konmasiyla elde edilir. 4=C+D olarak elde edilen matris (2g+2)

mertebeli Hadamard matrisidir.
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2.8. Ornek

F’5 cismindeki kuadratik artiklar OR(g)={1,4} dir. Dolayistyla B matrisi;

—_ = = e e O
—_—
—_ O =
—_
|
—_
|
—_

(0 0) (+ +) (+ +) (+ +) (+ +) (+ +)]
b CILILIEIL:
+ + 0 0 + + - - - - + +
+ - (0 Oj L —J - + - + + -
+ + + + 0 0 + + - - - -
+ - + - (0 Oj + - - + - +
C=
+ + - - + + 0 0 + 4+ - -
+ - -+ + - (0 Oj + - -+
+ + - - - - + + 0 0 + +
+ - - + - 4+ [+ —] [O OJ —
+ + + + - - - - + + 0 0
[espd bt e e e

dir. Benzer sekilde;
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oS o o O o O | |
oS O o O o O + |
N——
TN TN
o o o O | | oS O
o o o O =+ | oS O
N N
VR R
o o o O o o o O
o o o O o o o O
N—
o O o O o o o O
o O O O o o o O
N—
TN 7N
oS O | | o o o O
oS O+ | o o o O
N~——
VR
| | oS O o o O O
+ | o O oS O o o
N—

elde edilir. Boylece A matrisi;

olarak elde edilir.
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2.4.3. Hadamard tasarimlar

Hadamard matrislerinden simetrik ve simetrik olmayan dengeli tamamlanmamis blok

tasarimlar elde edilebilir. Boyle tasarimlara hadamard tasarimlar ad1 verilir.

2.10. Teorem

m>1 olacak sekilde simetrik (4m-1,2m-1,m-I)-dlizeninin var olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul 4m mertebeli Hadamard matrisinin var olmasidir [Hall,1986].

2.9. Ornek

m=8 mertebeli bir Hadamard matrisi asagidaki gibi olsun.

I
— = ke =

Buradan ilk satir ve siitunu atip geri kalan matristeki -1 yerine 0 koyarak elde edilen

matris;

1001100
0101010
001 1001

A=[1 1100 0 0
10000 11
0100101
001 01 1 0]
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seklindedir. Bu matrise dikkat edilecek olursa simetrik (7,3,1)-tasarimidir.

Tanim 2.2 ve Teorem 2.5’den faydalanarak artik ve tiiretilmis tasarimlar iizerine

asagidaki sonug verilebilir.

2.1. Sonug

m>2 mertebeli bir Hadamard matrisi mevcut ise asagidaki tasarimlar vardir.

—

. (4m-1,2m-1,m-1) DTBT

2. (4m-1,2m,m) DTBT

3. (2m-1, m-1,m-2) DTBT

4. (2m,m,m-1) DTBT (Hall,1986).

2.10. Ornek

Ornek 2.9°daki 4 iliski matrisinde verilen tasarim ele alinsin. Bu tasarimdan, Sonug
2.1’deki 2.nci sonucu elde etmek i¢in 1 ile Olarin yerlerine degistirilirse elde edilen
tasarim simetrik 2-(7,4,2) DTBTdir. 3. ve 4. durumlar igin ise tasarimin artik ve

tiiretilmis tasarimini bulmak yeterlidir.
2.5. Sonlu Geometriler

19ncu ylizyll matematikgileri, matematigin bir¢ok disiplini ile ilgilenmislerdir.
Bunlarin en 6nemlilerinden biri sonlu geometridir. Geometri 20. yilizyilin baslarinda
doruga ulasmis ve daima aksiyomatik temelli konularin prototipi olarak

diistinilmiistiir.

G.Fano bir dogru iizerinde noktalarin sonsuz sayisinin varligimi kapsayan
aksiyomlara karar verme problemiyle ilgilenmistir. Tiim aksiyomlar1 saglayan fakat
dogru iizerinde sonsuz sayida olmayan noktalar sistemlerini bulmustur. Boylece

sonlu geometri dogmustur.
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Biitiin geometriler projektif geometriden elde edilen alt geometriler gibi
disiiniilebilirler. Geometriler ile tasarimlar arasinda bir¢ok iliski vardir. Sonlu
geometrilerden simetrik DTBT, #-tasarimlar, ortogonal dizimler, ikiserli ortogonal
Latin kareler, ¢Oziilebilir tasarimlar gibi ¢ok 6nemli kombinatorik tasarimlar elde

edilir.

2.5.1. Projektif geometri

g asal yada asalin kat1 ve V,, GF(q) lizerinde n boyutlu vektér uzay1 olsun. }J’nin
(i+1)-boyutlu alt uzayma geometrinin i-flat’i denir. a ve b flatlariin iliskili olmasi
icin ach ya da bca olmasi gerekir. Bu flat ve aralarindaki iliskiler g mertebeli ve n
boyutlu projektif geometri PG(n,q) ile verilir. 0-flat noktalar 1-flat dogrular (n-7)-flat

ise n boyutlu hiperdiizlemi ifade eder.

2.4. Tanim (Gauss Polinomu)

PG(n,q)’daki i-flat sayist

{n +1} (" =g -q) (¢ ~q)

i+l (" =" ~q)(q"" —q")

dir [Beutelspacher and Rosenbaum, 1998 ].

n+l
Bu durumda nokta ve n-boyutlu hiperdiizlemlerin sayisi % kadardir.
q f—

2.11. Ornek

3 boyutlu 2 mertebeli PG(3,2)’ye ait 3- boyutlu hiperdiizlemler ve iizerindeki
noktalar agsagidaki gibidir.



B B B; By Bs B¢ B; Bg Be Bip Bii Bz Bz
X; 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
X, 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
X3 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0
X1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0
Xs 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1
Xe 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
X; 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
Xg 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
Xo O 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
X 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
X1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1
X 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
X3 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0
Xis 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 1
Xi5 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0

27

Bis Bis
1 0
0 0
0 1
0 0
0 1
1 1
1 0
0 0
0 1
1 1
1 0
1 1
1 0
0 0
0 1

Burada hiperdiizlemler, bloklar gibi diisiiniildiigiinde 2-(15,7,3) simetrik tasariminin

isabet matrisi oldugu goriliir.

Asagidaki teoremde Projektif geometriden simetrik 2-(v,k,4) tasariminin elde

edilisini verir.

2.11. Teorem

g¢>1 ve n>1 tamsayilari i¢in;

2_ qn+l_1 qn_l qnfl_l
g-1 " gq-1" g-1

parametrelerine sahip simetrik 2-(v,k,A) vardir [Cameron and Lint,1996].

2.5.2. Afin geometri

Afin geometri projektif geometriden elde edilen bir yapidir. Bu geometrinin bir¢ok

tasarim ve kod tiirleriyle iligkisi vardir. Afin geometri, kisaca projektif geometriden
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bir hiperdiizlemin ve i¢erdigi noktalarin atilmasiyla elde edilir. Bu durumda nokta

n+l
Q seklindedir.

say1st ¢" ve n-boyutlu hiperdiizlemlerin sayisi 1
q f—

2.12. Ornek

Ornek 2.11 tekrar diisiiniilsiin. Bu yapidan, 1.nci hiperdiizlem ve bu hiperdiizleme ait

noktalar ¢ikarilsin. Bu durumda bir AG(3,2)ye ait dogrular ve iizerindeki noktalar;

B, B3 Bs Bs B¢ B; Bs Bo Bip Bir Bz Biz Bus Bis
X; 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
X; 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
Xs 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1
X; 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0
Xo 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1
X1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0
X3 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Xi5 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1

seklinde olacaktir. Goriildiigii gibi 2°=8 noktal1 ve (2*-2)/(2-1)=14 hiperdiizlemli bir

afin geometri elde edilir. Bu, ayni zamanda 2-(8,4,3) tasarimdir.
2.15. Teorem

¢>1 ve n>1 tamsayilari i¢in;

parametrelerine sahip 2-tasarim vardir [Cameron ve Lint,1996].
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2.6. Latin Kareler ve Ortogonal Dizimler

Matematikte, bir matris tiirii olarak bilinen Latin Kareler, istatistikte sik¢a basvurulan

deney diizenleme yontemlerinden biridir.

Latin kareler, degiskenlerin tamamen farkli iki yolla, satir ve siitunlarla
gruplanmasindan dolay1 genellikle deneysel tasarimlarda kullanilirlar. Bu ¢iftli
gruplamanin etkisi satir ve siitunlar arasindaki farkliliklardan kaynaklanan hatalarin

kiictltiilmesi i¢indir.

Matematikte bir diger Onemli matris tiirii olan ortogonal dizimler istatistikte
bagvurulan deney diizenleme yontemlerinden biridir. Ortogonal dizimler kendilerine
uyan yapidan baska bir yapiya geciste kullanilir. Bu tasarimlarda islem ciftlerinin

birlikte goriilme sayis1 her denemede farklidir.

Bose ve Kishen (1940), ortogonal dizimler ve simetrik faktoriyel tasarimlarda etki
karigimi teorisi arasindaki iligkiyi kurmuslardir (temelde sonlu projektif geometriyi

kullanmiglardir) [Bose ve Bush, 1952].

Kishen (1942), ortogonal Latin kareler ve Latin kareler kavramini tanitmistir ve
Latin kareleri Latin kiiplere, hiperkiiplere ayrica, ortogonal Latin kiiplere

genellestirmistir [Raghavarao, 1971].

2.6.1. Latin kareler

n satir ve n siitunu olan bir karenin elemanlar1 {1,2,...n} kiimesinin elemanlarindan
olussun ve her sayi, her satir ve siitunda 1 kez goziiksiin. Boyle bir tasarima n.
mertebeden latin kare ad1 verilir. ayn1 mertebeden iki latin karenin ortogonal olmasi
icin herhangi x,ye{1,2,...n} i¢in a;=x ve b;=y olan tek bir (i,/) olmaldir. Latin
karelerin kiimesinin ortogonal olmasi i¢in her ¢ift karenin ikiserli ortogonal olmasi

gerekir. m tane n. mertebeden ikiserli ortogonal Latin kareler (MOLS=Mutally
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Ortogonal Latin Squares) verilmis olsun. Ortogonallik kare icindeki tekrar
siralanmaktan etkilenmez. Ortogonallikten dolayr m<n-1 olur. m=n-1 ise MOLS’a
tam denir.

2.13. Ornek

4.mertebeden bir Latin kare asagidaki gibi yazilabilir.

A WO~
W = DN
N = W
— N W A

Ayrica bdyle bir Latin kareye ortogonal olan bir bagka Latin kare,

w NN -
o= W
— kD W
N W=

seklindedir. Burada dikkat edilecek nokta, herhangi x,y €{1,2,...n} i¢in a;=x ve b;=y
olan tek bir (i,j) olmasidir. Bu iki Latin kareye ikisine de ortogonal olan bir baska

Latin kare eklenecek olursa m=4-1=3 olacagindan boyle bir MOLS’e tam denir ve

asagidaki gibi verilir.

1 2 3 411 2 3 4][1 2 3 4
2 1 4 314 3 2 1(|3 41 2
341 20021 4 3014 3 21
4 3 2 1013 41 2|21 4 3

Afin Diizlemlerin elde edilisi i¢in n.nci mertebeden Latin kare tam seti kullanilabilir.

n.nci mertebeden Latin kare tam seti L;, L, ...,L, ; seklinde olsun. Burada, noktalari
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X={1,2,..n}*x{1,2,...n} olan Afin diizlem olusturulacaktir. Afin Diizlemin bloklar1
asagidaki gibidir.

1<x<n-1,1<k<n icin

A ={(0.7): L (1)) = K}

ve 1<k<n i¢in

A, ={(i.j):1<j<n}
Boylece;
A={A,1<x<n+l1<k<n|

seklinde olusur. Burada (X, A ) yapisina n.nci mertebeden afin diizlemi denir.
2.6.2. Ortogonal dizimler

Ortogonal dizimler OA(N,k,s,t) seklinde tanimlanir. N siitun sayisi, & satir say1si( kisit
sayisi), s dlizey sayis1 ve ¢ kuvveti gosterir. Boyle bir ortogonal tasarim kxN boyutlu
ve tiim elemanlar1 0,1,....s-1’den olusan bir matristir. Bu matrisin her #xN matrisinin

siitiin vektorleri A kez tekrar eder. A ortogonal dizimin indeksidir. N=As"dir
[Hedayat Sloane and Stufken, 1999].

2.14. Ornek

A=1 olan OA(9,4,3,2)’a bir 6rnek olarak asagidaki matris verilebilir.
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0A4(9,4,3,2) =

oS O O O
e )
[\O T NS I S B )
N = O =
S N ==
—_— O N
— N O N
N O =N
S = NN

Ayrica iki ortogonal diziden birbirlerine bir gecis varsa bu ortogonal dizimlere denk

denir. OA(N, k,s,t)den bir satir atilirsa OA(N, k-1,s,t) elde edilir.

Asagidaki teorem ortogonal dizimlerin satir sayisi i¢in bir {ist sinir verir.

2.13. Teorem

OA(N,k,s,2)’ niin varligi i¢in;

2 —
olmalidir. k = sA-l

ise ortogonal dizim tamdir [Bose and Bush, 1942].
S J—

2.15. Ornek

0A(9.,4,3,2) ortogonal dizimi agagidaki gibi olsun.

A" =

o o o o
—_— = O
NN N O
—_ N O =
N O = —
S = N =
N — O N
=T SR )
—_ O NN

k= (32 x1— 1) / (3 - 1) =4 oldugundan A tam ortogonal dizimdir.
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Ayrica Hadamard matrisleri ile ortogonal dizimler arasinda yakin iligski vardir. 41
mertebeli Hadamard matrisindeki ilk satir elemanlarini ¢ikararak elde edilen matris

(41,42-1,2,2) parametreli ortogonal dizim olur.

Bir ortogonal dizimde t=1 olursa bdyle bir ortogonal dizime Latin hiperkiip denir.

Diger bir deyisle OA(N,k,s,1) parametereli bir ortogonal dizim bir Latin hiperkiiptiir.
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3. KODLAMA TEORISi

Kodlara ihtiyag duyulmasinin bir¢ok sebebi vardir. Bunlardan en Onemlisi
gonderilecek verinin gizliligi ya da yetkisiz kisiler tarafindan erigiminin
engellenmesidir. Boyle kodlar Kriptoloji konusuna dahildirler. Bir baska sebep
bilgiyi sikigtirarak bilgisayarin sabit diskinde kapladigi alani kiigliltmektir. Boyle

3

kodlar, bilgisayar teknolojisinde karsilasilan “zip” kodlaridir. Bir bagka sebep,
bilginin gonderilmesindeki gilivenirliligin artirilmasidir. Diger bir deyisle gonderim
sirasinda olusabilecek hatalar1 diizeltilmesinin maksimum diizeye c¢ikarilmasidir.
Boylece yanlis yorumlanma minimuma indirgenmis olur. Kodlama teorisinde amac,

kod kelimelerde meydana gelen hatalarin tespiti ve miimkiinse diizeltilmesidir.

Kodlama teorisinde diizeltilecek hatalarin sayisinin maksimum olmasi istenir. Bu
sebepten tam kodlar gelistirilmistir. Fakat tam kodu bulmak her zaman miimkiin
olmadigindan alternatif olarak optimal yada maksimal kod olusturulur. Bu bélimde
optimal ve maksimal kodlarinin bazi tiirleri verilecektir. Bu nedenle bu kodlara

iligkin temel tanimlar vermek gerekir.

GF(q), g mertebeli Galois Cismi olmak {izere, V,, GF(g) lizerinde vektor uzay1 olsun.

X=(X1,X2,...,Xn) V€ V=(V1,¥2,...,¥n) V,'in elemani olmak {izere aralarindaki hamming

uzaklig1 p(x,y);

Pl =[x =) (3.1)
Seklinde olup, x ve y vektorleri arasindaki farkli noktalarin sayisidir.

Bir g-ary C kodu V,’in bir alt kiimesidir. C’deki vektorler kod kelimeler olarak

adlandirilir. Tim x,yeC ciftleri arasindaki uzakliklarin en kiigligiine minimum

uzaklik ad1 verilir ve asagidaki gibi tanimlanir.

d =min{p(x,y):x,y e C} (3.2)
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Minimum uzaklig1 d olan bir C kodu i¢in diizeltilebilecek maksimum hata sayis1 (d-
1)/2 dir. Kod kelimelerin bir iletisim kanalindan bilgi gonderimi i¢in kullanildig1 ve
x €C kod kelimesinin gonderim sirasinda giiriiltiiden dolay1 y eV, seklinde ulastigi
varsayilsin. Alicit y kod kelimesini eger po(x,y)<(d-1)/2 ise x olarak ¢bzer. Eger
p(x',y)<(d—-1)/2 olan bagka bir x'kod kelimesi varsa y kod kelimesi x'olarak
¢Oziilir. Burada dikkat edilecek nokta hem p(x',y)<(d—1)/2hem de

p(x,y)<(d —1)/2 olamayacagidir. Bunun sebebi,

p(x,x) < p(x, y)+ p(x',y)<d -1

seklinde verilen ticgen esitsizligi ile agiklanabilir Asagidaki ©6rnek minimum

uzakligin hesaplanmasini verir.

3.1. Ornek

Asagidaki gibi bir C koduna sahip olunsun.

10101
01110
11100
10111

C matrisinin satirlar1 C1,C2, C3 ve C4 kod kelimeler olmak uzakliklar,

A(C1, C2)=4
p(C1, C3)=3
p(C1, C4)=1
A(C2, C3)=2
p(C2, C4)=3
p(C3, C4)=3

seklindedir. Minimum uzaklik d=1 olur. Dolayisiyla C kodu (5,4,1) parametrelidir.
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Bu ise minimum uzakligin d olmasma aykiridir. Bdyle ¢oziimlemeye en c¢ok
olabilirlik ¢6ziimlemesi denir. CcV, olmak iizere minimum uzaklik d, |C|=M ve

uzunlugu 7 olan bir koda (n,M,d) kodu denir.

3.1. En Cok Olabilirlik Coziimlemesi

Kodlama teorisinde 6nemli konularindan biri ¢oziimlemedir. Coziimleme temelde
alicinin kanalda bozulmus mesajin diizeltilme islemidir. Bunun icin bir¢ok yontem
gelistirilmistir. En ¢ok olabilirlik, tamamlanmamis en ¢ok olabilirlik ve sendrom
¢Oziimlemesi birer 0rnek olarak verilebilir. En ¢ok olabilirlik ¢éziimlemesi kisaca
kanalda bozulan vektorii, koddaki kod kelimelerle wuzakliklar bakimindan
karsilagtirarak kodun minimum uzakligindan kiigiik olan kod kelimeyi(varsa) bulur
ve vektorl o kod kelime olarak ¢oziimler. Eger boyle bir kod kelime yoksa yeniden
gonderim gerekir. Tamamlanmamis en c¢ok olabilirlik algoritmasinda, en ¢ok
olabilirlik algoritmasina benzer sekilde koddaki kod kelimelerle uzakliklar
bakimindan karsilastirarak vektoére en yakin kod kelimeyi bulur ve vektorii o kod
kelime olarak ¢ozer. Fakat bu yontemin bazi sakincalari1 vardir. Minimum uzaklik
dikkate alinmadigindan vektore ayni uzaklikta birden ¢ok kod kelime olabilir. Bu
durumda tamamlanmamis en ¢ok olabilirlik algoritmasi bu iki kod kelimeden rasgele
birini seger. Bu da vektorii dogru kod kelimeye ¢oziimlemeyi zorlastirir. Sendrom
coziimlemesi ise bunlara en ¢ok olabilirlik ve tamamlanmis en ¢ok olabilirlik
coziimlemesine benzeyen fakat sadece lineer kodlar i¢in kullanilan bir ¢éziimleme

algoritmasidir.

Coziimleme teknikleri dikkate alindiginda kodlama teorisinde en dnemli ¢éziimleme
teknigi En ¢ok olabilirlik ¢éztimlemesidir (ECOC). Bu boliimle bu teknigi kullanarak
¢dziimleme yapilis1 verilecektir. Bu teknik i¢in &nce, ikili simetrik kanaldan (ISK)
bahsetmek gerekir. Ikili simetrik kanal, sadece ikili (binary) kodlar i¢in kullanilan bir
kanal tiiridiir. Bu kanala benzer bir¢ok tane kanal vardir. ikili simetrik kanali

asagidaki sekil ile ifade edilsin.
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Sekil 3.1. Ikili simetrik kanal

Burada p, ISK’dan gonderilen kod kelimenin dijitin dogru olarak iletilmesi
olasiligidir. Ayrica 0.5<p<1 oldugu varsayilir aksi halde kanal kullanilmaz ya da
0.5<p<1 olacak sekilde diizenlenir. 0.5<p<1 degilse, kod kelimenin bir dijitinin
yanlis gonderilmesi olasiliginin dogru gonderilmesi olasilifindan daha biiyiik olacagi
anlamina gelir. Bu da istenilmeyen bir durumdur. Bu araligi 1 yerine 0, 0 yerine 1
gondererek 0.5<p<1 olmas1 saglanabilir. 5 uzunluklu bir kelimenin dogru olarak

gonderilmesi olasilign p>’tir. Fakat 2 hatayla gonderilmesi olasihgr 10p’(1-p)°
seklindedir.

En ¢ok olabilirlik ¢éziimlemesi asagidaki 6rnek iizerinde anlatilacaktir.
3.2. Ornek

(10,15,3) parametreli C kodu ve kod kelimelere karsilik gelen harfler asagidaki gibi

olsun.

Al 01 0 1 0 1 0 1 0 1\
Ef 1 o o 1 1 0 0 1 1 0
Of o o 1.1 0 0 1 1 0 0
I 11 0 0 0 0o 1 1 1
¢l o 1.0 o 1 0 1 1 0 1
Ki't o o o 0 1 1 1 1 0
T o o 1 0 1 1 0 1 0 0

C= Sl'1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
U o 1 o 1 0 1 0 0 1 0
Vit o o 1 1 0 0 0 0 1
Do o 1 1 0 0 1 0 1 1
Fle'r 11 0 o o 0 0 0 0
Lo 1 0 0 1 0 1 0 1 0
Nl 1 0 o o o 1 1 0 0 1
p L 00 1 0 1 1 0 0 1 1/
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d=3 oldugundan e=1 dir. Harfler yukaridaki gibi sifrelensin. Boyle sifrelenen bir
alfabe igin ISTATISTIK kelimesini sifreledikten sonra ISK gecirip ¢dzmeye

calisilsin.

Sifrelenmis mesaj;

R A > o N —
N

f»—t»—to»—t»—aooo»—A»—a

— OO~ OO oo —~O

O Ok OO = -
O == === O ===
SO O — OO —O—~,O
SO, PO, O~ —=O
—_O = O === O
—t e kO e e e = O

—_——_ O O = OO OO -
\o~oo>—o>—oo~J

seklinde olur. ISK ¢iktiktan sonra bazi hatalar oldugu varsayilsm. Aliciya gelen

sifrelenmis mesaj;

——_ O O = OO =
O, OO RO = O ==
O = === OO~ ~O
SO OO~ O~ O~
CO—R OO0~ M~ O
—t e e e O OO = = =
— OO0 OO O—~O
—_—_—_O —m, O Rk = OO
il e N e B e B e B e I
SR O R =, OO ~=O

seklinde olacaktir. Gelen mesajdaki vektorler ile C’deki kod kelimeler arasindaki
uzaklik 1 yada 0 ise vektor o kod kelime olarak ¢oziimlenir. Eger hi¢birine 1 yada 0
uzaklikta degilse o kod kelime ¢6ziimlenemez ve tekrar gonderim istenir. Buna gore
ilk kelimeye baktildiginda (1101010010, 0101010010)=1 oldugundan ilk kod

kelime U olarak ¢ozlimlenir. Benzer sekilde digerleri yapildiginda;
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A" x>0 C
—_—— O O = %O O = O
O == =k = ¥ O == O
—_— e O = ¥ = = OO
—t e O e = OO O =
O = O = %= 0 00

O, OO = %= O ===
S OO OO % O ==
SO, PO %¥$¥O == O
— O = = O K = e e
—_—O O OO %O O — O

olarak ¢oziimlenir. Burada * ile gosterilen ifade vektoriin higbir kod kelimeye 1 ya

da daha az uzaklikta olmadigindan dolay1 ¢6ziimlenemedigini ifade eder.
Kodlama teorisi bu ¢ercevede daha ¢ok hata diizeltmek i¢in ¢esitli sinirlar ve bunlari
saglayan kodlarin gelistirilmesinde rol oynamistir. Daha ¢ok hata diizeltmek i¢in; ya

kod kelime sayisini ya da minimum uzakligi makimize etmek gerekir.

M(n,d), sabit n ve d i¢in M’nin maksimum degeri, d=d(n,M) ise sabit n ve M i¢in

M’nin maksimum degeri olmak tiizere;

Kodlama teorisinde iki temel amag vardir:

1) sabit n ve d degerleri icin M=M(n,d) degerini maksimize etmek,

2) sabit M ve d degerleri i¢in d=d(n,M) degerini maksimize etmek.

M(n,d) ve d=d(n,M) fonksiyonlar1 i¢in gesitli sinirlar gelistirilmistir. Bunlarin en

onemlilerden biri Plotkin smiridir. Plotkin smir1 ¢g=2 (2-diizeyli) olan kodlar i¢in

gegcerlidir.

Asagidaki teorem, kodlardaki kod kelime sayisina iliskin {ist siniri(Plotkin Sinir1)

Verir.



3.1. Teorem (Plotkin Sinir1)

C, n<2d olan bir (n,M,d) kodu olsun.

d cift ve 2d>n ise

d
M(n,d)g{zd_n}

MQd-1,d)<2d
MQ2d,d)<4d

d tek ve 2d+1>n ise;

Mndy<2| 41
2d+1-n

MQd+1,d)<4d +4

dir [Hoffman ve Ark., 1992].

Es.3.3- Es. 3.7°deki ifadelerde esitligi saglayan kodlara maksimal kod denir.

3.3. Ornek

Bir (7,6,3) kodu asagidaki gibi olsun.

40

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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(0100101
0101010
0110011
0111100
1000011
1001100 |

Burada n=2x3+1 oldugundan ve Es. 3.7 ye gore M(7,3)=16>6 olup bu kod maksimal
degildir. Ancak;

[0101010]
1001100
0011001
1110000
0100101
1000011
0010110
1111111 ]|

kodu (7,8,4) parametreli olup ve Es. 3.3’e gore M(7,4)=2[2x4/(2x4-7)]=8=M

oldugundan C’ kodu maksimaldir.
3.2. Esit Uzakhkh Kodlar

Esit uzaklikli kodlar, kod kelimeler arasindaki uzakliklar birbirine esit olan kodlardir.
Esit uzaklikli kodlarda kod kelime sayis1 maksimize edilerek optimal kod elde edilir.

C, g-diizeyli (n,M,d) parametreli kod olsun. Her hangi bir kod i¢in minimum uzaklik

kod kelimeler aras1 ortalama uzaklig1 gecemez.

- 1
dsd:m;cy;p(x,y) (3.9)
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Eger d tamsay1 ve her kod kelime arasindaki uzaklik d ise bdyle bir koda esit

uzaklikli kod denir.

Asagidaki teorem esit uzaklikli kodlarim minimum uzakligi d i¢in bir iist sinir verir.

3.2. Teorem

Esit uzaklikli her (n,M,d,q) kodu i¢in asagidaki esitsizlik gegerlidir.

d<d,, =nM(g-1)/(M-1)q

Esitligin saglanmasi i¢in M’nin ¢’nun kat1 ve 0,1,...¢g-1 sembollerinin Mxn boyutlu
kod kelimeler matrisinin her siitununda ¢=M/q defa bulunmas1 gerekir
[Tonchev,1988].

d=d s 1se esit uzaklikli koda optimal denir ve parametreleri asagidaki gibidir.

n, M=qt, d =nt(qg-1)/(qt-1) (3.10)

3.4. Ornek

Bir (4,9,3,3) parametreli kod asagidaki gibi olsun.

a
I
[\ O R S R N o R e R )
N — O N = O N~ O
S N = = O N DN = O
— O N O =N = O

I
L
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Burada d=4x3(3-1)/(3x%3-1)=3=d,us oldugundan bu kod Teorem 3.2’ye gbre optimal
koddur.

3.3. Sabit Agirhkh Kodlar

Sabit agirlikli kodlar, igerdigi tiim kod kelimelerin agirliklarinin sabit oldugu; yani
kod kelimelerdeki Olarin sayisinin birbirine esit oldugu kodlardir. Bu kodlar i¢in
Johnson siur1 kullanilarak maksimal kodlar elde edilir. Bu boliimde sadece ¢g=2 ve
agirliklart sabit olan kodlar géz Oniline alinacaktir. Sebebi, burada verilen Johnson
siirmin sadece bu tarz kodlar i¢in var olmasidir. n ,d ve w parametreleri verilmisken
kod kelimelerin maksimum sayis1 4A(n,d,w)( sabit n,w ve d i¢in M’nin maksimum

degeri) ile ilgilenilecektir.

3.3. Teorem

Sabit n,w ve d icin M’nin maksimum degeri 4A(n,d,w) i¢in asagidakiler gecerlidir

[Tonchev, 1988].

An,25-1,w)= A(n.26w) (3.11)
A(n,26w)= A(n,25n-w) (3.12)
Am26w)=1, w<& (3.13)
An.26w)=[n/5] (3.14)

Es. 3.14’ln genellenmis haline Johnson Siniri denir ve Teorem 3.4’te verildigi

gibidir.

Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 sabit agirlikli kodlarda kod kelime sayisinin bir {ist

sInirini verir.
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3.4. Teorem (Johnson Sinir1)

A(n,28 ,w) < [ZL} (3.15)
W —wn+on

[Huffman ve Pless, 2003].

3.5. Teorem
A(n,28,w) < F A(n-1,28,w- 1)} (3.16)
w

[Huffman ve Pless, 2003].
Teorem 3.4 ve Teorem 3.5 birlestirilirse, Teorem 3.6’daki sonuca varilir.

3.6. Teorem

A(n,25,w)S{%[ijn_vg’_é}--} (3.17)

olur [Huffman ve Pless, 2003].

Es. 3.15 ve Es. 3.17°deki tamsay1 foksiyonlar1 kaldirilirsa;

A(n,2§,w)£2L (3.18)
W —wn+0on

. _ 3.19
A(n,25,w)££n 1.__n w+06 ( )
ww-1 o

elde edilir.
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3.5. Ornek

Asagidaki sabit agirlikli kod g6z 6niine alinsin.

0001111
0110011
0111100
C=/1010101
1011010
1100110
1101001

Burada w=4, 6=2, n=7, M=Tdir. A(7,4,4)=2><7/(42-4><7+2><7)=7=M oldugundan
Johnson sinir1 saglanir. Dolaysiyla bu koda maksimal koddur denilir. Bundan sonraki
boliimde Boliim 2°de verilen tasarimlardan faydalanarak bu bolimdeki kodlarin elde

edilisi uzerinde durulacaktir.
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4. TASARIMLARDAN ELDE EDILEN KODLARIN KURULUSU

Kombinatoriyel yapilar, 1970’lerden sonra 6zellikle son 10 yil iginde optimal hata
diizelten kodlar i¢in kullanilmistir. Bu boliimde Boliim 2’de verilen kombinatorik
tasarimlar ve Boliim 3’de verilen maksimal ve optimal kodlar arasindaki iliskiler ve

bu yapilar arasindaki gecisler verilecektir.

4.1. Hadamard 2-tasarimlar ve Bu Tasarimlara iliskin Kodlar

Hadamard matrisleri Walsh fonksiyonuna (Walsh,1923) dayali olarak sinyal
modellemesinde kullanilir [Harmurth, 1960]. Ayrica bu fonksiyon kullanilarak
sikistirllmis  resimdeki verinin gonderilmesi ve sifrelenmesi de miimkiindiir
[Jain,1989]. Hadamard matrisine dayali maksimal kodlar 196011 yillarda uzay
arastirmalarinda Jiipiter, Satiirn, Mars Uraniis, Neptiin ve aylarmin yiiksek

¢Oziiniirliiklii alinan fotograflarinin dogru olarak ¢oziimlenmesinde kullanildi.

Bu bolimde Hadamard 2- tasarimlardan 3 tane maksimal kodun bulunusu

verilecektir. Ayrica bu kodlarin Plotkin sinirin1 sagladigi da gosterilecektir..
4.1. Teorem

z=44 ve A, 2-(44-1, 2/, A) parametreli Hadamard tasariminin iliski matrisi olmak

uzere;

0---0
1) C = kodu (z-1,z,z/2) parametreli maksimal koddur.
LA

2) C, kodu C; ve Cfdan meydana gelen (z-1, 2z, z/2-1) parametreli maksimal
koddur.
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3) C, 0’la baslayan kod kelimelerin silinmesiyle elde edilen maksimal (z-2, z/2, z/2)
kodudur [Tonchev, 1988].

Bu sekilde hadamard matrisinden elde edilen ii¢ kod icin Plotkin sinir1

saglandigindan Plotkin sinir1 esitlik olarak asagidaki teoremdeki gibi verilebilir.

4.2. Teorem

Her A igin 2-(44-1, 24, A) Hadamard tasarimi var ve

d cift ise;
d

Mn,d)= 2[ } d<n<2d 4.2)
2d -n

M2, L) =4\ (4.3)

dir.

d tek ise;

M(n,d):2[A} d<n<2d+1 (4.4)
2d+1-n

MQd+1,d) =4d +4 (4.5)

dir [Tonchev, 1988].
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4.1. Ornek

A =2 olan 2—(7,4,2)tasarim ele alindiginda A iliski matrisi asagidaki gibi olsun.

(1010 1 0 1]
0110011
1100110
A=[0 0 0 1 1 1 1
1011010
01 11100
11010 0 1]

Bu Hadamard tasarimindan elde edilen C; kodu (7,8,4), C; kodu (7,16,3) ve C; kodu
(6,4,4) seklindedir. Bu kodlara dikkat edildiginde tiimii Teorem 3.1°1 (Plotkin sinir1)
saglamaktadir, dolayisiyla bu kodlarin ii¢li de maksimaldir. Ayrica C, dikkat
edilecek olursa, elde edilen kodun maksimal olmasinin yani sira lineer olan bu kod

Hamming sinirin1 sagladigindan tam koddur.

Ayrica tasarimdan elde edilen kodlara dikkat edilsin. C; kodu (7,8,4) parametrelidir.
n=7 ve d=4 oldugundan dolay1 Es. 4.1 kullanilir. Bu esitlikten kodun maksimal

olmasi igin;

M(7,4)=2[L}=2-4=8
2.4-7

olmalidir. Elde edilen kodda M=4 oldugundan kod maksimaldir. C; kodu igin ise
n=T7 ve d=3 oldugundan Es. 4.5 kullanilacaktir. Dolayistyla

M(7,3) =4-3+4=16
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olur. C; kodundaki kod kelime sayis1 M=16 oldugundan maksimaldir. Son olarak C;
kodunu ele aldigimizda, d ¢ift ve d <n <2d oldugundan, yine Es. 4.1 kullanilacaktir.
Bu esitlikten faydalanarak;

MO,4)=2| —2 _|=2.2-4
2.4-6

elde edilir. Dolayisiyla Cs; kodu da maksimaldir.

4.2. Esit Uzakhkl Kodlar, Coziilebilir Tasarimlar ve Afin Geometri

Bir diger 6nemli kod tiirii olan optimal esituzaklikli kodlarin ilk kurulusu Preece
(1967) tarafindan verilmistir. Kombinatoriyel tasarimlarin en 6nemlilerinden olan
¢Oziilebilir tasarimlar ve afin ¢oziilebilir tasarimlar optimal kod olusturmak igin
kullanilabilir. Bu kodlarin ¢oziilebilir tasarimlardan kurulmasini ilk olarak Semakov
ve Zinoviev (1968) vermistir. Daha sonra bu kurulus teknigi Tonchev (1988) ve
Sinha (1994) tarafindan gelistirilmistir. Sinha ve Mitra (1999) ¢oziilebilir ve igige
dengeli tamamlanmamis blok tasarimini kullanarak yaklasik optimal kodlar
vermislerdir. Coziilebilir ve icice dengeli tamamlanmamis blok tasarimini kullanarak
yaklagik optimal kodlarin bir diger kurulus yontemi Miao ve Kageyama (1999)

tarafindan verilmistir.

Semakov ve Zinoviev (1968, 1969), tarafindan verilen asagidaki teoremler Teorem
2.8’deki ¢oziilebilir ve Teorem 2.9’daki afin ¢oziilebilir 2-tasarimlardan Teorem

3.2’1 saglayan optimal kodlarin bulunusu gdosterir.

4.3. Teorem

(n,M,d,q) optimal esit uzaklikli kodunun varli§i ancak ve ancak asagidaki

parametrelere sahip ¢ozilebilir 2-tasarimin varligiyla saglanir.
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v=M, r=n, k=t, A=n-d, b=ng

[Semakov ve Zinoviev, 1968].

Eger tasarim afin ¢oziilebilir ise bu durumda Teorem 4.4 gegerlidir.

4.4. Teorem

L, lat-D)

(g-1)
¢oziilebilir tasarima denktir [Semakov ve Zinoviev, 1968].

uzunlugunda her optimal esit uzaklikli kod asagidaki parametrelere sahip

i: (t-l)
(-1

v=gqt, k=t,
Eger g=t ise 6zel olarak Teorem 4.5 gegerlidir.
4.5. Teorem

q=t iken,

n=q+l, M=q", d=gq,

karsilik gelen tasarim

2

v=q", k=q, A1=1

olur. Bu da optimal esit uzaklikli (¢ +1,4°,¢,q) kodu, ¢ mertebeli afin diizleme

karsilik gelir [Semakov ve Zinoviev, 1969].
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4.2. Ornek

Asagida AG(2,3) parametreli Afin geometri 4 ve Teorem 4.5’e gore buradan elde

edilen optimal kod C verilmistir.

1 001 001 0010 O] [0 0 0 0]
1 0000O0OT1O0O0T0O0 01 1 1
1 0000100T1O0TUO0°1 0222
01 01 00O0O0T1TUO0T1D0 1 0 21
A=|0 1 0 01 01 0 0 0 0 1 = 1 10 2|=C
01 000T1O0T1O0T1TO0O0 1 210
0011000710001 201 2
0010100O0T1T1TU0D0 2120
00100110001 0] 2 2 0 1]

A’dan elde edilen C kodunun parametreleri Teorem 3.2’de yerine koyuldugunda

n=4 g+1=3+1=4 M=q¢>=3"=9 d=q=3

d . =4-93-1)/(9-1)3=3

olarak bulunur. d=d,.s oldugundan elde edilen kodun optimal esit uzaklikli kod

oldugu soylenebilir.

4.3. Sabit Agirhkh Kodlar ve 2- tasarimlar

Diger bir 6nemlikod tiiriide sabit agirlikli kodlarda i¢in maksimal kod sinir1 Johnson
(1962) tarafindan verilmistir. Bu kodlarin kurulusu i¢in bazi kosullar1 saglayan,
dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari kullanilmaktadir [Tonchev, 1988]. Daha
sonra bu sinirin Optik Ortogonal kodlarla iligkisi ortaya ¢ikarilmistir [Chung ve Ark.,
1989]. Ve bu sinir sabit agirlikli kodlar i¢in minimum uzaklik ¢>1 durumu igin

gelistirilmistir [Omrani ve Ark., 2004]. Optik Ortogonal kodlarin Projektif
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diizlemlerle iliskisi Miyamoto ve Ark. (2004) tarafindan ortaya konmustur. Ayrica
Optimal kodlarin kuruluslarinda kullanilan bir diger kombinatoriyel yap:1 da

ortogonal dizimlerdir [Tonchev, 2005].

Bu boliimde sabit agirlikli kodlardaki kod kelimelerin {ist sinirinin belirlenmesi 2-

tasarim yardimiyla yapilacaktir.
4.6. Teorem

Es. 3.18’deki

A(n,20 ,W)S#
W —wn+0on

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul b=n, r=w ve A=w-¢ olan bir 2-

tasarimin varhigidir [Tonchev,1998].
4.3. Ornek

Ornek 2.1°deki 2-(8,4,3) tasarimini ele alnsin.

(1100010111100 O]
011 000T1T1T1O0O0T1T10
1011000101071 0°1
e 01 01 10000O0T1T1T1T1F0
00101100T1T1°U00T11
0001 011100T1O0T11
1 0001010101101
1111111000000 0]

Burada b=14 ve r=7 oldugundan n =b=14, w=r=7, 6=w-A=7-3=4 olur ve,

4x14 _
2_7x14+4x14

A(14,8 ,7) <
( )<
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elde edilir. A matrisinin satirlarin1 C kodunun kod kelimeleri olarak diisiiniildiiglinde

bu kod maksimal koddur.

4.4. Projektif Geometri PG(n,2) Kullanillarak Kod Olusturma ve Coéziimleme

Algoritmasi

Bu boliimde Projektif geometri kullanarak engok olabilirlik algoritmasina alternatif
cozlimleme algoritmas1 verilecektir. Cameron (1996), PG(2,2)’yi kullanarak
maksimal (ayrica tam) kod olusturmustur ve PG(2,2)’den olusturulan bu kodun
¢oziimleme algiritmasini da elde etmistir. Bu boliimde bu algoritmadan faydalanarak
PG(3,2)den kod iiretilecek, buna ait ¢oziimleme algoritmasi verilecek ve klasik en
cok olabilirlik yiiontemine gore karsilastirilacaktir. Bu ¢ozlimleme algoritmasini
verebilmek i¢in kodu Projektif geometriyi kullanarak olusturmak gerekir. Kurulus
yontemi anlatildiktan sonra ¢oziimleme algoritmasi verilecektir. Projektif geometriyi

kullanarak olusturulan maksimal lineer kod asagidaki gibidir.

Tanim 2.4 ve Teorem 2.13’den PG(n,2)’de 2""'-1 nokta ve hiperdiizlem, her
hiperdiizlem 2"-1 nokta, her nokta 2"-1 farkli hiperdiizlemde oldugunu ve her
hiperdiizlem c¢ifti 2.1 farkh noktada kesisir. PG(n,2)den olusturulacak kodun
toplam 2" tane kod kelimesi vardir. Bu kod kelimelerin uzunlugu 2"*'-1, minimum

uzaklig1 2"-1 ve dolayisiyla diizeltebilecegi maksimum hata sayis1 2"”-1 olacaktir.

Bu bilgiler 1s181nda PG(n,2)den kod su sekilde olusturulur. 2""1_1 kod kelime 2"-1
agirhiginda ve 2"'-1 kod kelime 2" agirhgindadir. Diger iki kod kelime ise 2"*'-1 ve

0 agirhigindadir yani tiimii 1 ve tiimii 0 olan kod kelimelerdir.

2"-1 agirhgindaki kod kelimelerdeki 1’lerin yerleri projektif geometrideki
hiperdiizlemlerin noktalarinin  koordinatlarindan olusur. Benzer sekilde, 2"
agirhgindaki  kod  kelimelerdeki  O’lerin  yerleri  projektif  geometrideki

hiperdiizlemlerin noktalarinin koordinatlarindan meydana gelir.
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Cameron (1996) PG(2,2)’den boyle bir maksimal lineer kodun nasil tiiretildigini ve
¢oziimlendigini gdstermistir. Bu kod kisaca asagidaki gibi olusturulur Oncelikle

PG(2,2)’nin ozellikleri dikkate alinsin.

Sekil 4.1. PG(2,2) nin dogrulart

Cizelge 4.1. PG(2,2)den tiiretilen ikili lineer kod

1 0000000
2 0001111
3 0010110
4 0011001
5 0100101
6 0101010
7 0110011
8 0111100
9 1000011
10 1001100
11 1010101
12 1011010
13 1100110
14 1101001
15 1110000
16 1111111

Cizelge 4.1’e dikkat edilecek olursa bu bir (16,7,3) kodudur. Burada;
L(7 _
16x> | |- =16(1+7)=128=2’
i=0 \ !

oldugundan tam koddur. Ayni zamanda Es. 3.7’yi sagladig1 i¢in maksimal kodur.

Coziimleme algoritmasi ise kisaca soyledir.



Cizelge 4.2. Coziimleme algoritmasi
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1’lerin sayisi

Coziimleme kurah

0 Hata yoktur. Higbir degisliklik yapilmaz.

1 1’in bulundugu yer hatadir. 1 -0

2 Bu iki noktanin bulundugu dogrudaki 3.ncii nokta bulunur ve 0—1 yapilir

3 Eger bir dogru iizerinde ise hata yoktur. Aksi halde 0’larin yerine bakilir. Igerdigi dogru
disinda kalan nokta hatadir ve 0—1 yapilir

4

g 0’larm yerine 1, 1’lerin yerine 0 yazilarak ilk 4 adimdaki islemlerden biri yapilir.

7

Bu boliimiin geri kalaninda ise Gokpinar (2007)’de PG(3,2)den elde edilen kodu

{iretip ¢coziimleme algoritmasi verilecektir. Ik énce PG (3,2) verilsin.

Cizelge 4.3. PG(3,2)’nin hiperdiizlemleri

X1
X2
X3
X4
X5
X6
X7
X8
X9
X10
X11
X12
X13
X14
X15

Bl B2
1 1
1 1
1 1
1 0
1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

jos}
@

=R e R e T e i = = =

B4 B5 B6 B7 B8 B9 BI0O Bll Bl2 BI3 Bl4 BIS
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0

Cizelge 4.3’de verilen PG(3,2)nin diizlemlerinin noktalar1 asagidaki gibidir.




Cizelge 4.4. PG(3,2)’nin diizlemleri

Diizlem Noktalar

1 1,2,3,4,5,6,7

2 1,2,3,8,9,10,11

3 1,2,3,12,13,14,15
4 1,4,5,8,9,14,15

5 1,4,5,10,11,12,13
6 1,6,7,8,9,12,13

7 1,6,7,10,11,14,15
8 2,4,6,8,10,13,15
9 2,4,6,9,11,12,14
10 2,5,7,8,10,12,14
11 2,5,7,9,11,13,15
12 3,4,7,8,11,13,14
13 3,4,7,9,10,12,15
14 3,5,6,8,11,12,15
15 3,5,6,9,10,13,14
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Buradan elde edilecek kodun 15 kod kelimesi 7 agirliginda ve 15 kod kelimesi 8

agirhigindadir. Diger iki kod kelime ise 15 ve 0 agirligindadir yani tiimii 1 ve timi 0

olan kod kelimelerdir. Dolayisiyla elde edilecek kod Cizelge 4.5’ deki gibi olacaktir.

Bu kodun parametreleri M=32, n=15, d=7 seklindedir.

Cizelge 4.5. PG(3,2) den elde edilen kod

1 0 0o 0o oo 0o0O0O OO0 OO0 D00
2 1 00001 1 1 1 0011 00
3 01 001 01 1 01 01 010
4 001 01 1.0 1 001 1 001
5 010101 001011010
6 1 0 01 1T 0 0 1 1 00 00 11
7 01 001 01 01 01 01 011
8 1 1.1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 00
9 1 1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
10 /01 01 01 0 1 0 1 0 01 01
11 {1 60 061 1. 00 0 01 1 1 1 00
12 /0 o1 o1 1. 00 1 1 001 10
3]0 01 1. 0 0 1 1 0 01 01 10
4 /0 0 1 1 001 01 1 01 001
15 (11100 0 0 1 1 1 1 0000
16 1 0 06 00 1 I 001 1 001 1
17 j0 1. 1. 1 1.0 0 0 O I 1 0 0 1 1
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Cizelge 4.5. (Devam) PG(3,2) den elde edilen kod

I8 j1 0 1.1 01 0 0 1 0o 1 0 1 01
9 /11 0 1 0 01 01 1 0 01 1 0
20 /1 01 01 0 1 I 0O 1 0 O I 01
21 /0 1 1. 00 1 1 00 1 1 1 1 00
22 (1 01 1. o1 01 01 0 1 0 1 O
23 /0 0 00000 1T 1 1T 1 1 1 11
24 /0 0 01 1.1.1 1.1 1 1 0 0 0 O
25 |1 0 1. 01 01 o1 0o 1 1 0 1 0
26 /01 1. 00 1 1 1 1 0 0 0 0 11
27 j1' 1. 01 0 0 1 I 0 0 1 1 0 01
28 |1 1. 0 011 001 1 0 1 0 01
29 (1 1.0 01 1. o1 00 1 01 10
30 |10 001 T.1.1 00 00 1 1 11
3. )0 1.1 1. 1.0 01 1 0 0 1 1 00
32 11 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

Bu koda ait ¢oziimleme kurali ise asagidaki gibi olacaktir.

Gelen vektoriin tiimii 0 ise hi¢gbir hata olmamis demektir ve kod kelime 0 vektorii
olarak ¢oziimlenir. Benzer sekilde, 1,2 ve 3 tane 1 varsa, d=3 oldugundan, bu kod

kelimeler O olarak ¢6ziimlenir.

Eger 4 tane 1 varsa ve bunlar PG(3,2)’nin diizlemleri tizerindeki noktalar ise diger 3
nokta bulunur ve buradaki O lar yerine 1 yazilarak diizeltilir. Bu {i¢ nokta hatadir.
Eger bu 4 nokta ayni diizlem iizerinde degilse 3ten fazla hata meydana gelmistir ve

bu vektor ¢oziimlenemez. Yeniden gonderim istenir.

Eger 5 tane 1 varsa ve bu noktalar bir diizlem {izerinde ise diizlem iizerindeki diger 2
nokta bulunur. Bu noktalardaki 0’lar 1 yapilarak vektor ¢oziimlenir. Eger bu noktalar
diizlem tlizerinde degilse 0’lara bakilir Olar bir diizlemi igeriyorsa diizlemin disinda
kalan 0O’larin yerine 1 konulara diizeltme yapilir. Bu kosullardan ikisi de

saglanmiyorsa bu vektor diizeltilemez. Yeniden gonderim istenir.

Eger 6 tane 1 varsa ve bu noktalar bir diizlem {izerinde ise diizlem tizerindeki diger 1

nokta bulunur. Bu noktalardan 5’1 dogru iizerinde 1 tanesi degilse, buradaki 1, 0
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olarak diizeltilir ve diizlemin sahip oldugu diger 2 nokta da 1 olarak diizeltilir. Eger
bu noktalar diizlem iizerinde degilse 0’lara bakilir. 0’lar bir diizlemi igeriyorsa
diizlemin disinda kalan 0’larin yerine 1 konularak diizeltme yapilir. Bu kosullardan

licli de saglanmiyorsa bu vektor diizeltilemez. Yeniden gonderim istenir.

Eger 7 tane 1 varsa ve bu noktalar bir diizlem olusturuyorsa bu gonderim dogrudur.
Eger 6 tanesi bir diizlem iizerinde ve biri degilse diizlem {izerindeki diger nokta
bulunur ve bu nokta diizeltilir. Eger bu noktalar diizlem {izerinde degilse 0 lara
bakilir Olar bir diizlemi igeriyorsa diizlemin disinda kalan Olarin yerine 1 konulara
diizeltme yapilir. Eger 0’lardan 6’s1 bir diizlem olusturuyor ise diizlem tizerindeki
diger nokta bulunarak O yerine 1 konur. Bu nokta ve geri kalan nokta hatadir. Bu
kosullardan dordii de saglanmiyorsa bu vektor diizeltilemez. Yeniden gonderim

1stenir.

Eger 0’larin sayist 8 veya daha fazla ise 0’lar ile 1’ler yer degistirilerek ayni iglem

yapulir.

Bu boliimiin geri kalaninda En ¢ok olabilirlik(ECO) ve Projektif Geometri(PG)
cozlimleme yontemlerini farkli gonderilen kod kelime sayist ve hata oranlar1 goz
Oonline alinarak karsilagtirma yapilacaktir. Dikkate alinan kod kelime sayilari
1000(1000)10000 ve hata oranlar1 0.05, 0.10, 0.15 seklindedir. Cizelge 4.5 dikkate
aliarak, 00...0 kelimesinin karsiligi 1 sayis1 ve bu sekilde devam ederek 11...1
kelimesinin karsiligi 32 sayist olarak alinacaktir. 1-32 arasinda rasgele sayilar
tiretilerek ve karsilik gelen kod kelimeler verilen hata oranlari dikkate alinarak
gonderilecektir ve bunlar1 ¢Ozliimleme zamanlar1 Sekil 4.2-Sekil 4.4’de oldugu

gibidir.



Coziimleme zamani(Sanive)

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o1 > 38 4 5 & 7 G
Gonderilen kod kelime sayis1

Sekil 4.2. Hata oran1 0.05 iken ¢oziimleme zamanlari

Cozumleme zamani(Saniye)

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 =] g 7 3 9 10
. . . 4
Gonderilen kod kelime sayis1 ~ * 10

Sekil 4.3. Hata orani 0.10 iken ¢oziimleme zamanlari
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Coziimleme zamani(Sanive)

0 1 2 I 5 A7 A 3 10
Gonderilen kod kelime sayist x 10°

Sekil 4.4. Hata oran1 0.15 iken ¢6ziimleme zamanlari

Sekil 4.2- Sekil 4.4’den goriildiigii gibi PG kullanilan kodun ¢ézliimleme zamanlari
ile ECOyu kullanan kodun ¢6ziimleme zamanlarina gore belirgin bir sekilde hizlidir.
Bu fark gonderilen kod kelime sayisi arttikga ylikselmektedir. Aralarindaki fark
yaklagsik olarak %20 civarindadir. 0.05 hata oraninda dogru ¢dziimleme oran1 0.995,
0.10 hata oraninda dogru ¢oziimleme orant 0.95 ve 0.15 hata oraninda is dogru
¢Oziimleme orani ise 0.85 civarindadir. Dogru ¢éziimleme oranini1 %95 olarak kabul

edilirse bu kod %10 hata oranina kadar kullanilabilirdir.

Bu algoritmanin Hadamard matrislerinden olusturulan maksimal kodlar i¢in yeniden
diizenlenmesi ve en ¢ok olabilirlik algoritmasina gore karsilastirilmasi 7.nci boliimde

verilmistir.
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5. KARSILASTIRMA

Bu bolimde, Hadamard 2-tasarimlardan elde edilen 3 farkli maksimal kod ve ikili
ortogonal Latin kare tam setinden olusturulan Afin yapisindaki ¢oziilebilir
tasarimindan elde edilen optimal kodlar encok olabilirlik ¢oziimlemesi yontemiyle
karsilagtirilmis  ve c¢esitli boyutlardaki dijital fotograflar {izerine uygulamasi

yapilmustir.

Kullanilan dijital fotograflar 256 renk gri tonlamal1 fotograflardir. 80x60, 120%90 ve
160x120 piksel boyutlu fotograflar ele alinmistir.

Bir dijital fotograf piksellerden olusur. 256 renk gri tonlama dijital fotograflarda
siyah ile beyaz arasinda toplam 256 renk tonu dikkate alinir. Her bir renk tonu bir
saytya karsilik gelir. O en koyu siyaha karsilik gelirken 255 en agik beyaza karsilik
gelmektedir. Aradaki tonlar 0 ile 255 sayilar1 arasinda degerler almaktadir. Bu

numaralandirmaya iliskin ¢izelge asagida verilmistir.

Cizelge 5.1. Renk tonlar1 ve bunlara ait sayilar

ﬂ...ﬂ. i

160 161 162 163 164 165 166 167 224 225 226 227 228 229 230 2%
168 169 170 471 172 173 174 175 232 | 233 | 234 235 | 236 237 238 239
176 77 178 179 180 181 182 183 240 241 242 243 244 245 246 247

184 185 188 187 188 188 180 19 248 | 243 250 251 252 253 254 25§
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Bu c¢izelgeye gore bir dijital fotograf i¢in ornek Sekil 5.1(a) ve Sekil 5.1(b)

verilebilir.

(a)

1”4

(b)

Sekil 5.1. Bir dijital fotografin pikselleri ve buna karsilik gelen sayilar (a) Bir dijital
fotograf (b) Dijital fotografin pikselleri ve bunlara karsilik gelen sayilar

Bir 256 renk gri tonlama dijital fotografta 256 renk tonu oldugundan kullanilacak
koddaki kod kelime sayis1 toplam 256 olmak zorundadir. Bu durumda kodlar bu
kosula gore secilmelidir. Hadamard tasarimindan elde edilen ve C,, C; ve Cs olarak

nitelendirilecek kodlarin ii¢li de bu kosulu saglamaktadir. Bu kodlarin se¢ilmesinin
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bir diger sebebi maksimal olmalaridir. Yine benzer sekilde elde edilen ikili ortogonal
Latin kare’den elde edilen Afin Geometri yapisindaki ¢oziilebilir tasarimindan elde
edilen ve C4 diye adlandirilan optimal kodda bu kosul saglanmaktadir. Bu durumda
tim kodlarda kod kelime sayisi. M=256 olacagindan kullanilacak tasarimlar ve
bunlardan elde edilecek kodlar asagidaki gibidir. 4, 2-(44-1,24,4) iliski matrisi
olsun. C; Bolim 4’te verildigi gibi asagidaki gibi olusturulan (44-1, 44, 21)

parametreli maksimal koddur.

{2

Bu durumda n=M=256 olur. Yani kodun parametreleri (255, 256, 128) seklinde

olacaktir. Bu kodun diizeltebilecegi maksimum hata sayisi, d=128 oldugundan,

e=[(128—-1)/2]=63dir. Bu kod igin 256 mertebeli H,ss Hadamard matrisi

kullamlacaktir. Benzere sekilde Cive C' *den olusan C, koduna iligkin parametreler

(44-1, 84, 24-1) seklinde oldugundan ve M=256 olacagindan kod (127, 256, 63)
parametrelidir. Burada diizeltilebilecek maksimum hata sayisi e:[(63—l)/ 2] =31
olacaktir. Bu kod i¢in 128 mertebeli H,s Hadamard matrisi kullanilacaktir. Benzer
sekilde olusturulacak son kod ise C;’deki 0 ile baslayan kod kelimelerin silinmesiyle

elde edilen C; kodudur. Bu kodun parametreleri (4A-2, 2A, 2A) seklindedir. M=256
olmast i¢in bu kodun parametreleri (510, 256, 256) seklindedir. Bu durumda

diizeltebilecegi maksimum hata sayis1 e = [(256 -1/ 2] =127 dir.

Son olarak ele alinacak bir diger kod, yukarida verilen kodlardan farkli olarak
optimal olmakla beraber ayni zamanda ikili kod degildir. ¢ mertebeli Afin diizleme
karsilik gelen ¢oziilebilir tasarimdan elde edilen bu kod (¢+1, ¢°, ¢) parametrelerine

sahip g-diizeylidir. Burada M=256 olacagindan ¢g=16 olmalidir. Elde edilen kod (17,
256, 16) parametreli 16-diizeylidir. Bu durumda e= [(16—1) / 2] =7 olarak elde

edilir. Verilen bu bilgiler 1s181inda kullanilan algoritma kisaca asagidaki gibidir.
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A) Kodlarin Olusturulmast

Al) C; kodunun olusturulmasi

1) 256 mertebeli H,s6 hadamard matrisi olusturulur.

2) Olusturulan Hjs¢ matrisinin ilk satir ve siitiinu silinir.

3) Geri kalan matriste -1—>1 ve 10 yazilir. Elde edilen A matrisi 2-(44-1, 24, A)
parametreli simetrik tasarimdir.

4) A matrisine Olardan olusan uygun boyutlu bir satir vektorii eklenir. Teorem 4.1-

1’ye gore bu sekilde olusturulan matrisin satirlart C3 kodunun kod kelimeleridir.

A2) C; kodunun olusturulmasi

1)128 mertebeli H,s hadamard matrisi i¢in Aldeki (2)-(4) islemleri tekrarlanir.
2) Teorem 4.1-2’ye gore elde elden C; ve timleyeni C; matrislerinden olusan

matrisin satirlart C; kodunun kod kelimeleridir.

A3) C;kodunun olusturulmasi

1) 512 mertebeli H;,3 hadamard matrisi i¢cin Aldeki (2)-(4) islemleri tekrarlanir.
2) Teorem 4.1-3’ye gore elde edilen C; matrisinden Ola baslayan elemanlar silinerek

elde edilen matrisin satirlar1 C; kodunun kod kelimeleridir.

A4) C; kodunun olusturulmasi

1) 16. mertebeden ikili ortogonal tam seti MAPLE paket programi kullanilarak
olusturulur ve gerekli doniistiirmeler kullanilarak MATLAB paket programina
aktarilir.

2) Buradan olusturulan Afin diizlemin dogrulart (Ayn1 zamanda Coziilebilir

tasarimin bloklar1) ise Boliim 2.6.1°de verildigi gibi olusturulur.
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3) Teorem 4.5’te verildigi gibi her paralel sinif i¢in 100...0 yerine 0, 010...0 yerine 1

vb. yazilarak olusturulan matrisin satirlar1 C4 kodunun kod kelimelerini olusturur.

B) Dijital Fotograf Piksellerinin Kod kelimelere Dontstiiriilmesi (Sifreleme,

Encoding)

1) 11k &nce axb piksel boyutlu dijital fotografin toplam a-b pikselin renk tonlarma ait
sayilar atanir.

2) Her kod kelime 0-255 arasi bir sayiya karsilik geldiginden 1. adimda ataman
sayilara karsilik gelen kod kelimelere dontistirtiliir.

3) Son olarak elimizde a-b tane kod kelimeden olusan bir mesaj olusur.

C) Gonderme

C1) Cy, (5, (5 kodlart igin;

1) Bu kodlar ikili olduklarindan mesajin kod kelimelerinin her biti i¢in bernoulli
dagilimindan p=1- hata orani kullanilarak hatalar vektorii olusturulur.
2) Olusturulan bu hata vektorleri mod 2’ye gore kod kelimeler ile toplanir. Elde

edilen yap1 kanaldan gegen mesajin bozulmus halidir.

C2) C4 kodu i¢in;

1) Bu kodlar ikili olmadiklarindan mesajin kod kelimelerinin her biti i¢cin deneme
sayisit 1 olan c¢okterimli dagilimindan py=1-hata orami p;=...=p;s=(hata orani1)/15
kullanilarak hatalar vektorii olusturulur.

2) Olusturulan bu hata vektorleri mod 16’ye gore kod kelimeler ile toplanir. Elde

edilen yap1 kanaldan gegen mesajin bozulmus halidir.
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D) Coziimleme

1) Bozulmus mesajin her bir vektorii (gonderilirken bozulmus kod kelimeler) igin
tiim kod kelimeler arasindaki hamming uzaklig1 bulunur.

2) Bulunan uzakliklarin en kiigiigii tespit edilir

3) Bu uzaklik minimum uzaklik d’den kiigiikse o kod kelime olarak ¢oziimlenir.

4) Bu uzaklik minimum uzaklik d’den biiyiikse o vektor ¢oziimlenemez.

5) Coziimlenen vektorlerin kod kelimelerine karsilik gelen sayilar atanir.

6) 1-5 adimlarindaki islemler bozulmus mesajdaki tiim vektorlere uygulanir.

7) Elde edilen sayilar1 koordinatlarina koyarak ¢oziimlenen kod olusturulur.

Bu bilgiler 1s18inda ilk olarak 80x60, 120x90 vel60x120 piksel fotograflar
incelensin. 80x60 piksel boyutlu génderilen fotograf Sekil 5.2°deki gibi olsun.

Sekil 5.2. 80x60 piksel boyutunda dijital fotograf

e

(a) (b)

Sekil 5.3. C; kodunu kullanarak ¢o6ziimlenen 80x60 piksel boyutunda dijital
fotograflar (a)bit basina hata orani 0.05 iken (b) bit basina hata orani
0.15 iken (c) bit basina hata oran1 0.20 iken (d) bit basina hata orani 0.25
iken

C; kodu dikkate alinip Sekil 5.3(a)- Sekil 5.3(b) incelendiginde 0.05 ile 0.15 bit
basina hata oraninda bu kodun dijital fotografi hatasiz ¢oziimledigi goriiliir. Ancak
Sekil 5.3(c)’de bit bagina hata orani1 0.20’ye ¢iktiginda hatali sonuglar verdigi (dogru
¢Oziimleme orani 0.97) goriilmektedir. Elde edilen sonug iyi bir ¢dziimleme oran

sayllmasina ragmen Sekil 5.3(d)’de bit basina hata oran1 0.20’den 0.25’e ¢iktiginda
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dogru ¢oziimleme orani ¢ok fazla diigmiistiir (dogru ¢oziimleme orani 0.51). Bu kod

icin hata oran1 0.20 civari olmahdir, ¢oziimleme zamani ise 57 saniyedir.

(a) (b) )

Sekil 5.4. C, kodunu kullanarak ¢oziimlenen 80x60 piksel boyutunda dijital
fotograflar a)bit basina hata orani 0.05 iken b) bit basina hata oran1 0.15
iken ¢) bit basina hata oran1 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

Benzer sekilde C; kodu incelendiginde Sekil 5.4(a)’da 0.05 bit basina hata orani
verildiginde fotografi hatasiz olarak diizeltilmistir. Sekil 5.4°(b) i¢in kullanilan 0.15
bit basina hata orani i¢in ¢ok az (dogru ¢oziimleme orani 0.9991) hatali ¢evirdigi
gorlilmiistiir. Fakat Sekil 5.4°(c) oldukga hatali sonuglar vermistir (dogru ¢éziimleme
oran1 0.9145). Ozellikle bit basina hata oran1 0.25ye ¢iktiginda C; kodunda oldugu
gibi dogru ¢dziimleme orani ¢ok fazla diismektedir (dogru ¢éziimleme orami 0.51).
Bu kod i¢in hata oram1 0.15 civar1 olmalidir. Ayrica ¢Oziimleme zamani ise 24

saniyedir.

(a) (b) (c)

Sekil 5.5. C; kodunu kullanarak c¢o6ziimlenen 80x60 piksel boyutunda dijital
fotograflar. (a) bit basina hata oran1 0.05 iken (b) bit basina hata orani
0.15 iken (c) bit basina hata oran1 0.20 iken (d) bit basina hata orani 0.25
iken

Son olarak C; kodunu ele alindiginda Sekil 5.3(a)-Sekil 5.3(b) incelenirse 0.05 ile

0.15 bit basina hata oraninda bu kodun dijital fotografi hatasiz ¢oziimledigi goriiliir.

0.20 bit basina hata oraninda bu kodun dijital fotografi yiiksek dogru ¢oziimleme

orantyla ¢oziimledigi gozikmektedir (dogru ¢oziimleme oranit 0.9973). Fakat diger

iki kodda oldugu gibi bit basina hata orani 0.25 i¢in dogru ¢éziimleme orani oldukca

diismektedir. Ayrica bu kod i¢in ¢dzlimleme zamani 168 saniyedir.
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Bu problem i¢in dikkate alinan Hadamard matrisinden tretilen kodlarda bit basina
hata orani1 0.05 ve 0.15 iken tatmin edici sonuglar vermektedir. Bu durumda en hizli
¢Oziimleme yapan kod olan C; kodu se¢ilmesi daha uygun olur. Bit bagina hata orani
0.25 iken; hizli ¢éztimleme yapilan bir kod isteniyorsa C; kodu, daha dogru bir
¢Oziimleme yapan bir kod isteniyorsa Cs kodu tercih edilir. Bit basina hata oran1 0.25

ise li¢ kod da tercih edilmez.

Sekil 5.6’daki 120%90 piksel resim dikkate alinsin.

Sekil 5.6. 120x90 piksel boyutunda dijital fotograf

(a) (b)

Sekil 5.7. C; kodunu kullanarak coziimlenen 120x90 piksel boyutunda dijital
fotograflar. a)bit basina hata orani 0.05 iken b) bit basina hata oranm1 0.15
iken c) bit bagina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

(@) (b)

Sekil 5.8. C; kodunu kullanarak ¢oziimlenen 120x90 piksel boyutunda dijital
fotograflar a)bit basina hata oran1 0.05 iken b) bit basina hata orani1 0.15
iken c) bit bagina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

1K

1)

) S
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(a) (b)

Sekil 5.9. C; kodunu kullanarak ¢oziimlenen 120x90 piksel boyutunda fotograflar
a)bit basina hata oran1 0.05 iken b) bit basina hata orani 0.15 iken c) bit
basina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

Sekil 5.7-Sekil 5.9 dikkate alindiginda 80x60 piksel boyutlu fotograflar i¢in var olan
sonuclara benzer sonuglar vermektedir. Bu kodlar i¢in yine bit basina hata orani 0.05
ve 0.15 iken dogru ¢6ziimleme oranlari sekillerden de goriilecegi gibi ¢ok iyidir. Bu
durumda digerleri i¢inde en hizli (C; kodu i¢in 54.56 saniye; C; i¢in 371.84 saniye,
C; igin ise 126.10 saniye) kod C; kodudur. Bit basina hata oran1 0.25 iken sekillerden

de goriilecegi gibi li¢ kod da iyi sonu¢ vermediginden hig¢bir kod da tercih edilmez.

Sekil 5.10°daki 160x120 piksel resim dikkate alinsin.

Sekil 5.10. 160x120 piksel boyutunda dijital fotograf
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(C) a =X TG i (d)

Sekil 5.11. C; kodunu kullanarak ¢oziimlenen 160x120 piksel boyutunda fotograflar
a)bit basina hata oran1 0.05 iken b) bit basina hata orani 0.15 iken c) bit
basina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

Sekil 5.12. C; kodunu kullanarak ¢oziimlenen 160x120 piksel boyutunda fotograflar
a)bit bagina hata orani 0.05 iken b) bit basina hata orani1 0.15 iken c) bit
basina hata oran1 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken
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() (d)

Sekil 5.13. C; kodunu kullanarak ¢oziimlenen 160x120 piksel boyutunda fotograflar
a)bit bagina hata orani 0.05 iken b) bit basina hata orani1 0.15 iken c) bit
basina hata oran1 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

Sekil 5.11-Sekil 5.13 dikkate alindiginda 80%60 ve 120x90 piksel boyutlu fotograflar
icin olan yorumlarin benzerleri sdylenebilir. Bu {i¢ kod i¢in bit basina hata oranlari
diisiikken ti¢ kod da iyi sonuglar verir fakat C, (C, kodu i¢in 104.12 saniye; Cj; igin
750.48 saniye, C) igin ise 237.46 saniye) hepsinden daha hizli oldugundan C; tercih
edilir. Bit basina hata orani artik¢a {i¢ kodun dogru oranlar diistiiklerinden ti¢ kodda
tercih edilmez. Ozellikle bit basma hata oran1 0.25 iken ii¢ kod igin iyi sonuclar

cikmadigini rahatlikla gorebiliriz

Farkli boyuttaki her fotograf incelendiginde C;’in 0.05 ile 0.15’de daha uygun
sonuclar verdigi goriilmiistiir. Fakat bit bagina hata oran1 0.20 iken kodu kullananin
tercihine kalmistir. Bit basina hata orami 0.25 iken {i¢ kodda anlamli sonug

vermeyecektir.
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(a) (b)

@

Sekil 5.14. C4 kodunu kullanarak c¢oziimlenen 80x60 piksel boyutunda dijital
fotograflar a)bit basina hata oran1 0.05 iken b) bit basina hata oram
0.15 iken c) bit basina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25
iken

(b) (d)

Sekil 5.15. C4 kodunu kullanarak ¢oziimlenen 120x90 piksel boyutunda fotograflar
a)bit bagina hata orani1 0.05 iken b) bit basina hata orani 0.15 iken c) bit
basina hata orani 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

= e ..H téjm

Sekil 5.16. C,4 kodunu kullanarak ¢oziimlenen 160x120 piksel boyutunda fotograflar
a)bit bagina hata orani 0.05 iken b) bit basina hata orani1 0.15 iken c) bit
basina hata oran1 0.20 iken d) bit basina hata oran1 0.25 iken

Sekil 5.14(a)-Sekil 5.16(a) fotograflar1 dikkate alindiginda bit basina hata oran1 0.05
iken dogru ¢éziimleme orani diger ii¢ kod gibi 1dir. Bit basina hata orani 0.15 iken

dogru ¢oziimleme orani biraz diismekle beraber olduk¢a tatmin edicidir (dogru
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¢Oziimleme oran1=0.9901). Yine hata orani 0.20 i¢in dogru ¢oziimleme oran1 0.975
civarindadir. Bu kodun diger kodlar arasindaki gbze ¢arpan en biiyiik farkliligi bit
basina hata oraninin 0.25 oldugu zaman gergeklesmektedir. Bu durumda diger kodlar
0.50 civarinda dogru ¢oziimleme orani verirken bu kod 0.93 civarinda dogru
¢Ozlimleme orani vermektedir. Bu ise kimi durumlarda oldukga tatminkardir. Ayni
zamanda bu kod i¢in zamanlar 80%60 i¢in 8 saniye, 120x90 i¢in 10 saniye 160x120
icin ise 13 saniye civarindadir. Bu zamanlar ise her ii¢ kodun zamanlarindan daha

iyidir. Boylece C4’iin diger 3 koddan daha uygun sonuglar verdigi soylenebilir.

Fakat burada 256 renk gri tonlama fotograflar1 dikkate alindigindan sadece M=256
icin karsilagtirma yapildi. Bu 6zel durumu ortadan kaldirmak i¢in farkli M degerleri
ve farkli bit bagina hata oranlar i¢in bu kodlar1 karsilastirmak gerekir. Geri kalan
kisimda gonderilen kod kelime sayis1 i¢in 1000:1000:50000 degerleri, bit basina hata
orant i¢in ise 0.01:0.01:0.50 degerleri dikkate alinmis ayrica Hadamard matrisinden
iiretilen kodlar (C;, C, C3) icin M=16, 24, 32, 48, 64 degerleri, ¢oziilebilir
tasarimdan olusturulan C4 kodu i¢in ise M=16, 64, 256 olan kodlar dikkate alinmistir.
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Sekil 5.17. M=16 iken C,, C; ve Cj i¢in ¢oziimleme zamanlariin karsilastirilmasi
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Sekil 5.18. M=24 iken C;, C; ve C; i¢in ¢Oziimleme zamanlarinin karsilagtirilmasi
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Sekil 5.19. M=48 iken C}, C, ve C; igin ¢oziimleme zamanlarinin karsilagtiriimasi
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Sekil 5.20. M=64 iken C;, C; ve C; igin ¢Oziimleme zamanlarinin karsilagtirilmasi

Sekil 5.17-Sekil 5.20 dikkate alindiginda gonderilen kod kelime sayis1 az iken 3 kod
kelime sayis1 arasinda ¢oziimleme zamanlar1 acgisindan fark oldukca azdir. Fakat her
kod kelime sayis1 M i¢in gonderilen kelime sayisi artik¢ca C, kodu Cs; kodundan 56
kat kadar, C; kodundan ise 2-3 kat daha hizli ¢6ziimleme yapmaktadir. Ayrica C;
kodu C; kodundan 2-2.5 kat daha hizli oldugu gériilmektedir.
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Sekil 5.21. M=16 iken C;, C; ve (C; ve (4 icin ¢Oziimleme zamanlarinin

karsilastirilmasi
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Sekil 5.22. M=64 iken C;, C, ve C; ve C, i¢in ¢Oziimleme zamanlarinin
karsilagtirilmasi



77

Sekil 5.21 incelendiginde C; kodunun C; ve Citen daha iyi sonuglar vermesine
ragmen C; ile ayn1 sonuglar1 vermektedir. Fakat Sekil 5.22 incelendiginde C; ile Cy4

arasinda Cy4’lin lehine belirgin bir fark oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5.23. C4’in M=16, 64, 256 iken ¢oziimleme zamanlarinin karsilagtirilmasi
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Sekil 5.24. Cy’in M=16, 24, 32, 48, 64 iken ¢ozlimleme zamanlarinin karsilastirilmasi
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Sekil 5.26. C3’in M=16, 24, 32, 48, 64 iken ¢6zlimleme zamanlarinin karsilastirilmast

Sekil 5.23— Sekil 5.26 incelendiginde kod kelime sayisi arttik¢a her kod i¢in hem kod
kelime sayis1 olan M hem de gonderilen kelime sayisi arttik¢a kodlarin ¢éztimleme

siireleri olduk¢a artmaktadir.
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. C’in M=16, 24, 32, 48 iken dogru ¢oziimleme oranina iligkin grafik

Sekil 5.27 ele aldindiginda dogru ¢oziimleme oraniin alt limitini 0.95 seklinde

diisiiniiliirse M=16 i¢in bu limit bit basina hata oran1 0.05’in {istiine ¢iktiginda dogru

diizeltme oran1 0.95’in altina diistiigli goriiliir. Diger M degerleri i¢in incelendiginde

M arttikga bit bagina hata oraninin sinirinin 0.15°e kadar yiikseldigi goriiliir. Ayrica

her kod kelime sayisi igin belli bir bit basina hata oranindan sonra oldukg¢a hizli bir

bigimde dogru ¢coziimleme oraninin diistiigii goriilmiistiir.
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Sekil 5.28. C3’in M=16, 24, 32, 48 iken dogru ¢éziimleme oranina iliskin grafik

Sekil 5.28 ele alindiginda dogru ¢oziimleme oranmin alt limitini 0.95 seklinde
diisiiniildiiginde M=16 i¢in bu limit bit basina hata orani 0.13’in {stiine ¢iktiginda
dogru diizeltme orani 0.95in altina diistiigli goriilmiistiir. Diger M degerleri igin
incelendiginde, M arttik¢a bit bagina hata oraninin sinirinin 0.18’e kadar ytikseldigi
goriiliir. Buradaki artis C, koduyla ayni degildir. Ayrica yine bu kodda her kod
kelime sayis1 i¢in belli bir bit basina hata oranindan sonra oldukga hizli bir bi¢imde

dogru ¢6ziimleme oraninin diistiigii tespit edilmigtir.
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Sekil 5.29. Cy’in M=16, 24, 32, 48 iken dogru ¢6ziimleme oranina iliskin grafik

Son olarak Sekil 5.29 ele alindiginda dogru ¢éziimleme oraniin alt limitini 0.95
seklinde diisliniildiigiinde, M=16 i¢in bu limit bit basina hata oran1 0.10’in {stiine
¢iktiginda dogru diizeltme orani 0.95in altina diistiigii goriiliir. Diger M degerleri i¢in
incelendiginde M arttik¢a bit basina hata oranmin sinirinin 0.16’a kadar yiikseldigi
saptanmistir. Bu artis C; kodundan az, C; kodundan fazladir. Ayrica yine bu kod i¢in
her kod kelime sayis1 i¢in belli bir bit bagina hata oranindan sonra oldukga hizli bir

bicimde dogru ¢éziimleme orani diigmiistiir.



0.9r

0.8+

0.8k

05y

dogru cozilen kelime orni

D 1 1 1 Il 1 1 1 1 1
o 0os o4 01 02 025 03 035 04 045 0.5

hit basina hata orani

Sekil 5.30. M=16 iken C}, C, ve C5’lin dogru ¢dziimleme oranina iligkin grafik
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Sekil 5.31. M=24 iken C;, C; ve C5’lin dogru ¢dziimleme oranina iliskin grafik



83

0.9r

0.8r

0.7 F

0.6}

dogru cozdlen kelime or@ni

D 1 1 Il 1 1 1 Il Il 1
o] nos 041 o015 02 025 03 035 04 045 08

hit basina hata orni

Sekil 5.32. M=32 iken C}, C; ve C5’lin dogru ¢dziimleme oranina iligskin grafik
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Sekil 5.33. M=48 iken C}, C; ve C5’lin dogru ¢dziimleme oranina iligskin grafik

Sekil 5.30 incelendiginde kod kelime sayis1 M=16 iken dogru ¢éziimleme oraninin
alt limitini 0.95 olarak diisiiniiliirse, bit basina hata oraninin C, kodu i¢in 0.06, C;
icin 0.16 ve C; i¢in ise 0.12 olarak elde edilir. Sekil 5.31°1 incelendiginde ise kod
kelime sayist M=24 bu limit i¢in bit basina hata oraninin C; kodu i¢in 0.07 Cj igin
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0.17 ve C igin ise 0.13 olarak elde edilir. Sekil 5.32’yi dikkate alindiginda, ise kod
kelime sayis1 M=32dir. Bu limit i¢in bit basina hata oraninin C, kodu i¢in 0.11 Cs
icin 0.18 ve Cj icin ise 0.16 olarak elde edilir. Son olarak M =48 alindiginda bu limit
icin bit basina hata oraninin C, kodu i¢in 0.12, C; i¢in 0.18 ve C| i¢in ise 0.16 olarak
elde edilir.
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Sekil 5.34. M=16 iken C}, C,, Cs ve C4’lin dogru ¢ézlimleme oranina iliskin grafik

Sekil 5.34’e gore kod kelime sayis1 M=16 iken dogru ¢6ziimleme oraninin alt limitini
yine 0.95 olarak diisiiniiliirse, bit basina hata oraninin C; kodu i¢in 0.06 Cj; i¢in 0.16
ve () icin ise 0.12 olarak elde edilirken C4 kodu i¢in bu oran 0.12 olarak elde
edilmistir. C4 kodu C; koduyla ayn1 sonucu vermis fakat Csden daha diisiik bir sinir
degeri vermistir. Ancak dogru ¢oziimleme oraninin alt limitini yine 0.90 olarak
disiintiltirse, elde edilen Cy ile C;’nin sinir degeri ayni1 olmakta ve bundan sonraki
degerlerde C; daha iyi sonu¢ vermektedir. Fakat kabul edilebilecek dogru
¢Oziimleme oranmin alt limitinin 0.90 oldugunu diisiiniiliirse bu sonu¢ bir anlam

ifade etmez.
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Sekil 5.35. M=64 iken C}, C;, C3 ve C4’lin dogru ¢oziimleme oranina iligkin grafik

Son olarak Sekil 5.35’1 incelense kod kelime sayis1 M=64 iken dogru c¢oziimleme
oraninin alt limitini yine 0.95 oldugu diisiiniiliirse, bit basina hata oraninin C, kodu
icin 0.14 C; i¢in 0.19 ve C; i¢in ise 0.17 olarak elde edilirken C4 kodu i¢in bu oran
Cy’le ayni bulunmustur. Dogru ¢6ziimleme oranini 0.95’in altinda bir degeri limit

olarak alirsa bu durumda C4 kodu ¢ok daha tistiin olarak kabul edilebilir.

Sonug olarak eger kullanilacak kodun kod kelimeleri diisiik ve bit basina hata orani
diisiik ise hem dogru ¢6zme orani hem de hizli ¢ézme bakimindan C, kodu
digerlerine gore daha iyidir. Ancak kodun kod kelimeleri diisiik ise fakat bit basina
hata orami yiiksek ise dogru ¢6zme orani bakimindan C; kodu tercih edilebilir.
Ozellikle kodun kod kelimeleri yiiksek ve aym zamanda bit bagina hata orani yiiksek
ise Cy kodu kullanilir. Fakat Cy kodunun en biiyiik dezavantaji sadece M’in 2°, 2°
veya 2% gibi 2nin cift kuvvetleri i¢in var olmasidir. Diger 3 kod ise M, 4’iin kati

oldugu herhangi bir deger i¢in bulunabilir.
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6. TASARIMLARDAN ELDE EDIiLEN KODLARIN DOGRU COZUMLEME
ORANLARI

Bu boliimde, Hadamard matrisinden olusturulan maksimal kodlarin, afin ¢oziilebilir
tasarimdan elde edilen optimal esit uzaklikli kodlarin ve 2-tasarimlardan elde edilen
sabit agirlikli kodlarin dogru ¢oziimleme oranlar1 ve dogru ¢6ziimleme oranlarinin
karsilastirilmast verilecektir.

6.1. Kodlarin Genel Dogru Coziimleme Oranlar:

Kodlarin dogru ¢oziimleme oranlarindan 6nce bazi temel tanimlari verilecektir.

p:Bit basina hata orani

E:Hata vektorii

x: Bir kod kelimede meydana gelen hatali bit sayis1

E hata vektoriiniin uzunlugu, »’dir. Hata vektoriindeki 0’dan farkli elemanlarin
say1s1, kod kelimede meydana gelen hatali bit sayisin1 verir. Bu elemanlarin yerleri
ise bu bitlerin yerlerini verir. Ornegin (0 1 1 0 0 0 0) hata vektdrii; 2 hata oldugunu

ve bu hatalarin 2. ve 3. bitlerde meydana geldigini belirtir. Eger ¢g=2 ise, x’in

dagilimi n, p parametreli Binom dagilimi oldugu agiktir.
n X n—x
Pey=| P =p)"" x=01,..n

Bu ifade herhangi bir kod kelimenin x bitinde hata olmasi olasiligini verir.

Boylece herhangi bir kod kelimenin hatasiz génderilmesi olasiligs;

P(0) {’;jp%l—p)" ~(1-py’
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dir. Benzer sekilde herhangi bir kod kelimenin dogru ¢oziimlenebilecek kadar hata

yapilmasi olasiligy;

i=0

n 0 n—0 n 1 n—1 n e n—e N\ n i n—i
P=£0Jp (1-p) +(ljp(l—p) +~'+(€)p(l—p) =Z(ijp(l—p)

olarak hesaplanir.

6.1. Ornek

n=16, e=1:4 ve p= 0.01: 0.01:0.50.0larak alinsmn. Istenen P degerleri(herhangi bir

kodun dogru ¢ozlimlenebilecek kadar hata yapilmasi olasiligi) 0.90 ve 0.95 alinsin.

Bu durumda Sekil 6.1 elde edilir.

bir kelimenin dogru gézdmlenmesi orani

Sekil

1
095
09
185
0.8
175
0.7
065
0.6
055
0.4
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0

6.1.

o 3 5012 15 18 M 2 X7 30 33 3B 3Y 42 45 4840

px100
Kod kelime uzunlugu 16 iken herhangi bir kod kelimenin dogru

¢Ozlimleme olasiligini gosteren grafik
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Sekil 6.1 dikkate alindiginda herhangi bir kod kelimenin bitlerinin %95’inin dogru
gonderilmesi i¢in hata diizeltme sayist e=1 alindiginda p<0.02 olmalidir. %90’ mnin
dogru gonderilmesi i¢in p<0.03 olmalidir. e=2 oldugunda %95’inin dogru
gonderilmesi i¢in hata diizeltme orani p<0.55 olmalidir. %90°nin dogru gonderilmesi
icin p<0.07 olmalidir. e=3 i¢in %95 ve %90’ nin dogru gdénderilmesi i¢in sirastyla
p<0.095 ve p<0.115 olmalidir. e=4 i¢in %95 ve %90’nin dogru gonderilmesi i¢in
strastyla p<0.135 ve p<0.165 olmalidir.

Benzer sekilde herhangi bir kodun dogru ¢dziimlenemeyecek kadar hata yapilmasi

olasiligt;

n n n
( jpeﬂ( p)n e-1 ( jpeJrZ( p)n e— 2 +( jpn (l_p)n—n
e+1 e+2 n

—Z( jp(l "o]-P

i=e+1

olarak hesaplanir.

Burada 6nemli bir faktdr kod kelime sayisidir. Toplam miimkiin farkli gelebilecek
vektor sayist ise ¢"’dir. Bu durumda herhangi bir (n,M,d) kodunda dogru

diizeltilebilecekler vektorlerin tiim vektorlere orani

olur.

n,M,d,e parametreleri birbirlerinden bagimsiz degildir. e=[(d-1)/2] seklindedir.
Benzer sekilde M ile d(dolayisiyla e) ters orantilidir. Ayrica kodlar, daha onceki

boliimlerde verilen Plotkin, Johnson, Hamming gibi sinirlarla kisitlanmastir.
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Dolayisiyla bu durumlar dikkate alarak degerlendirme yapmak daha uygun olur. Bu
karsilagtirma i¢in 3. boliimde verilen maksimal ve optimal kodlar gdzoniine

alinacaktir. .

6.2. Hadamard Matrisinden Olusturulan Maksimal Kodlarin Dogru

Coziimleme Oranlan

Teorem 4.1°de verilen C; kodu dikkate alinsin. C; kodu, (44-1, 44, 24) parametreli
maksimal koddur. Dolayisiyla e=[(24-1)/2]= A-1 olacaktir. Buradan herhangi bir kod

kelimenin dogru ¢ozlimlenebilecek kadar hata yapilmasi olasiligy;

S(4A-1) |
P= ZE jp(l =Z( l. )p’(l—p)“‘l"

olarak hesaplanir.
6.2. Ornek
n=15, 79, 199, 999, 4999, 19999 ve p=0.01:0.01:0.50 olsun. Istenen P

degerleri(herhangi bir kodun dogru ¢6ziimlenebilecek kadar hata yapilmasi olasiligi)

0.90 ve 0.95 olsun. Bu durumda C; koduna ait grafik Sekil 6.2°deki gibi elde edilir.
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herhangi hir klimenin dogru gézdmleme orani

Sekil 6.2. C; i¢in Kod kelime uzunlugu 15, 79, 199, 999, 4999, 19999 iken herhangi
bir kod kelimenin dogru ¢éziimleme olasilig1 gosteren grafik

Sekil 6.2 dikkate alindiginda kod kelime uzunlugu olan » arttik¢a 0.95 ve 0.90 igin
kullanilacak bit basina hata oraninin iist limiti artmaktadir. Fakat bu artis »’in artisina
bagli olmaksizin 0.25°1 gegmemektedir. Dikkat edilecek olursa, Cj, p degeri 0.25°¢
yaklastik¢a dogru ¢oziimleme orani ¢cok hizli bir diisiis gdstermekte ve 0.50’ye cok
yakin degerler almaktadir. Bu durum tiim » degerleri i¢in gegerlidir. Bunun sebebi

asagidaki gibi aciklanabilir:

Kullanilan dagilim parametreleri 44-1 ve p olan bir binom dagilimidir. Dolayisiyla X
degiskenin beklenen degeri E(X)=(4A-1)p’dir. p=0.25 alindiginda E(X)= A-0.25
olacaktir. Ayrica n artttkca binom dagilimin normal dagilima yaklasacagindan

lim P(X < E(X)) — 0.5 alinabilir. Burada bulunmak istenen olasilik P(X<A-1)dir. bu

olasilik A tamsayr oldugundan P(X<A-1)= P(X<1-0.25)= P(X<E(X)) olur.
Dolaysiyla lim P(X < A —1) - 0.5 yazilabilir.
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C; kodunda dogru diizeltilebilecek vektorlerin tiim vektorlere orami sekil 6.3de

verilmistir.

=

=

m
T

0.25

=
s
T

0.14

dogru dizeltilehilecek vektor orani

i
—
T

0.05

|:| | | 1 1
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M

Sekil 6.3. C; i¢in Dogru ¢oziimlenecek vektorlerin oranina iliskin gratik

Sekil 6.3 dikkate alindiginda C;, M arttik¢a (dolayisiyla n) dogru ¢dziimlenecek
vektorlerin oram1 hizli bigimde dismekte ve AM=32’den sonra 0.05’in altina
inmektedir. Bu ¢esit kodlarda eger p degeri 0.25’e (n biiyiik oldugunda, aksi halde bu
sinir daha asagida olacaktir) ¢ok yakin degilse bir sorun yaratmayacaktir. Ciinkii bu
tarz maksimal kodlarda, kodun diizeltebilecegi maksimum hata sayisi oldukca
yiiksektir. Eger, p oldukea biiyiikse bu durum su sekilde bir sorun yaratir. Giden kod
kelimenin ¢dziimlenemeyecek bolgeye diisme olasiligr olduk¢a artar. Bu durumda
gelen mesajda bazi kod kelimelerin ¢dziimlenememesine neden olur. Bununla

beraber kod kelimenin yanlig ¢6ziimlenmesi olasilig1 oldukea diisiiktiir.
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C; kodu i¢in ise su yorumlar yapilabilir. C; kodu (4A-1, 8A, 2A-1) parametreli
maksimal koddur. Dolayisiyla e=[(2A-1-1)/2]= A-1 olacaktir. Bdylece, C; koduna
benzer sekilde herhangi bir kod kelimenin dogru c¢oziimlenebilecek kadar hata

yapilmasi olasiligs;

(401 |
P= Z[ jp(l =Z[ l. jp’(l—p)““

olacaktir. Herhangi bir kod kelimenin dogru ¢éziimlenebilecek kadar hata yapilmasi
olasiligini belirlemede C; kodu ile benzer yorumlar yapilabilir. S6yle ki; her ne kadar
minimum uzaklik 4 fakli olsa da diizeltilebilecek bit sayisi e=[(d-1)/2]=[(2A-1-
1)/2]=A-1 dir. Dolayisiyla C’in diizeltilebilecek bit sayis1 C; ile aynidir. Bu kodun
Ci’den esas farkliligi kod kelime sayisidir. C;’in kod kelime sayis1 41 iken C
kodunun kod kelime sayisi M=8A’dir. Bu durumun avantaji, iki kod benzer bir
problemde kullanilacagi zaman C; kodunun C, kodundan 2 kat biiyiilk mertebeli
Hadamard matrisi kullanilacagindan C, kodunun daha hizli ¢éziimleme yapmasidir.
Ciinkii  kullanilacak binom dagilimin deneme sayisi (n=kod kelime uzunlugu)
parametresi C,’inin yaklagik olarak yarisi kadar olacaktir. Dolayisiyla bu durum

C,’yi daha hizli hale getirecektir.

Ayrica C, kodunda dogru diizeltilebilecek vektorlerin tim vektorlere orani

incelendiginde Sekil 6.4 elde edilir.
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Sekil 6.4. C; i¢in Dogru ¢oziimlenecek vektorlerin oranina iliskin grafik

Sekil 6.4 dikkate alindiginda, C,’e benzer sekilde C,, M arttik¢a (dolayisiyla n) dogru
¢Oziimlenecek vektorlerin orani hizli bi¢imde diismektedir. M=76’dan sonra 0.05’in
altina inmektedir. Bu sinir C;’e gore oldukga biiyiiktiir. Burada C, i¢in sdylenenler

gegcerlidir.
Son olarak Cj kodu i¢in su yorumlar yapilabilir. C; kodu (4A-2, 24, 2)) parametreli
maksimal koddur. Dolayisiyla e=[(2A-1)/2]= A-1 olacaktir. Buradan C; ve C; koduna

benzer sekilde herhangi bir kod kelimenin dogru c¢oziimlenebilecek kadar hata

yapilmasi olasilig;

a(4a-2) | |
P= Z[ ]p(l =Z[ l. Jp’(l—p)““

olarak hesaplanir.
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6.2. Ornek

C; kodu i¢in farkli bit basina hata oranlar1 i¢in dogru ¢oziimlenebilecek kadar hata
yapilmasi olasiliklart bulunmak istenilsin. n=14, 78, 198, 998, 4998, 19998 ve
p=0.01:0.01:0.50 almsin. Istenen P degerleri(herhangi bir kodun dogru
coziimlenebilecek kadar hata yapilmasi olasiligi) 0.90 ve 0.95 olsun. Bu durumda C;

koduna ait grafik sekil 6.5deki gibi elde edilir.

1.09

0.95
0.9
085
0.8
07s
0.7
065
06
085
0.5
0.45 F
0.4
035
0.3
025
0.z
015
0.1
0.0s -
|:| | 1

a ] 10 15 20 25 30 34 40 45 a0

px100

herhangi br kodun dogru gézdmlenrmesi orani

Sekil 6.5. Cs icin kod kelime uzunlugu 14, 78, 198, 998, 4998, 19998 iken herhangi
bir kod kelimenin dogru ¢ézliimleme olasiligini gdsteren grafik

Sekil 6.5 dikkate alindiginda, C; ve C, koduna benzer olarak kod kelime uzunlugu n
arttikga 0.95 ve 0.90 i¢in kullanilacak bit bagina hata oraninin {ist limiti artmaktadir.

Yine C; de oldugu gibi temel farklilik M degerinde olugmaktadir.

Ayrica C; kodunda dogru diizeltilebilecek vektorlerin tim vektorlere orani

incelenecek olursa Sekil 6.6 elde edilir.
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Sekil 6.6. C; i¢in dogru ¢éziimlenecek vektorlerin oranina iliskin grafik

Sekil 6.6 dikkate alindiginda, C; ve C;’ye benzer sekilde Cs, M arttik¢a (dolayisiyla
n) dogru ¢oziimlenecek vektorlerin orani hizli bigimde diismekte ve M=8’den sonra
0.05’in altina inmektedir. Bu smir C; ve C,’ye gore oldukca kiiciiktiir. C; ve Cy’ye
benzer sekilde bu tarz maksimal kodlarda, kodun diizeltebilecegi maksimum hata
sayist olduk¢a yiksektir. Eger, p biiylikse bu durum, giden kod kelimenin

cOziimlenemeyecek bolgeye diisme olasiligi artacagindan sorun yaratir.

Genel olarak bakacak olursak her ii¢ kod icin de kod kelime sayis1 arttik¢a dogru
coziimleme olasiliklarinin artigin1 sdyleyebiliriz. Fakat kod kelime sayisini ne kadar
artirilirsa artirilsin bit bagina hata orani1 0.25e yaklastik¢a sonuglar dogru ¢oziimleme

orani diismekte ve bu oran 0.251 gectik¢e oran oldukca diismektedir.

6.3. Afin Coziilebilir Tasarimdan Elde edilen Optimal Esit Uzakhikh Kodlarin

Dogru Coziimleme Oranlari

Incelenecek optimal esit uzaklikli kodlar, Boliim 6.2°de incelenen Hadamard

matrisinden elde edilien maksimal kodlardan farkli olarak ¢>2 olan kodlardir.



96

Dolayisiyla herhangi bir kod kelimenin hata vektoriiniin dagilimi n, 1-p, p/(g-1),...,

p/(g-1) parametreli ¢okterimli dagilimi olacaktir.
n P . p Y Xptxt . +x,=n
PX, =x,X,=x,,..,X, = = I-pt| — .| —
( | T XAy =Xy, A xﬂ) (xpxz’”.,xqj( p) (q—l q—l )'Ci:(),],--.,n
i=1,2,....q

X1, 0 gelenlerin sayisi, yani hatasiz gonderilen bit sayisini tanimlasin. Hata
vektoriindeki 0’dan farkli elemanlarin sayisi, kod kelimede meydana gelen hatali bit

sayisint, yerleri ise bu bitlerin yerlerini verir.

Kullanilan en ¢ok olabilirlik ¢oziimlemesinde dikkate alinan bit’in hatali olup
olmayisina bagli olarak bu dagilim, 0 gelen bit ve 0 gelmeyen bit olarak

diistintilebilir. Dolayistyla dagilim n ve p parametreli binom dagilimidir. Yani,

Xy +X3...%, n—(x+x3...%, TR n X n—x
P(x):( jp (1-p)"" I @p(l—p)

X, + Xy +eet X,

dir. Burada kullanilacak 1ilk kodun parametreleri c¢oziilebilir 2-tasarimin

parametreleriyle iliskili olarak;
n=r, M=v, d=b-\, g=b/r
seklindedir.

6.3. Ornek

Farkli parametreli ¢oziilebilir tasarimlardan elde edilen optimal kodlar1 dikkate

alinacaktir.
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Incelenecek tasarimlar ve bunlara karsiik gelen kodlar Cizelge 6.1°deki gibi
olsunlar. Bu tasarimlar, MATLAB 7.1 de yazilan bir program parcasiyla tasarimin

varlig1 i¢in gerek ve yeter kosullart dikkate alarak elde edilmistir.

Cizelge 6.1. Coziilebilir 2-tasarimlar ve karsilik gelen kodlar

Tasanum/ v b kir A n Mid (q|t

Kod no
1 1266/2[111 11/12/10l6[2
) 12443112 1112l |43
3 12/88[3]22/4 22[12[18[4]3
4 12334113 —y  [n[s
5 12/66/422/6 22[12[16[3]4
6 1299[4[33]0 33[12)243 14
7 12[2206[11]5 1112l6 26
g 1244/622[10 2[12[12)2/6
9 12/66/6[33[15 33[12[1826
10 12/88/6|44[20 441212426
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Sekil 6.7. Cs kodu i¢in herhangi bir kod kelimenin do

olasiligini gosteren grafik
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Cizelge 6.1°deki 1. ve 2. kodlarda kod kelime uzunlugu n aynmidir. Birinci kodda g=6
iken 2. kodda g=4’dir. Minimum uzaklik d birinci kodda 10 ikinci kodda 9°dur. fakat
ikisinin de maksimum hata diizeltebilme sayis1 e=4’diir. Dolayisiyla bu iki kodun
egrileri ¢akigmistir. Bu kodlarda %95 ve %90lik dogru ¢oziimleme igin p’in st
sinirlart sirasiyla 0.19 ve 0.24dir. Ikinci ve iigiincii kodda g=4’tiir. Bu iki kodun
farklilig1 n ve d degerleridir. 2.kodda n=11 ve d=9, 3. kodda ise n=22 ve d=18’dir. 3.
koda ait %95 ve %90lik dogru ¢éziimleme icin p’in iist sinirlart sirasiyla 0.23 ve 0.27
dir. Bu iki kod karsilastirildiginda 3. kodun her iki dogru ¢6ziimleme oranlarinda
(%95 ve %90) sirastyla p’nin st s 0.04 ve 0.03 kadar daha yiiksek
vermektedir. 4. 5. ve 6. kod (¢g=3) incelendiginde genel olarak g=4 olan 2. ve 3. koda
gore p’nin st st i¢in daha diisiik sonu¢ vermektedir. %95 dogru ¢oziimleme
oraninda 6. kod, 3. koda yakin sonu¢ vermekte iken %90 dogru ¢éziimleme oraninda
daha diisiik sonu¢ vermektedir. 5. kod ise 2. koda %95 dogru ¢oziimleme oraninda 2.
koda yakin sonuclar vermektedir. Benzer sekilde %90 dogru ¢dziimleme oraninda
daha diisiik sonu¢ vermektedir. Fakat genel olarak ¢=3 olan kodlar g=4 ve ¢=6 olan
kodlar daha diisiik olasiliklar vermektedir. Yine, g=2 kodlar incelendiginde benzer
sonuglar verdigi ve g=6, g=4 ve g=3 olan kodlardan daha diisiik olasiliklar elde
edildigi goriiliir. Dolaysiyla ¢ arttik¢a sabit ¢oziimleme oraninda kod daha yiiksek bit
bagina hata oranina miisaade etmektedir. Genel olarak, ayn1 M diizeyinde ¢ arttik¢a
dogru ¢oziimleme orani arttig1 sdylenebilir. Ayrica ayn1 M ve g diizeyinde d arttikca,

n artmasina ragmen kodlarin daha uygun sonugclar verdigi yorumu yapilabilir.

Burada ¢>2 olacagindan toplam miimkiin farkli gelebilecek vektor sayist ¢’ dir. Bu
durumda herhangi bir (n,M,d), kodunda dogru diizeltilebilecek vektorlerin tiim

vektorlere orant;



1. kod igin;

Mze:[”](q—nx 12001)/2(11}(6—1)* K

100

5x
-\t 0.0076

x=0 \ X _ x=0 X
qn 6I’l
2. kod igin;

X

n

n 417

x=0 X

Me[Zj(q—l)x 12(9§;2[11)(4—1)““ 12
q

n 4n

10. kod i¢in;

x=0 X

x=0

M'e [Zj(q—l)x 12(1%2[22}4—1)" E
q

< [Zj oy 12@%2(41 = 122@3

3X
) 00017
4n

qn 2”

=0.0076

elde edilir. Sonuglar Cizelge 6.2’de goriilmektedir.
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Cizelge 6.2. Esit uzaklikli kodlarin dogru diizeltme olasiligi

Kod no Dogru diizeltilebilecek vektorlerin
n\Midat tiim vektorlere oram
1 11]12(10}6| 2 0.0076
2 11{12]9 (4| 3 0.0907
3 22(12(18/4| 3 0.0017
4 1111283 4 0.0143
5 221121(16|3| 4 0.0003
6 331121(24/3| 4 0.00001
7 111126 2| 6 0.3926
8 22|12112|2] 6 0.1014
9 33112(18]2| 6 0.0276
10 |44]12]24\2| 6 0.0076

Cizelge 6.2°ye dikkat edildiginde ¢ sabit tutulup n ve d artirildiginda kodun dogru
diizeltilebilecek vektorlerin tiim vektorlere orani gittikce diismektedir. Benzer sekilde
q azaldik¢a kodun dogru diizeltilebilecek vektorlerin tiim vektorlere orami gittikce

artmaktadir.

Kullanilacak ikinci kod g=t iken v=¢q°, k=g, A=1 parametreli afin ¢dziilebilir

tasarima karsihik gelen n=g+1, M =¢q°, d =g parametereli koddur.

6.3. Ornek

q=4:4:20 parametreli ve afin ¢oziilebilir tasarimlardan elde edilen optimal kodlar

dikkate alinsin.
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dogru cozimleme orani

1 e
a 10 20 30 40 a0 B0 70 80 S0 100
px100

Sekil 6.8. Cy4 icin herhangi bir kod kelimenin dogru ¢dziimleme olasiligint veren

grafik

Sekil 6.8’de goriildiigii gibi, g artik¢a (dolaysiyla n, M ve d) dogru ¢oziimleme

olasilig1 artmaktadir. Ancak bu artis miktar1 giderek azalmaktadir.

Ayrica C; kodunda dogru diizeltilebilecek vektorlerin tim vektorlere orani

incelendiginde Sekil 6.9 elde edilir.
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0.9

0.8

a7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

dogru cézimlenehilecek vektdrlerin orani

0.1

|:| 1 1 1 1 1 1 1 1
4 16 36 64 100 144 192 256 324 400
M

Sekil 6.9. C4 i¢in dogru ¢éziimlenecek vektorlerin oranina iliskin gratik

Sekil 6.9°da M arttik¢a (dolayisiyla g) dogru ¢éziimlenecek vektorlerin oraninin ¢ok
hizli bigimde diistiigli goriilmektedir.

6.4. 2-tasarimlardan Elde Edilen Sabit Agirhkhh Kodlarin Dogru Coziimleme

Oranlarn

Bu boliimde, sabit agirlikli kodlardaki kod kelimelerin iist sinirmin bulunusu 2-
tasarim yardimiyla elde edilen Maksimal Sabit agirlikli kodlar incelenecektir. Bunun
icin ilk dnce MATLAB 7.1 de yazilan bir program pargasiyla 2- tasarimlar ve

bunlara iliskin kodlar olusturulacaktir.
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Ele alinacak kod 2-tasarimlarla iligkili ve A(n,26 ,w)<—; on

kosulunu
W —wn+on

saglayan ve parametreleri n=b, w=r ve d=w-A dolayisiyla d=2(w-A) olan maksimal

koddur.

6.4. Ornek

Farkli parametreli (kod kelimeler sayis1 M sabit tutularak) ve 2-tasarimlardan elde

edilen maksimal sabit agirlikli kodlar dikkate alinacaktir.

Tasarimlar ve bunlara karsilik gelen kodlar Cizelge 6.3’deki gibi olsunlar. Bu
parametreler, MATLAB 7.1 de yazilan bir program parg¢asiyla tasarimin varligi i¢in

gerek ve yeter kosullar saglatilarak elde edilmistir.

Cizelge 6.3. 2-tasarimlardan elde edilen sabit agirlikli kodlar

Tasarim/
Kod 116 \4 b k r A n M d w )
1 36 | 36 15 15 6 36 36 18 15 9
2 36 | 42 6 7 1 42 36 12 7 6
3 36 | 60 15 25 10 60 36 30 25 15
4 36 | 72 15 30 12 72 36 36 30 18
5 36 | &4 6 14 2 84 36 24 14 12
6 36 | 84 15 35 14 84 36 42 35 21
7 36 | 90 8 20 4 90 36 32 20 16
8 36 | 90 14 35 13 90 36 44 35 22
9 36 | 96 15 40 16 96 36 48 40 24
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pr100
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Sekil 6.10. Cs icin herhangi bir kod kelimenin dogru ¢oziimleme olasiligini
gosteren grafik
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Sekil 6.10 dikkat edilecek olursa incelenen 9 kod 2 gruba ayrilmistir. Birinci grupta
2,5, 7 no’lu kodlar diger grupta ise 1, 3, 4, 6, 8, 9 no’lu kodlar vardir. ikinci gruptaki
kodlarin %95 dogru ¢oziimleme oraninda p’nin iist sinir1 yaklagik olarak 0.16-0.19
arasinda degismekte iken birinci grupta bu oran 0.6-0.12 arasindadir. Bu oldukc¢a
farklh bir sonugtur. Benzer sekilde, ikinci gruptaki kodlarin %90 dogru ¢dziimleme
oraninda p’nin st sir1 yaklasik olarak 0.14-0.18 arasinda degismekte iken birinci
grupta bu oran 0.8-0.13 arasindadir. Bu gruplara dikkat edildiginde, ikinci gruptaki
kodlarda d/n daima 0.5 seklinde iken birinci grupta bu oran daha diisiiktiir.

Dolayisiyla ikinci gruptaki kodlarin dogru ¢oziimleme oranlar1 daha yiiksektir.

Cizelge 6.4. Sabit agirlikli kodlarin dogru diizeltme olasiligi

Dogru diizeltilebilecek
= n M d w ) vektorlerin tiim vektorlere
E orani

1 36 36 18 15 9 0.0215000000
2 42 | 36 12 7 6 0.0000100000
3 60 36 | 30 | 25 15 0.0007000000
4 72 36 | 36 30 18 0.0001400000
5 84 36 | 24 14 12 0.00000000001
6 84 36 | 42 35 21 0.0000200000
7 90 36 | 32 | 20 16 0.0000000080
8 90 36 | 44 | 35 22 0.0000069000
9 96 36 | 48 40 | 24 0.0000055984

Cizelge 6.4’¢ gore, n arttikga genel olarak dogru diizeltilebilecek vektorlerin tiim
vektorlere oram1 diismektedir. Ayn1 n diizeyinde d parametresi biiyiik olan kodun

dogru diizeltilebilecek vektorlerin tiim vektorlere orani daha biiyiik olmaktadir.
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7. HADAMARD MATRISLERI iCIN YENIDEN DUZENLENMIS EN COK
OLABILIRLIK ALGORITMASI

Bu bolimde, Bolim 3’de ele alinan ¢oziimleme algoritmas: (en ¢ok olabilirlik
¢Ozlimleme algoritmasi) yeniden diizenlenerek Hadamard tasarimlardan elde edilen
maksimal  kodlara uygulanacak ve ¢Ozlimleme zamanlari  bakimindan
karsilagtirilacaktir.  Bunun icin, daha oOnceden Bolim 4.4’de anlatilan ve
Cameron(1996)’un  verdigi PG(2,2)’yi  kullanarak  olusturdugu ¢oziimleme

algoritmasindan yola ¢ikilmistir.

Ayrica 8,12 ve 16 mertebeli Hadamard matrislerinden elde edilen tasarimlardan
bulunan maksimal kodlar i¢in ¢dziimleme algoritmasi olusturulacaktir. Bunun igin
ilk o6nce Cizelge 4.2°deki algoritma yeniden diizenlensin. Cizelge 4.2°ye dikkat
edildigine agirligi 0 ve 1 olan vektorler, kod kelimeler ile arasindaki uzakliklar
dikkate alinmaksizin, dogrudan 0 vektorii olarak c¢oziimlenir. Eger agirlik 2 ile 4
arast ve agrilig1 3 olan kod kelimeler ile arasindaki uzakliklarin biri 1 veya daha
kiiciik ise o kod kelimeye ¢oziimlenir. Eger agirlik 3 ile 5 arasi1 ve agrilig1 4 olan kod
kelimeler ile arasindaki uzakliklarin biri 1 veya daha kiigiik ise o kod kelimeye
¢coziimlenir. Eger agirlik 6 veya 7 ise, kod kelimeler ile arasindaki uzakliklar dikkate
alinmaksizin, dogrudan 1 vektorii olarak ¢oziimlenir. Bu algoritma Cizelge 7.1°deki

gibi Ozetlenebilir.

Cizelge 7.1. Yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik algoritmasi

1’lerin sayisi Coziimleme kurah

0

0 olarak ¢oziimlenir.

3 agilikli kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu uzakliklarin biri 1 veya daha kiigiik ise o

kod kelimeye ¢oziimlenir.

4 agilikh kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu uzakliklarin biri 1 veya daha kiiciik ise o

kod kelimeye ¢6ztimlenir.

1 olarak ¢oziimlenir.

[ | | B W B W N =
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Burada dikkat edilecegi iizere agirliklar1 0,1,6,7 olan vektdrlerin kod kelimeler
arasindaki uzakliklara bakilmaksizin ¢oziimleme yapildigindan ve digerleri igin 16
yerine sadece 7 tane kod kelime ile uzakliklarmma bakmak yeterli oldugundan,
coziimleme zamani diisecektir. Dolayisiyla gonderilen kod kelimeler daha hizh

¢Oziimlenecektir.

Bu algoritma C; kodu i¢in asagidaki gibi diizenlenir.

7.1. C; Kodu i¢in Yeniden Diizenlenmis En Cok Olabilirlik Algoritmas

Ilk 6nce Hg den elde edilen C; kodu igin bu algoritma diizenlensin. Bu kodun
parametreler (7,8,4) seklindedir, dolayisiyla e=1 olacaktir. Cizelge 4.1°deki algoritma
dikkate alindiginda projektif geometriden elde edilen bu kodda 1 tane 0 agilikli, 1
tane 7 agirlikli, 7 tane 3 ve 7 tane 4 agirlikli kod kelime oldugu goriilmektedir. Fakat
Hgden elde edilecek C; kodunun yapis1 geregi 1 tane 0 agirlikli ve 7 tane 4 agirlikl
kod kelime olacaktir. Dolayisiyla ¢oziimleme algoritmasi su sekilde yazilabilir. e=1
ve kod kelimelerin 1 tanesi 0 vektorii oldugundan, agirhigi 1 yada 0 olan vektorleri O
kod kelimesi olarak coziimlenir. Eger agirliklar 3 yada 5 ise ve herhangi bir
kodlkelime ile uzaklik 1 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir. Eger agirlik 4 ve
herhangi bir kod kelime ile arasindaki uzaklik 0 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
Eger agirhk 2, 6 ya da 7 ise hicbir kod kelimeyle uzakligi 1’den kiiciik
olamayacagindan ¢oziilemezdir. Dolayisiyla bu algoritmay1 Cizelge 7.2°de verildigi

gibi elde edilir.

Cizelge 7.2. Hgden elde edilen C; i¢in yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik

algoritmasi
1’lerin sayisi Coziimleme kurah
0,1 0 olarak ¢dziimlenir.
2,6,7 Coziilemez.
3,5 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 1 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.
4 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 0 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.




109

Hj,den elde edilen C; kodu i¢in Cizelge 4.2°deki algoritma diizenlensin. Bu kodun
parametreleri (11,12,6) seklindedir, dolayisiyla e=2 olacaktir. Hj,’den elde edilen C;
kodunun yapis1 geregi 1 tane 0 agirlikli ve 11 tane 6 agirlikli kod kelime olacaktir.
e=2 ve kod kelimelerin 1 tanesi 0 vektorii oldugundan, agirhigr 0, 1 veya 2 olan
vektorleri 0 kod kelimesi olarak ¢oziimlenir. Eger agirliklar 5 yada 7 ise ve herhangi
bir kodlkelime ile uzaklik 1 ise o kod kelime olarak ¢dziimlenir. Eger agirliklar 4
yada 8 ise ve herhangi bir kod kelime ile uzaklik 2 ise o kod kelime olarak
coztimlenir. Eger agirlik 6 ve herhangi bir kod kelime ile arasindaki uzaklik 0 ise o
kod kelime olarak ¢éziimlenir. Eger agirlik 3, 9, 10 ya da 11 ise hi¢bir kod kelimeyle
uzaklig1 2°den kiigiik olamayacagindan ¢oziilemezdir. Bu algoritma Cizelge 7.3’deki

gibi diizenlenir.

Cizelge 7.3. Hjxden elde edilen C; icin yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik

algoritmasi
1’lerin sayis1 Coziimleme kurah
0,1,2 0 olarak ¢oziimlenir.
3,9,10,11 Coziilemez.
4,8 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 2 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.
5,7 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 1 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.
6 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 0 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.

Hs ve Hj,den elde edilen C; koduna paralel olarak Hj¢dan elde edilen C; kodu igin

coziimleme algoritmasi Cizelge 7.4’deki gibi olacaktir.

Cizelge 7.4. Higden elde edilen C; i¢in yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik
algoritmasi

1’lerin sayis1 Coziimleme kurah

0,1,2,3 0 olarak ¢ozlimlenir.

4,12,13,14,15 Coziilemez.

5,11 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 3 ise o kod kelime olarak ¢dziimlenir.
6,10 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 2 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
7,9 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 1 ise o kod kelime olarak ¢dztimlenir.

8 Herhangi bir kodlkelime ile uzaklik 0 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
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C; kodu i¢in Yeniden diizenlemis en ¢ok olabilirlik algoritmasi ile klasik en c¢ok
olabilirlik algoritmasini islemci zamani bakimindan karsilastirmak icin 10000 tane
rasgele iretilmis kod kelime belirli bit basina hata oranlar1 (0.01, 0.10, 0.20)
uygulanip ¢oziimleme hizlar1 karsilastirilmistir.  Simiilasyon ¢alismast igin

2x1.83GHz ¢ift ¢ekirdek islemcili ve 1 GB RAM’a sahip PC kullanilmustir.

Cizelge 7.5. C icin ML ve MML i¢in ¢oziimleme zamanlari

0.01 0.10 0.20

ML MML ML MML ML MML

Hg | 3.6563 | 3.4219 | 3.3906 | 3.0938 | 2.4688 | 2.1563

Hipp | 7.6563 | 6.5000 | 6.5156 | 5.7188 | 4.7969 | 4.2656

His | 9.8125 | 9.0313 | 9.2669 | 8.6406 | 7.9469 | 6.4371

Cizelge 7.5’e dikkat edilecek olursa kod kelime sayis1 artik¢a ¢oziimleme zamanlari
artmaktadir. Ayrica bit basina hata orani arttikga ¢éziimleme zamani diismektedir.
Bunun sebebi gelen vektorlerde ¢oziimlenemeyecek kadar ¢ok hatali olan vektorlerin
daha c¢ok olmasidir. Burada dikkat edilecek bir nokta, 6rnegin Hg i¢in, bit basina hata
oran1 0.01 iken ML ile MML arasinda %7 gibi bir fark var iken bit basina hata orani
arttikca bu fark %14e kadar ¢ikmaktadir. Bunun sebebi ¢éziimlenemeyecek kadar
¢ok hatali olan vektorleri daha kolay tespit etmesidir. Dikkat edilecek diger dnemli
nokta kod kelime sayisi arttikga ML ile MML arasindaki fark %23’e kadar
¢ikmaktadir. Bunun sebebi ¢oziimlenemeyecek kadar cok hatali olan vektorlerin

sayisinin artmasidir.

7.2. C; Kodu i¢in Yeniden Diizenlenmis En Cok Olabilirlik Algoritmas

C, kodunun yapisi projektif geometriden elde edilen kodlara olduk¢a benzemektedir.
Ozellikle 2" (n>2 o.ii.) gibi 2’nin kuvveti olan hadamard matrislerinden elde edilen
C; kodlar ile PG(n-1,2) parametreli Projektif geometriden elde edilen kodlar aym
parametreye ve yapiya sahiptir. Ornegin 8 mertebeli bir Hadamard matrisinden elde

edilen kod ile PG(2,2) parametreli Projektif geometriden elde kodlarin parametreleri
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(7,16,3), seklidedir. Yine benzer sekilde 16 mertebeli bir Hadamard matrisinden elde
edilen kod ile PG(3,2) parametreli Projektif geometriden elde kodlarin parametreleri
(15,32,7), seklidedir. Dolaysiyla Hgden elde edilen maksimal kod i¢in Cizelge 7.1’
kullanilabilir. Hj;’den elde edilen maksimal kodun parametreleri (11,24,5),
seklindedir. Bu kodda 1 tane 0 agirlikli, 11 tane 5 agirlikli, 11 tane 6 agirlikli ve 1
tane 11 agirlikli kod kelime olacaktir. Hi, den elde edilen kodun Hgden elde edilen
koddan en biiyiik farki; Hgden elde edilen kod hem maksimal hem de tam kod iken,
Hj,den elde edilen kod maksimal olmasi, dolayisiyla her gelen vektorii
¢Oziimleyememesidir. Cizelge 7.1’e dikkat edilecek olursa herhangi bir durumda kod
kelimenin ¢6ziimlenememe gibi bir durumu yoktur. Bu kosullar altinda ¢oziimleme
algoritmas1 H;, ye gore diizenlensin. d=5 oldugundan e=2 olacaktir. Dolayisiyla 0,1,2

agirlikli gelen vektorler 0 olarak ve 9,10,11 agirlikli gelen vektorler 1 olarak

¢Oziimlenir. 3, 4, 5, 6, 7 agirlikli gelen vektorler i¢cin herhangi bir 5 agilikli kod
kelime ile uzaklig1 2 veya daha kiiclikse o kod kelime olarak ¢oziimlenir. 4, 5, 6, 7, 8
agirlikli gelen vektorler igcin herhangi bir 6 agilikli kod kelime ile uzaklig1 2 veya
daha kiiciikse o kod kelime olarak ¢oziimlenir. Bu algoritmay1 Cizelge 7.6’daki gibi

Ozetlenir.

Cizelge 7.6. Hjpxden elde edilen C, i¢in yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik
algoritmasi

1’lerin sayis1 Coziimleme kurah

0,1,2 0 olarak ¢dziimlenir.

34567 5 agilikli kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu uzakliklarin biri 2
T veya daha kiiciik ise o kod kelimeye ¢oziimlenir.

45678 6 agilikli kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu uzakliklarin biri 3
T veya daha kiigiik ise o kod kelimeye ¢6ziimlenir.

9,10,11 1 olarak ¢dziimlenir.
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Son olarak Hj¢dan elde edilen C, kodunu ele alinsin. Hixden elde edilen maksimal
kodun parametreleri (15,32,7), seklindedir. Bu kodda 1 tane 0 agirlikli, 15 tane 7
agirlikli, 15 tane 8 agirlikli ve 1 tane 15 agirlikli kod kelime olacaktir. Bu kosullar
altinda ¢oziimleme algoritmasin1i Hj,ye gore diizenleyelim. d=5 oldugundan e=2
olacaktir. Dolayisiyla 0, 1, 2, 3 agirlikli gelen vektorleri 0 olarak ve 12, 13, 14, 15
agirlikl gelen vektorleri 1 olarak ¢oziimleyebiliriz. 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 agirlikli gelen
vektorler i¢cin herhangi bir 7 agilikli kod kelime ile uzakligi 3 veya daha kiiglikse o
kod kelime olarak ¢éziimlenir. 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 agirlikli gelen vektorler igin
herhangi bir 8 agilikli kod kelime ile uzakligi 3 veya daha kiigiikse o kod kelime

olarak ¢oziimlenir. Bu algoritma Cizelge 7.7°de verildigi gibidir.

Cizelge 7.7. Higden elde edilen C, i¢in yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik
algoritmasi

1’lerin sayis1 Coziimleme kurah

0,1,2,3 Q olarak ¢oziimlenir.

45678910 7 agilikli kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu
979Uy 15057, uzakliklarin biri 3 veya daha kuguk ise o kod kelimeye GOZumlenlr

567891011 8 agilikli kod kelimeler ile arasindaki uzakliklara bakilir ve bu
©7777 7 | uzakliklann biri 3 veya daha kiigiik ise o kod kelimeye ¢dziimlenir.

12,13,14,15 | 1 olarak ¢oziimlenir.

C, kodu i¢in Yeniden diizenlemis en ¢ok olabilirlik algoritmasi ile klasik en ¢ok
olabilirlik algoritmasi ile igslemci zamani1 bakimindan karsilastirmak i¢in C; koduna
benzer sekilde 10000 tane rasgele iiretilmis kod kelime belirli bit basina hata
oranlar1(0.01, 0.10, 0.20) uygulanip c¢oziimleme hizlar1 karsilastirilmistir.  Bu

karsilastirmaya ait islemci zamanlar1 Cizelge 7.8’de verilmistir.



Cizelge 7.8. C; i¢in ML ve MML i¢in ¢éziimleme zamanlari

0.01 0.10 0.20
ML MML ML MML ML MML
Hg | 44531 3.7969 | 3.9844 3.3906 | 3.7500 | 2.7656
Hp, | 8.0625 6.7188 | 7.9531 6.2188 | 7.5469 5.7813
His | 12.1406 | 10.8281 | 11.8438 | 10.5469 | 10.1094 | 8.7969
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Burada C,’e benzer sekilde kod kelime sayisi artikga c¢oziimleme zamanlari
artmaktadir. Yine C,’e benzer sekilde bit basina hata orami arttikca ¢oziimleme
zamani diismektedir. Ayn1 parametreli kodlar i¢in bit bagina hata orani arttikga ML
ile MML arasinda ¢6ziimleme zamanlari bakimdan fark oldukca artmaktadir. Genel
farklar 9%35’e kadar

olarak bakildiginda ¢Ozlimleme zamanlar1 ararindaki

cikmaktadir ki; bu, oldukea yiiksek bir rakamdir.

7.3. C; Kodu i¢in Yeniden Diizenlenmis En Cok Olabilirlik Algoritmas

IIk olarak Hgden elde edilen maksimal kod icin yeniden diizenlenmis en ¢ok
olabilirlik algoritmasini olusturulsun. Bu kodun parametreleri (6,4,4), seklindedir,
yani e=1dir ve kodun yapisina dikkat edildiginde biitiin kod kelimeler 3 agirliklidir.
C; ve (; kodlan dikkate alindiginda bu kodun ¢6ziimleme algoritmasi daha kolaydir.
e=1 oldugundan gelen vektoriin agirligt 2 veya 4 ve herhangi bir kod kelimeyle
uzakligi 1 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir. Eger gelen vektoriin agirligt 3 ve
herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 0 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir. Diger
durumlarda yani agirlik 0, 1, 5, 6 ise kod kelime ¢oziimlenemez denilir. Bu algoritma

Cizelge 7.9°daki gibi 6zetlenir.

Cizelge 7.9. Hgden elde edilen C; i¢in yeniden diizenlenmis en c¢ok olabilirlik

algoritmasi
1’lerin sayisi Coziimleme kurah
0,1,5,6 Coziimlenemez.
2,4 herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 1 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.

3 herhangi bir kod kelimeyle uzaklig1 0 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir.
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Hj,den elde edilen maksimal kodun parameterleri (10,6,6), dir. Burada tiim kod
kelimeler 5 agirlikli ve e=2 olacaktir. Dolayisiyla eger gelen vektoriin agirligi 3 veya
7 ve herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 2 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir. Eger
gelen vektoriin agirligl 4 veya 6 ve herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 1 ise o kod
kelime olarak c¢oziimlenir. e8er gelen vektorin agirligit 5 ve herhangi bir kod
kelimeyle uzaklig1 0 ise o kod kelime olarak ¢6ziimlenir. Diger durumlarda gelen

vektor ¢ozlimlenemez. Bu algoritma Cizelge 7.10°daki gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 7.10. Hjden elde edilen C; igin yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik
algoritmasi

1’lerin sayisi Coziimleme kurah

0,1,2,8,9,10 | Coziimlenemez.

Herhangi bir kod kelimeyle uzaklig: 2 ise o kod kelime olarak

3,7 )
¢Oziimlenir.
6 Herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 1 ise o kod kelime olarak
’ ¢Ozlimlenir.
5 Herhangi bir kod kelimeyle uzakligt 0 ise o kod kelime olarak

¢Ozlimlenir.

Hj¢den elde edilen C; maksimal kodunun ¢éziimleme algoritmasi Hg ve Hj, den elde
edilen C; kodunun ¢6ziimleme algoritmasina benzer sekilde Cizelge 7.11°deki gibi

olacaktir.

Cizelge 7.11. Hjaden elde edilen C; igin yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik

algoritmasi
1’lerin sayisi Coziimleme kurah
0,1,2,3,11,12,13,14,15 Coziimlenemez.
5,11 Herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 3 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
6,10 Herhangi bir kod kelimeyle uzaklig1 2 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
7,9 Herhangi bir kod kelimeyle uzaklig1 1 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
8 Herhangi bir kod kelimeyle uzakligi 0 ise o kod kelime olarak ¢oziimlenir.
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C; kodu i¢in Yeniden diizenlemis en ¢ok olabilirlik algoritmasi ile klasik en c¢ok
olabilirlik algoritmast islemci zamani bakimindan karsilastirmak icin C; ve G,
kodlarina benzer sekilde 10000 tane rasgele iiretilmis kod kelime belirli bit basina
hata oranlar1 (0.01, 0.10, 0.20) uygulanip ¢6ziimleme hizlar1 karsilagtirilmigtir. Bu

karsilastirmaya ait islemci zamanlar1 Cizelge 7.11°de verilmistir.

Cizelge 7.12. (5 igin ML ve MML i¢in ¢6ziimleme zamanlari
0.01 0.10 0.20
ML MML ML MML ML MML
Hg | 2.1875 | 1.6875 | 2.0156 | 1.4531 | 1.5469 | 1.2031
Hi, | 6.9375 | 5.8750 | 5.6406 | 5.1719 | 4.1563 | 3.9531
His | 9.4375 | 8.4531 | 8.6406 | 7.9063 | 6.9531 | 6.1875

Burada; diger iki kodda oldugu gibi iki algoritma arasinda ¢Oziimleme zamanlari
bakimindan oldukga belirgin fark vardir. Iki algoritma da bit bagmna hata oran
arttikca ¢oziimleme zamanlamalar1 azalmaktadir. Diger iki koddan belirgin farklilik
kod kelime sayis1 arttikg¢a iki algoritma arasindaki ¢oziimleme zamanlar1 bakimdan
farkin oraminin azalmasidir. Bunun sebebi kodun sadece sabit agirlikli kod

kelimelerden olusmasidir.

Bu karsilastirmalar sonucu yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik ¢dziimleme
algoritmasi, klasik en ¢ok olabilirlik ¢ézlimleme algoritmasina gore en az %7 daha
hizl1 ¢ézlimleme yaparken bu oranin %35’e kadar ¢iktig1 goriilmiistiir. Dolayisiyla
Hadamard tasarimlardan elde edilen maksimal kodlar s6z konusu oldugunda bu

algoritmanin daha avantajli oldugu goriilmiistiir.
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8. OPTIMAL KODLARA DAYALI SAYI URETME TEKNIiKLERIi

Bazi kombinatorik yapilar1 kullanarak rasgele say: {iretilebilir. Bu tiretilen sayilardan

tahmin ediciler klasik MC ydntemine gore daha etkindir.

Bu boliimde, Boliim 2, 3 ve 4°deki Latin Hiperkiipler ve Optimal Kodlar dikkate
alimarak ¢ok degiskenli dagilimlardan say1 iretilecek ve bu sayilardan yigma ait
parametreler tahmin edilecektir. Ayrica bu yontemlerin klasik MC yOntemine gore

etkinligi karsilastirilacaktir.

Dikkate alinan yontemler Latin Hiperkiip (LH), Optimal Kod (OK) ve Optimal
Koddan elde edilen Latin Hiperkiiplerdir (OKLH).

Klasik Monte Carlo (MC) Yontemiyle say: iiretildiginde sayilarin dagilimi asagidaki

gibi olabilir.
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
_____ I P N T
1 1 1 1 1 1
1 1 1 .I 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
""" r~---7---"q-"""°a~"~"""°9~~~--"~""-° "~~~ ------
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
3 l l e, l l l
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 [ 1 1
----- Fr---=-7----q----q-----q9-----"+|--"-"----~--"-fF----
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
| [ | | | | i
_____ [ D DR SRR SE R FR E,
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
13 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
_____ S I (D T P
1 1 1 1 1 1
1 1 1 I. 1 1
1 1 1 1 1 o
4 1 1 1 1 1
----- T
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1/3 2/3

Sekil 8.1. MC yontemiyle iki degisken i¢in alinan 9 ¢apl bir 6rnek
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Sekil 8.1’den goriildiigii gibi alan 9 esit parcaya boliindiiglinde her parcaya sayi
diismeyebiliyor. Bunu engellemek icin bazi yontemler gelistirilmistir. Bunlar en

onemlilerinden biri Ortogonal dizime bagl olarak say1 tiretmedir.

Kullanilacak yontem temel olarak Owen (1992)’deki ortogonal dizimlerden sayi
tiretme teknigine dayanmaktadir. Bu yontemler; Optimal kodlardan say:r iiretme,
Latin hiperkiiplerden say1r tiretme ve Optimal kodlardan elde edilen Latin

hiperkiiplerden say1 iiretme seklindedir.
8.1. Say1 Uretme
8.1.1. Optimal kodlardan say1 iiretilmesi

Optimal kod (OK) 6rnegi (n,M,d,q) kodundan elde edilir. Bu kodlarin herhangi 2
siitunu ¢ tane semboliin miimkiin tiim ikili kombinasyonlarin1 i¢ermektedir. Bu

ozellikten faydalanarak OK 6rnegi
A +u,
x,=————— i=12,.n,j=12

gibi yazilir. Burada a;;, OK’nin herhangi iki siitununun elemanlari, u; (0,1) aralifinda
retilen rasgele sayilar ve 7 , 0,1,..,g-1 elemanlarinin diizgiin rasgele
permiitasyonlaridir [Sandor ve Andras, 2004]. Elde edilen x;-ler (0,1) araligindadir

ve diizgiin dagilima sahiplerdir.
8.1. Ornek
Ornek 4.2°deki (9,4,3); optimal kodun ilk iki satirim1 dikkate alinsin. Buradan iki

degiskene ait toplam 9 tane sayi iiretilecektir. Bu sayilarin dagilimi asagidaki gibi

olur.
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1 | | | | |
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Sekil 8.2. OK yontemiyle iki degisken icin alinan 9 ¢apli bir 6rnek

Sekil 8.2°den goriilecegi gibi OK o6rneklemesi alani 1/9 olan her kareye 1 Ornek
diismesini garanti eder MC yonteminde ise boyle bir durumdan her zaman igin s6z

edilmez. Dolayistyla OK yonteminde y1gin1 daha iyi bir temsil s6z konusudur.
8.1.2. Latin Hiperkiiplerden sayi iiretilmesi

OA(s,k,s,1) parametreli bir Latin Hiperkiip mevcut olsun. Bdyle bir yapidan
secilecek ornek OK o6rnegi gibi her 1/9luk kareye 1 6rnek diismesini garanti etmez.
Fakat her iki degisken teker teker ele aindiginda 6rneklerin araliklara dagilimi MCya

ve OKya gore daha iyidir. LH’yi kullanarak elde edilen 6rnek

. +Uu..
x, = Vo0, =12

gibi yazilir. Burada OK ya benzer sekilde a; LH’nin herhangi iki siitununun
elemanlari, u; (0,1) aralifinda iiretilen rasgele sayilardir. Fakat OKdan farkli olarak
m, 0,1,...,5-1 elemanlarinin diizgiin rasgele permiitasyonlaridir [Sandor ve Andras,

2004]. Burada elde edilen x;yler (0,1) araligindadir ve diizgiin dagilima sahiplerdir.
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8.2. Ornek
Asagidaki gibi bir LH olsun. Buradan elde edilecek 6rnek soyle olacaktir.

0123456 78
04(9,2,9.)=|

0 5413¢6 87

| | | | | |
| | | | | |
_____ A | e i S S| 1
1 [ [ [ 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 (Y
1 | | | | 1
""" [ B e A e e e
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1 1 1 1 e 1
| | | | | |
2/3 T T T T T
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1@ 1 1 1 1
----- et S ettt By Bty ettt Sttt e
| | | | | |
| | e ! | | |
1 1 1 1 1 1
_____ [ NN PRDI SRR DU I S S
| | [ [ 1 |
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 b 1 1
1/3 ] [} 1 1 ! !
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
& Lo} ___ O, T (. [ R TR
1 1 [ [ [ [
1 1 1 1 1 1
1 1 e 1 1 1
| | | | | |
----- e N B N
1 1 1 1 1 1
1 e, 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1/3 2/3

Sekil 8.3. LH yontemiyle iki degisken i¢in alinan 9 ¢apli bir 6rnek

Sekil 8.3’den goriilecegi gibi LH orneklemesi, alan1t 1/9 olan her kareye 1 6rnek
diismesini garanti etmemekte fakat degiskenler tek tek ele alindiginda, yigin1t MC ve

OK yontemlerinden daha 1yi temsil ettigi agiktir.

8.1.3. Optimal koddan elde edilen latin hiperkiiplerden say iiretilmesi

Bu ornekleme tasarimi, Tang (1993) tarafindan gelistirilen Ortogonal dizimlerden
elde edilen Latin hiperkiip Ornekleme tasariminin 6zel bir durumu olarak
diistintilebilir. Optimal koddan elde edilen Latin hiperkiip (OKLH) &rnekleme
tasarimi kisaca su sekildedir. Ilk 6nce Boliim 8.1.1°deki gibi her bir siituna diizgiin
rasgele permiitasyon uygulanir. Daha sonra her siitundaki k elemanlar1 yerine k(g+1),

k(g+1)+1,..., k(q+1)+q=(k+1)(q+1)-1 elemanlarinin rasgele permiitasyonu konulur.
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Elde edilen matris OK’ya dayali LH matrisidir. Bu matristen elde edilecek rasgele

Ornek;
x, =——- i=12,.sj=1,2

seklinde olacaktir.
Bunun i¢in bir 6rnek asagidaki gibidir.
8.3. Ornek

Omek 4.2°deki optimal kodun ilk iki siitununu tekrar dikkate alalim. Bu OK’dan
tiretilecek LH asagidaki gibi olacaktir.

01 23456 78
OKLH =
036147 258

OKLH’den elde edilecek sayilarin dagilimi asagidaki gibi olur.

2/3
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1/3
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1

1
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173 173

Sekil 8.4. OALH yontemiyle iki degisken i¢in alinan 9 ¢apli bir 6rnek
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Sekil 8.4’den goriildiigi gibi her 1/9 luk alanlardan birer 6rnek alimmustir aym
zamanda degiskenler teker teker incelendiginde LH kadar yigmi iyi temsil ettigi

goriilmektedir.

Bu boliimiin geri kalaninda bu ii¢ yontemi klasik Monte Carlo yontemine gore
karsilagtirmak amaciyla ¢ok degiskenli normal dagilimlardan rasgele say: iretilip
belirli bir sabit vektorden kiiclik olmas1 olasiligiin beklenen degeri ve varyanslari

uzerinde durulacaktir.

Bunun i¢in ilk once iiretilen sayilarla iki degiskenli Normal dagilim i¢in olasilik

hesaplamasi iizerinde durulacaktir.

8.2. Cok Degiskenli Normal Dagihm I¢in Olasihk Hesaplamasi

X ~ N(u,%Z) olmak tlizere p=P(X<x,) olasilig1 hesaplanmak istensin. Burada x,, reel

sayilarin r boyutlu bir vektorii, v=xy.-u ve T, X’nin alt tiggensel kdk matrisi olsun.

Boylece,

p=P(X <x,)=P(Te<v), e~N(0,1)

olur. 7 matrisi;

t, 0 0
T — t21 t22 0
tnl ZLn2 tnn

ve v=(v;, V,,..., V) olsun. elde edilecek integral,;

p=]d(e)..4(e,)de,.de, (8.1)
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seklindedir. D ile gosterilen tanim bolgesi;

V, Vv, —t,.e v, —t.e—..—t e
D={(e1,...,er)eR’:e1<t_1,e2<#’___’e‘< r_ 1™l rr-l rl}
rr

Olacaktir. Burada ¢ standart Normal dagilimi temsil eder. e<b ve e~ N(0,1) ise

e’leri, (0,1) araliginda tekdiize dagilimdan secilen w’lart e =® ' (ud(b))
fonksiyonunda kullanarak elde edilir [Borsch-Supan ve Hajivassiliou, 1993,
Vijverberg, 1997]. Burada. @ Standard Normal dagilim fonksiyonudur. Asagidaki

dontistimii kulanarak;

Es. 8.1°deki integrali;

p:cp(i] | cp(vz_’zlelj...qa(vr_t”el_“'_’”le”Jdul...du,_, (8.2)
tll 0,1 t22 trr

seklinde olacaktir. Boyle elde edilen bir tahmin ediciye Greweke, Hajivassilou ve

Keane(GHK) simiilatorii [Genz, 1992] yada geri déniislii &nem drneklemesi (GDOO-
RIS) [Vijverberg, 1997] olarak adl andirilir. Calismada r=3 durumu dikkate

alinacaktir.

Burada, {i¢ degiskenli normal dagilimdan say1 {iiretilip farkli kovaryans matrisleri

altinda P(X<x;) olasiliklarinin dort yonteme gore tahminleri karsilagtirilacaktir.
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Ayrica OK, LH ve OKLH tahmin edicilerinin MC tahmin edicisine gore goreceli
etkinlik degerleri elde edilerek birbirleriyle karsilastiracaktir. Goreceli etkinlik

degerleri;
Vip,)

seklinde elde edilir. Burada V' (p,,.) ve V(p,) degerleri sirasiyla MC ile LH, OK,

OKLH tahmin edicilerinin varyanslaridir.

Karsilagtirma i¢in X ortalama vektorii 1/=(4,4,4) ve kovaryans matrisi,

1 r r
C=(r 1 r
ror

olan normal dagilim dikkate alinarak r=0.1 ve r=0.9 i¢in xy=(6,6,6) alinmistir.



124

09344

09343 - —

09343

09342

09342

Elp,

09341

me
—1h
oklh
ok

0.9341

0934

051 \ | \ | \ I |
i 500 100 1500 2000 500 3000 3500 4000

drnek gapi

3000

2500

2000

1500

Vi I )

1000

00

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3600 4000
imek capl

Sekil 8.5. r=0.1 i¢in P(X<x) olasiliginin OK, OKLH, LH ve MC tahminleri
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Sekil 8.6. r=0.9 i¢in P(X<xy) olasiliginin OK, OKLH, LH ve MC tahminleri

Sekil 8.5-Sekil 8.6 dikkate alindiginda dort yontemin de sapmasiz oldugu
goriilmektedir. Ayrica OKLH her iki durumda da diger yontemlere gore cok daha
iistiin sonuglar verdigi goriilebilir. Her iki grafikten goriilebilecegi gibi belli bir 6rnek
capina kadar LH, OK’dan daha etkin iken, belli bir 6rnek ¢apindan sonra OK LHdan

daha iyi sonug¢ vermektedir.
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9. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, bazi kombinatorik tasarimlar1 kullanarak elde edilen maksimal
optimal kodlar ele alinarak ozellikleri incelenmis ve uygulamalar1 yapilmistir. Bu

Ozellikler orijinal 6rnekler lizerinde uygulanmistir.

Bu kombinatorik tasarimlardan, Hadamard 2-diizenlerden eclde edilen 3 farkli
maksimal kod ve ikili ortogonal Latin kare tam setinden olusturulan Afin yapisindaki
¢oOziilebilir diizeninden elde edilen optimal kodlar encok olabilirlik ¢oziimlemesi
yontemiyle karsilagtirllmis ve c¢esitli boyutlardaki dijital fotograflar {izerine

uygulamasi yapilmistir.

Ayrica farkli kod kelime sayisi olan M degerleri ve farkli bit basina hata oranlar1 igin
bu kodlar karsilagtirmak i¢in gonderilen kod kelime sayist i¢cin 1000:1000:50000
degerleri, bit basina hata orani i¢in ise 0.01:0.01:0.50 degerleri dikkate alinarak
Hadamard tasarimindan elde edilen maksimal ve afin ¢ozilebilir tasarimlardan elde
edilen optimal kodlar iiretilmistir. Ayrica Hadamard tasarimindan iiretilen kodlar (C;,
Cy, C3) icin M=16, 24, 32, 48, 64 degerleri, c¢oziilebilir tasarimdan olusturulan Cy4
kodu i¢in ise M=16, 64, 256 olan kodlar dikkate alinmistir. Bunun sonucunda eger
kullanilacak kodun kod kelimeleri diisiik ve bit basina hata orami diisiik ise hem
dogru ¢o6zme orani hem de hizli ¢6zme bakimindan C, kodu digerlerine gore daha
tyidir. Ancak kodun kod kelimeleri diisiik ise fakat bit basina hata orani yiiksek ise
dogru ¢dzme orani bakimindan C; kodu tercih edilebilir. Ozellikle kodun kod
kelimeleri yiiksek ve ayni zamanda bit basina hata orani yiiksek ise Cs; kodu
kullanilir. Fakat Cy4 kodunun en biiyiik dezavantaji sadece M’in 2*, 2° veya 2° gibi
2nin ¢ift kuvvetleri i¢in var olmasidir. Diger 3 kod ise M, 4’lin kat1 oldugu herhangi

bir deger i¢in bulunabilir.

Kargilagtirllan bu kodlarin hangi durumlarda birbirlerine {stiinliikk sagladigi

belirlenmistir.
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[lave olarak, Hadamard 2-tasarimlardan elde edilen 3 farkli maksimal kod ve ikili
ortogonal Latin kare tam setinden olusturulan Afin yapisindaki c¢oziilebilir
diizeninden elde edilen 2 optimal kod ve 2-tasarimlardan elde edilen maksimal sabit
agirlikli kodlar olasilik yapilar teorik olarak incelenmis ve bazi kosullar altinda

karsilastirilmis ve tistiin olduklar1 noktalar belirtilmistir

PG kullanillan kodun c¢o6ziimleme zamanlar1 ile klasik ECOyu kullanan kodun
coziimleme zamanlarina gore belirgin bir sekilde hizli oldugu bolim 4te
gosterilmistir. Bu fark gonderilen kod kelime sayisi arttikga yilikselmektedir.
Aralarindaki fark yaklagik olarak %20 civarindadir. 0.05 hata oraninda dogru
coziimleme orani 0.995, 0.10 hata oraninda dogru ¢éziimleme orani 0.95 ve 0.15 hata
oraninda ise dogru ¢oziimleme orani 0.85 civarindadir. Dogru ¢dziimleme oranini

%95 olarak kabul edilirse bu kod %10 hata oranina kadar kullanilabilirdir.

Daha sonra Boliim 7°de bu algoritmadan faydalanarak en ¢ok olabilirlik ¢éziimleme
algoritmasi yeniden diizenlenmis ve Hadamard tasarimlardan elde edilen maksimal
kodlara uygulanacak ve ¢oziimleme zamanlar1 bakimindan karsilastirilmistir. Bu
karsilastirma sonucu yeniden diizenlenmis en ¢ok olabilirlik ¢oziimleme algoritmasi,
klasik en ¢ok olabilirlik ¢coziimleme algoritmasina gore %7 ile %35 aras1 daha hizli
¢oziimleme yaptig1 goriilmiistiir. Dolayisiyla Hadamard tasarimlardan elde edilen

maksimal kodlar s6z konusu oldugunda bu algoritma kullanilabilir.

Son olarak, bazi kombintorik tasarimlardan bulunan kodlardan elde edilen say1
tiretme yontemleri verilmistir. Verilen yontemlerden elde edilen tahmin ediciler MC

yontemine gore oldukca etkin oldugu goriilmiistiir.
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