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GENISLETILMIS OZET

Cebirsel topolojinin topolojik doniisim gruplarina uygulamalart L. E. J.
Brouwer’in galigmasiyla baglar. Hemen ardindan 1930’larin sonunda P. A. Smith
bir topolojik X uzay1 iizerine homeomorfizmler ile etki eden asal p dereceli bir G
grubunun kohomolojik 6zelliklerini arastirmaya basladi. Smith, kiireler ve projektif
uzaylar {izerine involusyonlar (involution) i¢in sabit nokta kiimesinin
kohomolojisini hesaplamay1 basardi. Smith ile baslayan konuya A. Borel, G. E.
Bredon, P. E. Conner, E. E. Floyd, W. Y. Hsiang, R. Oliver, D. Quillen, T.
Skjelbred ve bagka bir ¢ok matematik¢i tarafindan katki saglandi.

Bu ¢alisma temel olarak alt1 boliimden meydana gelmektedir.

Birinci boliimde tez konusu hakkinda giris yapilmig, konu hakkinda daha
once yapilanlarin kisa bir 6zeti ve galisilan problemler hakkinda bazi teoremler
ifade edilmistir. Ayrica tezde yapilmasi diisiiniilen problemlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, tezin daha kolay okunabilmesi icin gerekli olan bazi temel
kavram ve teoremler ifade edilmistir. Bunlar genel olarak, doniisiim gruplarinin
tanim1 ve Ozellikleri, direkt ve ters limit kavramlari, karakter gruplar ve dualite
teoremi, yerel kompakt gruplara Lie gruplari ile yaklagsma prensibi, sinif uzaylari ve
bunlarin kohomoloji cebirleri, Borel’in insaasi, spektral diziler kavramlari ve temel
ozellikleridir. Son olarak, bu c¢alismanin ana konusunu olusturan lokalizasyon
teoremleri ifade edilmistir.

Ugiincii béliimde, kompakt, baglantili, abelyen gruplarin simif uzaylarinin
kohomoloji cebirleri ifade edilmistir. Bunun sonucu olarak, A. Borel’in sabit
noktaninin varhigr ile ilgili teoremi kompakt uzaylar {izerindeki sonlu boyutlu,
kompakt, baglantili, abelyen grup etkilerine genellestirilmistir.

Dordiincii boliimde, oncelikle sonlu boyutlu, kompakt gruplarin simnif
uzaylarmin kohomoloji halkasinin bir kompakt Lie grubunun smif uzaymnin
kohomoloji halkasina izomorfik oldugu gosterilmistir. Kompakt gruplara Lie

gruplar ile yaklasim metodu kullanilarak, sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri
I



kompakt Lie gruplarina indirgenmis ve boylece kompakt uzaylar iizerindeki
kompakt Lie grup etkileri i¢in ifade edilen Borel-Atiyah-Segal-Quillen-Hsiang
lokalizasyon teoremi, kompakt uzaylar iizerindeki sonlu boyutlu, kompakt grup
etkilerine genellestirilmistir. Bu teoremin en onemli sonuglarindan biri olan A.
Borel’in sabit noktanin varligi ile ilgili teoremi sonlu boyutlu, kompakt, baglantili,
abelyen grup etkiler i¢in elde edilmistir.

Besinci boliimde, bir sonlu boyutlu, kompakt, baglantili, abelyen grubun
bir kompakt uzay lizerine sifira tamamen non homolog (TNHZ) etkisi i¢in sabit
nokta kiimesinin kohomolojik yapisi incelenmistir.

Altinct boliimde, temel olarak tezde elde edilen sonug¢ ve heniiz cevap

bulunamayan problemlerden bahsedilmistir.

v
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1. GIRIS Mehmet ONAT

1. GIRIS

Cebirsel topolojinin topolojik doniisiim gruplarina uygulamalar1 L. E. J.
Brouwer’in ¢alismasiyla baglar. Hemen ardindan 1930’larin sonunda P. A. Smith bir
topolojik X uzayi lizerine homeomorfizmler ile etki eden asal p dereceli bir G grubunun
kohomolojik 6zelliklerini arastirmaya bagladi. Smith, kiireler ve projektif uzaylar
tizerine involusyonlar (involution) i¢in sabit nokta kiimesinin kohomolojisini hesapla-
may1 basardi. Smith ile baslayan konuya A. Borel, G. E. Bredon, P. E. Conner, E. E.
Floyd, W. Y. Hsiang, R. Oliver, D. Quillen, T. Skjelbred ve bagka bir ¢ok matematik¢i
tarafindan katki saglandi.

Topolojik doniisiim gruplarinda, etkinin sabit nokta kiimesi ve orbit uzayinin
kohomolojileri ile uzayin kohomolojisi arasindaki iligkiyi arastirmak en 6nemli prob-
lemlerden biridir.

Orbit uzayinin yerel (ya da global) topolojik (kohomolojik) 6zelliklerinin cogu
uzayn ozellikleri tarafindan belirlenir. Ornegin, X bir kompakt (benzer sekilde yerel
kompakt, baglantili, yerel baglantili, parakompakt, normal) ise o zaman G bir kompakt
topolojik grup olmak iizere X /G orbit uzay1 da kompakt (benzer sekilde yerel kompakt,
baglantili, yerel baglantili, parakompakt, normal) uzaydir.

Bu konu hakkinda bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Conner (1960) acyclic uzaylarin
orbit uzaylarinin da acyclic oldugunu ortaya atmistir. Yani, G bir kompakt Lie grup
ve X bir sonlu kohomolojik boyutlu, sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip parakompakt G-
uzay olsun. k bir cisim olmak iizere her i > 0 icin H' (X;k) = {0} ise o zaman her i >0
icin H' (X /G;k) = {0} dir. Conner (1960) bu teoremi k = Q iken kamtlanugtir. Daha
sonra Oliver (1976), Conner’in sanisim1 daha genel bir sekilde ifade edip kanitlamustir.
Yani X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta ve sonlu ¢oklukta orbit tipine

sahip parakompakt G-uzay olsun. A = Z, Z, ya da Q olmak iizere X, A-acyclic uzay
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iken X /G orbit uzaymin da A-acyclic uzay oldugunu gostermistir. Bu problemin farkl
genellestirmeleri Skjelbred (1978) tarafindan verildi.

Daha sonra Ku (1967) bazi kosullar altinda yerel kompakt uzaylar iizerine etki
eden sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri icin orbit uzayinin ve sabit nokta kiimesinin
kohomolojik yapisi ile uzaym kohomolojik yapisi arasindaki iligkileri inceledi. Son-
rasinda Deo (1983) farkli hipotezler altinda bu tip problemlerin sonuclarini elde etti ve
Skjelbred’in sonuglarini bu tip etkilere genellestirdi.

1950’lerde Smith’in teorisi Xg = X X Eg Borel’in insaasi ve H* (X;) eki-
varyant kohomolojinin ifade edilmesiyle yeniden formiile edildi. A. Borel, etkinin
sabit nokta kiimesinin kohomolojisi ile H( (pt) modiil olan H/ (X)’in torsiyonsuz
boliimiiniin yakindan iligkili oldugunu gézlemledi. 1960’larda bu sonu¢ Borel-Atiyah-
Segal’in lokalizasyon teoremi olarak ifade edildi. Quillen ve Hsiang tarafindan
bagimsiz olarak kanitlanan lokalizasyon teoreminin genel formu Hsiang (1975)
kitabinda bulunabilir.

Borel-Atiyah-Segal-Quillen-Hsiang lokalizasyon teoremi agagidaki sekilde
ifade edilir.

G bir kompakt Lie grup ve X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta ve
sonlu coklukta orbit tipine sahip G-uzay olsun.

S C H*(Bg;R) bir carpimsal sistem,
Bi* : H(Bg;R) — H*(Bg,;R)
doniisiimii i : G, — G icerme doniisiimii ile belirlenen doniisiim olmak iizere
X5 = {x € X : Her s € S icin Bi* (s) # 0}

olsun.

O zaman lokal kisitlanmig
ST'HE (X;R) — STHE (X%;R)

2



1. GIRIS Mehmet ONAT

homomorfizmi bir izomorfizmdir. Burada R = Z, Z,, ya da Q katsay1 halkasidir.

Bu teoremin kanitinda kompakt Lie gruplarinin iki temel 6zelligi kullanilir.
Bunlardan ilki tam regiiler uzaylar iizerine etki eden kompakt Lie grup etkileri i¢in
dilimin (slice) varhgidir. Ikincisi, G bir kompakt Lie grup ve X bir parakompakt G-
uzay ise o zaman orbit uzayinin kohomolojik boyutu uzayin kohomolojik boyutunu
gecemez. Bu Quillen (1971) tarafindan kanitlandi. Aslinda ikincisinde de yine dil-
imin varligi kullanilir. Fakat kompakt topolojik grup etkilerinde dilim olmak zorunda
degildir (Franklin, 1971).

Daha sonra Deo ve ark. (1982) de finitistic uzaylar iizerine etki eden kompakt
Lie grup etkileri icin lokalizasyon teoreminin bir genellemesini elde etti.

G bir kompakt Lie grup ve X sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip bir finitistic G-

uzay olsun. S C H* (Bg; Q) bir ¢carpimsal sistem olsun. O zaman lokal kisitlanmig
ST'H (X;Q) — ST'HE (X%;Q)

homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Ayn1 zamanda Deo ve ark. (1982) finitistic uzaylar iizerine etki eden kom-
pakt Lie grup etkileri i¢cin A = 7Z, Z, ya da QQ olmak iizere X, A-acyclic uzay iken
X /G orbit uzayinin da A-acyclic uzay oldugunu kanitladi. Finitistic uzay tanimi1 Swan
(1960) tarafindan verildi ve Smith’in klasik sabit nokta teoremlerinin genellestirilmis
sonuclarini elde etti.

Lie grup etkileri iyi bilinen etkilerdir. Literatiirde bu etkiler ile ilgili bir cok
calisma vardir. Fakat herhangi kompakt topolojik grup etkileri i¢in bir ¢ok problem
vardir. Ornegin p-adic gruplar ve solenoid diferansiyel yapilara sahip olmayan (Lie
grubu olmayan) grup ornekleridir. Bu gruplar Hilbert-Smith sanisinda énemli bir yere
sahiptir.

Hilbert’in 5. problemi : Eger bir yerel kompakt grup bir (sonlu boyutlu) mani-

fold iizerine efektif etki ediyorsa o zaman grup Lie grubu olmak zorundadr.
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Yamabe (1953) yerel kompakt gruplara Lie gruplar ile yaklasilabilecegini
gosterdi. Biz bu yaklasim metodunu kullanarak agagidaki problemi kanitlamaya
calisacagiz.

Lokalizasyon teoremi hakkindaki daha Onceki calismalar uzayin
genellestirmesi iizerine yapildi.  Biz ise bu calismada grubun genellestirmesi
tizerinde duracagiz. Yani

G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay ise o zaman lokal
kisitlanmig

ST'H (X;Q) — ST'HE (X5;Q)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?
Bu tezde temel olarak bu sorunun cevabi aranacaktir. Ayrica bir sonlu boyutlu,
kompakt, baglantili, abelyen grubun bir kompakt uzay iizerine sifira tamamen non ho-

molog (TNHZ) etkisi i¢in sabit nokta kiimesinin kohomolojik yapisi incelenecektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez boyunca k, karakteristigi sifir olan bir cismi gosterecektir ve tiim uzay-
larin Hausdorff kosulunu sagladigi kabul edilecektir.

Bu tez ekivaryant kohomoloji teorisi ile ilgilidir. Genel uzaylar i¢in lokaliza-
syon teoremleri siireklilik 6zelligine sahip bir kohomoloji teorisine ihtiya¢ duyar.
Alexander-Spanier kohomoloji, Cech kohomoloji ve Sheaf kohomoloji siireklilik
ozelligine sahip kohomoloji teorileridir. Alexander-Spanier kohomoloji ve Cech ko-
homoloji teorileri tiim uzaylar icin dogal olarak denktir (Dowker, 1952). Ayrica Cech
kohomoloji parakompakt uzaylar icin Sheaf kohomoloji ile ¢akisir (Godement, 1985;
Bredon, 1997, Chapter III). Bundan dolay1 bizim sonuglarimizin tiimii bu kohomoloji
teorileri i¢in de dogrudur.

Bu calisma boyunca Alexander-Spanier kohomoloji kullanilacaktir.

Tanmm 2.1 G bir topolojik grup, X bir Hausdorff topolojik uzay ve ® : G x X — X
siirekli bir doniisiim olsun. Eger agagidaki kogullar saglaniyor ise (G,X,®) iigliisiine

bir topolojik doniisiim grubu denir.
1. Her x € X i¢in ©(e,x) = x (Burada e, G grubunun birim elemanidir.)
2. Her g,h € Gveherx € X i¢in ©(g,0(h,x)) = O(gh,x) dir.

® doniisiimiine G grubunun X iizerine etkisi denir. G nin verilmis bir @ etkisi
ile X uzayma bir G-uzayi denir. ©(g,x) elemanini kisaca gx ile gosterecegiz.
BirCCGveACXicinC(A) ={gx:g € C,x €A} olarak tammlayalim. Eger

G (A) = A ise 0 zaman A kiimesine G altinda invaryant denir. © etkisinin ¢ekirdegi

ker® = {g € G : Her x € X i¢in gx = x}
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olarak tamimlanir. Agiktir ki ker®, G nin normal alt grubudur. Eger ker® = {e} ise ©
etkisine efektif etki (effective action) denir.

X bir G-uzay ve x € X olsun. x elemanini sabit birakan G nin elemanlarinin
G={geG:gx=x}

kiimesi G nin bir kapali alt grubudur. Bu G, alt grubuna x de G nin izotropi alt grubu (ya
da duragan alt grubu ) denir. Eger her x € X i¢in G, = {e} ise G nin X iizerine etkisine

serbest etki (free action) denir.
F(G,X)=X%={xcX: Herg € Gigin gx =x}

alt uzayina G nin X iizerindeki etkisinin sabit nokta kiimesi denir.

Eger X bir G-uzay ve x € X ise 0 zaman
Gx)={gxeX:g€G}

alt uzayma x in (G altinda) orbiti denir. G nin X iizerindeki etkisinin tim x* = G (x)
orbitlerinden olusan kiimeyi X /G ile gosterelim. Aciktir ki x* = y* olmast i¢in gerek ve
yeter kosul x ve y nin ayni1 orbitte olmasidir. Yani orbitler uzayin bir parcalanigini verir.
w:X — X/G, x — x* ile dogal doniisiimii gosterelim. O zaman X /G iizerinde bolim
topoloji verilebilir (U C X /G aciktir ancak ve ancak 7~ ! (U), X de aciktir). Boliim
topoloji ile birlikte X /G uzayma X in (G ye gore) orbit uzay: denir. Eger U acik ise
G(U)= UGgU alt uzay1 da aciktir. O halde U acik ise 7! (7 (U)) = G (U) agik olup
g€

buise 7 (U) nun X /G orbit uzayinda agik kiime olmasi demektir. O zaman 7: X — X /G

orbit doniisiimii siirekli ve acik bir doniisiimdiir.

Tanmm 2.2 G, H topolojik gruplar ve X, G-uzay ve Y, H-uzay olsun. ¢ : G — H bir
grup homomorfizmi ise her g € G, x € X igin f(gx) = ¢(g) f (x) esitligini saglayan
siirekli f : X — Y fonksiyonuna @-ekivaryant denir. Ozel olarak ¢ = 1 : G — G ise f ye

kisaca G-ekivaryant doniigiim denir.
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Asagidaki teoremlerin kaniti Bredon (1972) de bulunabilir.

Teorem 2.3 Eger G bir kompakt grup ve X bir G-uzay ise o zaman
1. X Hausdorff ise X /G de Hausdorfftur.
2. m:X — X /G kapali doniisiimdiir.

3. m:X — X /G proper doniisiimdiir (Yani K C X /G kompakt ise 7! (K) da kom-
pakttir).

4. X kompakttir <= X /G kompakttir.

5. X yerel kompakttir <= X /G yerel kompakttir.

Teorem 2.4 Eger G bir kompakt grup ise o zaman o, : G/Gy — G(x), gG, — gx

doniistimii bir homeomorfizmdir.

Kabul edelim ki [G,|, G de G izotropi alt grubunun eslenik sinifin1 gostersin.
Eger {[G,] : x € X} kiimesi sonlu ise 0 zaman G grubu X uzay1 iizerine sonlu ¢oklukta
orbit tipi (FMOT) ile etki eder denir.

Kabul edelim ki X bir G-uzay ve N, G nin kapali, normal alt grubu olsun. O
zaman X /N orbit uzay: iizerine G/N boliim grubunun bir kanonik etkisi vardir ve X /G
uzay1 (X/N) / (G/N) uzayma homeomorfiktir (Bredon, 1972).

Aslinda bu etki ve onun orbit uzaylar1 asagidaki lemmada tam olarak verildi.

Bu lemmanin kaniti Hofmann ve Morris (2013, Proposition 10.31) de bulunabilir.

Lemma 2.5 G bir kompakt grup ve N, G nin kompakt, normal alt grubu olsun. G
bir Hausdorff X uzay: iizerine etki etsin. O halde N de X iizerine asikar etki eder ve
G/N béliim grubu X /N orbit uzay: iizerine gN x N (x) = N (gx) ile etki eder. ¢ : G —

G/N bolim doniisimii ve N nin X uzay tizerine etkisinin orbit doniigiimii 7 : X —
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X/N olsun. i:X/G — (X/N)/(G/N), i(G(x)) = (G/N)(N(x)) = G(x) /N olarak

tanimlansin. O halde asagidaki gercekleri elde ederiz.

i) i bir homeomorfizmdir ve agagidaki diagramlar degismelidir.

GxX “ X x X/G
gxTm T T i
G/N xX/N X/N x/N (X/N)/(G/N)

ii) Her x € X i¢in izotropi alt gruplari arasinda (G/N) ) = GxN/N iliskisi vardur.

iii) Eger G, X iizerine serbest etki ediyorsa o zaman G/N de X /N iizerine serbest etki

eder.

Simdi lif demetinin (fiber bundle) tanimin1 verelim.

Tamim 2.6 K bir topolojik grup ve F bir efektif sag K-uzay, X ve B Hausdorff uzaylar
olsun. Eger asagidaki 6zelliklere sahip olan her U C B agik kiimesi i¢in ¢ : p~! (U) —
U x F homeomorfizmlerinden olusan bir @ smifi varsa bu @ sinifi ile birlikte p : X — B
stirekli doniislimii, taban (base) uzayi B, total uzay1 X, lifi (fiber) F ve yap1 grubu K olan
B iizerindeki lif demeti olarak tanimlanir. Burada ¢ homeomorfizmlerine U iizerindeki

haritalar (charts) denir.

1. U iizerindeki her ¢ € & haritasi i¢in asagidaki diagram degismelidir.

p I (U)—2~UxF

s

U

2. Her b € B icin bir a¢ik b € U C B kiimesi ve @ de olan U iizerinde bir harita

vardir.
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3. Bger 9 : p~ ' (U) = U x F, @ de bir harita ve V C U agik ise 0 zaman ¢ nin
p (V) =V x F ye kisitlanmist da @ de bir haritadir.

4. Eger ¢,y € &, U iizerinde haritalar ise o zaman bir siirekli 0 : U — K doniisiimii
vardir dyle ki her f € F ve u € U igin y(f,u) = @(f.0 (u),u) olur. Bu 6

doniigiimiine @ ve y haritalari ile gecis (transition) doniigiimii denir.
5. @ smifi 6nceki kosullar1 saglayan siniflar arasindaki maksimaldir.

Tanmm 2.7 Lifi ve yap1 grubu G (G yap1 grubu G lifi lizerine sagdan oteleme ile etki

eder) olan lif demeti, esas G-demet (principal G-bundle) olarak adlandirilir.

Sonug 2.8 Eger p : X — B bir esas G-demet ise 0 zaman G nin X iizerine p (gx) = p (x)
ozelligini saglayan bir kanonik serbest etkisi vardir ve X /G orbit uzayr B ye homeo-

morfiktir (X /G =~ B).

Tamm 2.9 Total uzay1 biiziilebilir olan bir esas G-demet, evrensel G-demet (universal

G-bundle) olarak adlandirilir.

Tanmim 2.10 Eger E total uzayi n-baglantili, yani her 0 < i < n i¢in m;(E) = 0, ise

p : E — B esas G-demet uzayina n-evrensel demet denir.

Lif demetleri hakkinda daha fazla bilgi Bredon (1972) de bulunabilir. Simdi ise

demetimsi (fibration) tanimini verelim.

Tanim 2.11 po g(y,0) = G(y,0) o6zelligini saglayan bir G : Y x I — B homotopi
doniisiimii ve bir g : ¥ x {0} — E doniisiimii verilmis olsun. Eger G(y,0) = g(y,0)
ve poG = G olacak sekilde bir G : ¥ x I — E homotopi doniisiimii varsa o zaman

p : E — B doniislimiine Y uzayina gore homotopi yiikseltme 6zelligini (homotopy lift-
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ing property) sagliyor denir.
8
Y x {0} — E

lG/l
< p
Ve
e

YxI——B
G

Tim uzaylara gore homotopi ylikseltme 6zelligini saglayan bir doniigsiime Hurewicz
demetimsisi (Hurewicz fibration) denir. Tiim n-hiicrelere gére homotopi yiikseltme

ozelligini saglayan bir doniisiime Serre demetimsisi (Serre fibration) denir.

Bir demetimsi ifadesi ile biz Serre demetimsisini kastedecegiz. Not edelim
ki Hurewicz demetimsisinden ziyade daha genis bir sinif olan Serre demetimsiler ile
caligmanin daha uygun olmasinin nedeni genelde lif demetleri Serre demetimsisidir ve
bu kosul homotopi teorik yapilar icin yeterince giicliidiir.

Eger p : E — B bir demetimsi ise B ve E ye sirasiyla demetimsinin taban (base)
ve total uzay1 denir. Eger b € B ise o zaman F, = p~! (b) ye p nin b iizerindeki lifi
(fiber) denir. Fp, b nin se¢imine gore degisir fakat homotopi yiikseltme 6zelligi F, nin

homotopi tipini kisitlar.

Onerme 2.12 p: E — B bir Hurewicz demetimsisi ve B yol baglantili olsun. O zaman

by, b1 € B igin Fy, lifi I, lifine homotopi denktir.

Lif demetleri ve demetimsiler arasinda asagidaki iligki vardir.

Onerme 2.13 Eger p : E — B bir lif demeti ise 0 zaman p bir Serre demetimsisidir.
Eger p : E — B bir lif demeti ve B parakompakt uzay ise o zaman p bir Hurewicz

demetimsisidir.

Bunun ile ilgili daha fazla bilgi Dieck (2008); Davis ve Kirk (2001) de bulun-

abilir.

10
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Demetimsi hakkinda daha fazla bilgi ve asagidaki dnerme McCleary (2001) de

bulunabilir.

Onerme 2.14 B yol baglantili uzay olmak iizere bir F L E D B Serre demetimsisi icin
bir

o T (F) 5 1y (E) 53 70, (B) = Ty1 (F) — ... = 71 (B) = 7o (F) > 1o (E) 23 70 (B)

uzun tam homotopi dizisi vardir.

2.1 Direkt ve Ters Limit
Tamm 2.15 Kabul edelim ki / bir kismi sirali kiime olsun. Eger verilen her i, j € 1
icin i < k and j < k olacak sekilde bir k € [ varsa [ yonlii kiime (directed set) olarak

adlandirilir.

Tamm 2.16 [ bir yonlii kiime ve her i € [ icin X; topolojik uzaylar ve i, j € I ve i < jigin
fij : Xi — X siirekli doniigiim olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyor ise {X,-, fij 1 }

ailesi direkt sistem (direct system) olarak adlandirilir.
1. Heri €l icin f;; : X; — X; 6zdeslik doniisiimiidiir.
2. Heri, j,kelvei<j<kigin fjofij = fi dir.

Tamm 2.17 {X,-, fij 1 } ailesi direkt sistem olsun. X topolojik uzay1 f; : X; — X siirekli
doniislimleri ile birlikte asagidaki diagrami degismeli yapiyor olsun.

X, fij Xj

X

Eger X evrensel ozellige sahip ise, yani herhangi bir topolojik Y uzayi ve g; :

X; — Y siirekli doniisiimleri ile birlikte asagidaki diagrami degismeli yapan bir tek f :

11
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X — Y siirekli doniisiimii varsa {Xi, fij 1 } direkt sisteminin direkt limiti X dir denir ve

Hglie X ile gosterilir.

Tamim 2.18 7 bir yonlii kiime ve her i € [ i¢in X; topolojik uzaylar ve i, j € I ve i < jigin
fji : X; — X; siirekli doniigiim olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyor ise {X,-, fij 1 }

ailesi ters sistem (inverse system) olarak adlandirilir.
1. Heri €[/ icin f;; : X; — X; 6zdeslik doniisiimiidiir.
2. Heri, j,kelvei<j<kigin fjo fij = fi dir.

Tanmm 2.19 Kabul edelim ki {Xi, fij 1 } bir ters sistem olsun. X topolojik uzay1 f; :
X — X; stirekli doniigiimleri ile birlikte asagidaki diagrami degigsmeli yapiyor olsun.

N
Xi
Eger X evrensel 6zellige sahip ise, yani herhangi bir topolojik ¥ uzay1 ve g; :
Y — X; siirekli doniigiimleri ile birlikte asagidaki diagrami degismeli yapan bir tek f :
X — Y siirekli doniigiimii varsa {Xi, fij 1 } ters sisteminin ters limiti X dir denir ve
@ie X ile gosterilir.

x—L.y

8i
N

1

Onerme 2.20 Eger {X,-, fij 1 } kompakt, Hausdorff, tamamen baglantisiz topolojik uza-

ylarin (sirastyla topolojik gruplarin) bir ters sistemi ise o zaman Y&lie ;X ters limiti de

12
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kompakt, Hausdorff, tamamen baglantisiz topolojik uzaydir (sirastyla topolojik grup-

tur).

Direkt ve ters limitler ile ilgili daha fazla bilgi Bourbaki (1966) da bulunabilir.

2.2 Karakter Gruplari ve Dualite Teoremi
Karakter gruplar1 kompakt, abelyen gruplarin sinif uzaylarinin kohomoloji ce-

birini belirlemede énemli bir yere sahiptir.

Tammm 2.21 G bir abelyen topolojik grup ve S! = {z € C : |z| = 1} cember grubu olmak
iizere, G den S! grubuna tiim siirekli homomorfizmlerin kiimesi kompakt-agik topoloji
ile bir abelyen gruptur. Bu gruba G nin karakter grubu denir ve G = Hom (G, Sl) ile

gosterilir. G nin elemanlarina da karakterler denir.

Tamim 2.22 G bir abelyen topolojik grup ve H bir alt grup olsun. O zaman
H+ = {x €G:Herg e Hicin (x,8) = x(g) :O}

kiimesine H nin G da sifirlayan1 (annihilatorii) denir.

G bir abelyen topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu ve H, G da H nin

sifirlayani olsun. ¢ : G — G/H bolim morfizmi ise 0 zaman
Hom (q,Sl) : 5/?1 = Hom (G/H,Sl) — Hom (G,Sl) =G
morfizminin goriintiisii H- dir ve boylece g, abelyen topolojik gruplarin bir
AGn (/}/71 — H*

morfizmini belirler.

Asagidaki teoremler Hofmann and Morris (2013) de bulunabilir.

13
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Teorem 2.23 (Pontryagin-van Kampen Dualite Teoremi)
Her yerel kompakt, abelyen G topolojik grubu icin 116 : G — G, ng (g) (%) =

x (g) evaluation morfizmi topolojik gruplarin bir izomorfizmidir.
Teorem 2.24 G bir yerel kompakt, abelyen grup ve H bir alt grup olsun.

AcH E/Tf—”‘“, Ao (x)(g)=x(g+H)

keu : G/H'—G,Kop (x +HL) (8) = x|H
abelyen topolojik gruplarin morfizmlerini tanimlayalim. O halde
i) Agn ve kg u abelyen topolojik gruplarin izomorfizmleridir.
ii) H, G nin kapali bir alt grubu ise H* = H olur.
iii)
0-H5GH0-0

yerel kompakt abelyen gruplarin bir tam dizisi, burada i gdmme morfizmi ve ¢

boliim morfizmi olsun. O zaman

005G L5H—0
dual dizisi tamdir, burada g bir gomme morfizmi ve 7 bir bolim morfizmidir.
Ayrica Q = H* ve H = G/H™ olur.
iv) G nin bir H alt grubunun her karakteri G nin bir karakterine genisler.

Biitiin baglantili bilegenleri tek noktalar olan bir topolojik uzaya tamamen
baglantisiz (totally disconnected) uzay denir.
Asagidaki lemmanin kaniti Hofmann ve Morris (2013, Corollary 8.5) de bulun-

abilir.

14
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Lemma 2.25 G bir kompakt, abelyen grup olsun. O zaman agagidaki durumlar denktir.
1. G tamamen baglantisiz gruptur.

2. G torsiyon gruptur.

Ayrica asagidaki durumlar birbirine denktir.
3. G baglantilidir.
4. G torsiyonsuzdur.

Karakter gruplar1 hakkinda daha fazla bilgi Hofmann ve Morris (2013); Pon-
tryagin (1986) da bulunabilir.
Bu tez sonlu boyutlu, kompakt gruplar ile ilgilidir. Bundan dolayi bir kompakt,

Hausdorff topolojik uzayin boyutunu ifade edelim.

Tanim 2.26 Kabul edelim ki X bir kompakt, Hausdorff uzay olsun. Eger asagidaki iki
kosul saglanirsa X uzay1 n > 0 boyutuna sahiptir denir ve dimX = n ile gosterilir.

1) X in acgik kiimelerden olusan her sonlu ortiisiiniin, kapali kiimelerden olusan
bir ) inceltilmisi vardir 6yle ki her x € X i¢in x’ i igeren )Y Ortiisiiniin elemanlarinin
sayist en fazla n+ 1 dir.

2) X in acik kiimelerden olusan bir sonlu ortiisii vardir dyle ki eger Y, bu
ortiiniin kapali kiimelerden olugan bir sonlu inceltilmisi ise her x € X i¢in x’ 1 igeren

Y Ortiisiiniin elemanlarinin sayis1 n’den fazladir.

Eger G bir kompakt grup ise o zaman G nin boyutu ile G uzaymin boyutunu
kastedecegiz. Tabi ki bir n icin dimG = n ise G ye sonlu boyutlu, kompakt grup
diyecegiz.

Cesitli boyut fonksiyonlar1 vardir. Topolojik boyut, small inductive boyut, local

large inductive boyut, kohomolojik boyut ve sheaf boyut sik sik kullanilir. Herhangi bir

15
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kompakt, abelyen G grubu i¢in tiim bu boyutlar ¢akigir ve sonlu oldugu zaman dimG =
rankG dir (Hofmann ve Morris, 2013, Corollary 8.26).
Bu konuda daha fazla bilgi Engelking (1978); Nagami (1970) de bulunabilir.

2.3 Yerel Kompakt Gruplara Lie Gruplari ile Yaklagsmak
Tanmm 2.27 Bir topolojik grubun alt gruplarinin sinifi verilsin. Birimin her komgsulugu
bu sinifin bir iiyesini icerir ise bu sinifa keyfi kiiciik (arbitrarily small) {iyeleri icerir

denir.

Yerel kompakt gruplar hakkindaki énemli 6zelliklerden biri bu gruplara Lie
gruplar ile yaklagilabilmesidir. Daha agik bir sekilde ifade etmek gerekirse G bir yerel
kompakt grup ve G/G, kompakt grup ise G/N bir Lie grup olacak sekilde G keyfi kiiciik
kompakt, normal N alt gruplarina sahiptir. Bu Yamabe (1953) tarafindan kanitlanmistir.

Ayrica G nin boyutu sonlu ise G, bir tamamen baglantisiz (sifir boyutlu) kom-
pakt, normal N alt grubu icerir 6yle ki G/N bolim grubu G ile ayni boyutlu bir kompakt
Lie gruptur (Stroppel, 2006).

Bu teoremin kaniti ayrica Pontryagin (1986, Theorem 69) da bulunabilir.

Asagidaki 6nerme ve teoremin kanitlart Hofmann ve Morris (2003) de bulun-

abilir.

Onerme 2.28 i) G = lim;e; G; kompakt gruplarin bir ters limiti olsun. U;, G; nin
birim komsuluklarinin filtresini, 2, G nin birim komguluklarinin filtresini ve A/,

{ker f;:i €1, f; : G — G} kiimesini gostersin. O zaman
a) U { fk_1 (U):k€1,U € U} birim komsuluklarinin bir bazina sahiptir.

b) A/, 1 e yakinsayan kompakt, normal alt gruplarin bir filtre bazina sahiptir (yani 1 in

verilen her U komsulugu icin N C U olacak sekilde bir N € A vardir).

16
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ii) Tersine, kabul edelim ki G, NA_ = {1} olacak sekilde kompakt, normal alt gru-
plardan meydana gelen bir A/ filtre bazina sahip bir kompakt grup olsun. Her M,
N e N, M CNigin fyy : G/M — G/N, fam (gM) = gN olarak tanimlanan dogal

morfizmi gostersin. O zaman
{fwm :G/M - G/N|M,Ne N\ ve M CN}

topolojik gruplarin bir ters limit sistemini olusturur ve agagidaki diagrami
degismeli yapan bir tek
n: lim G/N — G
NeN
izomorfizmi vardir.
Jj <kicin M =ker fi, N = ker f; ve f; : G/ker f; — G; doniisiimi, f; : G — G;
limit doniisiimii ile belirlensin.

fm

fm

--~<—G/N G/M @NGNG/N
M
Gj Sij Gi Jr G

fu limit doniislimleri boliim doniistimleridir.

iii) Tim f;; : Gy — G, baglayan (bonding) doniisiimleri boliim morfizmleri ve tiim f;
limit doniigiimleri 6rten olsun. O zaman f; : G — G| limit doniigimleri bolim

morfizmleridir.

Ters limitlerin kapal1 alt grup teoremini asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

Teorem 2.29 G, A, = {1} olacak sekilde kapali, normal alt gruplardan meydana ge-
len bir A filtre bazina sahip bir kompakt grup ve H, G nin kapal bir alt grubu olsun.

i) % : G — lé'r_nNeNG/N izomorfizmi H kapali alt grubunu izomorfik olarak
limyeaHN /N iizerine doniistiiriir.

17
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i) H = limycq (H/HNN) = limyea HN /N = limyca HN /N
iii) M € N igin iy : limye o HN /N — HM /M limit doniigiimleri boliim morfizmleridir.
iv) H/HNN — HN/N standart morfizmleri topolojik gruplarin bir izomorfizmidir.

Dolayisiyla G, n-boyutlu, kompakt grup ise o zaman G = @N@\[G/N olarak
diigiiniilebilir. Burada A, G nin kapali, normal, tamamen baglantisiz alt gruplarin bir
filtre bazidir dyle ki YA = {1} ve her N € A i¢in G/N, n-boyutlu kompakt Lie gruptur.

Eger G, n-boyutlu toruslarin (kompakt, baglantili, abelyen Lie grup) ters limiti
ise o zaman G ye n-boyutlu pro-torus denir. 1-boyutlu pro-torus grubu solenoid olarak
adlandirilir.

Bu tezde pro-torus ile daima sonlu boyutlu pro-toruslar kastedilecektir.

G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. O zaman

(G.X) = limyen (G/N.X/N)
olarak yazilabilir. Burada A yukaridaki gibidir.
Konu hakkinda daha fazla bilgi Hofmann ve Morris (2007); Hofmann ve Morris
(2013) de bulunabilir.

2.4 Smif Uzaylan

Hatirlayalim ki total uzay: biiziilebilir olan bir esas G-demete evrensel G-demet
denir. Asagidaki teorem evrensel demetlerin varlifin1 garanti eder. Bu teorem Milnor

(1956) tarafindan kanitlandi. Daha fazla bilgi Dieck (2008) de bulunabilir.

Teorem 2.30 Herhangi bir topolojik G grubu i¢in bir evrensel G — Eg — Bg esas G-

demet vardir.

Dikkat edelim ki burada G topolojik grubu E¢ biiziilebilir uzayi iizerine serbest
etki eder ve orbit uzay1 Bg ile gosterilir, yani Bg = Eg/G dir. Bg uzay1 G nin sinif uzay1

olarak adlandirilir ve homotopi denklige gore tektir.

18
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Bazi iyi bilinen gruplarin sinif uzayini not edelim.

Bz = S' (cember grubu), Bz = T" = S! x S! x ... x S! (n boyutlu torus),
Bz, = RIP” (sonsuz boyutlu reel projektif uzay), B = CP* (sonsuz boyutlu kompleks
projektif uzay)

Torus ya da p-torus i¢in sinif uzayinin kohomoloji halkas1 agsagidaki sekildedir.

G =T"ise H* (Bg;k) = k|t1,t5,...,t,] dir. Burada deg?; = 2 dir.

G =7} ise H* (Bg;Zy) = Zs [t,12,...,t,] dir. Burada degt; = 1 dir.

G =17 ise H" (Bg;Zp) = ZLp [t1,t2, -, ;] @ A[v1, 2, ..., v, dir. Burada degt; =
2,degv; =1ve B(v;) =t; dir.

Burada 8 : H' (G;Z,,) — H? (G;Z,) doniisiimii 0 — Z, 24 L, — Zp — 0 kat-
say1 dizisi ile ilgili Bockstein homomorfizmidir.

Simdi sinif uzaylarinin kohomolojileri ile ilgili iyi bilinen baz1 sonuglardan

bahsedelim.

Onerme 2.31 [Borel, 1960, IV, Proposition 2.4] Eger G bir sonlu grup ve &, karakter-

istigi sifir ya da |G| ile aralarinda asal olan bir cisim ise o zaman H* (Bg;k) = k olur.

Asagidaki lemmalarin kanit1 Hsiang (1975) de bulunabilir.

Lemma 2.32 G bir kompakt Lie grup ve Gy, G nin birim bileseni (identity component)

olsun. O zaman I" = G /G sonlu gruptur ve
p:Bg,=Eq/Go— Eg/G=Bg

bir ortii uzayidir. Grothendieck (1957)’nin bir basit teoreminden
P H* (Bg:k) — (H* (Bgy:k))"

doniisiimii bir izomorfizmdir. Burada (H* (Bg,:k))", I’ mn H* (Bg,:k) iizerine etk-

isinin sabit noktalarinin kiimesidir.
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Asagidaki lemmalarin kanitlart Hofmann ve Mostert (1968); Hofmann ve

Mostert (1973) de bulunabilir.

Lemma 2.33 G bir kompakt, abelyen grup ve Gy, G nin birim bileseni, R bir birimli ve

degismeli halka olsun. Eger
0-Go5G5G/Gy—0
kisa tam dizi ise 0 zaman
q" :H* (Bg/G,:R) = H" (Bg;R)

monomorfizm ve

i H* (BG;R) — H* (BGO;R)

epimorfizmdir.

Lemma 2.34 G bir kompakt, abelyen grup ve k, karakteristigi sifir olan bir cisim olsun.
O zaman

i* :H* (Bg;k) = H" (Bg,: k)

bir izomorfizmdir.

Not 2.35 Eger G — G/H bir esas H-demet ise o zaman Eg — Eg/H bir evrensel esas
H-demet olur. Boylece Eg/H, H nin smif uzay olarak almabilir. Iyi bilinir ki G bir
kompakt Lie grup ve H, G nin kapal bir alt grubu ise o zaman G — G/H bir esas

H-demettir.

Herhangi bir kompakt topolojik G grubu icin bu dogru olmayabilir. Asagidaki
aksi ornek Adams (2001) de bulunabilir.
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Ornek 2.36 S = {z € C:|z| = 1} olsun. S bir carpimsal Lie gruptur. T = {—1,1} C S
olarak tamimlayalim. G = S koordinat-koordinat carpma ve carpim topoloji ile verilsin.
O zaman G bir kompakt, metriklenebilir, abelyen topolojik grup olur. H = T? olarak
tanimlarsak H, G nin kapali bir alt grubu olur. Simdi aksine kabul edelim ki p : G —
G/H bir esas H-demet olsun. G/H yi (S/T)” ile 6zdeslestirirsek o zaman p : S% —
(S/T)% déniisiimii ¢ : S — S/T kanonik déniisiimlerinin Z-katli ¢carpimi olur. Kabul
edelimki U =[] U;, G/H = (S/ T)” de birimin bir temel agik komsulugu ve s : U — G
bir siirekli gaplreazé kesit olsun. Bir k € Z segelim 6yle ki Uy = S/T olsun. j: Uy —
I1 Ui, kmc1 koordinat icermesi olsun. Ayrica u : SZ s Svev: (S/T)? - S/T, k'ma1
i(eozordinat projeksiyonlari olsun. O halde vo j = 1y, ve pos = Iy olur. Ayrica gou
bileskesi G = S? iizerinde vo p bileskesine esit olur. Buradan gouoso j=voposoj=
vo j = 1y, elde edilir. Sonug olarak uoso j:S/T — S doniisiimii g : S — S/T kanonik
doniisiimiiniin bir siirekli ¢apraz kesitidir. Fakat ortii uzayi teorisinden bdyle bir ¢apraz

kesit yoktur. Bu ise celiskidir. O halde p : G — G/H bir esas H-demet olamaz.

Fakat sonlu boyutlu, yerel kompakt gruplarda Nagami (1963) asagidaki teoremi

kanitlada.

Teorem 2.37 Bir sonlu boyutlu, yerel kompakt grubun herhangi bir kapali alt grubu bir

yerel capraz kesite (local cross section) sahiptir.

Iyi bilinir ki G — G/H kanonik doniisiimiiniin bir esas H-demet olmas! i¢in
gerek ve yeter kosul bir yerel ¢apraz kesite sahip olmasidir (Dieck, 2008, Proposition
14.1.11).

Boylece G bir sonlu boyutlu, yerel kompakt grup ve H, G nin herhangi bir
kapali alt grubu ise o zaman G — G/H bir esas H-demet olur.

Asagidaki lemmalarin kanitlart Bruner ve ark. (1974) de bulunabilir. Simdi

simif uzaylari arasindaki doniigiimleri ifade etmeden 6nce bazi notasyonlar: ifade ede-
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lim.

X yol baglantili ve xy € X olsun.
PX ={A:[0,1] — X : A siirekli ve 1 (0) =xo}

Ve

QX ={A:]0,1] > X : Asiireklive A (0)=xp=A(1)}

olarak tanimlayalim.

Lemma 2.38 7 : Eg — B¢ bir evrensel G-demet ve h(y,0) = * ve h(y,1) =y ol-
mak iizere h : Eg X [ — E¢ bir biizen homotopi olsun. PBg, 7 (*) da baslayan Bg
deki yollarin uzay1 olmak iizere 7 : Eg — PBg doniisiimii /() (t) = mh(y,t) olarak
tanimlansin. p : PBg — B¢ doniisiimii son nokta projeksiyonu olsun. O halde ph = &
ve p~ln(x) = QBg olup h, bir { : G — QB doniisimiine kisitlamr. Burada G,

7! (7 (%)) ile 6zdeslestirilir. Buradan asagidaki degismeli diagram elde edilir.

T

G Eg Bg
o
QBg PBg -2~ Bg

Uzun tam homotopi dizilerinin karsilagtirilmasindan dolayr asagidaki sonug

elde edilir.

Lemma 2.39 Her n > 0 i¢gin 7,1 (Bg), dogal olarak 7, (G) ye izomorfiktir ve { : G —

QB¢ doniisiimii bir homotopi denkliktir.

Ozellikle eger G bir baglantili Lie grup ise B¢ basit baglantilidir.
Aciktir ki Bg, G nin bir funktorudur. Bu funktorun bazi 6zelliklerini ifade ede-

lim.
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Lemma 2.40 y: G — G bir siirekli homomorfizm, 7 : EG — Bg ve T : Eg — Bg
evrensel demetler olsun. Eger f: Eg — Eg,herg€ Gvey € Egicin f (gy) =v(g) f ()
olacak sekilde herhangi bir doniisiim ise o zaman orbitlere gecme ile f den elde edilen

B¢ — B doniigiimii By nin homotopi siifindadir.

O halde biz asagidaki iyi bilinen lemmayi elde ederiz.

Lemma 2.41 1. G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve H, G nin kapal1 bir alt grubu

olsun. O zaman homotopi denklige gore
G/H — By — Bg
bir lif demeti dizisi vardir.

2. G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin bir kapali, normal alt grubu olsun.
O zaman homotopi denklige gére i : N — G igerme doniisiimii ve ¢ : G — G/N

boliim doniigiimii ile belirlenen bir
Bi B
By = B —+ Bgn
lif demeti dizisi vardir.
ispat:

1. G nin serbest etki ettigi uzay Eg olsun. G sonlu boyutlu, kompakt grup ve H,
G nin kapali bir alt grubu oldugundan G — G/H bir esas H-demet olur. Bu-
radan Eg — Eg/H bir esas H-demet olup bdylece Eg/H, By 1n sinif uzay1 olarak
almabilir. O halde

Eg/H =By — Eg/G =Bg

dogal doniigiimiiniin lifi G/H koset uzay1 olur.
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2. Kabul edelim ki Eg — Bg ve Eg/y — Bg)y sirastyla G ve G/N nin evrensel
demetleri olsun. G sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin kapali bir alt grubu
oldugundan G — G/N esas N-demet olup N i¢in Eg; — Eg/N evrensel deme-
tini alabiliriz, yani By = Eg/N segebiliriz. Biz Eq : Ec — Eg/y doniistimiinii
(Eq) (gy) =q(g) (Eq) (v) olarak kabul edebiliriz. n € N i¢in ¢ (n) = e oldugundan

Eq doniiglimii By de ayrilabilir ve agagidaki demet doniigiimiinii elde ederiz.

By — Eg)n

L

Bg Tq>BG/N

Ozellikle bu diagram bir pullback diagramidir. Biz Bg doniisiimiinii bir demetimsi
ile yer degistirebiliriz (Davis ve Kirk, 2001, Theorem 6.18). Bu demetimsinin lifi

Bg nun F(Bg) homotopi lifidir. Burada Bg nun homotopi lifi

F(Bg) — PBg)n

L

Bg 5 Bg/n

pullback diagrami ile tanimlanir. F (Bg) nun By ye homotopi denk oldugunu
gosterecediz. Dikkat edelim ki Eg/y biizilebilir oldugu i¢in PBg/y, Eg/n

uzayina homotopi denktir.

Pullback’lerin evrensel 6zelliginden asagidaki diagrami degismeli yapan bir
0: By — F (Bq)

doniistimii vardir.

G/N By Bg

| b

QBG/NHF<BC]) > Bg

24



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Mehmet ONAT

Demetimsilerin uzun tam homotopi dizisinden dolay1 asagidaki degismeli dia-

gramu elde ederiz.

l | |

7, (G/N) 7ty (By) — m, (Bg) — m,—1 (G/N) ———
—— 7, (2Bg)n) — T (F(Bg)) — T, (Bg) — Tu—1 (2Bgy) —

¢ homotopi denklik oldugundan Five lemma’dan 6 homotopi gruplarinda bir
izomorfizm belirler ve bundan dolay1 bir homotopi denkliktir. Bu ise kanit1 son-

landirir.

Not 2.42 E7} — B{;, m-evrensel demet olsun. Herhangi bir kompakt topolojik G grubu
icin Eg ve Bg kompakt olmak zorunda degildir fakat Ef; ve B{; kompakttir. Sheaf
kohomolojide baz1 sonuglar (Kiinneth formiilii gibi) kompaktlik varsayimlarina ihtiyag

duydugu i¢in Bg nin yerine By yi gdz 6niinde bulundurmak daha uygundur.
H' (BEk) — H' (Bg:k)

morfizmleri her i < m icin izomorfizm oldugu icin H' (Bg;k) kohomoloji modiilii i <
m icin kanonik olarak H J (B’C'};k) modiiliine izomorfiktir (Hofmann ve Mostert, 1973).
Bazi teknik zorluklardan kaginmak igin genelligi kaybetmeksizin H' (Bg; k) kohomoloji

modiilii, yeterince biiyiik bir m i¢in H' (B@; k) olarak alinabilir.

Hofmann ve Mostert (1973) tarafindan kompakt, baglantili, abelyen gruplarin

siif uzaylariin kohomoloji cebiri asagidaki sekilde ifade edildi.

Teorem 2.43 Herhangi kompakt, abelyen G grubu i¢in H*(Bg;Z) cebirinin 2 dere-
celi H?(Bg;7) homojen bileseni dogal olarak G karakter grubuna izomorfiktir. Eger
G baglantili ise o zaman biitiin H*(Bg;Z) kohomoloji cebiri, bu 2 dereceli homo-

~

jen bilesen tarafindan iiretilen P(G) simetrik Z-cebiridir. Ayni1 zamanda bu durumda

25



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Mehmet ONAT

H*(G:Z) nin 1 dereceli H'(G;Z) homojen bileseni dogal olarak G grubuna izomorfik-
tir ve biitiin H*(G;Z) kohomoloji cebiri A(H'(G;Z) dis (exterior) cebire izomorfiktir.

Ozellikle herhangi birimli, degismeli R halkas1 ve kompakt, baglantili, abelyen
G grubu icin

~ ~

H*(BG:R) 2 R®P(G) = P(R®G)

olur.

2.5 A.Borel’in insaas:

A. Borel’in ingaasi1 topolojik transformasyon gruplarinin kohomoloji teorisi i¢in
giiclii bir yapidir ve asagidaki sekilde tanimlanir.

G bir topolojik grup ve X bir G-uzay olsun. O halde G — Eg — B¢ evrensel
G-demet olmak iizere G nin X x E tizerinde diagonel (serbest) etkisi vardir (g (x,e) =
(gx,ge)) ve Borel’in ingaasi bu etkinin (X x Eg)/G orbit uzayi olarak tanimlanir ve X

ile gosterilir. Bu ise agagidaki degigmeli diagrama yol acar.

X X X Eg——Eg

]

X/G X Bg

ol o)

Burada m, X lifli ve G/K yap1 gruplu (burada K = () G) bir lif demeti (aynm
zamanda bir demetimsidir, Borel demetimsisi olarak adlanc)lcler)l(hr) ve Ty, x* € X/G ve
x € x* olmak iizere 71, ' (x*) = Eg/G, olan bir doniigiimdiir.

Not edelim ki G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ise G, kapali alt grup
oldugundan G — G/G, bir esas G,-demet olup Eg — Eg/Gy, evrensel esas Gy-demet
olur. Boylece Eg /G, B, sf uzayi olarak alimabilir ve 7, ' (x*) = Bg, olur.

Ayrica H* (Xg:k), m : H*(Bg:k) — H*(Xg;k) doniisimii yardimi ile

H* (Bg;k) lizerinde bir cebirdir ve X in k katsayili ekivaryant (equivariant) dereceli
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cebiri olarak adlandirilir ve H; (X ; k) ile gosterilir (Borel, 1960). Yani
H* (BG;k) x H* (XG;k) - H* (XG;k)
(a,b) — m(a)Ub

islemi ile H* (Xg;k), H* (Bg;k) lizerinde bir cebirdir. Burada U, H* (Xg;k) y1 halka
yapan “cup product” islemini gosterir.
O halde H*(Bg;k) nin cebirsel yapisi ekivaryant kohomoloji cebirini belir-

lemede 6nemlidir.

1. Ekivaryant kohomoloji, yani H; (X;k), Eg nin se¢iminden bagimsizdir. Ayrica

tek noktanin ekivaryant kohomolojisi tanimdan dolay1
H; (pt;k) =H" (pt xgEg;k) = H* (Bg; k)
olur.

2. Eger bir X uzayi serbest G-uzay ise o zaman X X Eg — X /G doniisiimii lifi E¢

(biiziilebilir) olan bir demetimsidir. Bundan dolay1
H* (X/G;k) — H; (X k)
doniistimii bir izomorfizm olur.

3. Eger bir X uzayr agsikar G-uzay ve k bir cisim ise o zaman X Xg Eg =
(X x Eg) /G olup Kiinneth formiiliinden H, (X;k) = H* (X;k) @ H* (Bg; k) elde
edilir. Ozellikle Hf; (X;k) bir serbest H* (Bg; k)-modiildir.

4. Eger f : X — Y bir G-ekivaryant doniisiim ise f xid : X X Eg — Y X Eg, G-

uzaylarin bir G-ekivaryant doniigiimii olup bir
f/ X XgEg—Y xXgEg
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doniisiimiinii belirler. Buradan f : X — Y, G-ekivaryant doniisiimii
ffiHG (Y k) — Hg (X k)
homomorfizmini belirler.

Simdi ise kohomoloji teorisinde dnemli bir yere sahip olan Vietoris-Begle teo-

remi olarak bilinen asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.44 [Spanier, 1966, s. 344] X ve Y parakompakt uzaylar ve f : X — Y kapali,
stirekli ve orten bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki bir n > 0 vardir 6yle ki hery € Y

ve g < nigin H4 (f~'(v);k) = {0} olsun. O zaman
f1:HY(Y k) — HY (X;k)
doniisiimii g < n icin bir izomorfizm ve ¢ = n i¢in bir monomorfizmdir.

Bu teoremin Sheaf kohomoloji i¢in daha genel hali Quillen (1971) de bulun-

abilir.
Not 2.45 X bir G-uzay ve Y bir H-uzay olsun. ¢ : G — H bir homomorfizm, f: X —Y
bir ¢-ekivaryant doniisiim (yani f (gx) = @(g) f (x)) ise f doniisiimiiniin

[ Hg (Yik) — HG (X k)

doniisiimiinii nasil belirledigini ifade edelim. G — Eg — Bg ve H — Ey — By sirasiyla

G ve H nin evrensel esas demetleri olsun.

p2

X %6 (Eg % Ey) X xgEn
P f
XXGEG ******* >Y><HEH
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Bu diagramda p; ve p, doniisiimleri Eg X Ey nin carpanlari iizerine projeksiyonlari
ile belirlenir ve sirastyla Ey ve Eg liflerine sahiptir. Vietoris-Begle teoreminden p;
doniisiimii kohomoloji iizerinde izomorfizm belirler. Ayrica f x ¢ doniisiimii f x @
ile belirlenen orbit uzaylar lizerindeki doniigiimdiir. p] izomorfizm oldugundan bir
kanonik

(1) Paf T HY (Y x4 Egk) — H' (X %G Eg:k)

homomorfizmini belirler. ¢ nin grafigi ({(g,9(g)) : g € G}) p doniisiimiiniin bir kesi-
tini verir. Bundan dolay:1 ( p’f)*l p%f*homomorﬁzmi m* homomorfizmi ile ¢akigir.
Yani fx @ : Hj; (Y:k) — H (X;k) olur.

Diger taraftan Eg biiziilebilir oldugundan yine Vietoris-Begle teoreminden p3
izomorfizm olup H* (X X En;k) = H* (X X Eg;k) izomorfizmini elde ederiz. Bu
ise H;(X;k) = H* (X xg Eg;k) ekivaryant kohomoloji cebirinin Eg nin se¢iminden
bagimsiz oldugunu gosterir. Aslinda G = H ve X =Y alinirsa diagramdaki noktali ok

bir homotopi denklik olur boylece H; (X;k), Eg nin se¢ciminden bagimsiz olur.

Ekivaryant kohomoloji icin Mayer-Vietoris dizisi, siradan kohomoloji igin

Mayer-Vietoris dizisinden ¢ikar.

Teorem 2.46 (Ekivaryant Mayer-Vietoris Dizisi) X bir G-uzay1 olsun. Eger A ve B, X

uzayinin kapali, invaryant alt uzaylari ise o zaman H* (Bg;k)-modiillerin bir
. = HE (AUBs k) — HE (Ask) @ HE (Bsk) — H5 (ANB;k) — HS ' (AUB3K) — ..
uzun tam dizisi vardir.

Ispat: A ve B, G-invaryant oldugundan A N B de G-invaryanttir. Ayrica (AN B) G=
AgNBg ve (AUB); = AgUBg olacagindan siradan kohomoloji icin Mayer-Vietoris

dizisinden sonug elde edilir.
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Siireklilik: X bir G-uzay1 ve A, X in kapali invaryant alt uzay1 olsun. Eger X

parakompakt ya da A kompakt ve X Hausdorff ise 0 zaman
H (A) = lim H (U)
dur. Burada U, X de A nin invaryant komguluklari tizerinden alinir.

Not 2.47 Sinif uzaylarinda bahsettigimiz gibi kompakt G topolojik grubu ve kompakt
X, G-uzay1 i¢in X kompakt olmak zorunda degildir. Fakat iyi bilinir ki X parakompakt
G-uzay ise Xg de parakompakt uzaydir (Bourbaki, 1966, Chapter IX, §4, Ex. 20 (d)).
G— Eg — Bg’, N-evrensel esas G-demet olsun. X]GV =X Xg Eg’ olarak tanimlayalim.
Aciktir ki Eg kompakt, N-baglantilidir ve Xg de kompakttir. Sheaf kohomoloji igin

Vietoris-Begle teoreminden (Quillen, 1971) X} — X¢ icermesi her i < N + 1 i¢in
H' (Xg:k) — H' (X{;k)

izomorfizmini belirler. Boylece baz1 teknik zorluklardan kaginmak i¢in genelligi kay-
betmeksizin yeterince biiyiik bir N igin H' (X¢; k) kohomoloji modiilii yerine H’ (Xg ; k)

modiilii alinabilir.

2.6 Spektral Diziler

Bir spektral dizi homolojik cebirde hesaplamalar yapmaya yarayan olduk¢a
karmagik ve giiclii bir cebirsel alettir.

Bir demetimsinin Leray-Serre spektral dizisi lif, taban ve total uzaylar
arasindaki homolojik ya da kohomolojik iligkileri analiz etmeye yarayan temel bir alet-

tir.

Tamim 2.48 Bir R halkasi iizerinde bir diferansiyel bidereceli modiil (differential bi-
graded module) bir R-lineer d : E** — E™* doniisiimii ile birlikte her p, g tamsayilar
icin R-modiillerin bir {E?*9} simifidir 6yle ki d od = 0 dir. Burada bir s tamsayisi i¢in

d, (s,1 —s) yada (—s,s — 1) dereceli diferansiyeldir.
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Bir diferansiyel bidereceli modiiliin homolojisi alinabilir.

Kerd : EP4 — EPT5:4—st1

pPq **
H (E 7d) " Imd : EP—sats—1 s Epg

Dolayisiyla asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.49 Bir spektral dizi r = 1,2, ... i¢in R-modiillerin bir {Ef ’*,d,} siifidir dyle
ki diferansiyellerin tiimii ya (—r,r — 1) dereceli (homolojik tipte spektral dizi) ya da

P9

tiimii (r,1 —r) derecelidir (kohomolojik tipte spektral dizi) ve her p, ¢, r icin E,,

HP4 (Ef ) dr) ye izomorfiktir.

Tamim 2.50 Bir A, R-modiiliin iizerinde bir F filtrasyon her p € Z i¢in {FPA} alt

modiillerin bir ailesidir dyle ki

C FPT'AC FPAC FP'AC ... C A (azalan filtrasyon)

C FP'ACFPACFPT'A C ... C A (artan filtrasyon)

dir.
FPHPY4 /FPHI P4 F* azalan filtrasyon ise
EDY (H*,F) =
FPHP4/FP=1HP+4  F* artan filtrasyon ise

olarak tanimlayalim.

Tamm 2.51 Eger ELY = E(H*,F) olacak sekilde H* (bir dereceli R-modiil)
lizerinde bir F filtrasyonu varsa o zaman {Ef ’*,dr} spektral dizisi H* a yakinsak denir.

Burada EZ*, spektral dizinin limit terimidir.

Simdi bir demetimsinin taban uzayinin temel grubunun, lif uzaymin homoloji
(ya da kohomoloji) cebiri lizerine nasil etki ettigini agiklayalim.

F — E — B bir demetimsi ve B yol baglantili olsun.
QB=Q(B,b)={A:[0,1] > B|Asiireklive A (0)=b=A(1)}
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olarak tanimlansin. O zaman U : 2B X F — F etkisi vardir (Arkowitz, 2011, Theorem
434). a c QBve o' (t) = a (1 —1) olsun.

Asagidaki 6nermenin kanmiti McCleary (2001, Proposition 4.27) de bulunabilir.

Onerme 2.52 1 : QBxF — F ve a € QBolsun. hg = (a~!,—) : F — F diyelim.

O zaman
1. Eger o =~ 8 (homotopik) ise 0 zaman hg =~ hg dir.
2. Eger « sabit doniisiime homotopik ise o zaman hy >~ 1 dir.
3. ax*p, aile B nin loop garpimi ise 0 zaman /g, =~ hg 0 hg dir.

Bu onerme ile birlikte m; (B) nin H* (F) (ya da H.(F)) iizerine etkisini

tanimlayabiliriz.

Sonu¢ 2.53 F — E — B bir demetimsi ve B yol baglantili olsun. O zaman [a] — A},
(yada [a] — hq,) doniisiimii ile ) (B) temel grubu H* (F) (ya da H, (F)) iizerine etki

eder. Yani

ile etki eder. Bir bagka ifade ile 7 (B) — Aut (H* (F')) homomorfizmi vardir. Burada

hy, : H* (F) — H* (F) izomorfizmi lif homotopi denkligi ile belirlenen doniisiimdiir.

Tamm 2.54 Eger 7 (B) temel grubu H* (F) iizerine asikar etki ederse (bagka bir ifade
ile ; (B) — Aut (H* (F)) homomorfizmi asikar ise) o zaman B iizerindeki F — E — B

demetimsisinin lokal katsayilar sistemi basittir denir.
Aciktir ki etkinin agikar olmasi
hy :H*(F)— H*(F)
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izomorfizminin 6zdeslik olmasidir.

Asagidaki lemma Mamoru ve Toda (1978) de bulunabilir.

Lemma 2.55 B yol baglantili olmak {izere bir F <i> E 5 B demetimsisi verilmis olsun.
O zaman

n*:H"(B;R) — H" (E;R)
ve

i*:H"(E;R) — H" (F;R)

kenar (edge) homomorfizmleri asagidaki sekilde belirlenir.

7 H'(B:R) 5 H" (B, HO (FiR)) = E30 — EL — ..

~ E;* > B}, = EL° CH" (E:R)

dir. Burada j : R — H° (F;R) doniisiimii » — .1, € H° (Fy;R) ile verilen asikar lokal R

katsay1 halkasinin bir doniisiimiidiir. Ayrica

i H" (E;R) — E&" = EOT, CEX" C ... CES" = H° (B, H" (F;R)) %

H°(b;H" (Fy;R)) = H" (F;R)
dir. Burada io : b — B icerme doniisiimiidiir (F, = 7! (b)).
Not 2.56 Eger B ve F yol baglantili olmak tizere F ;) E % B demetimsisinde lokal

katsayilar sistemi basit (yani m; (B) temel grubu H” (F;R) iizerine asikar olarak etki

ediyor) ise o zaman kenar doniisiimleri asagidaki sekilde olur.

n*:H"(B;R)=H" (B;H* (F;R)) =E5° » E}° — ... » EM — E"’ = E" CH" (E;R)

veE

i H"(E;R) » EX" =E', CE"/, C ... C Ey" = H(B;H" (F;R)) = H" (F;R)
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Simdi demetimsiler i¢in Leray-Serre spektral dizinin varligini ifade edelim.

Teorem 2.57 [Kohomoloji Leray-Serre Spektral Dizi] R bir birimli defismeli halka
ve B yol baglantili olmak iizere F — E — B demetimsisi verilmis olsun. O zaman
H* (E;R) ye cebir olarak yakinsayan cebirlerin birinci ¢eyrek bir {E}k ’*,d,} spektral
dizisi vardir ve

EY? >~ HP (B, H(F;R))

dir. Burada H? (F;R), F nin kohomolojisinde lokal katsayilar sistemini gosterir. Diger
bir deyisle #4(F;R), m; (B) temel grubunun kanonik etkisi ile belirlenen lokal kat-
sayilar sistemidir. Ayrica bu spektral dizi demetimsilerin lif koruyan doniigsiimlerine

gore dogaldir.

Not edelim ki eger k bir cisim ise o zaman H* (E;k) dereceli degismeli cebiri
EZ* 1n total kompleksi TotEX* dereceli degismeli cebirine izomorfiktir. Burada

(TotEL*)! = P EY
k+1=q

dir. Yani HY (E;k) = @ EX! dir.
k+l=q
Simdi spektral dizilerin teorisinde onemli bir yere sahip olan ve verilen iki
demetimsinin lif, taban ve total uzaylarinin kohomoloji halkalar1 arasindaki iligkiyi
veren Zeeman karsilastirma teoremi olarak bilinen asagidaki teoremi ifade edelim. Bu

teorem hakkinda daha fazla bilgi McCleary (2001); Zeeman (1957) de bulunabilir.

Teorem 2.58 [Zeeman karsilastirma teoremi] Kabul edelim ki {Ef ’*,d,} ve {E: ’*,d_,}

kohomoloji tipli birinci ¢eyrek spektral diziler olsun. {f,} spekral dizilerin bir morfizmi
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ve asagidaki diagram satirlar1 tam degismeli diagram olsun.

0—EP @ E)? Ep9 TorfR (EYT' B9 ——0
f2®f2l fzJ/ TW(fz,fz)i
0 — BP0 @ EQY — = B! — TorR(EY10 B2 — 0

O zaman agagidakilerden herhangi ikisi saglaniyor ise iiciinciisii de saglanir.
1. Her pigin f> : Eé’ 0 Eé’ 0 bir izomorfizmdir.
2. Her gigin f> : Eg 4 Eg @ bir izomorfizmdir.
3. Her p ve g igin f.. : EP9 — EP9 bir izomorfizmdir.

Ozellikle, eger F — E — B demetimsisinde taban ve lifleri yol baglantili ve
taban uzaymn temel grubu (7; (B)) lif uzaymin kohomolojisi (H* (F)) tizerine agikar
etki ediyorsa o zaman Zeeman karsilagtirma teoremi, Leray-Serre spektral dizisi igin
faydalidir. Ciinkii bu durumda 1. g1k taban uzaylarinin, 2. sik lif uzaylarinin ve 3. sik
total uzaylarin kohomoloji cebirlerinin izomorfizmini ifade eder.

Transformasyon gruplarinin kohomoloji teorisinde temel ilgi alanlarindan biri
orbit uzaymin kohomolojisi hakkinda fikir sahibi olmaktir. Bundan dolay1 ana teorem-

lerimizi kanitlamak icin asagidaki teoremlere ihtiyac olacaktir.

Teorem 2.59 [Borel, 1960, III, Corollary 2.3] G bir sonlu grup, X bir yerel kompakt
G-uzay ve 1 : X — X /G orbit doniigiimii olsun. Eger k, karakteristigi sifir ya da |G| ile

aralarinda asal olan bir cisim ise 0 zaman
T HY (X )Gy k) — (HF (X;k))°

doniisiimii bir izomorfizmdir. Burada (H* (X;k))®, G nin X iizerine etkisi tarafindan
belirlenen H (X;k) lizerine etkisinin sabit nokta kiimesidir ve H kompakt destekli

kohomolojiyi gosterir.
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Teorem 2.60 [Bredon, 1972, Chapter III, Theorem 7.2] G bir sonlu grup, X bir
parakompakt G-uzay ve @ : X — X /G orbit doniisiimii olsun. Eger k, karakteristigi

sifir ya da |G| ile aralarinda asal olan bir cisim ise 0 zaman
m* H* (X )G k) — (H* (X;k))°
doniisiimii bir izomorfizmdir.

2.7 Lokalizasyon Teoremleri

A. Borel'in H},(X)'in H* (Bg)-modiil yapisini aragtirmast X© sabit nokta
kiimesinin kohomolojisi ile yakindan ilgili olduguna yol acti. Bu boliimde ekivaryant
kohomolojide 6nemli bir yere sahip olan lokalizasyon teoremi ve sabit noktanin varligi
ile ilgili olan A. Borel’in kriteri ifade edilecektir.

R bir birimli, degismeli halka ve G bir kompakt grup olsun. Kabul edelim ki
X bir G-uzay ve S C H*(Bg;R) bir ¢carpimsal sistem (yani {1} C S olan H*(Bg;R) nin

merkezinde icerilen carpimsal yar1 grup) olsun.
Bi* : H*(Bg;R) — H*(Bg,;R)

doniisiimii i : Gy — G icerme doniisiimii ile belirlenen doniigsiim olsun.

Ayrica Hsiang (1975)’in kitabinda oldugu gibi,
X5 = {x € X : Her s € S igin Bi* (s) # 0}
olarak tanimlayalim.
Not edelim ki

Hg (G (x);k) = Hg (G/Gy;k) = H" (Bg, 3 k)

oldugundan Bi* doniigiimii (izomorfizme gore) sadece [Gy| eslenik sinifina baglidir.
Boylece X5, X in G-invaryant alt uzayidir. Eger X bir parakompakt uzay ve Alexander-
Spanier kohomoloji kullanilirsa, o zaman X5, X nin bir kapali invaryant alt uzayidir

(Allday ve Puppe, 1993). Asagidaki 6nerme tanimdan hemen ¢ikar.
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Onerme 2.61 G bir kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. S C H*(Bg;R) bir ¢arpimsal

sistem olsun.
1. Her s € Sicin X¢ C X5 C X* dir.

2. Eger X uzay1 sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip (FMOT) ise o zaman bir s € S i¢in
X5 =X dir.

Simdi lokalizasyon teoremlerini ifade edebiliriz.  Asagidaki teoremlerin

kanitlar1 Hsiang (1975) de bulunabilir.

Teorem 2.62 G bir kompakt Lie grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman lokal
kisitlanmig

ST'H (X;R) — S'HE (X5;R)

homomorfizmi bir izomorfizm olur.

Teorem 2.63 G bir kompakt Lie grup ve X bir sonlu kohomolojik boyutlu, parakom-
pakt G-uzay olsun. Kabul edelim ki S C H*(Bg;R) bir ¢arpimsal sistem ve s € S olsun.

O zaman lokal kisitlanmig
ST'HE (X;R) — ST'H} (X:R)

homomorfizmi bir izomorfizm olur. Eger X sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip ise o zaman
ST'H (X;R) — ST'HG (X5;R)

doniistimii bir izomorfizm olur.

Lokalizasyon teoreminin 6nemli bir sonucu A. Borel’in sabit noktanin varlig

icin kriteridir.
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Sonug 2.64 [A.Borel] G=T" (yada Z;) ve k, karakteristigi O olan bir cisim (yada Z,)
olsun. Eger X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta sahip parakompakt G-uzay

ise o zaman lokal kisitlanmis
STUHY (X3k) — ST'HE (XC3k) = H* (X93k) @« (S™'H* (Bg;k))
homomorfizmi bir izomorfizm olur. Burada S = H*(Bg;k) — {0} dir.

Bu sonug kullanilarak asagidaki elde edilir.

Sonug 2.65 [A. Borel] (Sabit Noktanin Varlig1 Kriteri) G = T" (ya da Z),) ve k, karak-
teristigi O olan bir cisim (ya da Zp) olsun. Eger X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik
boyuta sahip parakompakt G-uzay ise o zaman X # 0 olmas1 icin gerek ve yeter kosul

H* (Bg;k) = H( (X; k) doniisiimiiniin monomorfizm olmasidir.

Not 2.66 G bir abelyen grup degilse H* (X©) ile H; (X) arasinda genelde bir iligki
olmayabilir. G bir kompakt, baglantili Lie grup fakat abelyen degilse bir aksi drnek
Hsiang (1975, s. 44) de bulunabilir.

Deo ve ark (1982) bu teoremlerin asagidaki sekilde bir genellemesini kanitladi.

Her acik ortiisii sonlu dereceli bir agik inceltilmise sahip uzaylara finitistic uzay
denir. Eger bir acik ortiiniin her n 42 farkli elemaninin arakesiti bos ise bu acik ortiiniin
derecesi en fazla n olarak tanimlanir.

Kompakt uzaylar ve sonlu ortii boyutuna sahip parakompakt uzaylar finitistic

uzaylardir.

Teorem 2.67 [Deo ve ark, 1982] G bir kompakt Lie grup ve X bir finitistic G-uzay
olsun. Kabul edelim ki S C H*(Bg;k) bir ¢carpimsal sistem ve s € S olsun. O zaman

lokal kisitlanmig

STUHE (X k) — STUHE (X53k)
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homomorfizmi bir izomorfizm olur. Eger X sonlu ¢coklukta orbit tipine sahip ise o0 zaman
STUHE (X5 k) — STUHE (X5 k)

doniistimii bir izomorfizm olur.
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3. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKILERI ICIN BOREL’IN SABIT
NOKTA TEOREMI

Bu boliimde A. Borel’in sabit noktanin varligi kriteri bir kompakt uzay iizerine
etki eden herhangi sonlu boyutlu, kompakt, baglantili, abelyen topolojik grup (pro-
torus) etkisi i¢in genisletilecektir.

Oncelikle asagidaki lemmalari ifade edelim.

G/N bélim grubunun X /N orbit uzay: iizerine etkisinin sabit nokta kiimesi ile

ilgili asagidaki lemma Ku (1967) de bulunabilir.

Lemma 3.1 1. G bir yerel kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. N, G nin nor-
mal alt grubu ise G/N bolim grubunun X /N orbit uzayi iizerine bir dogal etkisi
vardir ve X sabit nokta kiimesi (X /N )G/ N sabit nokta kiimesinin bir alt uzayina

homeomorfiktir.

2. Kabul edelim ki bir kompakt, baglantili G grubu bir X uzayi lizerine etki etsin.
N, G nin kompakt, tamamen baglantisiz, normal alt grubu olsun. O zaman
X sabit nokta kiimesi (X /N )G/ N sabit nokta kiimesine homeomorfiktir (X¢ ~

(X/N)9),
ispat:

1. Herhangi bir x € X i¢in G (x) = {x} ve N (x) = {x} olur. Buradan (gN) (N (x)) =
N (gx) =N (x) olup N (x) € (X/N)G/N olur.

2. Keyfi bir N (x) € (X /N)G/ N alahm. O halde her g € G icin (gN) (N (x)) =
N (gx) = N (x) olur. Buradan G (x) = N (x) elde edilir. G (x) baglantili ve N (x)
tamamen baglantisiz oldugundan G (x) = N (x) = {x} olur. O halde x € X olup
X%~ (X/N )G/ N elde edilir.
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Lemma 3.2 G bir kompakt, baglantili, abelyen grup ve N, G nin tamamen baglantisiz,

kapal1 bir alt grubu olsun. O zaman g : G — G/N boliim doniistiimii
Bq*: H*(BG/N;k) — H*(Bg;k)
izomorfizmini belirler.
Ispat: Asagidaki tam diziyi diisiinelim.
05N5GLG/N=0

Buradan biz karakter gruplarinin asagidaki tam dizisini elde ederiz.

—

OAG/N(L;CA;L*)IVHO

Ayrica k ile tensor ¢carpmak kisa tam dizileri korudugu icin asagidaki tam diziyi
elde ederiz.

O—>G//7V®k—>§®k—>ﬁ®k—>0

Diger taraftan, kompakt, abelyen, tamamen baglantisiz grubun karakter grubu torsiyon

gruptur (Lemma 2.25) ve buradan N®k=0olur. Boylece
G//7V ®k —» Gk
doniisiimii izomorfizm olup simetrik cebirlerin
P (5/7V®k> P (6®k)

izomorfizmi elde edilir.
H*(Bg:k) 2 P(k®G)
ve

H*(Bg:k) = P(k© G/N)
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dogal izomorfizmlerinden dolay1 (Teorem 2.43)
H"(Bgn:k) = H"(Bg:k)
doniisiimiiniin izomorfizm oldugu elde edilir.

Teorem 3.3 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman asagidaki du-

rumlar birbirine denktir.
1. XG40
2. m : Xg — B¢ doniisiimii capraz kesite sahiptir.
3. @y : H* (Bg;k) — H{, (X; k) doniisiimii monomorfizmdir.

ispat: ()= (2) = (3) gerektirmeleri aciktir. Biz (3)=- (1) onermesini kanitlayacagiz.
H*(Bg;k) — H{,(X;k) doniisiimii monomorfizm olsun. G bir pro-torus
oldugundan G nin bir tamamen baglantisiz, kapali, normal N alt grubu vardir dyle ki

G /N bolim grubu bir torustur. Asagidaki degismeli diagramdan
H* (Bg/n:k) — Hey (X /N3 k)

doniisiimiiniin monomorfizm oldugu elde edilir.

H* (Bg/n3k) —H y (X /N;k)
H*(Bg;k) H (X;k)

Buradan (X /N)S/N + 0 elde edilir (Sonug 2.65) ve Lemma 3.1 den X% ~ (X /N)/N £ 0

elde edilir.
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4. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKILERI ICIN LOKALIZASYON
TEOREMI

Yeniden hatirlayalim ki her sonlu boyutlu, kompakt grup bir tamamen
baglantisiz (yani sifir boyutlu) kapali, normal alt gruba sahiptir dyle ki bolim grubu
ayni boyutlu bir kompakt Lie gruptur. Boylece kompakt, tamamen baglantisiz grup
etkileri kompakt grup etkilerinin caligmasinda 6nemli bir rol oynar.

Bu boliimde, aksi ifade edilmedik¢e G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N,
G nin tamamen baglantisiz, kapali, normal alt grubudur dyle ki G/N, G ile ayn1 boyutlu
kompakt Lie gruptur.

Simdi biz tamamen baglantisiz grup etkileri i¢in iyi bilinen bir ka¢ teorem
verecegiz.

Asagidaki teorem, Teorem 2.59 un bir genellemesi olarak yerel kompakt uza-
ylar ilizerine kompakt, tamamen baglantisiz grup etkileri icin Ku (1967) tarafindan

kanitlanda.

Teorem 4.1 G bir kompakt, tamamen baglantisiz grup ve X bir yerel kompakt G-uzay

ise 0 zaman 7 : X — X /G orbit doniigiimii
* ~ * G
H; (X/G,k) = (H, (X,k))
izomorfizmini belirler.

Ispat: Her N € A\ icin G/N bir sonlu grup olmak iizere

(G.X) = limyca, (G/N.X/N)

dir. Teorem 2.59 dan
H; (X /Gsk) = [H? (X /N3k)] O™
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elde edilir. Alexander-Spanier kohomolojinin siireklilik 6zelliginden direkt limite
gecilerek
* ~ * G
H; (X/G:k) = [H, (X;k)]

elde edilir.

Aciktir ki eger X bir kompakt G-uzay ise 0 zaman 7 : X — X /G orbit doniisiimii
H*(X/G,k) = (H" (X,k))°
izomorfizmini belirler.

Teorem 4.2 [Bredon, 1997, Corollary 11.11] G bir kompakt, baglantil1 topolojik grup
ve X bir yerel kompakt Hausdorff G-uzay olsun. Herhangi bir L katsay1 halkas: i¢in G,

H} (X;L) iizerine asikar etki eder.

Not 4.3 G bir kompakt, baglantili grup, X bir kompakt G-uzay ve N, G nin tamamen
baglantisiz alt grubu olsun. Dolayisiyla G nin H* (X; k) tizerine etkisi ve dolayisiyla N

nin H* (X; k) iizerine etkisi asikardir. Boylece
H* (X /N;k) = H* (X;k)" = H* (X:k)
elde ederiz.

Not 4.4 G bir topolojik grup ise o zaman Eg biiziilebilir = Eg yol baglantilidir =
B = Eg/G yol baglantihidur.

Asagidaki teorem Ku (1967) tarafindan kanitlandi.

Onerme 4.5 G bir kompakt, tamamen baglantisiz grup ise o zaman H* (Bg;k) =k.

Ispat: Her N € A\l igin G/N bir sonlu grup olmak iizere G = @NGNG/ N dir. O zaman
Hofmann ve Mostert (1973, 111, Corollary 1.12) den dolay1

H' (Bg;k) = limyeacH' (Bg/nsk)
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elde edilir. Her i > 1 i¢in H' (Bgy:k) = {0} oldugundan (Onerme 2.31)
H' (Bg;k) = liﬂzvg\[Hi (BG/N;k) = {0}

elde edilir. Ayrica Bg yol baglantili oldugundan H* (Bg;k) = k elde edilir.
Ana teoremi kanitlamak icin lokal katsayilar sistemi hakkinda asagidaki

gerceklere ihtiyacimiz vardir.

Not 4.6 G bir kompakt, baglantili Lie grup ve X — Xz — Bg Borel demetimsisi ol-
sun. O zaman bu demetimsinin Leray-Serre spektral dizisinde lokal katsayilar sistemi
basittir. Ciinkii G — Eg — Bg evrensel esas G-demetinin homotopi tam dizisinden
m (Bg) = m (G) olur (burada my (G), G/Gy baglantili bilegenlerin grubunu gosterir).
Diger taraftan G bir Lie grubu oldugundan yerel yol baglantilidir. Yerel yol baglantili
ve baglantili uzaylar yol baglantili oldugundan G baglantili Lie grubu yol baglantili
olur. O halde 7; (Bg) = m (G) = {0} olup H* (X) iizerine asikar etki eder.

Dikkat etmek gerekir ki bu 6zellik her kompakt, baglantili topolojik grup icin
dogru olmayabilir. Ornegin G = l&l (S Lf ) cember gruplarimin ters limiti 1-boyutlu,
kompakt, baglantili, abelyen fakat yol baglantili olmayan (f 0zdeslik doniistimii

degilse) bir topolojik gruptur. Yani 7} (Bg) # {0} dur.

Fakat simdi biz yine de kompakt uzaylar {izerine etki eden sonlu boyutlu,
kompakt, baglantili topolojik gruplar i¢in lokal katsayilar sisteminin basit oldugunu
gosterecegiz. Bunun i¢in asagidaki onermeye ihtiyacimiz vardir. Bu 6nerme ile ilgili

daha fazla bilgi Arkowitz (2011) de bulunabilir.

Onermed.7 F - E —Bve F — E — B iki demetimsi ve  : QBxF — F ve U’ :
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QB' x F' — F' etkilerini gostersin. Eger

F— -g-".pB

ook b

F,HE,HB/
p/

diagrami degismeli ise o zaman agagidaki diagram homotopi-degismelidir.

QBxF-* . F

fovs |1

QB X F ——F'
u

Not 4.8 Bu dnermenin bir sonucu olarak eger hg = it (™', —) : F = F ve Qb (0t) = &

olmak tizere i, = ' ((Oc’ )~ ! ,—) : F' — F' ise 0 zaman agagidaki diagram homotopi-
degismeli olur.
Pl F
b
F' ——~F'
.,

Lemma 4.9 G bir sonlu boyutlu, kompakt, baglantili grup ve X bir kompakt G-uzay
olsun. O zaman

X — X — Bg

Borel demetimsisinin Leray-Serre spektral dizisinde B¢ iizerinde H* (X;k) lokal kat-

sayilar sistemi basittir.

Ispat: G/N bolim grubu kompakt, baglantili Lie grup olacak sekilde G nin bir tama-

men baglantisiz, kapali, normal N alt grubu vardir. G/N béliim grubunun X /N orbit
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uzayi lizerine etkisini ve asagidaki degismeli diagrami diigiinelim.

X X Bg

T

X/N —— (X/N)g/n — Bg/n

G/N baglantili Lie grup ve Lie gruplart yerel yol baglantili oldugundan G/N yol
baglantili olup Bg,y basit baglantili uzaydir (Not 4.6). Dolayisiyla m; (Bg/y) = {0}

olup Bgy lizerinde H* (X /N; k) lokal katsayilar sistemi basit olur. Diger taraftan
n*:H* (X/N;k) — H" (X;k)
doniisiimii izomorfizmdir (Not 4.3).
X — Xg — Bg

ve
X/N = (X/N)g/n — Bo/w

demetimsileriicin it : QBgx X — X ve i’ : QBg /v <X /N — X /N etkilerini diigiinelim.

Not 4.8 den agagidaki diagram homotopi-degismelidir.

XL-X

X/N ——=X/N

Boylece asagidaki diagram degismelidir.

H*(X/N:k) () H*(X/N:k)

H*(X;k) H*(X;k)

*
o
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b (BG/N) temel grubu H* (X /N;k) lizerine agikar etki ettigi igin (h’a,)* doniisiimii
ozdeslik doniisiimiidiir. Diger taraftan n* : H* (X /N;k) — H* (X; k) doniigiimii izomor-
fizm oldugundan yukaridaki diagramdan A, doniisiimii de 6zdeslik doniisiimii olur. Bu
ise m; (Bg) temel grubunun H* (X;k) iizerine agikar etki etmesi demektir. Boylece Bg

tizerinde H™* (X; k) lokal katsayilar sistemi basittir.

Lemma 4.10 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin tamamen baglantisiz,

kapali, normal alt grubu olsun. O zaman g : G — G/N béliim doniisiimii ile belirlenen
Bq" : H* (Bg/y:k) — H* (Bg:k)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Ispat: Yeniden hatirlayalim ki i : N < G icerme doniisiimii ve ¢ : G — G /N boliim
doniigtimi

i B
By 2 B6 =4 Bgn

Serre demetimsisini belirler (Lemma 2.41). Ayrica H* (Bg;k) cebirine yakinsayan ve
EY? >~ HP(Bg N H1) olacak sekilde bir Leray-Serre spektral dizi vardir. Burada %4,
x — H9((Bq)~'(x);k) = H9(By;k) ile katsayilar sistemini gosterir. By acyclic uzay,
yani H*(By;k) = k, oldugundan o zaman 7 (Bg/y) temel grubu H*(By;k) iizerine
asikar etki eder, yani bu spektral dizinin lokal katsayilar sistemi basittir. Bundan dolay1

evrensel katsay1 teoreminden
ED? = HP(Bg/yn:k) © HY(By: k)

elde edilir.

Diger taraftan her n i¢in

Bq" : H" (Bg/y:k) — H" (Bg:k)
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doniisiimii

H" (Bgy:k) = E3° — EY® — . EIY = EMY C H"(Bg: k)
kenar doniigiimii ile ifade edilebilir. Spektral dizi H*(Bg;k) ya yakinsadigindan ve her
p # 0i¢in H?(By; k) = {0} oldugundan
H"(Bg,k) = €D E = EM = E}°
r+s=n

olur. H"(Bg; k) = E; 0 = gn (BG /N;k) oldugundan istenen sonug elde edilmis olur.

Bu teoremin kanit1 ayni zamanda Vietoris-Begle teoreminden de (Teorem 2.44)
kolayca elde edilir.

Simdi S C H* (Bg;k) bir carpimsal sistem olsun. H*(Bg/y;k) da S nin bir
kopyast olan R = (Bg*)~'(S) carpimsal sistemini diigiinelim.

Ayrica G/N kompakt Lie grubunun kompakt X /N orbit uzay1 iizerine belirlenen

etkisini diigiinelim.
Lemma 4.11 7: X — X /N orbit déniisiimii X5 — (X /N)R doniisiimiinii belirler.

Ispat: x € X5 ve kabul edelim ki x* = N (x) ¢ (X /N)R olsun. Bu durumda bir r € R igin
Bj*(r) = 0 olur. Burada

Bj* : H*(Bg/n3k) = H*(B(g/n),. 3 k)

(G/N)y — G/N igermesi ile belirlenen doniisiimdiir. s = (Bg*)(r) € S olsun. Asagidaki
degismeli diagramdan s € S elemaninin Bi* : H*(Bg;k) — H*(Bg,;k) doniisimii
altindaki goriintiisii sifirdir.

Bj*

H*(Bgn:k) — H"(B(g/n),. k)
o !
H*(Bg: k) — 25—~ H*(Bg.:k)

Bu ise x € X5 olmast ile gelisir.
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Not 4.12 G/N nin (G/N)y,) izotropi alt gruplari Hofmann ve Morris (2013, Proposi-

tion 10.31) de tam olarak belirlenmigtir. Buna gore
(G/N)y = GiN/N = G,/(GxNN)

dir. Ayrica, G,NN, G, in tamamen baglantisiz, kapali, normal alt grubu oldugu i¢in,
H* (Bg,nn:k) = k olur (Onerme 4.5). Boylece Lemma 4.10 daki gibi G, — G.N/N

kanonik doniisiimii ile belirlenen yukaridaki diagramdaki sag diisey doniisiimiin de,
BG,~n = BG,—Bg, /6.nN
demetimsisinin Leray-Serre spektral dizisi diisiiniilerek bir izomorfizm oldugu goriiliir.
Sonug 4.13 X5/N = (X/N)~.
Ispat: Onceki diagrami diisiinelim. Eger X® = 0 ise 0 zaman her x € X icin
H*(Bg;k) — H*(Bg,;k)

doniigiimii altinda sifira giden bir s, € S elemam vardir. re = (Bg*) ™" (s,) diyelim. Not
4.12 den
H* (Bg/w),.;k) = H" (Bg,:k)

doniisiimii bir izomorfizm oldugundan Bj* (r,) = 0 olur. Buradan her x € X i¢in x, =
N (x) ¢ (X /N)® olup bu ise (X /N)® = 0 olmasin1 gerektirir.

Kabul edelim ki X5 # 0 olsun. Lemma 4.11 den agiktir ki X5 /N C (X /N)® dir.
Simdi bir N (x) € (X/N)® alalim. Varsayalim ki x ¢ X® olsun. O zaman bir s € S icin
Bi* (s) =0 olur. r = (Bg*) "' (s) diyelim.

H* (B(g/w),.;k) — H" (B3 k)

déniisiimii bir izomorfizm oldugu icin Bj* (r) = 0 olur. Bu ise N (x) € (X/N) olmas:

ile geligir. Bundan dolay1 x € X® olur. Bu ise N (x) € X5 /N olmasini gerektirir.
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Ilk olarak biz lokalizasyon teoremini bir kompakt uzay iizerine etki eden sonlu

boyutlu, kompakt, baglantili grup etkileri i¢in kanitlayacagiz.

Teorem 4.14 G bir sonlu boyutlu, kompakt, baglantili grup ve X bir kompakt G-uzay

olsun. O zaman lokal kisitlanmig
STUHG (X3k) — ST'HE (X5:k)
homomorfizmi bir izomorfizm olur.
Ispat: G kompakt, baglantili grup oldugu igin G nin (ve boylece N nin) H* (X;k)
tizerine etkisi agikardir. Bundan dolay1 X — X /N orbit doniigiimii
H* (X/N;k) = H* (X;k)N = H* (X;k)

izomorfizmini belirler (Not 4.3). Simdi biz teoremi, G nin X iizerine etkisini G/N kom-
pakt Lie grubunun X /N kompakt uzay: iizerine etkisine indirgemeyle kanitlayacagiz.

Kompakt Lie grup etkileri icin lokalizasyon teoreminden (Teorem 2.62)
R HG (X N:K) = R HG oy (X/N) 5K

izomorfizmi elde edilir. Burada R C H* (BG /N;k) carpimsal sistemi, S C
H* (Bg;k) garpimsal sisteminin Bg* : H* (BG /N;k) — H* (Bg; k) doniigimii altindaki
Ongoriintiistidiir.

Diger taraftan,

X — X — Bg

Ve

X/N = (X/N)g/y — Bg/n

demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizileri sirasiyla (E**) ve (E**) olsun. G/N bir
baglantili Lie grup oldugundan X /N — (X /N)g/ny — Bg/y demetimsisinin lokal kat-

sayilar sistemi basittir (¢iinkii 71 (Bg,y) = {0}). Ayrica Lemma 4.9 dan X — X — Bg
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demetimsisinin lokal katsaylar sistemi de basit olur. O zaman evrensel katsay1 teore-

minden
EP? = HP(Bg:k)@H(X;k)
EP? = HP(Bgy:k) @H?(X/N:k)

seklinde olur. Diger taraftan H* (X /N;k) = H* (X;k) ve H* (Bg/y:k) = H* (Bg;k)
oldugundan her p, ¢ > 0 icin E'? = EP elde edilir. Buradan ozellikle £2° = ED?

ve Ey4 = EX olup Zeeman Kargilagtirma teoreminden (Teorem 2.58) her p, ¢ > 0 igin
EP4 =~ EP4
elde edilir. Bunun sonucu olarak
/v (X/N:k) — Hg (X:k)
izomorfizmi elde edilir. Ciinkii

HE (XN = P EY
k+I1=q

ve

HE (X:k) = P EL
k+1=q

dir. Boylece
R7'HG ) (X /Nsk) = STV HE (X k)

elde edilir. Benzer sekilde, X3 {izerindeki kisitlanmis G etkisi diisiiniilerek
R Hy (XP/N3k) = 87 HE (X5 k)
izomorfizmi elde edilir. Bundan dolay1 Sonug 4.13 den
RHg)y ((X/N)R ;k) =~ 5 H (X5:k)
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izomorfizmi elde edilir.

Asagidaki degismeli diagramdan dolay1
STUHE (X:3k) — ST'HE (X5:k)

izomorfizmi elde edilir.

RTUHE (X /N3 ) —== RV HE ) (X /N)R; )

ml lu

STUHE(X k) SIHE(X5;k)

Asagidaki teorem lokalizasyon teoreminin sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri

icin dogru oldugunu ifade eder.

Teorem 4.15 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. O

zaman lokal kisitlanmis
STUHE (X;k) — STHE (X5 k)
homomorfizmi bir izomorfizm olur.

Ispat: Gy, G nin birim elemaninin baglantili bilesenini gostersin. Bu durumda Gy, G
nin kapali, normal alt grubu ve G/G, tamamen baglantisiz, kompakt grup olur.

Gy, E¢ lizerine serbest olarak etki ettigi i¢in biz Eg, = Eg ve Bg, sif uzayini
E/Go boliim uzay1 olarak alabiliriz (G sonlu boyutlu, kompakt grup oldugundan G —
G/ Gy bir esas Go-demet olup Eg — Eg/Gy evrensel esas Go-demet olur). O halde
G/Go, Xg, ve Bg, lizerine dogal etki belirler. G/G( tamamen baglantisiz oldugu igin

Teorem 4.1 den dolay1

X6, — X6 = (Xq,) / (G/Go)

55



4. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKILERI iCIN LOKALIZASYON
TEOREMI Mehmet ONAT

ve
Bg, = B = (Bg,) / (G/Go)
orbit doniisiimleri
H*(Xg;k) = H* (Xg,:k)
ve
H*(Bg;k) — H*(Bg,; k)

monomorfizmlerini belirler (Xg, ve Bg, yerine yeterince biiyiik bir N i¢in Xgo ve Bgo
kompakt uzaylarini diisiinerek).

Durum 1: ilk olarak biz X5 = 0 kabul edelim. Kabul edelim ki 7, S nin H *(BGO;k)
icindeki homomorfik goriintiisii olsun. O zaman sonlu boyutlu, kompakt, baglantili Gy
grubunun X iizerindeki kisitlanmig etkisi diisiiniilerek ve asagidaki degismeli diagram-

dan X7 = 0 oldugu kolayca goriiliir.

H*(Bc;k) 4>H*(BGX;]€)

| |

H*(Bg,;k) — H* (B(Go)x 9

Buradan Teorem 4.14 gerektirir ki bir ¢ € T vardir dyle ki ¢ nin

H*(Bg,;k) = H* (Xg,:k)
doniiglimii altinda goriintiisii sifirdir.

H*(Bg;k) — H*(Bg,;k)
monomorfizmi altinda ¢ nin 6ngoriintiisii s € S olsun. Simdi

X —Xg, — Bg,

L
X

Xc Bg
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demetimsilerin degismeli diagramu tarafindan belirlenen asagidaki degigsmeli diagram
diistinelim.

H*(BG;]C) 4>H*(XG;]€)

| |

H*(BGO;]() I H*(XGO;]C)
Diger taraftan

H*(XG;k) — H*(XGO;/C)
monomorfizm oldugu icin s nin
H* (Bg;k) — H* (Xg;k)

doniisiimii altindaki goriintiisii sifirdir. Bu ise S™'H (X;k) = {0} olmasini gerektirir.
Durum 2: Simdi, kabul edelim ki X® # 0 ve B, X5 nin X icinde bir kapali invaryant
komgulugu olsun. B’ = X — int (B) diyelim. O halde

... = HG (X:k) — H(; (B:k) ® H; (B';k) — HE (BNB'3k) — ..
uzun tam dizisini diisiinelim. Buradan lokalizasyonun tamligindan
.= ST HE (X:k) — ST HE (B:k) @ ST'H, (B'sk) — S™'HG (BNB'sk) — ...

uzun tam dizisi elde edilir. (B')° = 0 ve (BNB')® = 0 oldugundan Durum 1 den dolay
S~'H}. (B';k) = {0} ve ST'H}, (BN B';k) = {0} olur. O zaman yukaridaki uzun tam
diziden

ST'H (X;k) — ST'HE (B3 k)
doniisiimii bir izomorfizm olur. X5 nin tiim B invaryant kapali komsuluklar1 iizerinden
direkt limit alinirsa Alexander-Spanier kohomolojinin siireklilik 6zelliginden dolay1

Hg (X;k) = lim HE (B;k)
BDOXS
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elde edilir. Siireklilik ve lokalizasyonun direkt limit ile degisme 6zelligi kullanilirsa

ST'HG (X5:k) = S7!(lim H (Bsk))
BDXS
= lim S”'Hg (B;k)
BDXS
= lim S™'Hg (X;k) = S™'Hg (X:k)
BDXS

elde edilir.
Simdi A. Borel’in sabit noktanin varligi kriterini pro-torus etkilerine

genellemesini gosterecegiz.

Not 4.16 Eger G bir kompakt, abelyen grup ve N, G nin herhangi kapali, normal alt
grubu ise o zaman dualite ile i : N — G icermesi i: G — N béliim doniigiimiinii belirler.
Bu doniisiimiin ¢ekirdegi

keri =Nt~ G/N

dir. Bundan dolay1
H?(Bi;Z) : H* (Bg;Z) — H? (By;Z)

doniisiimiiniin monomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N = G olmasidir. Eger G

baglantili ise bu sonug k katsayis1 icin de dogrudur, yani
H? (Bi;k) : H* (Bg;k) — H? (By:k)

doniisiimiiniin monomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N = G olmasidir.
Bunun igin H?(Bg;k) — H?(By;k) monomorfizm iken N = G oldugunu
gostermek yeterlidir. H? (Bg;k) — H? (By;k) monomorfizm olsun. Icerme ve boliim

doniiglimii ile belirlenen karakter gruplarinin

0—>5/7V—>(A}—>IV—>O
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kisa tam dizisini diigiinelim. O halde
O—>5/7V®k—>§®k—>ﬁ®k—>0

kisa tam dizisi elde edilir. Ayrica H2 (Bg;k) = H? (Bg;Z) @k = G @ k ve H? (By:k) =
N ®k olup H? (Bg; k) — H? (By: k) monomorfizm oldugundan G//7V ®k = 0 elde edilir.
Diger taraftan G baglantili oldugundan G/N baglantili olup 6/7\7 torsiyonsuz olur
(Lemma 2.25). O halde 6/7\7 karakter grubu (?/7\] ®k, k-vektor uzayimin bir alt grubuna
izomorfik olur. Boylece G//7V = 0 olup dualite teoreminden N = G elde edilir.

Bu gozlemi transformasyon grubuna uygulayalim. Yani G kompakt, baglantili,

abelyen grubu X uzayi lizerine etki etsin ve N = G, olsun. O zaman x in bu etkinin sabit

noktasi olmasi icin gerek yeter kosul
Bi* : H*(Bg;k) — H*(Bg,; k)

doniigimiiniin monomorfizm olmasidir. Burada Bi* doniigiimii, i : G, — G igerme
doniisiimii ile belirlenir.

Bunun bagka bir kanitin1 agagidaki sekilde yapabiliriz.

Onerme 4.17 G bir pro-torus ve X bir G-uzay olsun. O zaman
x€XY < Bi*: H*(Bg; k) — H*(Bg,; k) doniisiimii monomorfizmdir.

Ispat: —> x € XY ise Bi* doniisiimii monomorfizm olur.

<= Kabul edelim ki Bi* : H*(Bg;k) — H*(Bg,;k) monomorfizm olsun. G/N
torus olacak sekilde G nin bir tamamen baglantisiz, kapali N alt grubu vardir. Asagidaki
degismeli diagrami diigiinelim.

Sk

B
H*(Bg/n:k) — (B(G/N)y(3k)

Bq* J{ J{

H*(Bg:k) — 2~ H*(Bg,;k)
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Bg* bir izomorfizm oldugundan (Lemma 4.10)
Bj* : H*(Bgn:k) = H*(B(g/n),,, k)

doniisiimiiniin monomorfizm oldugu elde edilir.

Ayrica toruslar icin iyi bilinir ki
H*(Bg/n:k) — H (B(G/N)N(X) k)

doniisiimiiniin monomorfizm olmast igin gerek ve yeter kosul N (x) in G/N nin X /N
lizerine etkisinin sabit noktast olmasidir, yani N (x) € (X /N)G/ N dir (Hsiang, 1975, s.
45).

Diger taraftan 77 : X — X /N orbit doniisiimii X¢ ~ (X /N) /N homeomorfizmini
belirler (Lemma 3.1). Bu ise x € X¢ olmasini gerektirir.

Boylece eger bir kompakt, baglantili, abelyen G grubu X uzayi iizerine etki

ederse o zaman S = H*(Bg; k) — {0} C H*(Bg;k) carprmsal sistemi igin X5 = X olur.

Bundan dolay1 biz A. Borel’in sabit nokta teoremini pro-torus etkileri i¢in

genigletmis olacagiz.

Sonug 4.18 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman lokal kisitlanmig
STUHG (X3k) — ST'HE (XC3k) = H* (X93k) @« (S™'H* (Bg;k))

homomorfizmi bir izomorfizm olur. Burada S = H*(Bg;k) — {0} dr.

Sonuc 4.19 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman X¢ # 0 olmas1
icin gerek ve yeter kosul

H* (Bg;k) — HG (X;k)

doniistimiiniin monomorfizm olmasidir.
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Ispat: Kabul edelim ki X¢ # 0 ve x € X© olsun. Boylece B — {x}; C X doniisiimii
X — Bg lif demetinin bir ¢apraz kesitidir, yani BG — {x}; C X — B bileskesi
ozdeslik doniigiimiidiir. Bu doniigiime kohomoloji funktoru uygulanirsa H* (Bg; k) —
H{, (X;k) doniisiimii monomorfizm olmak zorundadur.

Eger H* (Bg; k) — H(, (X;k) monomorfizm ise o zaman 1 € H, (X; k) torsiyon-
suzdur ve bundan dolayr S™'H(, (X;k) # {0} olur. Buradan Sonug 4.18 den dolay1
STVHE (X9;k) =2 STTHE (X;k) # {0} elde edilir. Agiktir ki bu X© 7 0 olmasini gerek-
tirir.

Simdi Teorem 4.14 iin X, sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip iken kanit1 farkl: bir
metod ile asagidaki sekilde yapilabilir.

Teoremi kanitlamadan once asagidaki lemmalari verelim. Bu lemmalarin kaniti

Deo ve ark. (1982) de bulunabilir.

Lemma 4.20 Bir finitistic uzayin Cech kohomoloji cebirinde pozitif dereceli her ele-

man nilpotenttir.

X herhangi bir uzay, Y bir finitistic uzay ve f : X — Y bir siirekli doniisiim

olsun. f nin H?™4(X) e yakinsayan bir Leray spektral dizisi vardir dyle ki
EJ =H" (Y;H(f))

dir. Burada H(f), f doniisiimiiniin Leray sheaf’idir. Kabul edelim ki F, H* (X)
{izerinde bir azalan filtrasyon olsun dyle ki F?/FP+! = EP-4 ve kabul edelim ki s €

F'(H* (X)) C H*(X) olsun. O zaman asagidaki lemmay1 elde ederiz.
Lemma 4.21 0= s" € H* (X;k) olacak sekilde bir pozitif ny tamsayis1 vardir.
Simdi lokalizasyon teoremini kanitlayabiliriz.
Teorem 4.22 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. S C
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H* (Bg;k) bir carpimsal sistem ve s € S ise lokal kisitlanmig
STUHE (X&) — STHG (X3k)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.
Ayrica X uzayi sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip ise lokal kisitlanmig
STUHG (X3k) — ST'HE (X5:k)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.
Ispat: Durum 1: ilk olarak X* = 0 olsun. O halde s € § eleman
H* (Bg;k) — H" (Bg,; k)

(her x € X i¢in) doniigiimii altinda sifir olur. 7; : Xg — X /G doniistimiiniin Leray spek-

tral dizisini diiglinelim. Bu spektral dizinin ikinci terimi
EJY = HP (X /G2 (m))

ve EL4 = F1/FP! olan H},(X;k) cebirinin bir azalan filtrasyonu vardir ve a € FP,
b e F9ise a.b € FP™4 dur. Ayrica H} 1 siireklilik 6zelliginden bir x € X icin x* =
7 (x) (7 : X = X/G) noktasinda #H* (m;) Leray sheaf’inin stalk’lart H* (7, e k) =
H* (Bg,;k) ya izomorfik olur. Ciinkii burada G sonlu boyutlu, kompakt grup ve Gy
kapali alt grup oldugundan G — G/G bir esas G,-demet olup 7, ' (x*) = Eg/Gy, Bg,
sinif uzay1 olarak alinabilir.

s € Seleman1 H* (Bg;k) — H* (Bg,; k) (her x € X i¢in) doniisiimii altinda sifira
gittiginden #* () Leray sheaf’inin her stalk’unda da sifira gider. Boylece s elemani
Eg * =H(X/G;H* (m)) de sifir olur ve sonug olarak E2* da sifir olur. Asagidaki tam
diziden dolay1 7; (s) € F'H} (X;k) elde edilir. Burada 7 : H* (Bg;k) — H* (Xg;k)

doniislimi, 7, : X — Bg Borel demetimsisi ile belirlenen doniisiimdyir.
0— F'(H; (X;k)) — FO(H (X;R)) = HS (X;R) — E2* — 0
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X /G orbit uzay1 bir kompakt uzay oldugundan Lemma 4.21 den bir ny € N i¢in 0 =
(5 (5))™ = (m; (s™)) € HE, (X; k) elde edilir. Buise s™ € S oldugundan S~ H}, (X;k) =
{0} olmasim gerektirir. Ciinkii s € S eleman1 7y : H* (Bg; k) — H (X;k) doniistimii
altinda sifira gider.

Durum 2: X* # 0 olsun. Bu durum Teorem 4.15 deki Durum 2 ile aynidir.

Simdi ise sonlu ¢oklukta orbit tipi varsayimu ile lokal kisitlanmig
STUHG (X3k) — ST'HE (X5:k)

doniiglimiiniin bir izomorfizm oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki Gy, Ga,...,G,, X — X5 kiimesindeki orbit tipleri olsun. Ayrica
s; €S, H* (Bg,; k) da sifira doniigsiin. O halde agiktir ki s = 51.5...5, igin X = X* olur.

Bu ise kanit1 tamamlar.
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5. SABIT NOKTA KUMESININ KOHOMOLOJIK YAPISI

Lokalizasyon teoreminin bir bagka 6nemli sonucu asagidaki teoremdir.

X5 Xc — B Borel demetimsisini diislinelim. Eger
" HE (X3 k) — H (X;k)

doniigiimii orten ise o zaman X, X A XG — Bg de sifira tamamen non homologdur
(totally non-homologous to zero) denir ve kisaca TNHZ ile gosterilir.
Kompakt uzaylar {izerine torus etkileri i¢in asagidaki teorem Bredon (1968);

Dieck (1987, Chapter III, Proposition 1.18) de kanitlandi.

Teorem 5.1 G bir torus, X bir kompakt G-uzay ve dimy H* (X;k) < oo olsun. O zaman
dimy H* (X9:k) < dim H* (X; k)

dir. Ayrica dim; H* (XG;k) = dimg H* (X;k) olmasi igin gerek ve yeter kosul i* :
H{, (X;k) — H* (X;k) orten olmasidir. Yani X, X N Xc — Bg de TNHZ olmasidir.

Burada dimy, k lizerindeki vektor uzay1 boyutunu gosterir.

Simdi biz bu teoremi kompakt uzaylar iizerine etki eden pro-torus etkileri i¢in

kanitlayacagiz.

Teorem 5.2 G bir pro-torus, X bir kompakt G-uzay ve dimy H* (X;k) < oo olsun. O
zaman

dimg H* (X9 k) < dimgH* (X;k)

dir. Ayrica dim; H* (XG;k) = dimy H* (X;k) olmasi igin gerek ve yeter kosul i* :
H{, (X;k) — H* (X; k) orten olmasidir. Yani X, X % Xg — Bg de TNHZ olmasidir.

Ispat: G/N bir torus olacak sekilde G nin bir tamamen baglantisiz N alt grubu vardur.

G/N bolim grubunun X /N orbit uzay: iizerine etkisini diigiinelim. Lemma 3.1 ve Not
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4.3 den biliyoruz ki (X /N)?/N ~ XC ve H* (X /N;k) = H* (X; k) dir. O halde
dime H* ((X /NG ;k) = dimH* (X%K)
ve
dimg H* (X /N;k) = dim H* (X ; k)
olacagindan yukaridaki teoremden dimy H* (X G;k) < dimg H* (X;k) elde edilir. Simdi
teoremin ikinci kismin1 kanitlayalim. Ik olarak kabul edelim ki dim; H* (X G;k) =
dimg H* (X;k) olsun. O halde yukaridakine benzer sekilde dimy H* ((X /N)G/ N ;k) =
dim H* (X /N:k) esitligini elde ederiz. Teorem 5.1 den X/N, X/N — (X/N)g/;y —
Bg/y de TNHZ olur.
Simdi
X — Xg — Bg
ve
X/N — (X/N)G/N — Bg/n

demetimsilerinin asagidaki degismeli diagramini diigiinelim.

X X Bg

o]

X/N ——=(X/N)o/n —= Bg/n

H*(X/N;k) — H* (X;k) doniigiimii izomorfizm ve He )y (X/N;k) — H*(X/N;k)
doniisiimii 6rten (¢iinkii X /N, TNHZ) oldugundan asagidaki diagramdan

H; (X3k) — H* (X;k)
doniislimiiniin 6rten oldugunu elde ederiz, yani X, X KN Xc — Bg de TNHZ olur.

HY, (X /N:K) —— H* (X N:K)

L

H (X k) H*(X;k)
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Simdi kabul edelim ki X, X % X — Bg de TNHZ olsun. X /N nin de X /N —
(X/N)g /v = Bgn de TNHZ oldugunu gosterecegiz. Yine demetimsilerin yukaridaki
degismeli diagramin diisiinelim.

(E**) ve (E**) sirastyla
X — Xg — Bg

Ve

X/N = (X/N)g/n — Ban

demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizileri olsun. O halde G/N baglantih Lie grup
olup Bgy basit baglantil olacagindan X /N — (X /N) /v — By demetimsisinin lokal

katsayilar sistemi basittir. Yani
ES? = HP (Bg/n; HY (X /Nsk)) = HP (Bg/n:HY (X /N3k))
olur. Diger taraftan k bir cisim oldugundan evrensel katsay1 teoreminden
E}" = HP (Bg/n;H? (X /N;k)) = H? (Bgn:k) @ HY (X /N; k)

olur. Ayrica X, X LN Xc — Bg de TNHZ oldugundan X — X; — Bg demetimsisinin de

lokal katsayilar sistemi basit olup (Mamoru ve Toda, 1978, Chapter III, Theorem 4.4)
EYY = HP (Bg;H? (X;k)) = H? (Bg;: k) @ H? (X; k)

elde edilir. O halde
H* (X/N;k) = H* (X;k)

ve

H* (Bg/n:k) = H* (Bg;k)
oldugundan
EYY = HP (Bgn:k) ® HY (X /N k) = HP (B:k) @ HY (X;k) = E5"

67



5. SABIT NOKTA KUMESININ KOHOMOLOIJIK YAPISI Mehmet ONAT

elde edili.  Ozel olarak her p, ¢ > 0 igin E 0 EY RS Eg’q — Eg’q izomor-
fizm oldugundan Zeeman karsilastirma teoreminden (Teorem 2.58) her p, ¢ > 0 i¢in
EP9 — EP4 izomorfizm olur. Ayrica her n > 0 igin

ok,
Gv (X/NK) = P Es
k+l=n

Ve

HE(X:k) = €D EY
k+Il=n
oldugundan

Hey (X /Nsk) = Hg (X:k)
izomorfizmi elde edilir. O halde

(X /N;k) — H*(X /N k)

iu

H*(X;k)

He )y

y

H{(X k)

degismeli diagramdan

HE, (X /N:K) = H' (X /N:k)

doniigiimii 6rten olur. Yani X/N, X/N — (X/N)g/y — Bg/n de TNHZ olur. Teorem
5.1 den
dimeH* ((X /NI ;k) — dimg H* (X /N; k)

elde edilir. Ayrica H* (X /N;k) = H* (X;k) ve (X /N)/N ~ X oldugundan
dimi H* (X /N) 7™ 5k) = dimy H* (X9 k)

ve
dimy H* (X /N;k) = dimy H* (X ; k)
olup

dim H* (X% k) = dim H* (X; k)
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elde edilir.

Bu teoremin bir basit sonucu asagidakidir.

Sonug 5.3 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. Eger X, X — Xg — Bg de
TNHZ ve 0 < dim; H* (X; k) < oo ise X # 0 olur.

Ispat: dim; H* (X:;k) < o ve X, X — X — B de TNHZ oldugundan
0 < dim¢H* (X%;k) = dim¢ H* (X; k)

elde edilir. Bu ise X© # 0 olmasim gerektirir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER
Bu tezde temel olarak agagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 6.1 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. S C

H* (Bg; k) bir carpimsal sistem ise lokal kisitlanmuig
STUHE (X;k) — STUHE (X55k)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Lokalizasyonla ilgili asagidaki sorulara heniiz cevap bulunamamustir.

Soru: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir parakompakt G-uzay ol-
sun. O zaman X /G orbit uzaymin kohomolojik boyutu (k iizerinde) X in kohomolojik
boyutundan kiiciik ya da egit midir?

Bu sorunun cevabi G bir kompakt Lie grup iken Quillen (1971) tarafindan ver-
ildi.

Eger bu sorunun cevabi evet ise sonlu kohomolojik boyutlu parakompakt uzay-
lar icin asagidaki lokalizasyon teoremi kanitlanmig olur.

Soru: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir sonlu kohomolojik boyuta
sahip parakompakt G-uzay olsun. S C H* (Bg;k) bir carpimsal sistem ve s € S ise lokal
kisitlanmig

STUHE (X;k) — STUHE (X53k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?

Ayrica X uzayi sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip ise lokal kisitlanmig
STUHG (X:3k) — STTHE (X5:k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?
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Ispat: Durum 1: X* = 0 olsun. O halde s € S elemam
H* (BG;k) —H* (BGX;k)

(her x € X igin) doniisiimii altinda sifir olur. 7; : Xg — X /G doniistimiiniin Leray spek-

tral dizisini diigiinelim. Bu spektral dizinin ikinci terimi
ED = HP (X /G 9% (m)
ve H(, (X; k) min agagidaki 6zellikleri saglayan bir azalan filtrasyonu vardir.
i) ac FP,bc Fiise a.b € FP'4 dur.
ii) E0* = FIH} (X;k) /FPTHE (X k) dur.

Yukaridaki sorudan dim;X/G < dimgX < e oldugundan m; : Xg — X/G
doniisiimiiniin Leray spektral dizisini ikinci terimi sagdan sinirli olur, yani yeterince
biiyiik bir N € N ve her p > N i¢in E{*? = 0 ve buradan her p > N i¢in E24 = 0 olur.
Dolayistyla F¥ T HY (X;k) = {0} olur.

Ayrica G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve G, kapali alt grup oldugundan
G — G/G, bir esas G,-demet olup 7, ! (x*) = Eg /Gy, Bg, siif uzay1 olarak alinabilir.
H{, 1 siireklilik 6zelliginden (Quillen, 1971) birx € X, x* =7 (x) (1 : X = X/G)
noktasinda #4 (1, ) Leray sheaf’inin stalk’lar1 H4 (7, P ) ;k) = H(Bg,; k) modiiliine
izomorfik olur.

s € Selemant H* (Bg;k) — H* (Bg,; k) (her x € X i¢in) doniisiimii altinda sifira
gittiginden #* (7)) Leray sheaf’inin her stalk’unda da sifira gider. Boylece s elemant
Eg * = H"(X/G; H* (m)) de stfir olur ve sonug olarak E%* da sifir olur. Asagidaki kisa
tam diziden dolay1 7, (s) € F'H}, (X;k) elde edilir. Burada 7, : H* (Bg; k) — HE (X;k)

doniistimiidiir.
0— F'(H; (X;k)) — FO(H (X;R)) = HS (X;R) — E2* — 0
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Dolayisiyla
(2 ()M = (m2 (V1)) € FNYUHG (X5k) = {0}

elde edilir. Buise s¥ ! € S oldugundan S'H(; (X;k) = {0} olmasim gerektirir. Ciinkii
sVl € S elemani 7, : H* (Bg; k) — H: (X;k) doniigiimii altinda sifira gider.

Durum 2: Kabul edelim ki X* # @ olsun. Bu durum Teorem 4.15 in kanitindaki
Durum 2 ile aynidir.

X sonlu goklukta orbit tipine sahip ise bir s € S icin X = X* dir (Teorem 4.22).

Lokalizasyon ile ilgili bir bagka cevaplanmasi gereken soru agagidakidir.
Soru 2: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir finitistic G-uzay olsun.

S C H* (Bg;k) bir carpimsal sistem ve s € S ise lokal kisitlanmig
STUHE (X;k) — STUHE (X3 k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?

Ayrica X uzayi sonlu ¢oklukta orbit tipine sahip ise lokal kisitlanmig
STUHE (X3k) — ST'HE (X5:k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?
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