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GENİŞLETİLMİŞ ÖZET 

 

Cebirsel topolojinin topolojik dönüşüm gruplarına uygulamaları L. E. J. 

Brouwer’ın çalışmasıyla başlar. Hemen ardından 1930’ların sonunda P. A. Smith 

bir topolojik  uzayı üzerine homeomorfizmler ile etki eden asal  dereceli bir  

grubunun kohomolojik özelliklerini araştırmaya başladı. Smith, küreler ve projektif 

uzaylar üzerine involusyonlar (involution) için sabit nokta kümesinin 

kohomolojisini hesaplamayı başardı. Smith ile başlayan konuya A. Borel, G. E. 

Bredon, P. E. Conner, E. E. Floyd, W. Y. Hsiang, R. Oliver, D. Quillen, T. 

Skjelbred ve başka bir çok matematikçi tarafından katkı sağlandı. 

Bu çalışma temel olarak altı bölümden meydana gelmektedir. 

Birinci bölümde tez konusu hakkında giriş yapılmış, konu hakkında daha 

önce yapılanların kısa bir özeti ve çalışılan problemler hakkında bazı teoremler 

ifade edilmiştir. Ayrıca tezde yapılması düşünülen problemlere yer verilmiştir. 

İkinci bölümde, tezin daha kolay okunabilmesi için gerekli olan bazı temel 

kavram ve teoremler ifade edilmiştir. Bunlar genel olarak, dönüşüm gruplarının 

tanımı ve özellikleri, direkt ve ters limit kavramları, karakter grupları ve dualite 

teoremi, yerel kompakt gruplara Lie grupları ile yaklaşma prensibi, sınıf uzayları ve 

bunların kohomoloji cebirleri, Borel’in inşaası, spektral diziler kavramları ve temel 

özellikleridir. Son olarak, bu çalışmanın ana konusunu oluşturan lokalizasyon 

teoremleri ifade edilmiştir. 

Üçüncü bölümde, kompakt, bağlantılı, abelyen grupların sınıf uzaylarının 

kohomoloji cebirleri ifade edilmiştir. Bunun sonucu olarak, A. Borel’in sabit 

noktanının varlığı ile ilgili teoremi kompakt uzaylar üzerindeki sonlu boyutlu, 

kompakt, bağlantılı, abelyen grup etkilerine genelleştirilmiştir. 

Dördüncü bölümde, öncelikle sonlu boyutlu, kompakt grupların sınıf 

uzaylarının kohomoloji halkasının bir kompakt Lie grubunun sınıf uzayının 

kohomoloji halkasına izomorfik olduğu gösterilmiştir. Kompakt gruplara Lie 

grupları ile yaklaşım metodu kullanılarak, sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri 
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kompakt Lie gruplarına indirgenmiş ve böylece kompakt uzaylar üzerindeki 

kompakt Lie grup etkileri için ifade edilen Borel-Atiyah-Segal-Quillen-Hsiang 

lokalizasyon teoremi, kompakt uzaylar üzerindeki sonlu boyutlu, kompakt grup 

etkilerine genelleştirilmiştir. Bu teoremin en önemli sonuçlarından biri olan A. 

Borel’in sabit noktanın varlığı ile ilgili teoremi sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı, 

abelyen grup etkiler için elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde, bir sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı, abelyen grubun 

bir kompakt uzay üzerine sıfıra tamamen non homolog (TNHZ) etkisi için sabit 

nokta kümesinin kohomolojik yapısı incelenmiştir. 

Altıncı bölümde, temel olarak tezde elde edilen sonuç ve henüz cevap 

bulunamayan problemlerden bahsedilmiştir. 
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1. GİRİŞ Mehmet ONAT

1. GİRİŞ

Cebirsel topolojinin topolojik dönüşüm gruplarına uygulamaları L. E. J.

Brouwer’ın çalışmasıyla başlar. Hemen ardından 1930’ların sonunda P. A. Smith bir

topolojik X uzayı üzerine homeomorfizmler ile etki eden asal p dereceli bir G grubunun

kohomolojik özelliklerini araştırmaya başladı. Smith, küreler ve projektif uzaylar

üzerine involusyonlar (involution) için sabit nokta kümesinin kohomolojisini hesapla-

mayı başardı. Smith ile başlayan konuya A. Borel, G. E. Bredon, P. E. Conner, E. E.

Floyd, W. Y. Hsiang, R. Oliver, D. Quillen, T. Skjelbred ve başka bir çok matematikçi

tarafından katkı sağlandı.

Topolojik dönüşüm gruplarında, etkinin sabit nokta kümesi ve orbit uzayının

kohomolojileri ile uzayın kohomolojisi arasındaki ilişkiyi araştırmak en önemli prob-

lemlerden biridir.

Orbit uzayının yerel (ya da global) topolojik (kohomolojik) özelliklerinin çoğu

uzayın özellikleri tarafından belirlenir. Örneğin, X bir kompakt (benzer şekilde yerel

kompakt, bağlantılı, yerel bağlantılı, parakompakt, normal) ise o zaman G bir kompakt

topolojik grup olmak üzere X/G orbit uzayı da kompakt (benzer şekilde yerel kompakt,

bağlantılı, yerel bağlantılı, parakompakt, normal) uzaydır.

Bu konu hakkında bir çok çalışma yapılmıştır. Conner (1960) acyclic uzayların

orbit uzaylarının da acyclic olduğunu ortaya atmıştır. Yani, G bir kompakt Lie grup

ve X bir sonlu kohomolojik boyutlu, sonlu çoklukta orbit tipine sahip parakompakt G-

uzay olsun. k bir cisim olmak üzere her i≥ 0 için H̃ i (X ;k) = {0} ise o zaman her i≥ 0

için H̃ i (X/G;k) = {0} dır. Conner (1960) bu teoremi k = Q iken kanıtlamıştır. Daha

sonra Oliver (1976), Conner’in sanısını daha genel bir şekilde ifade edip kanıtlamıştır.

Yani X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta ve sonlu çoklukta orbit tipine

sahip parakompakt G-uzay olsun. Λ = Z, Zp ya da Q olmak üzere X , Λ -acyclic uzay

1



1. GİRİŞ Mehmet ONAT

iken X/G orbit uzayının da Λ -acyclic uzay olduğunu göstermiştir. Bu problemin farklı

genelleştirmeleri Skjelbred (1978) tarafından verildi.

Daha sonra Ku (1967) bazı koşullar altında yerel kompakt uzaylar üzerine etki

eden sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri için orbit uzayının ve sabit nokta kümesinin

kohomolojik yapısı ile uzayın kohomolojik yapısı arasındaki ilişkileri inceledi. Son-

rasında Deo (1983) farklı hipotezler altında bu tip problemlerin sonuçlarını elde etti ve

Skjelbred’in sonuçlarını bu tip etkilere genelleştirdi.

1950’lerde Smith’in teorisi XG = X ×G EG Borel’in inşaası ve H∗ (XG) eki-

varyant kohomolojinin ifade edilmesiyle yeniden formüle edildi. A. Borel, etkinin

sabit nokta kümesinin kohomolojisi ile H∗G (pt) modül olan H∗G (X)’in torsiyonsuz

bölümünün yakından ilişkili olduğunu gözlemledi. 1960’larda bu sonuç Borel-Atiyah-

Segal’ın lokalizasyon teoremi olarak ifade edildi. Quillen ve Hsiang tarafından

bağımsız olarak kanıtlanan lokalizasyon teoreminin genel formu Hsiang (1975)

kitabında bulunabilir.

Borel-Atiyah-Segal-Quillen-Hsiang lokalizasyon teoremi aşağıdaki şekilde

ifade edilir.

G bir kompakt Lie grup ve X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta ve

sonlu çoklukta orbit tipine sahip G-uzay olsun.

S⊆ H∗(BG;R) bir çarpımsal sistem,

Bi∗ : H∗(BG;R)→ H∗(BGx ;R)

dönüşümü i : Gx→ G içerme dönüşümü ile belirlenen dönüşüm olmak üzere

XS = {x ∈ X : Her s ∈ S için Bi∗ (s) 6= 0}

olsun.

O zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;R)→ S−1H∗G
(
XS;R

)
2



1. GİRİŞ Mehmet ONAT

homomorfizmi bir izomorfizmdir. Burada R = Z, Zp ya da Q katsayı halkasıdır.

Bu teoremin kanıtında kompakt Lie gruplarının iki temel özelliği kullanılır.

Bunlardan ilki tam regüler uzaylar üzerine etki eden kompakt Lie grup etkileri için

dilimin (slice) varlığıdır. İkincisi, G bir kompakt Lie grup ve X bir parakompakt G-

uzay ise o zaman orbit uzayının kohomolojik boyutu uzayın kohomolojik boyutunu

geçemez. Bu Quillen (1971) tarafından kanıtlandı. Aslında ikincisinde de yine dil-

imin varlığı kullanılır. Fakat kompakt topolojik grup etkilerinde dilim olmak zorunda

değildir (Franklin, 1971).

Daha sonra Deo ve ark. (1982) de finitistic uzaylar üzerine etki eden kompakt

Lie grup etkileri için lokalizasyon teoreminin bir genellemesini elde etti.

G bir kompakt Lie grup ve X sonlu çoklukta orbit tipine sahip bir finitistic G-

uzay olsun. S⊆ H∗ (BG;Q) bir çarpımsal sistem olsun. O zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;Q)→ S−1H∗G
(
XS;Q

)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Aynı zamanda Deo ve ark. (1982) finitistic uzaylar üzerine etki eden kom-

pakt Lie grup etkileri için Λ = Z, Zp ya da Q olmak üzere X , Λ -acyclic uzay iken

X/G orbit uzayının da Λ -acyclic uzay olduğunu kanıtladı. Finitistic uzay tanımı Swan

(1960) tarafından verildi ve Smith’in klasik sabit nokta teoremlerinin genelleştirilmiş

sonuçlarını elde etti.

Lie grup etkileri iyi bilinen etkilerdir. Literatürde bu etkiler ile ilgili bir çok

çalışma vardır. Fakat herhangi kompakt topolojik grup etkileri için bir çok problem

vardır. Örneğin p-adic gruplar ve solenoid diferansiyel yapılara sahip olmayan (Lie

grubu olmayan) grup örnekleridir. Bu gruplar Hilbert-Smith sanısında önemli bir yere

sahiptir.

Hilbert’in 5. problemi : Eğer bir yerel kompakt grup bir (sonlu boyutlu) mani-

fold üzerine efektif etki ediyorsa o zaman grup Lie grubu olmak zorundadır.

3



1. GİRİŞ Mehmet ONAT

Yamabe (1953) yerel kompakt gruplara Lie grupları ile yaklaşılabileceğini

gösterdi. Biz bu yaklaşım metodunu kullanarak aşağıdaki problemi kanıtlamaya

çalışacağız.

Lokalizasyon teoremi hakkındaki daha önceki çalışmalar uzayın

genelleştirmesi üzerine yapıldı. Biz ise bu çalışmada grubun genelleştirmesi

üzerinde duracağız. Yani

G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay ise o zaman lokal

kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;Q)→ S−1H∗G
(
XS;Q

)
homomorfizmi bir izomorfizm midir?

Bu tezde temel olarak bu sorunun cevabı aranacaktır. Ayrıca bir sonlu boyutlu,

kompakt, bağlantılı, abelyen grubun bir kompakt uzay üzerine sıfıra tamamen non ho-

molog (TNHZ) etkisi için sabit nokta kümesinin kohomolojik yapısı incelenecektir.

4



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Mehmet ONAT

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu tez boyunca k, karakteristiği sıfır olan bir cismi gösterecektir ve tüm uzay-

ların Hausdorff koşulunu sağladığı kabul edilecektir.

Bu tez ekivaryant kohomoloji teorisi ile ilgilidir. Genel uzaylar için lokaliza-

syon teoremleri süreklilik özelliğine sahip bir kohomoloji teorisine ihtiyaç duyar.

Alexander-Spanier kohomoloji, Čech kohomoloji ve Sheaf kohomoloji süreklilik

özelliğine sahip kohomoloji teorileridir. Alexander-Spanier kohomoloji ve Čech ko-

homoloji teorileri tüm uzaylar için doğal olarak denktir (Dowker, 1952). Ayrıca Čech

kohomoloji parakompakt uzaylar için Sheaf kohomoloji ile çakışır (Godement, 1985;

Bredon, 1997, Chapter III). Bundan dolayı bizim sonuçlarımızın tümü bu kohomoloji

teorileri için de doğrudur.

Bu çalışma boyunca Alexander-Spanier kohomoloji kullanılacaktır.

Tanım 2.1 G bir topolojik grup, X bir Hausdorff topolojik uzay ve Θ : G×X → X

sürekli bir dönüşüm olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyor ise (G,X ,Θ) üçlüsüne

bir topolojik dönüşüm grubu denir.

1. Her x ∈ X için Θ(e,x) = x (Burada e, G grubunun birim elemanıdır.)

2. Her g,h ∈ G ve her x ∈ X için Θ(g,Θ(h,x)) =Θ(gh,x) dir.

Θ dönüşümüne G grubunun X üzerine etkisi denir. G nin verilmiş bir Θ etkisi

ile X uzayına bir G-uzayı denir. Θ(g,x) elemanını kısaca gx ile göstereceğiz.

Bir C⊂G ve A⊂ X için C (A) = {gx : g ∈C, x ∈ A} olarak tanımlayalım. Eğer

G(A) = A ise o zaman A kümesine G altında invaryant denir. Θ etkisinin çekirdeği

kerΘ = {g ∈ G : Her x ∈ X için gx = x}

5



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Mehmet ONAT

olarak tanımlanır. Açıktır ki kerΘ , G nin normal alt grubudur. Eğer kerΘ = {e} ise Θ

etkisine efektif etki (effective action) denir.

X bir G-uzay ve x ∈ X olsun. x elemanını sabit bırakan G nin elemanlarının

Gx = {g ∈ G : gx = x}

kümesi G nin bir kapalı alt grubudur. Bu Gx alt grubuna x de G nin izotropi alt grubu (ya

da durağan alt grubu ) denir. Eğer her x ∈ X için Gx = {e} ise G nin X üzerine etkisine

serbest etki (free action) denir.

F (G,X) = XG = {x ∈ X : Her g ∈ G için gx = x}

alt uzayına G nin X üzerindeki etkisinin sabit nokta kümesi denir.

Eğer X bir G-uzay ve x ∈ X ise o zaman

G(x) = {gx ∈ X : g ∈ G}

alt uzayına x in (G altında) orbiti denir. G nin X üzerindeki etkisinin tüm x∗ = G(x)

orbitlerinden oluşan kümeyi X/G ile gösterelim. Açıktır ki x∗ = y∗ olması için gerek ve

yeter koşul x ve y nin aynı orbitte olmasıdır. Yani orbitler uzayın bir parçalanışını verir.

π : X → X/G, x→ x∗ ile doğal dönüşümü gösterelim. O zaman X/G üzerinde bölüm

topoloji verilebilir (U ⊂ X/G açıktır ancak ve ancak π−1 (U), X de açıktır). Bölüm

topoloji ile birlikte X/G uzayına X in (G ye göre) orbit uzayı denir. Eğer U açık ise

G(U) =
⋃

g∈G
gU alt uzayı da açıktır. O halde U açık ise π−1 (π (U)) = G(U) açık olup

bu ise π (U) nun X/G orbit uzayında açık küme olması demektir. O zaman π : X→X/G

orbit dönüşümü sürekli ve açık bir dönüşümdür.

Tanım 2.2 G, H topolojik gruplar ve X , G-uzay ve Y , H-uzay olsun. ϕ : G→ H bir

grup homomorfizmi ise her g ∈ G, x ∈ X için f (gx) = ϕ(g) f (x) eşitliğini sağlayan

sürekli f : X →Y fonksiyonuna ϕ-ekivaryant denir. Özel olarak ϕ = 1 : G→G ise f ye

kısaca G-ekivaryant dönüşüm denir.
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Aşağıdaki teoremlerin kanıtı Bredon (1972) de bulunabilir.

Teorem 2.3 Eğer G bir kompakt grup ve X bir G-uzay ise o zaman

1. X Hausdorff ise X/G de Hausdorfftur.

2. π : X → X/G kapalı dönüşümdür.

3. π : X → X/G proper dönüşümdür (Yani K ⊂ X/G kompakt ise π−1 (K) da kom-

pakttır).

4. X kompakttır⇐⇒ X/G kompakttır.

5. X yerel kompakttır⇐⇒ X/G yerel kompakttır.

Teorem 2.4 Eğer G bir kompakt grup ise o zaman αx : G/Gx → G(x), gGx → gx

dönüşümü bir homeomorfizmdir.

Kabul edelim ki [Gx], G de Gx izotropi alt grubunun eşlenik sınıfını göstersin.

Eğer {[Gx] : x ∈ X} kümesi sonlu ise o zaman G grubu X uzayı üzerine sonlu çoklukta

orbit tipi (FMOT) ile etki eder denir.

Kabul edelim ki X bir G-uzay ve N, G nin kapalı, normal alt grubu olsun. O

zaman X/N orbit uzayı üzerine G/N bölüm grubunun bir kanonik etkisi vardır ve X/G

uzayı (X/N)/(G/N) uzayına homeomorfiktir (Bredon, 1972).

Aslında bu etki ve onun orbit uzayları aşağıdaki lemmada tam olarak verildi.

Bu lemmanın kanıtı Hofmann ve Morris (2013, Proposition 10.31) de bulunabilir.

Lemma 2.5 G bir kompakt grup ve N, G nin kompakt, normal alt grubu olsun. G

bir Hausdorff X uzayı üzerine etki etsin. O halde N de X üzerine aşikar etki eder ve

G/N bölüm grubu X/N orbit uzayı üzerine gN ∗N (x) = N (gx) ile etki eder. q : G→

G/N bölüm dönüşümü ve N nin X uzayı üzerine etkisinin orbit dönüşümü π : X →

7
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X/N olsun. i : X/G→ (X/N)/(G/N), i(G(x)) = (G/N)(N (x)) = G(x)/N olarak

tanımlansın. O halde aşağıdaki gerçekleri elde ederiz.

i) i bir homeomorfizmdir ve aşağıdaki diagramlar değişmelidir.

G×X α //

q×π

��

X

π

��
G/N×X/N

β

// X/N

X //

π

��

X/G

i

��
X/N // (X/N)/(G/N)

ii) Her x ∈ X için izotropi alt grupları arasında (G/N)N(x) = GxN/N ilişkisi vardır.

iii) Eğer G, X üzerine serbest etki ediyorsa o zaman G/N de X/N üzerine serbest etki

eder.

Şimdi lif demetinin (fiber bundle) tanımını verelim.

Tanım 2.6 K bir topolojik grup ve F bir efektif sağ K-uzay, X ve B Hausdorff uzaylar

olsun. Eğer aşağıdaki özelliklere sahip olan her U ⊂ B açık kümesi için ϕ : p−1 (U)→

U×F homeomorfizmlerinden oluşan bir Φ sınıfı varsa bu Φ sınıfı ile birlikte p : X→ B

sürekli dönüşümü, taban (base) uzayı B, total uzayı X , lifi (fiber) F ve yapı grubu K olan

B üzerindeki lif demeti olarak tanımlanır. Burada ϕ homeomorfizmlerine U üzerindeki

haritalar (charts) denir.

1. U üzerindeki her ϕ ∈Φ haritası için aşağıdaki diagram değişmelidir.

p−1(U)

p
��

ϕ // U×F

π1
yy

U

2. Her b ∈ B için bir açık b ∈ U ⊂ B kümesi ve Φ de olan U üzerinde bir harita

vardır.

8
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3. Eğer ϕ : p−1 (U)→ U ×F , Φ de bir harita ve V ⊂ U açık ise o zaman ϕ nin

p−1 (V )→V ×F ye kısıtlanmışı da Φ de bir haritadır.

4. Eğer ϕ,ψ ∈Φ , U üzerinde haritalar ise o zaman bir sürekli θ : U → K dönüşümü

vardır öyle ki her f ∈ F ve u ∈ U için ψ ( f ,u) = ϕ( f .θ (u) ,u) olur. Bu θ

dönüşümüne ϕ ve ψ haritaları ile geçiş (transition) dönüşümü denir.

5. Φ sınıfı önceki koşulları sağlayan sınıflar arasındaki maksimaldir.

Tanım 2.7 Lifi ve yapı grubu G (G yapı grubu G lifi üzerine sağdan öteleme ile etki

eder) olan lif demeti, esas G-demet (principal G-bundle) olarak adlandırılır.

Sonuç 2.8 Eğer p : X→ B bir esas G-demet ise o zaman G nin X üzerine p(gx) = p(x)

özelliğini sağlayan bir kanonik serbest etkisi vardır ve X/G orbit uzayı B ye homeo-

morfiktir (X/G≈ B).

Tanım 2.9 Total uzayı büzülebilir olan bir esas G-demet, evrensel G-demet (universal

G-bundle) olarak adlandırılır.

Tanım 2.10 Eğer E total uzayı n-bağlantılı, yani her 0 ≤ i ≤ n için πi (E) = 0, ise

p : E→ B esas G-demet uzayına n-evrensel demet denir.

Lif demetleri hakkında daha fazla bilgi Bredon (1972) de bulunabilir. Şimdi ise

demetimsi (fibration) tanımını verelim.

Tanım 2.11 p ◦ g(y,0) = G(y,0) özelliğini sağlayan bir G : Y × I → B homotopi

dönüşümü ve bir g : Y ×{0} → E dönüşümü verilmiş olsun. Eğer G̃(y,0) = g(y,0)

ve p ◦ G̃ = G olacak şekilde bir G̃ : Y × I → E homotopi dönüşümü varsa o zaman

p : E → B dönüşümüne Y uzayına göre homotopi yükseltme özelliğini (homotopy lift-

9
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ing property) sağlıyor denir.

Y ×{0} g //

��

E

p
��

Y × I
G

//

G̃
;;

B

Tüm uzaylara göre homotopi yükseltme özelliğini sağlayan bir dönüşüme Hurewicz

demetimsisi (Hurewicz fibration) denir. Tüm n-hücrelere göre homotopi yükseltme

özelliğini sağlayan bir dönüşüme Serre demetimsisi (Serre fibration) denir.

Bir demetimsi ifadesi ile biz Serre demetimsisini kastedeceğiz. Not edelim

ki Hurewicz demetimsisinden ziyade daha geniş bir sınıf olan Serre demetimsiler ile

çalışmanın daha uygun olmasının nedeni genelde lif demetleri Serre demetimsisidir ve

bu koşul homotopi teorik yapılar için yeterince güçlüdür.

Eğer p : E→ B bir demetimsi ise B ve E ye sırasıyla demetimsinin taban (base)

ve total uzayı denir. Eğer b ∈ B ise o zaman Fb = p−1 (b) ye p nin b üzerindeki lifi

(fiber) denir. Fb, b nin seçimine göre değişir fakat homotopi yükseltme özelliği Fb nin

homotopi tipini kısıtlar.

Önerme 2.12 p : E→ B bir Hurewicz demetimsisi ve B yol bağlantılı olsun. O zaman

b0, b1 ∈ B için Fb0 lifi Fb1 lifine homotopi denktir.

Lif demetleri ve demetimsiler arasında aşağıdaki ilişki vardır.

Önerme 2.13 Eğer p : E → B bir lif demeti ise o zaman p bir Serre demetimsisidir.

Eğer p : E → B bir lif demeti ve B parakompakt uzay ise o zaman p bir Hurewicz

demetimsisidir.

Bunun ile ilgili daha fazla bilgi Dieck (2008); Davis ve Kirk (2001) de bulun-

abilir.

10
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Demetimsi hakkında daha fazla bilgi ve aşağıdaki önerme McCleary (2001) de

bulunabilir.

Önerme 2.14 B yol bağlantılı uzay olmak üzere bir F i→ E
p→ B Serre demetimsisi için

bir

...→ πn (F)
i∗→ πn (E)

p∗→ πn (B)→ πn−1 (F)→ ...→ π1 (B)→ π0 (F)
i∗→ π0 (E)

p∗→ π0 (B)

uzun tam homotopi dizisi vardır.

2.1 Direkt ve Ters Limit

Tanım 2.15 Kabul edelim ki I bir kısmi sıralı küme olsun. Eğer verilen her i, j ∈ I

için i ≤ k and j ≤ k olacak şekilde bir k ∈ I varsa I yönlü küme (directed set) olarak

adlandırılır.

Tanım 2.16 I bir yönlü küme ve her i∈ I için Xi topolojik uzaylar ve i, j∈ I ve i≤ j için

fi j : Xi→ X j sürekli dönüşüm olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyor ise
{

Xi, fi j, I
}

ailesi direkt sistem (direct system) olarak adlandırılır.

1. Her i ∈ I için fii : Xi→ Xi özdeşlik dönüşümüdür.

2. Her i, j, k ∈ I ve i≤ j ≤ k için f jk ◦ fi j = fik dır.

Tanım 2.17
{

Xi, fi j, I
}

ailesi direkt sistem olsun. X topolojik uzayı fi : Xi→ X sürekli

dönüşümleri ile birlikte aşağıdaki diagramı değişmeli yapıyor olsun.

Xi
fi j //

fi ��

X j

f j

��
X

Eğer X evrensel özelliğe sahip ise, yani herhangi bir topolojik Y uzayı ve gi :

Xi→ Y sürekli dönüşümleri ile birlikte aşağıdaki diagramı değişmeli yapan bir tek f :
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X → Y sürekli dönüşümü varsa
{

Xi, fi j, I
}

direkt sisteminin direkt limiti X dir denir ve

lim−→i∈I
Xi ile gösterilir.

Xi
fi //

gi ��

X

f
��

Y

Tanım 2.18 I bir yönlü küme ve her i∈ I için Xi topolojik uzaylar ve i, j∈ I ve i≤ j için

f ji : X j → Xi sürekli dönüşüm olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyor ise
{

Xi, fi j, I
}

ailesi ters sistem (inverse system) olarak adlandırılır.

1. Her i ∈ I için fii : Xi→ Xi özdeşlik dönüşümüdür.

2. Her i, j, k ∈ I ve i≤ j ≤ k için f ji ◦ fk j = fki dir.

Tanım 2.19 Kabul edelim ki
{

Xi, fi j, I
}

bir ters sistem olsun. X topolojik uzayı fi :

X → Xi sürekli dönüşümleri ile birlikte aşağıdaki diagramı değişmeli yapıyor olsun.

X
f j //

fi ��

X j

f ji

��
Xi

Eğer X evrensel özelliğe sahip ise, yani herhangi bir topolojik Y uzayı ve gi :

Y → Xi sürekli dönüşümleri ile birlikte aşağıdaki diagramı değişmeli yapan bir tek f :

X → Y sürekli dönüşümü varsa
{

Xi, fi j, I
}

ters sisteminin ters limiti X dir denir ve

lim←−i∈I
Xi ile gösterilir.

X
f //

fi ��

Y

gi

��
Xi

Önerme 2.20 Eğer
{

Xi, fi j, I
}

kompakt, Hausdorff, tamamen bağlantısız topolojik uza-

yların (sırasıyla topolojik grupların) bir ters sistemi ise o zaman lim←−i∈I
Xi ters limiti de

12
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kompakt, Hausdorff, tamamen bağlantısız topolojik uzaydır (sırasıyla topolojik grup-

tur).

Direkt ve ters limitler ile ilgili daha fazla bilgi Bourbaki (1966) da bulunabilir.

2.2 Karakter Grupları ve Dualite Teoremi

Karakter grupları kompakt, abelyen grupların sınıf uzaylarının kohomoloji ce-

birini belirlemede önemli bir yere sahiptir.

Tanım 2.21 G bir abelyen topolojik grup ve S1 = {z ∈ C : |z|= 1} çember grubu olmak

üzere, G den S1 grubuna tüm sürekli homomorfizmlerin kümesi kompakt-açık topoloji

ile bir abelyen gruptur. Bu gruba G nin karakter grubu denir ve Ĝ = Hom
(
G,S1

)
ile

gösterilir. Ĝ nın elemanlarına da karakterler denir.

Tanım 2.22 G bir abelyen topolojik grup ve H bir alt grup olsun. O zaman

H⊥ =
{

χ ∈ Ĝ : Her g ∈ H için 〈χ,g〉= χ(g) = 0
}

kümesine H nin Ĝ da sıfırlayanı (annihilatörü) denir.

G bir abelyen topolojik grup ve H, G nin bir alt grubu ve H⊥, Ĝ da H nin

sıfırlayanı olsun. q : G→ G/H bölüm morfizmi ise o zaman

Hom
(
q,S1) : Ĝ/H = Hom

(
G/H,S1)→ Hom

(
G,S1)= Ĝ

morfizminin görüntüsü H⊥ dir ve böylece q, abelyen topolojik grupların bir

λG,H : Ĝ/H→ H⊥

morfizmini belirler.

Aşağıdaki teoremler Hofmann and Morris (2013) de bulunabilir.
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Teorem 2.23 (Pontryagin-van Kampen Dualite Teoremi)

Her yerel kompakt, abelyen G topolojik grubu için ηG : G→ ̂̂G, ηG (g)(χ) =

χ (g) evaluation morfizmi topolojik grupların bir izomorfizmidir.

Teorem 2.24 G bir yerel kompakt, abelyen grup ve H bir alt grup olsun.

λG,H : Ĝ/H→ H⊥, λG,H (χ)(g) = χ (g+H)

κG,H : Ĝ/H⊥→ Ĝ, κG,H

(
χ +H⊥

)
(g) = χ|H

abelyen topolojik grupların morfizmlerini tanımlayalım. O halde

i) λG,H ve κG,H abelyen topolojik grupların izomorfizmleridir.

ii) H, G nin kapalı bir alt grubu ise H⊥⊥ = H olur.

iii)

0→ H i→ G
q→ Q→ 0

yerel kompakt abelyen grupların bir tam dizisi, burada i gömme morfizmi ve q

bölüm morfizmi olsun. O zaman

0→ Q̂
q̂→ Ĝ î→ Ĥ→ 0

dual dizisi tamdır, burada q̂ bir gömme morfizmi ve î bir bölüm morfizmidir.

Ayrıca Q̂∼= H⊥ ve Ĥ ∼= Ĝ/H⊥ olur.

iv) G nin bir H alt grubunun her karakteri G nin bir karakterine genişler.

Bütün bağlantılı bileşenleri tek noktalar olan bir topolojik uzaya tamamen

bağlantısız (totally disconnected) uzay denir.

Aşağıdaki lemmanın kanıtı Hofmann ve Morris (2013, Corollary 8.5) de bulun-

abilir.
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Lemma 2.25 G bir kompakt, abelyen grup olsun. O zaman aşağıdaki durumlar denktir.

1. G tamamen bağlantısız gruptur.

2. Ĝ torsiyon gruptur.

Ayrıca aşağıdaki durumlar birbirine denktir.

3. G bağlantılıdır.

4. Ĝ torsiyonsuzdur.

Karakter grupları hakkında daha fazla bilgi Hofmann ve Morris (2013); Pon-

tryagin (1986) da bulunabilir.

Bu tez sonlu boyutlu, kompakt gruplar ile ilgilidir. Bundan dolayı bir kompakt,

Hausdorff topolojik uzayın boyutunu ifade edelim.

Tanım 2.26 Kabul edelim ki X bir kompakt, Hausdorff uzay olsun. Eğer aşağıdaki iki

koşul sağlanırsa X uzayı n≥ 0 boyutuna sahiptir denir ve dimX = n ile gösterilir.

1) X in açık kümelerden oluşan her sonlu örtüsünün, kapalı kümelerden oluşan

bir ∑ inceltilmişi vardır öyle ki her x ∈ X için x’ i içeren ∑ örtüsünün elemanlarının

sayısı en fazla n+1 dir.

2) X in açık kümelerden oluşan bir sonlu örtüsü vardır öyle ki eğer ∑, bu

örtünün kapalı kümelerden oluşan bir sonlu inceltilmişi ise her x ∈ X için x’ i içeren

∑ örtüsünün elemanlarının sayısı n’den fazladır.

Eğer G bir kompakt grup ise o zaman G nin boyutu ile G uzayının boyutunu

kastedeceğiz. Tabi ki bir n için dimG = n ise G ye sonlu boyutlu, kompakt grup

diyeceğiz.

Çeşitli boyut fonksiyonları vardır. Topolojik boyut, small inductive boyut, local

large inductive boyut, kohomolojik boyut ve sheaf boyut sık sık kullanılır. Herhangi bir
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kompakt, abelyen G grubu için tüm bu boyutlar çakışır ve sonlu olduğu zaman dimG =

rankĜ dır (Hofmann ve Morris, 2013, Corollary 8.26).

Bu konuda daha fazla bilgi Engelking (1978); Nagami (1970) de bulunabilir.

2.3 Yerel Kompakt Gruplara Lie Grupları ile Yaklaşmak

Tanım 2.27 Bir topolojik grubun alt gruplarının sınıfı verilsin. Birimin her komşuluğu

bu sınıfın bir üyesini içerir ise bu sınıfa keyfi küçük (arbitrarily small) üyeleri içerir

denir.

Yerel kompakt gruplar hakkındaki önemli özelliklerden biri bu gruplara Lie

grupları ile yaklaşılabilmesidir. Daha açık bir şekilde ifade etmek gerekirse G bir yerel

kompakt grup ve G/G0 kompakt grup ise G/N bir Lie grup olacak şekilde G keyfi küçük

kompakt, normal N alt gruplarına sahiptir. Bu Yamabe (1953) tarafından kanıtlanmıştır.

Ayrıca G nin boyutu sonlu ise G, bir tamamen bağlantısız (sıfır boyutlu) kom-

pakt, normal N alt grubu içerir öyle ki G/N bölüm grubu G ile aynı boyutlu bir kompakt

Lie gruptur (Stroppel, 2006).

Bu teoremin kanıtı ayrıca Pontryagin (1986, Theorem 69) da bulunabilir.

Aşağıdaki önerme ve teoremin kanıtları Hofmann ve Morris (2003) de bulun-

abilir.

Önerme 2.28 i) G = limi∈I Gi kompakt grupların bir ters limiti olsun. Ui, Gi nin

birim komşuluklarının filtresini, U, G nin birim komşuluklarının filtresini ve N ,

{ker fi : i ∈ I, fi : G→ Gi} kümesini göstersin. O zaman

a) U,
{

f−1
k (U) : k ∈ I, U ∈Uk

}
birim komşuluklarının bir bazına sahiptir.

b) N , 1 e yakınsayan kompakt, normal alt grupların bir filtre bazına sahiptir (yani 1 in

verilen her U komşuluğu için N ⊆U olacak şekilde bir N ∈N vardır).
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ii) Tersine, kabul edelim ki G,
⋂

N = {1} olacak şekilde kompakt, normal alt gru-

plardan meydana gelen bir N filtre bazına sahip bir kompakt grup olsun. Her M,

N ∈N , M⊆N için fNM : G/M→G/N, fNM (gM) = gN olarak tanımlanan doğal

morfizmi göstersin. O zaman{
fNM : G/M→ G/N |M, N ∈N ve M ⊆ N

}
topolojik grupların bir ters limit sistemini oluşturur ve aşağıdaki diagramı

değişmeli yapan bir tek

η : lim←−
N∈N

G/N→ G

izomorfizmi vardır.

j ≤ k için M = ker fk, N = ker f j ve f ′j : G/ker f j → G j dönüşümü, f j : G→ G j

limit dönüşümü ile belirlensin.

· · · G/Noo

f ′j
��

G/M
fNMoo

f ′k
��

lim←−N∈N G/N
fMoo

η

��
· · · G joo Gkfk j

oo G
fk

oo

fM limit dönüşümleri bölüm dönüşümleridir.

iii) Tüm fk j : Gk→ G j bağlayan (bonding) dönüşümleri bölüm morfizmleri ve tüm f j

limit dönüşümleri örten olsun. O zaman f j : G→ G j limit dönüşümleri bölüm

morfizmleridir.

Ters limitlerin kapalı alt grup teoremini aşağıdaki şekilde ifade edebiliriz.

Teorem 2.29 G,
⋂

N = {1} olacak şekilde kapalı, normal alt gruplardan meydana ge-

len bir N filtre bazına sahip bir kompakt grup ve H, G nin kapalı bir alt grubu olsun.

i) γG : G → lim←−N∈N G/N izomorfizmi H kapalı alt grubunu izomorfik olarak

lim←−N∈N HN/N üzerine dönüştürür.
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ii) H ∼= lim←−N∈N (H/H ∩N)∼= lim←−N∈N HN/N ∼= lim←−N∈N HN/N

iii) M ∈N için µM : lim←−N∈N HN/N→HM/M limit dönüşümleri bölüm morfizmleridir.

iv) H/H ∩N→ HN/N standart morfizmleri topolojik grupların bir izomorfizmidir.

Dolayısıyla G, n-boyutlu, kompakt grup ise o zaman G = lim←−N∈N G/N olarak

düşünülebilir. Burada N , G nin kapalı, normal, tamamen bağlantısız alt grupların bir

filtre bazıdır öyle ki
⋂

N = {1} ve her N ∈N için G/N, n-boyutlu kompakt Lie gruptur.

Eğer G, n-boyutlu torusların (kompakt, bağlantılı, abelyen Lie grup) ters limiti

ise o zaman G ye n-boyutlu pro-torus denir. 1-boyutlu pro-torus grubu solenoid olarak

adlandırılır.

Bu tezde pro-torus ile daima sonlu boyutlu pro-toruslar kastedilecektir.

G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. O zaman

(G,X) = lim←−N∈N (G/N,X/N)

olarak yazılabilir. Burada N yukarıdaki gibidir.

Konu hakkında daha fazla bilgi Hofmann ve Morris (2007); Hofmann ve Morris

(2013) de bulunabilir.

2.4 Sınıf Uzayları

Hatırlayalım ki total uzayı büzülebilir olan bir esas G-demete evrensel G-demet

denir. Aşağıdaki teorem evrensel demetlerin varlığını garanti eder. Bu teorem Milnor

(1956) tarafından kanıtlandı. Daha fazla bilgi Dieck (2008) de bulunabilir.

Teorem 2.30 Herhangi bir topolojik G grubu için bir evrensel G→ EG→ BG esas G-

demet vardır.

Dikkat edelim ki burada G topolojik grubu EG büzülebilir uzayı üzerine serbest

etki eder ve orbit uzayı BG ile gösterilir, yani BG = EG/G dir. BG uzayı G nin sınıf uzayı

olarak adlandırılır ve homotopi denkliğe göre tektir.
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Bazı iyi bilinen grupların sınıf uzayını not edelim.

BZ = S1 (çember grubu), BZn = Tn = S1 × S1 × ...× S1 (n boyutlu torus),

BZ2 = RP∞ (sonsuz boyutlu reel projektif uzay), BS1 = CP∞ (sonsuz boyutlu kompleks

projektif uzay)

Torus ya da p-torus için sınıf uzayının kohomoloji halkası aşağıdaki şekildedir.

G = Tr ise H∗ (BG;k) = k [t1, t2, ..., tr] dir. Burada deg t j = 2 dir.

G = Zr
2 ise H∗ (BG;Z2) = Z2 [t1, t2, ..., tr] dir. Burada deg t j = 1 dir.

G = Zr
p ise H∗ (BG;Zp) = Zp [t1, t2, ..., tr]⊗∧ [v1,v2, ...,vr] dir. Burada deg t j =

2, degv j = 1 ve β (v j) = t j dir.

Burada β : H1 (G;Zp)→ H2 (G;Zp) dönüşümü 0→ Zp
×p→ Zp2 → Zp→ 0 kat-

sayı dizisi ile ilgili Bockstein homomorfizmidir.

Şimdi sınıf uzaylarının kohomolojileri ile ilgili iyi bilinen bazı sonuçlardan

bahsedelim.

Önerme 2.31 [Borel, 1960, IV, Proposition 2.4] Eğer G bir sonlu grup ve k, karakter-

istiği sıfır ya da |G| ile aralarında asal olan bir cisim ise o zaman H∗ (BG;k) = k olur.

Aşağıdaki lemmaların kanıtı Hsiang (1975) de bulunabilir.

Lemma 2.32 G bir kompakt Lie grup ve G0, G nin birim bileşeni (identity component)

olsun. O zaman Γ = G/G0 sonlu gruptur ve

p : BG0 = EG/G0→ EG/G = BG

bir örtü uzayıdır. Grothendieck (1957)’nin bir basit teoreminden

p∗ : H∗ (BG;k)→ (H∗ (BG0 ;k))Γ

dönüşümü bir izomorfizmdir. Burada (H∗ (BG0 ;k))Γ , Γ nın H∗ (BG0 ;k) üzerine etk-

isinin sabit noktalarının kümesidir.
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Aşağıdaki lemmaların kanıtları Hofmann ve Mostert (1968); Hofmann ve

Mostert (1973) de bulunabilir.

Lemma 2.33 G bir kompakt, abelyen grup ve G0, G nin birim bileşeni, R bir birimli ve

değişmeli halka olsun. Eğer

0→ G0
i→ G

q→ G/G0→ 0

kısa tam dizi ise o zaman

q∗ : H∗
(
BG/G0 ;R

)
→ H∗ (BG;R)

monomorfizm ve

i∗ : H∗ (BG;R)→ H∗ (BG0 ;R)

epimorfizmdir.

Lemma 2.34 G bir kompakt, abelyen grup ve k, karakteristiği sıfır olan bir cisim olsun.

O zaman

i∗ : H∗ (BG;k)→ H∗ (BG0 ;k)

bir izomorfizmdir.

Not 2.35 Eğer G→ G/H bir esas H-demet ise o zaman EG→ EG/H bir evrensel esas

H-demet olur. Böylece EG/H, H nin sınıf uzayı olarak alınabilir. İyi bilinir ki G bir

kompakt Lie grup ve H, G nin kapalı bir alt grubu ise o zaman G→ G/H bir esas

H-demettir.

Herhangi bir kompakt topolojik G grubu için bu doğru olmayabilir. Aşağıdaki

aksi örnek Adams (2001) de bulunabilir.
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Örnek 2.36 S= {z ∈ C : |z|= 1} olsun. S bir çarpımsal Lie gruptur. T= {−1,1} ⊂ S

olarak tanımlayalım. G= SZ koordinat-koordinat çarpma ve çarpım topoloji ile verilsin.

O zaman G bir kompakt, metriklenebilir, abelyen topolojik grup olur. H = TZ olarak

tanımlarsak H, G nin kapalı bir alt grubu olur. Şimdi aksine kabul edelim ki p : G→

G/H bir esas H-demet olsun. G/H yi (S/T)Z ile özdeşleştirirsek o zaman p : SZ →

(S/T)Z dönüşümü q : S→ S/T kanonik dönüşümlerinin Z-katlı çarpımı olur. Kabul

edelim ki U = ∏
i∈Z

Ui, G/H = (S/T)Z de birimin bir temel açık komşuluğu ve s : U→G

bir sürekli çapraz kesit olsun. Bir k ∈ Z seçelim öyle ki Uk = S/T olsun. j : Uk →

∏
i∈Z

Ui, k’ıncı koordinat içermesi olsun. Ayrıca u : SZ→ S ve v : (S/T)Z→ S/T, k’ıncı

koordinat projeksiyonları olsun. O halde v ◦ j = 1Uk ve p ◦ s = 1U olur. Ayrıca q ◦ u

bileşkesi G = SZ üzerinde v◦ p bileşkesine eşit olur. Buradan q◦u◦s◦ j = v◦ p◦s◦ j =

v◦ j = 1Uk elde edilir. Sonuç olarak u◦ s◦ j : S/T→ S dönüşümü q : S→ S/T kanonik

dönüşümünün bir sürekli çapraz kesitidir. Fakat örtü uzayı teorisinden böyle bir çapraz

kesit yoktur. Bu ise çelişkidir. O halde p : G→ G/H bir esas H-demet olamaz.

Fakat sonlu boyutlu, yerel kompakt gruplarda Nagami (1963) aşağıdaki teoremi

kanıtladı.

Teorem 2.37 Bir sonlu boyutlu, yerel kompakt grubun herhangi bir kapalı alt grubu bir

yerel çapraz kesite (local cross section) sahiptir.

İyi bilinir ki G→ G/H kanonik dönüşümünün bir esas H-demet olması için

gerek ve yeter koşul bir yerel çapraz kesite sahip olmasıdır (Dieck, 2008, Proposition

14.1.11).

Böylece G bir sonlu boyutlu, yerel kompakt grup ve H, G nin herhangi bir

kapalı alt grubu ise o zaman G→ G/H bir esas H-demet olur.

Aşağıdaki lemmaların kanıtları Bruner ve ark. (1974) de bulunabilir. Şimdi

sınıf uzayları arasındaki dönüşümleri ifade etmeden önce bazı notasyonları ifade ede-
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lim.

X yol bağlantılı ve x0 ∈ X olsun.

PX = {λ : [0,1]→ X : λ sürekli ve λ (0) = x0}

ve

ΩX = {λ : [0,1]→ X : λ sürekli ve λ (0) = x0 = λ (1)}

olarak tanımlayalım.

Lemma 2.38 π : EG → BG bir evrensel G-demet ve h(y,0) = ∗ ve h(y,1) = y ol-

mak üzere h : EG × I → EG bir büzen homotopi olsun. PBG, π (∗) da başlayan BG

deki yolların uzayı olmak üzere h̃ : EG → PBG dönüşümü h̃(y)(t) = πh(y, t) olarak

tanımlansın. p : PBG→ BG dönüşümü son nokta projeksiyonu olsun. O halde ph̃ = π

ve p−1π (∗) = ΩBG olup h̃, bir ζ : G → ΩBG dönüşümüne kısıtlanır. Burada G,

π−1 (π (∗)) ile özdeşleştirilir. Buradan aşağıdaki değişmeli diagram elde edilir.

G //

ζ

��

EG
π //

h̃
��

BG

ΩBG // PBG
p // BG

Uzun tam homotopi dizilerinin karşılaştırılmasından dolayı aşağıdaki sonuç

elde edilir.

Lemma 2.39 Her n≥ 0 için πn+1 (BG), doğal olarak πn (G) ye izomorfiktir ve ζ : G→

ΩBG dönüşümü bir homotopi denkliktir.

Özellikle eğer G bir bağlantılı Lie grup ise BG basit bağlantılıdır.

Açıktır ki BG, G nin bir funktorudur. Bu funktorun bazı özelliklerini ifade ede-

lim.
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Lemma 2.40 γ : G→ G
′

bir sürekli homomorfizm, π : EG → BG ve π : EG′ → BG′

evrensel demetler olsun. Eğer f : EG→ EG′ , her g∈G ve y∈ EG için f (gy) = γ (g) f (y)

olacak şekilde herhangi bir dönüşüm ise o zaman orbitlere geçme ile f den elde edilen

BG→ BG′ dönüşümü Bγ nın homotopi sınıfındadır.

O halde biz aşağıdaki iyi bilinen lemmayı elde ederiz.

Lemma 2.41 1. G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve H, G nin kapalı bir alt grubu

olsun. O zaman homotopi denkliğe göre

G/H→ BH → BG

bir lif demeti dizisi vardır.

2. G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin bir kapalı, normal alt grubu olsun.

O zaman homotopi denkliğe göre i : N ↪→ G içerme dönüşümü ve q : G→ G/N

bölüm dönüşümü ile belirlenen bir

BN
Bi→ BG

Bq→ BG/N

lif demeti dizisi vardır.

İspat:

1. G nin serbest etki ettiği uzay EG olsun. G sonlu boyutlu, kompakt grup ve H,

G nin kapalı bir alt grubu olduğundan G→ G/H bir esas H-demet olur. Bu-

radan EG→ EG/H bir esas H-demet olup böylece EG/H, BH ın sınıf uzayı olarak

alınabilir. O halde

EG/H = BH → EG/G = BG

doğal dönüşümünün lifi G/H koset uzayı olur.
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2. Kabul edelim ki EG → BG ve EG/N → BG/N sırasıyla G ve G/N nin evrensel

demetleri olsun. G sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin kapalı bir alt grubu

olduğundan G→ G/N esas N-demet olup N için EG → EG/N evrensel deme-

tini alabiliriz, yani BN = EG/N seçebiliriz. Biz Eq : EG → EG/N dönüşümünü

(Eq)(gy)= q(g)(Eq)(y) olarak kabul edebiliriz. n∈N için q(n)= e olduğundan

Eq dönüşümü BN de ayrılabilir ve aşağıdaki demet dönüşümünü elde ederiz.

BN //

Bi
��

EG/N

��
BG Bq

// BG/N

Özellikle bu diagram bir pullback diagramıdır. Biz Bq dönüşümünü bir demetimsi

ile yer değiştirebiliriz (Davis ve Kirk, 2001, Theorem 6.18). Bu demetimsinin lifi

Bq nun F(Bq) homotopi lifidir. Burada Bq nun homotopi lifi

F(Bq) //

��

PBG/N

��
BG Bq

// BG/N

pullback diagramı ile tanımlanır. F (Bq) nun BN ye homotopi denk olduğunu

göstereceğiz. Dikkat edelim ki EG/N büzülebilir olduğu için PBG/N , EG/N

uzayına homotopi denktir.

Pullback’lerin evrensel özelliğinden aşağıdaki diagramı değişmeli yapan bir

θ : BN → F (Bq)

dönüşümü vardır.

G/N //

ζ

��

BN //

θ

��

BG

��
ΩBG/N

// F(Bq) // BG
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Demetimsilerin uzun tam homotopi dizisinden dolayı aşağıdaki değişmeli dia-

gramı elde ederiz.

// πn (G/N) //

��

πn (BN) //

��

πn (BG) // πn−1 (G/N)

��

//

// πn
(
ΩBG/N

)
// πn (F(Bq)) // πn (BG) // πn−1

(
ΩBG/N

)
//

ζ homotopi denklik olduğundan Five lemma’dan θ homotopi gruplarında bir

izomorfizm belirler ve bundan dolayı bir homotopi denkliktir. Bu ise kanıtı son-

landırır.

Not 2.42 Em
G → Bm

G, m-evrensel demet olsun. Herhangi bir kompakt topolojik G grubu

için EG ve BG kompakt olmak zorunda değildir fakat Em
G ve Bm

G kompakttır. Sheaf

kohomolojide bazı sonuçlar (Künneth formülü gibi) kompaktlık varsayımlarına ihtiyaç

duyduğu için BG nin yerine Bm
G yi göz önünde bulundurmak daha uygundur.

H i (Bm+1
G ;k

)
→ H i (Bm

G;k)

morfizmleri her i < m için izomorfizm olduğu için H i (BG;k) kohomoloji modülü i <

m için kanonik olarak H i
(
Bm

G;k
)

modülüne izomorfiktir (Hofmann ve Mostert, 1973).

Bazı teknik zorluklardan kaçınmak için genelliği kaybetmeksizin H i (BG;k) kohomoloji

modülü, yeterince büyük bir m için H i
(
Bm

G;k
)

olarak alınabilir.

Hofmann ve Mostert (1973) tarafından kompakt, bağlantılı, abelyen grupların

sınıf uzaylarının kohomoloji cebiri aşağıdaki şekilde ifade edildi.

Teorem 2.43 Herhangi kompakt, abelyen G grubu için H∗(BG;Z) cebirinin 2 dere-

celi H2(BG;Z) homojen bileşeni doğal olarak Ĝ karakter grubuna izomorfiktir. Eğer

G bağlantılı ise o zaman bütün H∗(BG;Z) kohomoloji cebiri, bu 2 dereceli homo-

jen bileşen tarafından üretilen P(Ĝ) simetrik Z-cebiridir. Aynı zamanda bu durumda
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H∗(G;Z) nin 1 dereceli H1(G;Z) homojen bileşeni doğal olarak Ĝ grubuna izomorfik-

tir ve bütün H∗(G;Z) kohomoloji cebiri
∧
(H1(G;Z) dış (exterior) cebire izomorfiktir.

Özellikle herhangi birimli, değişmeli R halkası ve kompakt, bağlantılı, abelyen

G grubu için

H∗(BG;R)∼= R⊗P(Ĝ)∼= P(R⊗ Ĝ)

olur.

2.5 A. Borel’in İnşaası

A. Borel’in inşaası topolojik transformasyon gruplarının kohomoloji teorisi için

güçlü bir yapıdır ve aşağıdaki şekilde tanımlanır.

G bir topolojik grup ve X bir G-uzay olsun. O halde G→ EG → BG evrensel

G-demet olmak üzere G nin X ×EG üzerinde diagonel (serbest) etkisi vardır (g(x,e) =

(gx,ge)) ve Borel’in inşaası bu etkinin (X×EG)/G orbit uzayı olarak tanımlanır ve XG

ile gösterilir. Bu ise aşağıdaki değişmeli diagrama yol açar.

X

�� iG $$

X×EGoo //

��

EG

��
X/G XGπ1

oo
π2

// BG

Burada π2, X lifli ve G/K yapı gruplu (burada K =
⋂

x∈X
Gx) bir lif demeti (aynı

zamanda bir demetimsidir, Borel demetimsisi olarak adlandırılır) ve π1, x∗ ∈ X/G ve

x ∈ x∗ olmak üzere π
−1
1 (x∗) = EG/Gx olan bir dönüşümdür.

Not edelim ki G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ise Gx kapalı alt grup

olduğundan G→ G/Gx bir esas Gx-demet olup EG→ EG/Gx, evrensel esas Gx-demet

olur. Böylece EG/Gx, BGx sınıf uzayı olarak alınabilir ve π
−1
1 (x∗) = BGx olur.

Ayrıca H∗ (XG;k), π∗2 : H∗ (BG;k) → H∗ (XG;k) dönüşümü yardımı ile

H∗ (BG;k) üzerinde bir cebirdir ve X in k katsayılı ekivaryant (equivariant) dereceli
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cebiri olarak adlandırılır ve H∗G (X ;k) ile gösterilir (Borel, 1960). Yani

H∗ (BG;k)×H∗ (XG;k) → H∗ (XG;k)

(a,b) → π
∗
2 (a)∪b

işlemi ile H∗ (XG;k), H∗ (BG;k) üzerinde bir cebirdir. Burada ∪, H∗ (XG;k) yı halka

yapan ”cup product” işlemini gösterir.

O halde H∗(BG;k) nın cebirsel yapısı ekivaryant kohomoloji cebirini belir-

lemede önemlidir.

1. Ekivaryant kohomoloji, yani H∗G (X ;k), EG nin seçiminden bağımsızdır. Ayrıca

tek noktanın ekivaryant kohomolojisi tanımdan dolayı

H∗G (pt;k) = H∗ (pt×G EG;k) = H∗ (BG;k)

olur.

2. Eğer bir X uzayı serbest G-uzay ise o zaman X ×G EG→ X/G dönüşümü lifi EG

(büzülebilir) olan bir demetimsidir. Bundan dolayı

H∗ (X/G;k)→ H∗G (X ;k)

dönüşümü bir izomorfizm olur.

3. Eğer bir X uzayı aşikar G-uzay ve k bir cisim ise o zaman X ×G EG =

(X×EG)/G olup Künneth formülünden H∗G (X ;k) = H∗ (X ;k)⊗k H∗ (BG;k) elde

edilir. Özellikle H∗G (X ;k) bir serbest H∗ (BG;k)-modüldür.

4. Eğer f : X → Y bir G-ekivaryant dönüşüm ise f × id : X × EG → Y × EG, G-

uzayların bir G-ekivaryant dönüşümü olup bir

f ′ : X×G EG→ Y ×G EG
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dönüşümünü belirler. Buradan f : X → Y , G-ekivaryant dönüşümü

f ∗ : H∗G (Y ;k)→ H∗G (X ;k)

homomorfizmini belirler.

Şimdi ise kohomoloji teorisinde önemli bir yere sahip olan Vietoris-Begle teo-

remi olarak bilinen aşağıdaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.44 [Spanier, 1966, s. 344] X ve Y parakompakt uzaylar ve f : X →Y kapalı,

sürekli ve örten bir dönüşüm olsun. Kabul edelim ki bir n ≥ 0 vardır öyle ki her y ∈ Y

ve q < n için H̃q
(

f−1 (y) ;k
)
= {0} olsun. O zaman

f q : Hq (Y ;k)→ Hq (X ;k)

dönüşümü q < n için bir izomorfizm ve q = n için bir monomorfizmdir.

Bu teoremin Sheaf kohomoloji için daha genel hali Quillen (1971) de bulun-

abilir.

Not 2.45 X bir G-uzay ve Y bir H-uzay olsun. ϕ : G→H bir homomorfizm, f : X→Y

bir ϕ-ekivaryant dönüşüm (yani f (gx) = ϕ(g) f (x)) ise f dönüşümünün

f ∗ : H∗H (Y ;k)→ H∗G (X ;k)

dönüşümünü nasıl belirlediğini ifade edelim. G→ EG→ BG ve H→ EH→ BH sırasıyla

G ve H nin evrensel esas demetleri olsun.

X×G (EG×EH)
p2 //

p1

��

X×G EH

f̄

��
X×G EG

f×ϕ

// Y ×H EH
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Bu diagramda p1 ve p2 dönüşümleri EG×EH nin çarpanları üzerine projeksiyonları

ile belirlenir ve sırasıyla EH ve EG liflerine sahiptir. Vietoris-Begle teoreminden p1

dönüşümü kohomoloji üzerinde izomorfizm belirler. Ayrıca f ×ϕ dönüşümü f × ϕ

ile belirlenen orbit uzayları üzerindeki dönüşümdür. p∗1 izomorfizm olduğundan bir

kanonik

(p∗1)
−1 p∗2 f ∗ : H∗ (Y ×H EH ;k)→ H∗ (X×G EG;k)

homomorfizmini belirler. ϕ nin grafiği ({(g,ϕ(g)) : g ∈ G}) p1 dönüşümünün bir kesi-

tini verir. Bundan dolayı (p∗1)
−1 p∗2 f ∗homomorfizmi f ×ϕ

∗ homomorfizmi ile çakışır.

Yani f ×ϕ
∗ : H∗H (Y ;k)→ H∗G (X ;k) olur.

Diğer taraftan EG büzülebilir olduğundan yine Vietoris-Begle teoreminden p∗2

izomorfizm olup H∗ (X×G EH ;k) ∼= H∗ (X×G EG;k) izomorfizmini elde ederiz. Bu

ise H∗G (X ;k) = H∗ (X×G EG;k) ekivaryant kohomoloji cebirinin EG nin seçiminden

bağımsız olduğunu gösterir. Aslında G = H ve X = Y alınırsa diagramdaki noktalı ok

bir homotopi denklik olur böylece H∗G (X ;k), EG nin seçiminden bağımsız olur.

Ekivaryant kohomoloji için Mayer-Vietoris dizisi, sıradan kohomoloji için

Mayer-Vietoris dizisinden çıkar.

Teorem 2.46 (Ekivaryant Mayer-Vietoris Dizisi) X bir G-uzayı olsun. Eğer A ve B, X

uzayının kapalı, invaryant alt uzayları ise o zaman H∗ (BG;k)-modüllerin bir

...→ H i
G (A∪B;k)→ H i

G (A;k)⊕H i
G (B;k)→ H i

G (A∩B;k)→ H i+1
G (A∪B;k)→ ...

uzun tam dizisi vardır.

İspat: A ve B, G-invaryant olduğundan A∩B de G-invaryanttır. Ayrıca (A∩B)G =

AG ∩BG ve (A∪B)G = AG ∪BG olacağından sıradan kohomoloji için Mayer-Vietoris

dizisinden sonuç elde edilir.
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Süreklilik: X bir G-uzayı ve A, X in kapalı invaryant alt uzayı olsun. Eğer X

parakompakt ya da A kompakt ve X Hausdorff ise o zaman

H∗G (A) = lim−→
U⊃A

H∗G (U)

dur. Burada U , X de A nın invaryant komşulukları üzerinden alınır.

Not 2.47 Sınıf uzaylarında bahsettiğimiz gibi kompakt G topolojik grubu ve kompakt

X , G-uzayı için XG kompakt olmak zorunda değildir. Fakat iyi bilinir ki X parakompakt

G-uzay ise XG de parakompakt uzaydır (Bourbaki, 1966, Chapter IX, §4, Ex. 20 (d)).

G→ EN
G → BN

G, N-evrensel esas G-demet olsun. XN
G = X ×G EN

G olarak tanımlayalım.

Açıktır ki EN
G kompakt, N-bağlantılıdır ve XN

G de kompakttır. Sheaf kohomoloji için

Vietoris-Begle teoreminden (Quillen, 1971) XN
G → XG içermesi her i < N +1 için

H i (XG;k)→ H i (XN
G ;k
)

izomorfizmini belirler. Böylece bazı teknik zorluklardan kaçınmak için genelliği kay-

betmeksizin yeterince büyük bir N için H i (XG;k) kohomoloji modülü yerine H i
(
XN

G ;k
)

modülü alınabilir.

2.6 Spektral Diziler

Bir spektral dizi homolojik cebirde hesaplamalar yapmaya yarayan oldukça

karmaşık ve güçlü bir cebirsel alettir.

Bir demetimsinin Leray-Serre spektral dizisi lif, taban ve total uzaylar

arasındaki homolojik ya da kohomolojik ilişkileri analiz etmeye yarayan temel bir alet-

tir.

Tanım 2.48 Bir R halkası üzerinde bir diferansiyel bidereceli modül (differential bi-

graded module) bir R-lineer d : E∗,∗→ E∗,∗ dönüşümü ile birlikte her p, q tamsayıları

için R-modüllerin bir {E p,q} sınıfıdır öyle ki d ◦ d = 0 dır. Burada bir s tamsayısı için

d, (s,1− s) ya da (−s,s−1) dereceli diferansiyeldir.
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Bir diferansiyel bidereceli modülün homolojisi alınabilir.

H p,q (E∗,∗,d) =
Kerd : E p,q→ E p+s,q−s+1

Imd : E p−s,q+s−1→ E p,q

Dolayısıyla aşağıdaki tanım verilebilir.

Tanım 2.49 Bir spektral dizi r = 1,2, ... için R-modüllerin bir
{

E∗,∗r ,dr
}

sınıfıdır öyle

ki diferansiyellerin tümü ya (−r,r−1) dereceli (homolojik tipte spektral dizi) ya da

tümü (r,1− r) derecelidir (kohomolojik tipte spektral dizi) ve her p, q, r için E p,q
r+1,

H p,q
(
E∗,∗r ,dr

)
ye izomorfiktir.

Tanım 2.50 Bir A, R-modülün üzerinde bir F filtrasyon her p ∈ Z için {F pA} alt

modüllerin bir ailesidir öyle ki

... ⊂ F p+1A⊂ F pA⊂ F p−1A⊂ ...⊂ A (azalan filtrasyon)

... ⊂ F p−1A⊂ F pA⊂ F p+1A⊂ ...⊂ A (artan filtrasyon)

dır.

E p,q
0 (H∗,F) =

 F pH p+q/F p+1H p+q F∗ azalan filtrasyon ise

F pH p+q/F p−1H p+q F∗ artan filtrasyon ise

olarak tanımlayalım.

Tanım 2.51 Eğer E p,q
∞
∼= E p,q

0 (H∗,F) olacak şekilde H∗ (bir dereceli R-modül)

üzerinde bir F filtrasyonu varsa o zaman
{

E∗,∗r ,dr
}

spektral dizisi H∗ a yakınsak denir.

Burada E∗,∗∞ , spektral dizinin limit terimidir.

Şimdi bir demetimsinin taban uzayının temel grubunun, lif uzayının homoloji

(ya da kohomoloji) cebiri üzerine nasıl etki ettiğini açıklayalım.

F → E→ B bir demetimsi ve B yol bağlantılı olsun.

ΩB = Ω (B,b) = {λ : [0,1]→ B | λ sürekli ve λ (0) = b = λ (1)}
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olarak tanımlansın. O zaman µ : ΩB×F → F etkisi vardır (Arkowitz, 2011, Theorem

4.3.4). α ∈ΩB ve α−1 (t) = α (1− t) olsun.

Aşağıdaki önermenin kanıtı McCleary (2001, Proposition 4.27) de bulunabilir.

Önerme 2.52 µ : ΩB×F → F ve α ∈ ΩB olsun. hα = µ
(
α−1,−

)
: F → F diyelim.

O zaman

1. Eğer α ' β (homotopik) ise o zaman hα ' hβ dır.

2. Eğer α sabit dönüşüme homotopik ise o zaman hα ' 1F dir.

3. α ∗β , α ile β nın loop çarpımı ise o zaman hα∗β ' hα ◦hβ dır.

Bu önerme ile birlikte π1 (B) nın H∗ (F) (ya da H∗ (F)) üzerine etkisini

tanımlayabiliriz.

Sonuç 2.53 F → E → B bir demetimsi ve B yol bağlantılı olsun. O zaman [α]→ h∗α

(ya da [α]→ hα∗) dönüşümü ile π1 (B) temel grubu H∗ (F) (ya da H∗ (F)) üzerine etki

eder. Yani

π1 (B)×H∗ (F) → H∗ (F)

([α] , [x]) → h∗α ([x])

ile etki eder. Bir başka ifade ile π1 (B)→ Aut (H∗ (F)) homomorfizmi vardır. Burada

h∗α : H∗ (F)→ H∗ (F) izomorfizmi lif homotopi denkliği ile belirlenen dönüşümdür.

Tanım 2.54 Eğer π1 (B) temel grubu H∗ (F) üzerine aşikar etki ederse (başka bir ifade

ile π1 (B)→ Aut (H∗ (F)) homomorfizmi aşikar ise) o zaman B üzerindeki F → E→ B

demetimsisinin lokal katsayılar sistemi basittir denir.

Açıktır ki etkinin aşikar olması

h∗α : H∗ (F)→ H∗ (F)
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izomorfizminin özdeşlik olmasıdır.

Aşağıdaki lemma Mamoru ve Toda (1978) de bulunabilir.

Lemma 2.55 B yol bağlantılı olmak üzere bir F
i
↪→ E π→ B demetimsisi verilmiş olsun.

O zaman

π
∗ : Hn (B;R)→ Hn (E;R)

ve

i∗ : Hn (E;R)→ Hn (F ;R)

kenar (edge) homomorfizmleri aşağıdaki şekilde belirlenir.

π
∗ : Hn (B;R)

j∗→ Hn (B;H 0 (F ;R)
)
= En,0

2 � En,0
3 � ...

� En,0
n � En,0

n+1 = En,0
∞ ⊆ Hn (E;R)

dir. Burada j : R→H0 (F ;R) dönüşümü r→ r.1b ∈H0 (Fb;R) ile verilen aşikar lokal R

katsayı halkasının bir dönüşümüdür. Ayrıca

i∗ : Hn (E;R)� E0,n
∞ = E0,n

n+2 ⊆ E0,n
n+1 ⊆ ...⊆ E0,n

2 = H0 (B;H n (F ;R))
i∗0→

H0 (b;Hn (Fb;R)) = Hn (F ;R)

dir. Burada i0 : b→ B içerme dönüşümüdür (Fb = π−1 (b)).

Not 2.56 Eğer B ve F yol bağlantılı olmak üzere F
i
↪→ E π→ B demetimsisinde lokal

katsayılar sistemi basit (yani π1 (B) temel grubu Hn (F ;R) üzerine aşikar olarak etki

ediyor) ise o zaman kenar dönüşümleri aşağıdaki şekilde olur.

π
∗ : Hn (B;R)=Hn (B;H0 (F ;R)

)
=En,0

2 �En,0
3 � ...�En,0

n �En,0
n+1 =En,0

∞ ⊆Hn (E;R)

ve

i∗ : Hn (E;R)� E0,n
∞ = E0,n

n+2 ⊆ E0,n
n+1 ⊆ ...⊆ E0,n

2 = H0 (B;Hn (F ;R)) = Hn (F ;R)
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Şimdi demetimsiler için Leray-Serre spektral dizinin varlığını ifade edelim.

Teorem 2.57 [Kohomoloji Leray-Serre Spektral Dizi] R bir birimli değişmeli halka

ve B yol bağlantılı olmak üzere F ↪→ E → B demetimsisi verilmiş olsun. O zaman

H∗ (E;R) ye cebir olarak yakınsayan cebirlerin birinci çeyrek bir
{

E∗,∗r ,dr
}

spektral

dizisi vardır ve

E p,q
2
∼= H p (B;H q (F ;R))

dir. Burada H q (F ;R), F nin kohomolojisinde lokal katsayılar sistemini gösterir. Diğer

bir deyişle H q (F ;R), π1 (B) temel grubunun kanonik etkisi ile belirlenen lokal kat-

sayılar sistemidir. Ayrıca bu spektral dizi demetimsilerin lif koruyan dönüşümlerine

göre doğaldır.

Not edelim ki eğer k bir cisim ise o zaman H∗ (E;k) dereceli değişmeli cebiri

E∗,∗∞ ın total kompleksi TotE∗,∗∞ dereceli değişmeli cebirine izomorfiktir. Burada

(TotE∗,∗∞ )q =
⊕

k+l=q

Ek,l
∞

dir. Yani Hq (E;k)∼=
⊕

k+l=q
Ek,l

∞ dir.

Şimdi spektral dizilerin teorisinde önemli bir yere sahip olan ve verilen iki

demetimsinin lif, taban ve total uzaylarının kohomoloji halkaları arasındaki ilişkiyi

veren Zeeman karşılaştırma teoremi olarak bilinen aşağıdaki teoremi ifade edelim. Bu

teorem hakkında daha fazla bilgi McCleary (2001); Zeeman (1957) de bulunabilir.

Teorem 2.58 [Zeeman karşılaştırma teoremi] Kabul edelim ki
{

E∗,∗r ,dr
}

ve
{

Ē∗,∗r , d̄r
}

kohomoloji tipli birinci çeyrek spektral diziler olsun. { fr} spekral dizilerin bir morfizmi
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ve aşağıdaki diagram satırları tam değişmeli diagram olsun.

0 // E p,0
2 ⊗E0,q

2
//

f2⊗ f2
��

E p,q
2

//

f2

��

TorR
1 (E

p+1,0
2 ,E0,q

2 )

Tor( f2, f2)
��

// 0

0 // Ē p,0
2 ⊗ Ē0,q

2
// Ē p,q

2
// TorR

1 (Ē
p+1,0
2 , Ē0,q

2 ) // 0

O zaman aşağıdakilerden herhangi ikisi sağlanıyor ise üçüncüsü de sağlanır.

1. Her p için f2 : E p,0
2 → Ē p,0

2 bir izomorfizmdir.

2. Her q için f2 : E0,q
2 → Ē0,q

2 bir izomorfizmdir.

3. Her p ve q için f∞ : E p,q
∞ → Ē p,q

∞ bir izomorfizmdir.

Özellikle, eğer F → E → B demetimsisinde taban ve lifleri yol bağlantılı ve

taban uzayının temel grubu (π1 (B)) lif uzayının kohomolojisi (H∗ (F)) üzerine aşikar

etki ediyorsa o zaman Zeeman karşılaştırma teoremi, Leray-Serre spektral dizisi için

faydalıdır. Çünkü bu durumda 1. şık taban uzaylarının, 2. şık lif uzaylarının ve 3. şık

total uzayların kohomoloji cebirlerinin izomorfizmini ifade eder.

Transformasyon gruplarının kohomoloji teorisinde temel ilgi alanlarından biri

orbit uzayının kohomolojisi hakkında fikir sahibi olmaktır. Bundan dolayı ana teorem-

lerimizi kanıtlamak için aşağıdaki teoremlere ihtiyaç olacaktır.

Teorem 2.59 [Borel, 1960, III, Corollary 2.3] G bir sonlu grup, X bir yerel kompakt

G-uzay ve π : X → X/G orbit dönüşümü olsun. Eğer k, karakteristiği sıfır ya da |G| ile

aralarında asal olan bir cisim ise o zaman

π
∗ : H∗c (X/G;k)→ (H∗c (X ;k))G

dönüşümü bir izomorfizmdir. Burada (H∗c (X ;k))G, G nin X üzerine etkisi tarafından

belirlenen H∗c (X ;k) üzerine etkisinin sabit nokta kümesidir ve H∗c kompakt destekli

kohomolojiyi gösterir.
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Teorem 2.60 [Bredon, 1972, Chapter III, Theorem 7.2] G bir sonlu grup, X bir

parakompakt G-uzay ve π : X → X/G orbit dönüşümü olsun. Eğer k, karakteristiği

sıfır ya da |G| ile aralarında asal olan bir cisim ise o zaman

π
∗ : H∗ (X/G;k)→ (H∗ (X ;k))G

dönüşümü bir izomorfizmdir.

2.7 Lokalizasyon Teoremleri

A. Borel’in H∗G (X)’in H∗ (BG)-modül yapısını araştırması XG sabit nokta

kümesinin kohomolojisi ile yakından ilgili olduğuna yol açtı. Bu bölümde ekivaryant

kohomolojide önemli bir yere sahip olan lokalizasyon teoremi ve sabit noktanın varlığı

ile ilgili olan A. Borel’in kriteri ifade edilecektir.

R bir birimli, değişmeli halka ve G bir kompakt grup olsun. Kabul edelim ki

X bir G-uzay ve S ⊆ H∗(BG;R) bir çarpımsal sistem (yani {1} ⊆ S olan H∗(BG;R) nin

merkezinde içerilen çarpımsal yarı grup) olsun.

Bi∗ : H∗(BG;R)→ H∗(BGx ;R)

dönüşümü i : Gx→ G içerme dönüşümü ile belirlenen dönüşüm olsun.

Ayrıca Hsiang (1975)’in kitabında olduğu gibi,

XS = {x ∈ X : Her s ∈ S için Bi∗ (s) 6= 0}

olarak tanımlayalım.

Not edelim ki

H∗G (G(x) ;k)∼= H∗G (G/Gx;k)∼= H∗ (BGx ;k)

olduğundan Bi∗ dönüşümü (izomorfizme göre) sadece [Gx] eşlenik sınıfına bağlıdır.

Böylece XS, X in G-invaryant alt uzayıdır. Eğer X bir parakompakt uzay ve Alexander-

Spanier kohomoloji kullanılırsa, o zaman XS, X nin bir kapalı invaryant alt uzayıdır

(Allday ve Puppe, 1993). Aşağıdaki önerme tanımdan hemen çıkar.
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Önerme 2.61 G bir kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. S⊆H∗(BG;R) bir çarpımsal

sistem olsun.

1. Her s ∈ S için XG ⊆ XS ⊆ X s dir.

2. Eğer X uzayı sonlu çoklukta orbit tipine sahip (FMOT) ise o zaman bir s ∈ S için

XS = X s dir.

Şimdi lokalizasyon teoremlerini ifade edebiliriz. Aşağıdaki teoremlerin

kanıtları Hsiang (1975) de bulunabilir.

Teorem 2.62 G bir kompakt Lie grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman lokal

kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;R)→ S−1H∗G
(
XS;R

)
homomorfizmi bir izomorfizm olur.

Teorem 2.63 G bir kompakt Lie grup ve X bir sonlu kohomolojik boyutlu, parakom-

pakt G-uzay olsun. Kabul edelim ki S⊆ H∗(BG;R) bir çarpımsal sistem ve s ∈ S olsun.

O zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;R)→ S−1H∗G (X s;R)

homomorfizmi bir izomorfizm olur. Eğer X sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise o zaman

S−1H∗G (X ;R)→ S−1H∗G
(
XS;R

)
dönüşümü bir izomorfizm olur.

Lokalizasyon teoreminin önemli bir sonucu A. Borel’in sabit noktanın varlığı

için kriteridir.
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Sonuç 2.64 [A. Borel] G=Tr (ya da Zr
p) ve k, karakteristiği 0 olan bir cisim (ya da Zp)

olsun. Eğer X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik boyuta sahip parakompakt G-uzay

ise o zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XG;k

)
= H∗

(
XG;k

)
⊗k
(
S−1H∗ (BG;k)

)
homomorfizmi bir izomorfizm olur. Burada S = H∗(BG;k)−{0} dır.

Bu sonuç kullanılarak aşağıdaki elde edilir.

Sonuç 2.65 [A. Borel] (Sabit Noktanın Varlığı Kriteri) G = Tr (ya da Zr
p) ve k, karak-

teristiği 0 olan bir cisim (ya da Zp) olsun. Eğer X bir kompakt ya da sonlu kohomolojik

boyuta sahip parakompakt G-uzay ise o zaman XG 6= /0 olması için gerek ve yeter koşul

H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k) dönüşümünün monomorfizm olmasıdır.

Not 2.66 G bir abelyen grup değilse H∗
(
XG
)

ile H∗G (X) arasında genelde bir ilişki

olmayabilir. G bir kompakt, bağlantılı Lie grup fakat abelyen değilse bir aksi örnek

Hsiang (1975, s. 44) de bulunabilir.

Deo ve ark (1982) bu teoremlerin aşağıdaki şekilde bir genellemesini kanıtladı.

Her açık örtüsü sonlu dereceli bir açık inceltilmişe sahip uzaylara finitistic uzay

denir. Eğer bir açık örtünün her n+2 farklı elemanının arakesiti boş ise bu açık örtünün

derecesi en fazla n olarak tanımlanır.

Kompakt uzaylar ve sonlu örtü boyutuna sahip parakompakt uzaylar finitistic

uzaylardır.

Teorem 2.67 [Deo ve ark, 1982] G bir kompakt Lie grup ve X bir finitistic G-uzay

olsun. Kabul edelim ki S ⊆ H∗(BG;k) bir çarpımsal sistem ve s ∈ S olsun. O zaman

lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (X s;k)
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homomorfizmi bir izomorfizm olur. Eğer X sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise o zaman

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
dönüşümü bir izomorfizm olur.
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3. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKİLERİ İÇİN BOREL’İN SABİT

NOKTA TEOREMİ

Bu bölümde A. Borel’in sabit noktanın varlığı kriteri bir kompakt uzay üzerine

etki eden herhangi sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı, abelyen topolojik grup (pro-

torus) etkisi için genişletilecektir.

Öncelikle aşağıdaki lemmaları ifade edelim.

G/N bölüm grubunun X/N orbit uzayı üzerine etkisinin sabit nokta kümesi ile

ilgili aşağıdaki lemma Ku (1967) de bulunabilir.

Lemma 3.1 1. G bir yerel kompakt grup ve X bir G-uzay olsun. N, G nin nor-

mal alt grubu ise G/N bölüm grubunun X/N orbit uzayı üzerine bir doğal etkisi

vardır ve XG sabit nokta kümesi (X/N)G/N sabit nokta kümesinin bir alt uzayına

homeomorfiktir.

2. Kabul edelim ki bir kompakt, bağlantılı G grubu bir X uzayı üzerine etki etsin.

N, G nin kompakt, tamamen bağlantısız, normal alt grubu olsun. O zaman

XG sabit nokta kümesi (X/N)G/N sabit nokta kümesine homeomorfiktir (XG ≈

(X/N)G/N).

İspat:

1. Herhangi bir x∈XG için G(x) = {x} ve N (x) = {x} olur. Buradan (gN)(N (x)) =

N (gx) = N (x) olup N (x) ∈ (X/N)G/N olur.

2. Keyfi bir N (x) ∈ (X/N)G/N alalım. O halde her g ∈ G için (gN)(N (x)) =

N (gx) = N (x) olur. Buradan G(x) = N (x) elde edilir. G(x) bağlantılı ve N (x)

tamamen bağlantısız olduğundan G(x) = N (x) = {x} olur. O halde x ∈ XG olup

XG ≈ (X/N)G/N elde edilir.
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Lemma 3.2 G bir kompakt, bağlantılı, abelyen grup ve N, G nin tamamen bağlantısız,

kapalı bir alt grubu olsun. O zaman q : G→ G/N bölüm dönüşümü

Bq∗ : H∗(BG/N ;k)→ H∗(BG;k)

izomorfizmini belirler.

İspat: Aşağıdaki tam diziyi düşünelim.

0→ N i→ G
q→ G/N→ 0

Buradan biz karakter gruplarının aşağıdaki tam dizisini elde ederiz.

0→ Ĝ/N
q∗→ Ĝ i∗→ N̂→ 0

Ayrıca k ile tensör çarpmak kısa tam dizileri koruduğu için aşağıdaki tam diziyi

elde ederiz.

0→ Ĝ/N⊗ k→ Ĝ⊗ k→ N̂⊗ k→ 0

Diğer taraftan, kompakt, abelyen, tamamen bağlantısız grubun karakter grubu torsiyon

gruptur (Lemma 2.25) ve buradan N̂⊗ k = 0 olur. Böylece

Ĝ/N⊗ k→ Ĝ⊗ k

dönüşümü izomorfizm olup simetrik cebirlerin

P
(

Ĝ/N⊗ k
)
→ P

(
Ĝ⊗ k

)
izomorfizmi elde edilir.

H∗(BG;k)∼= P(k⊗ Ĝ)

ve

H∗(BG/N ;k)∼= P(k⊗ Ĝ/N)
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doğal izomorfizmlerinden dolayı (Teorem 2.43)

H∗(BG/N ;k)→ H∗(BG;k)

dönüşümünün izomorfizm olduğu elde edilir.

Teorem 3.3 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman aşağıdaki du-

rumlar birbirine denktir.

1. XG 6= /0

2. π2 : XG→ BG dönüşümü çapraz kesite sahiptir.

3. π∗2 : H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k) dönüşümü monomorfizmdir.

İspat: (1)⇒ (2)⇒ (3) gerektirmeleri açıktır. Biz (3)⇒ (1) önermesini kanıtlayacağız.

H∗ (BG;k) → H∗G (X ;k) dönüşümü monomorfizm olsun. G bir pro-torus

olduğundan G nin bir tamamen bağlantısız, kapalı, normal N alt grubu vardır öyle ki

G/N bölüm grubu bir torustur. Aşağıdaki değişmeli diagramdan

H∗
(
BG/N ;k

)
→ H∗G/N (X/N;k)

dönüşümünün monomorfizm olduğu elde edilir.

H∗
(
BG/N ;k

)
//

∼=
��

H∗G/N (X/N;k)

��
H∗(BG;k) // H∗G (X ;k)

Buradan (X/N)G/N 6= /0 elde edilir (Sonuç 2.65) ve Lemma 3.1 den XG≈ (X/N)G/N 6= /0

elde edilir.
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4. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKİLERİ İÇİN LOKALİZASYON

TEOREMİ

Yeniden hatırlayalım ki her sonlu boyutlu, kompakt grup bir tamamen

bağlantısız (yani sıfır boyutlu) kapalı, normal alt gruba sahiptir öyle ki bölüm grubu

aynı boyutlu bir kompakt Lie gruptur. Böylece kompakt, tamamen bağlantısız grup

etkileri kompakt grup etkilerinin çalışmasında önemli bir rol oynar.

Bu bölümde, aksi ifade edilmedikçe G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N,

G nin tamamen bağlantısız, kapalı, normal alt grubudur öyle ki G/N, G ile aynı boyutlu

kompakt Lie gruptur.

Şimdi biz tamamen bağlantısız grup etkileri için iyi bilinen bir kaç teorem

vereceğiz.

Aşağıdaki teorem, Teorem 2.59 un bir genellemesi olarak yerel kompakt uza-

ylar üzerine kompakt, tamamen bağlantısız grup etkileri için Ku (1967) tarafından

kanıtlandı.

Teorem 4.1 G bir kompakt, tamamen bağlantısız grup ve X bir yerel kompakt G-uzay

ise o zaman π : X → X/G orbit dönüşümü

H∗c (X/G,k)∼= (H∗c (X ,k))G

izomorfizmini belirler.

İspat: Her N ∈N için G/N bir sonlu grup olmak üzere

(G,X) = lim←−N∈N (G/N,X/N)

dir. Teorem 2.59 dan

H∗c (X/G;k)∼= [H∗c (X/N;k)]G/N

45



4. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKİLERİ İÇİN LOKALİZASYON
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elde edilir. Alexander-Spanier kohomolojinin süreklilik özelliğinden direkt limite

geçilerek

H∗c (X/G;k)∼= [H∗c (X ;k)]G

elde edilir.

Açıktır ki eğer X bir kompakt G-uzay ise o zaman π : X→X/G orbit dönüşümü

H∗ (X/G,k)∼= (H∗ (X ,k))G

izomorfizmini belirler.

Teorem 4.2 [Bredon, 1997, Corollary 11.11] G bir kompakt, bağlantılı topolojik grup

ve X bir yerel kompakt Hausdorff G-uzay olsun. Herhangi bir L katsayı halkası için G,

H∗c (X ;L) üzerine aşikar etki eder.

Not 4.3 G bir kompakt, bağlantılı grup, X bir kompakt G-uzay ve N, G nin tamamen

bağlantısız alt grubu olsun. Dolayısıyla G nin H∗ (X ;k) üzerine etkisi ve dolayısıyla N

nin H∗ (X ;k) üzerine etkisi aşikardır. Böylece

H∗ (X/N;k)∼= H∗ (X ;k)N = H∗ (X ;k)

elde ederiz.

Not 4.4 G bir topolojik grup ise o zaman EG büzülebilir ⇒ EG yol bağlantılıdır ⇒

BG = EG/G yol bağlantılıdır.

Aşağıdaki teorem Ku (1967) tarafından kanıtlandı.

Önerme 4.5 G bir kompakt, tamamen bağlantısız grup ise o zaman H∗ (BG;k) = k.

İspat: Her N ∈N için G/N bir sonlu grup olmak üzere G = lim←−N∈N G/N dir. O zaman

Hofmann ve Mostert (1973, III, Corollary 1.12) den dolayı

H i (BG;k) = lim−→N∈N H i (BG/N ;k
)
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elde edilir. Her i≥ 1 için H i
(
BG/N ;k

)
= {0} olduğundan (Önerme 2.31)

H i (BG;k) = lim−→N∈N H i (BG/N ;k
)
= {0}

elde edilir. Ayrıca BG yol bağlantılı olduğundan H∗ (BG;k) = k elde edilir.

Ana teoremi kanıtlamak için lokal katsayılar sistemi hakkında aşağıdaki

gerçeklere ihtiyacımız vardır.

Not 4.6 G bir kompakt, bağlantılı Lie grup ve X → XG → BG Borel demetimsisi ol-

sun. O zaman bu demetimsinin Leray-Serre spektral dizisinde lokal katsayılar sistemi

basittir. Çünkü G→ EG → BG evrensel esas G-demetinin homotopi tam dizisinden

π1 (BG) ∼= π0 (G) olur (burada π0 (G), G/G0 bağlantılı bileşenlerin grubunu gösterir).

Diğer taraftan G bir Lie grubu olduğundan yerel yol bağlantılıdır. Yerel yol bağlantılı

ve bağlantılı uzaylar yol bağlantılı olduğundan G bağlantılı Lie grubu yol bağlantılı

olur. O halde π1 (BG)∼= π0 (G) = {0} olup H∗ (X) üzerine aşikar etki eder.

Dikkat etmek gerekir ki bu özellik her kompakt, bağlantılı topolojik grup için

doğru olmayabilir. Örneğin G = lim←−
(
S1, f

)
çember gruplarının ters limiti 1-boyutlu,

kompakt, bağlantılı, abelyen fakat yol bağlantılı olmayan ( f özdeşlik dönüşümü

değilse) bir topolojik gruptur. Yani π1 (BG) 6= {0} dır.

Fakat şimdi biz yine de kompakt uzaylar üzerine etki eden sonlu boyutlu,

kompakt, bağlantılı topolojik gruplar için lokal katsayılar sisteminin basit olduğunu

göstereceğiz. Bunun için aşağıdaki önermeye ihtiyacımız vardır. Bu önerme ile ilgili

daha fazla bilgi Arkowitz (2011) de bulunabilir.

Önerme 4.7 F → E → B ve F
′ → E

′ → B
′

iki demetimsi ve µ : ΩB×F → F ve µ
′
:
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ΩB′×F ′→ F ′ etkilerini göstersin. Eğer

F //

d
��

E
p //

a
��

B

b
��

F ′ // E ′
p′
// B′

diagramı değişmeli ise o zaman aşağıdaki diagram homotopi-değişmelidir.

ΩB×F
µ //

Ωb×d
��

F

d
��

ΩB′×F ′
µ ′

// F ′

Not 4.8 Bu önermenin bir sonucu olarak eğer hα = µ
(
α−1,−

)
: F→F ve Ωb(α)=α ′

olmak üzere h′
α ′ = µ ′

(
(α ′)−1 ,−

)
: F ′→ F ′ ise o zaman aşağıdaki diagram homotopi-

değişmeli olur.

F
hα //

d
��

F

d
��

F ′
h′

α ′

// F ′

Lemma 4.9 G bir sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı grup ve X bir kompakt G-uzay

olsun. O zaman

X → XG→ BG

Borel demetimsisinin Leray-Serre spektral dizisinde BG üzerinde H ∗ (X ;k) lokal kat-

sayılar sistemi basittir.

İspat: G/N bölüm grubu kompakt, bağlantılı Lie grup olacak şekilde G nin bir tama-

men bağlantısız, kapalı, normal N alt grubu vardır. G/N bölüm grubunun X/N orbit
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uzayı üzerine etkisini ve aşağıdaki değişmeli diagramı düşünelim.

X //

π

��

XG //

��

BG

Bq
��

X/N // (X/N)G/N
// BG/N

G/N bağlantılı Lie grup ve Lie grupları yerel yol bağlantılı olduğundan G/N yol

bağlantılı olup BG/N basit bağlantılı uzaydır (Not 4.6). Dolayısıyla π1
(
BG/N

)
= {0}

olup BG/N üzerinde H ∗ (X/N;k) lokal katsayılar sistemi basit olur. Diğer taraftan

π
∗ : H∗ (X/N;k)→ H∗ (X ;k)

dönüşümü izomorfizmdir (Not 4.3).

X → XG→ BG

ve

X/N→ (X/N)G/N → BG/N

demetimsileri için µ : ΩBG×X→X ve µ
′
: ΩBG/N×X/N→X/N etkilerini düşünelim.

Not 4.8 den aşağıdaki diagram homotopi-değişmelidir.

X
hα //

π

��

X

π

��
X/N

h′
α ′

// X/N

Böylece aşağıdaki diagram değişmelidir.

H∗(X/N;k)
(h′

α ′)
∗

//

π∗

��

H∗(X/N;k)

π∗

��
H∗(X ;k)

h∗α
// H∗(X ;k)
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π1
(
BG/N

)
temel grubu H∗ (X/N;k) üzerine aşikar etki ettiği için

(
h′

α ′
)∗ dönüşümü

özdeşlik dönüşümüdür. Diğer taraftan π∗ : H∗ (X/N;k)→H∗ (X ;k) dönüşümü izomor-

fizm olduğundan yukarıdaki diagramdan h∗α dönüşümü de özdeşlik dönüşümü olur. Bu

ise π1 (BG) temel grubunun H∗ (X ;k) üzerine aşikar etki etmesi demektir. Böylece BG

üzerinde H ∗ (X ;k) lokal katsayılar sistemi basittir.

Lemma 4.10 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve N, G nin tamamen bağlantısız,

kapalı, normal alt grubu olsun. O zaman q : G→ G/N bölüm dönüşümü ile belirlenen

Bq∗ : H∗
(
BG/N ;k

)
→ H∗ (BG;k)

homomorfizmi bir izomorfizmdir.

İspat: Yeniden hatırlayalım ki i : N ↪→ G içerme dönüşümü ve q : G→ G/N bölüm

dönüşümü

BN
Bi→ BG

Bq→ BG/N

Serre demetimsisini belirler (Lemma 2.41). Ayrıca H∗ (BG;k) cebirine yakınsayan ve

E p,q
2
∼= H p(BG/N ;H q) olacak şekilde bir Leray-Serre spektral dizi vardır. Burada H q,

x 7→ Hq((Bq)−1(x);k) = Hq(BN ;k) ile katsayılar sistemini gösterir. BN acyclic uzay,

yani H∗(BN ;k) = k, olduğundan o zaman π1
(
BG/N

)
temel grubu H∗(BN ;k) üzerine

aşikar etki eder, yani bu spektral dizinin lokal katsayılar sistemi basittir. Bundan dolayı

evrensel katsayı teoreminden

E p,q
2
∼= H p(BG/N ;k)⊗Hq(BN ;k)

elde edilir.

Diğer taraftan her n için

Bqn : Hn (BG/N ;k
)
→ Hn (BG;k)
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dönüşümü

Hn (BG/N ;k
)
= En,0

2 � En,0
3 � ...� En,0

n+1 = En,0
∞ ⊆ Hn(BG;k)

kenar dönüşümü ile ifade edilebilir. Spektral dizi H∗(BG;k) ya yakınsadığından ve her

p 6= 0 için H p(BN ;k) = {0} olduğundan

Hn(BG,k)∼=
⊕

r+s=n
Er,s

∞ = En,0
∞
∼= En,0

2

olur. Hn(BG;k)∼= En,0
2 = Hn

(
BG/N ;k

)
olduğundan istenen sonuç elde edilmiş olur.

Bu teoremin kanıtı aynı zamanda Vietoris-Begle teoreminden de (Teorem 2.44)

kolayca elde edilir.

Şimdi S ⊆ H∗ (BG;k) bir çarpımsal sistem olsun. H∗(BG/N ;k) da S nin bir

kopyası olan R = (Bq∗)−1(S) çarpımsal sistemini düşünelim.

Ayrıca G/N kompakt Lie grubunun kompakt X/N orbit uzayı üzerine belirlenen

etkisini düşünelim.

Lemma 4.11 π : X → X/N orbit dönüşümü XS→ (X/N)R dönüşümünü belirler.

İspat: x ∈ XS ve kabul edelim ki x∗ = N (x) /∈ (X/N)R olsun. Bu durumda bir r ∈ R için

B j∗(r) = 0 olur. Burada

B j∗ : H∗(BG/N ;k)→ H∗(B(G/N)x∗ ;k)

(G/N)x∗→G/N içermesi ile belirlenen dönüşümdür. s=(Bq∗)(r)∈ S olsun. Aşağıdaki

değişmeli diagramdan s ∈ S elemanının Bi∗ : H∗(BG;k) → H∗(BGx ;k) dönüşümü

altındaki görüntüsü sıfırdır.

H∗(BG/N ;k)
B j∗ //

Bq∗

��

H∗(B(G/N)x∗ ;k)

��
H∗(BG;k) Bi∗ // H∗(BGx ;k)

Bu ise x ∈ XS olması ile çelişir.
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Not 4.12 G/N nin (G/N)N(x) izotropi alt grupları Hofmann ve Morris (2013, Proposi-

tion 10.31) de tam olarak belirlenmiştir. Buna göre

(G/N)x∗ = GxN/N ∼= Gx/(Gx∩N)

dir. Ayrıca, Gx ∩N, Gx in tamamen bağlantısız, kapalı, normal alt grubu olduğu için,

H∗ (BGx∩N ;k) = k olur (Önerme 4.5). Böylece Lemma 4.10 daki gibi Gx → GxN/N

kanonik dönüşümü ile belirlenen yukarıdaki diagramdaki sağ düşey dönüşümün de,

BGx∩N → BGx→BGx/Gx∩N

demetimsisinin Leray-Serre spektral dizisi düşünülerek bir izomorfizm olduğu görülür.

Sonuç 4.13 XS/N = (X/N)R.

İspat: Önceki diagramı düşünelim. Eğer XS = /0 ise o zaman her x ∈ X için

H∗(BG;k)→ H∗(BGx ;k)

dönüşümü altında sıfıra giden bir sx ∈ S elemanı vardır. rx = (Bq∗)−1 (sx) diyelim. Not

4.12 den

H∗
(
B(G/N)x∗

;k
)
→ H∗ (BGx ;k)

dönüşümü bir izomorfizm olduğundan B j∗ (rx) = 0 olur. Buradan her x ∈ X için x∗ =

N (x) /∈ (X/N)R olup bu ise (X/N)R = /0 olmasını gerektirir.

Kabul edelim ki XS 6= /0 olsun. Lemma 4.11 den açıktır ki XS/N ⊆ (X/N)R dir.

Şimdi bir N (x) ∈ (X/N)R alalım. Varsayalım ki x /∈ XS olsun. O zaman bir s ∈ S için

Bi∗ (s) = 0 olur. r = (Bq∗)−1 (s) diyelim.

H∗
(
B(G/N)x∗

;k
)
→ H∗ (BGx ;k)

dönüşümü bir izomorfizm olduğu için B j∗ (r) = 0 olur. Bu ise N (x) ∈ (X/N)R olması

ile çelişir. Bundan dolayı x ∈ XS olur. Bu ise N (x) ∈ XS/N olmasını gerektirir.
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TEOREMİ Mehmet ONAT

İlk olarak biz lokalizasyon teoremini bir kompakt uzay üzerine etki eden sonlu

boyutlu, kompakt, bağlantılı grup etkileri için kanıtlayacağız.

Teorem 4.14 G bir sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı grup ve X bir kompakt G-uzay

olsun. O zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizm olur.

İspat: G kompakt, bağlantılı grup olduğu için G nin (ve böylece N nin) H∗ (X ;k)

üzerine etkisi aşikardır. Bundan dolayı X → X/N orbit dönüşümü

H∗ (X/N;k)∼= H∗ (X ;k)N = H∗ (X ;k)

izomorfizmini belirler (Not 4.3). Şimdi biz teoremi, G nin X üzerine etkisini G/N kom-

pakt Lie grubunun X/N kompakt uzayı üzerine etkisine indirgemeyle kanıtlayacağız.

Kompakt Lie grup etkileri için lokalizasyon teoreminden (Teorem 2.62)

R−1H∗G/N (X/N;k)→ R−1H∗G/N

(
(X/N)R ;k

)
izomorfizmi elde edilir. Burada R ⊆ H∗

(
BG/N ;k

)
çarpımsal sistemi, S ⊆

H∗ (BG;k) çarpımsal sisteminin Bq∗ : H∗
(
BG/N ;k

)
→ H∗ (BG;k) dönüşümü altındaki

öngörüntüsüdür.

Diğer taraftan,

X → XG→ BG

ve

X/N→ (X/N)G/N → BG/N

demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizileri sırasıyla (E∗,∗) ve (Ē∗,∗) olsun. G/N bir

bağlantılı Lie grup olduğundan X/N → (X/N)G/N → BG/N demetimsisinin lokal kat-

sayılar sistemi basittir (çünkü π1
(
BG/N

)
= {0}). Ayrıca Lemma 4.9 dan X→ XG→ BG
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demetimsisinin lokal katsaylar sistemi de basit olur. O zaman evrensel katsayı teore-

minden

E p,q
2 = H p (BG;k)⊗Hq (X ;k)

Ē p,q
2 = H p (BG/N ;k

)
⊗Hq (X/N;k)

şeklinde olur. Diğer taraftan H∗ (X/N;k) ∼= H∗ (X ;k) ve H∗
(
BG/N ;k

) ∼= H∗ (BG;k)

olduğundan her p, q ≥ 0 için Ē p,q
2
∼= E p,q

2 elde edilir. Buradan özellikle Ē p,0
2
∼= E p,0

2

ve Ē0,q
2
∼= E0,q

2 olup Zeeman karşılaştırma teoreminden (Teorem 2.58) her p, q≥ 0 için

Ē p,q
∞
∼= E p,q

∞

elde edilir. Bunun sonucu olarak

H∗G/N (X/N;k)→ H∗G (X ;k)

izomorfizmi elde edilir. Çünkü

Hq
G/N (X/N;k)∼=

⊕
k+l=q

Ēk,l
∞

ve

Hq
G (X ;k)∼=

⊕
k+l=q

Ek,l
∞

dir. Böylece

R−1H∗G/N (X/N;k)∼= S−1H∗G (X ;k)

elde edilir. Benzer şekilde, XS üzerindeki kısıtlanmış G etkisi düşünülerek

R−1H∗G/N

(
XS/N;k

)∼= S−1H∗G
(
XS;k

)
izomorfizmi elde edilir. Bundan dolayı Sonuç 4.13 den

R−1H∗G/N

(
(X/N)R ;k

)
∼= S−1H∗G

(
XS;k

)
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izomorfizmi elde edilir.

Aşağıdaki değişmeli diagramdan dolayı

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
izomorfizmi elde edilir.

R−1H∗G/N(X/N;k)
∼= //

∼=
��

R−1H∗G/N((X/N)R;k)

∼=
��

S−1H∗G(X ;k) // S−1H∗G(X
S;k)

Aşağıdaki teorem lokalizasyon teoreminin sonlu boyutlu, kompakt grup etkileri

için doğru olduğunu ifade eder.

Teorem 4.15 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. O

zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizm olur.

İspat: G0, G nin birim elemanının bağlantılı bileşenini göstersin. Bu durumda G0, G

nin kapalı, normal alt grubu ve G/G0 tamamen bağlantısız, kompakt grup olur.

G0, EG üzerine serbest olarak etki ettiği için biz EG0 = EG ve BG0 sınıf uzayını

EG/G0 bölüm uzayı olarak alabiliriz (G sonlu boyutlu, kompakt grup olduğundan G→

G/G0 bir esas G0-demet olup EG → EG/G0 evrensel esas G0-demet olur). O halde

G/G0, XG0 ve BG0 üzerine doğal etki belirler. G/G0 tamamen bağlantısız olduğu için

Teorem 4.1 den dolayı

XG0 → XG = (XG0)/(G/G0)
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ve

BG0 → BG = (BG0)/(G/G0)

orbit dönüşümleri

H∗(XG;k)→ H∗(XG0 ;k)

ve

H∗(BG;k)→ H∗(BG0 ;k)

monomorfizmlerini belirler (XG0 ve BG0 yerine yeterince büyük bir N için XN
G0

ve BN
G0

kompakt uzaylarını düşünerek).

Durum 1: İlk olarak biz XS = /0 kabul edelim. Kabul edelim ki T , S nin H∗(BG0 ;k)

içindeki homomorfik görüntüsü olsun. O zaman sonlu boyutlu, kompakt, bağlantılı G0

grubunun X üzerindeki kısıtlanmış etkisi düşünülerek ve aşağıdaki değişmeli diagram-

dan XT = /0 olduğu kolayca görülür.

H∗(BG;k) //

��

H∗(BGx ;k)

��
H∗(BG0 ;k) // H∗(B(G0)x ;k)

Buradan Teorem 4.14 gerektirir ki bir t ∈ T vardır öyle ki t nin

H∗(BG0 ;k)→ H∗(XG0 ;k)

dönüşümü altında görüntüsü sıfırdır.

H∗(BG;k)→ H∗(BG0 ;k)

monomorfizmi altında t nin öngörüntüsü s ∈ S olsun. Şimdi

X //

��

XG0
//

��

BG0

��
X // XG // BG
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demetimsilerin değişmeli diagramı tarafından belirlenen aşağıdaki değişmeli diagramı

düşünelim.

H∗(BG;k) //

��

H∗(XG;k)

��
H∗(BG0 ;k) // H∗(XG0 ;k)

Diğer taraftan

H∗(XG;k)→ H∗(XG0 ;k)

monomorfizm olduğu için s nin

H∗ (BG;k)→ H∗ (XG;k)

dönüşümü altındaki görüntüsü sıfırdır. Bu ise S−1H∗G (X ;k) = {0} olmasını gerektirir.

Durum 2: Şimdi, kabul edelim ki XS 6= /0 ve B, XS nin X içinde bir kapalı invaryant

komşuluğu olsun. B′ = X− int (B) diyelim. O halde

...→ H∗G (X ;k)→ H∗G (B;k)⊕H∗G
(
B′;k

)
→ H∗G

(
B∩B′;k

)
→ ...

uzun tam dizisini düşünelim. Buradan lokalizasyonun tamlığından

...→ S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (B;k)⊕S−1H∗G
(
B′;k

)
→ S−1H∗G

(
B∩B′;k

)
→ ...

uzun tam dizisi elde edilir. (B′)S = /0 ve (B∩B′)S = /0 olduğundan Durum 1 den dolayı

S−1H∗G (B′;k) = {0} ve S−1H∗G (B∩B′;k) = {0} olur. O zaman yukarıdaki uzun tam

diziden

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (B;k)

dönüşümü bir izomorfizm olur. XS nin tüm B invaryant kapalı komşulukları üzerinden

direkt limit alınırsa Alexander-Spanier kohomolojinin süreklilik özelliğinden dolayı

H∗G
(
XS;k

)
= lim−→

B⊃XS

H∗G (B;k)
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elde edilir. Süreklilik ve lokalizasyonun direkt limit ile değişme özelliği kullanılırsa

S−1H∗G
(
XS;k

)
= S−1( lim−→

B⊃XS

H∗G (B;k))

= lim−→
B⊃XS

S−1H∗G (B;k)

= lim−→
B⊃XS

S−1H∗G (X ;k) = S−1H∗G (X ;k)

elde edilir.

Şimdi A. Borel’in sabit noktanın varlığı kriterini pro-torus etkilerine

genellemesini göstereceğiz.

Not 4.16 Eğer G bir kompakt, abelyen grup ve N, G nin herhangi kapalı, normal alt

grubu ise o zaman dualite ile i : N→G içermesi î : Ĝ→ N̂ bölüm dönüşümünü belirler.

Bu dönüşümün çekirdeği

ker î = N⊥ ∼= Ĝ/N

dır. Bundan dolayı

H2 (Bi;Z) : H2 (BG;Z)→ H2 (BN ;Z)

dönüşümünün monomorfizm olması için gerek ve yeter koşul N = G olmasıdır. Eğer G

bağlantılı ise bu sonuç k katsayısı için de doğrudur, yani

H2 (Bi;k) : H2 (BG;k)→ H2 (BN ;k)

dönüşümünün monomorfizm olması için gerek ve yeter koşul N = G olmasıdır.

Bunun için H2 (BG;k) → H2 (BN ;k) monomorfizm iken N = G olduğunu

göstermek yeterlidir. H2 (BG;k)→ H2 (BN ;k) monomorfizm olsun. İçerme ve bölüm

dönüşümü ile belirlenen karakter gruplarının

0→ Ĝ/N→ Ĝ→ N̂→ 0
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kısa tam dizisini düşünelim. O halde

0→ Ĝ/N⊗ k→ Ĝ⊗ k→ N̂⊗ k→ 0

kısa tam dizisi elde edilir. Ayrıca H2 (BG;k) = H2 (BG;Z)⊗ k = Ĝ⊗ k ve H2 (BN ;k) =

N̂⊗k olup H2 (BG;k)→H2 (BN ;k) monomorfizm olduğundan Ĝ/N⊗k = 0 elde edilir.

Diğer taraftan G bağlantılı olduğundan G/N bağlantılı olup Ĝ/N torsiyonsuz olur

(Lemma 2.25). O halde Ĝ/N karakter grubu Ĝ/N⊗k, k-vektör uzayının bir alt grubuna

izomorfik olur. Böylece Ĝ/N = 0 olup dualite teoreminden N = G elde edilir.

Bu gözlemi transformasyon grubuna uygulayalım. Yani G kompakt, bağlantılı,

abelyen grubu X uzayı üzerine etki etsin ve N = Gx olsun. O zaman x in bu etkinin sabit

noktası olması için gerek yeter koşul

Bi∗ : H∗(BG;k)→ H∗(BGx ;k)

dönüşümünün monomorfizm olmasıdır. Burada Bi∗ dönüşümü, i : Gx → G içerme

dönüşümü ile belirlenir.

Bunun başka bir kanıtını aşağıdaki şekilde yapabiliriz.

Önerme 4.17 G bir pro-torus ve X bir G-uzay olsun. O zaman

x ∈ XG ⇔ Bi∗ : H∗(BG;k)→ H∗(BGx ;k) dönüşümü monomorfizmdir.

İspat: =⇒ x ∈ XG ise Bi∗ dönüşümü monomorfizm olur.

⇐= Kabul edelim ki Bi∗ : H∗(BG;k)→ H∗(BGx ;k) monomorfizm olsun. G/N

torus olacak şekilde G nin bir tamamen bağlantısız, kapalı N alt grubu vardır. Aşağıdaki

değişmeli diagramı düşünelim.

H∗(BG/N ;k)
B j∗ //

Bq∗

��

H∗(B(G/N)N(x)
;k)

��
H∗(BG;k) Bi∗ // H∗(BGx ;k)
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Bq∗ bir izomorfizm olduğundan (Lemma 4.10)

B j∗ : H∗(BG/N ;k)→ H∗(B(G/N)N(x)
;k)

dönüşümünün monomorfizm olduğu elde edilir.

Ayrıca toruslar için iyi bilinir ki

H∗(BG/N ;k)→ H∗(B(G/N)N(x)
;k)

dönüşümünün monomorfizm olması için gerek ve yeter koşul N (x) in G/N nin X/N

üzerine etkisinin sabit noktası olmasıdır, yani N (x) ∈ (X/N)G/N dir (Hsiang, 1975, s.

45).

Diğer taraftan π : X→X/N orbit dönüşümü XG≈ (X/N)G/N homeomorfizmini

belirler (Lemma 3.1). Bu ise x ∈ XG olmasını gerektirir.

Böylece eğer bir kompakt, bağlantılı, abelyen G grubu X uzayı üzerine etki

ederse o zaman S = H∗(BG;k)−{0} ⊂ H∗(BG;k) çarpımsal sistemi için XS = XG olur.

Bundan dolayı biz A. Borel’in sabit nokta teoremini pro-torus etkileri için

genişletmiş olacağız.

Sonuç 4.18 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XG;k

)
= H∗

(
XG;k

)
⊗k
(
S−1H∗ (BG;k)

)
homomorfizmi bir izomorfizm olur. Burada S = H∗(BG;k)−{0} dır.

Sonuç 4.19 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. O zaman XG 6= /0 olması

için gerek ve yeter koşul

H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k)

dönüşümünün monomorfizm olmasıdır.

60



4. SONLU BOYUTLU KOMPAKT GRUP ETKİLERİ İÇİN LOKALİZASYON
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İspat: Kabul edelim ki XG 6= /0 ve x ∈ XG olsun. Böylece BG→ {x}G ⊆ XG dönüşümü

XG → BG lif demetinin bir çapraz kesitidir, yani BG → {x}G ⊆ XG → BG bileşkesi

özdeşlik dönüşümüdür. Bu dönüşüme kohomoloji funktoru uygulanırsa H∗ (BG;k)→

H∗G (X ;k) dönüşümü monomorfizm olmak zorundadır.

Eğer H∗ (BG;k)→H∗G (X ;k) monomorfizm ise o zaman 1 ∈H∗G (X ;k) torsiyon-

suzdur ve bundan dolayı S−1H∗G (X ;k) 6= {0} olur. Buradan Sonuç 4.18 den dolayı

S−1H∗G
(
XG;k

)∼= S−1H∗G (X ;k) 6= {0} elde edilir. Açıktır ki bu XG 6= /0 olmasını gerek-

tirir.

Şimdi Teorem 4.14 ün X , sonlu çoklukta orbit tipine sahip iken kanıtı farklı bir

metod ile aşağıdaki şekilde yapılabilir.

Teoremi kanıtlamadan önce aşağıdaki lemmaları verelim. Bu lemmaların kanıtı

Deo ve ark. (1982) de bulunabilir.

Lemma 4.20 Bir finitistic uzayın C̆ech kohomoloji cebirinde pozitif dereceli her ele-

man nilpotenttir.

X herhangi bir uzay, Y bir finitistic uzay ve f : X → Y bir sürekli dönüşüm

olsun. f nin H p+q (X) e yakınsayan bir Leray spektral dizisi vardır öyle ki

E p,q
2 = H p (Y ;H q ( f ))

dir. Burada H q ( f ), f dönüşümünün Leray sheaf’idir. Kabul edelim ki F , H∗ (X)

üzerinde bir azalan filtrasyon olsun öyle ki F p/F p+1 ∼= E p,q
∞ ve kabul edelim ki s ∈

F1 (H∗ (X))⊂ H∗ (X) olsun. O zaman aşağıdaki lemmayı elde ederiz.

Lemma 4.21 0 = sn0 ∈ H∗ (X ;k) olacak şekilde bir pozitif n0 tamsayısı vardır.

Şimdi lokalizasyon teoremini kanıtlayabiliriz.

Teorem 4.22 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. S ⊆
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H∗ (BG;k) bir çarpımsal sistem ve s ∈ S ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (X s;k)

homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Ayrıca X uzayı sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.

İspat: Durum 1: İlk olarak X s = /0 olsun. O halde s ∈ S elemanı

H∗ (BG;k)→ H∗ (BGx ;k)

(her x ∈ X için) dönüşümü altında sıfır olur. π1 : XG→ X/G dönüşümünün Leray spek-

tral dizisini düşünelim. Bu spektral dizinin ikinci terimi

E p,q
2 = H p (X/G;H q (π1))

ve E p,q
∞ = Fq/F p+1 olan H∗G (X ;k) cebirinin bir azalan filtrasyonu vardır ve a ∈ F p,

b ∈ Fq ise a.b ∈ F p+q dur. Ayrıca H∗G ın süreklilik özelliğinden bir x ∈ X için x∗ =

π (x) (π : X → X/G) noktasında H ∗ (π1) Leray sheaf’inin stalk’ları H∗
(
π
−1
1 (x∗) ;k

)
=

H∗ (BGx ;k) ya izomorfik olur. Çünkü burada G sonlu boyutlu, kompakt grup ve Gx

kapalı alt grup olduğundan G→ G/Gx bir esas Gx-demet olup π
−1
1 (x∗) = EG/Gx, BGx

sınıf uzayı olarak alınabilir.

s ∈ S elemanı H∗ (BG;k)→H∗ (BGx ;k) (her x ∈ X için) dönüşümü altında sıfıra

gittiğinden H ∗ (π1) Leray sheaf’inin her stalk’unda da sıfıra gider. Böylece s elemanı

E0,∗
2 = H0 (X/G;H ∗ (π1)) de sıfır olur ve sonuç olarak E0,∗

∞ da sıfır olur. Aşağıdaki tam

diziden dolayı π∗2 (s) ∈ F1H∗G (X ;k) elde edilir. Burada π∗2 : H∗ (BG;k)→ H∗ (XG;k)

dönüşümü, π2 : XG→ BG Borel demetimsisi ile belirlenen dönüşümdür.

0→ F1 (H∗G (X ;k))→ F0 (H∗G (X ;R)) = H∗G (X ;R)→ E0,∗
∞ → 0
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X/G orbit uzayı bir kompakt uzay olduğundan Lemma 4.21 den bir n0 ∈ N için 0 =

(π∗2 (s))
n0 = (π∗2 (s

n0))∈H∗G (X ;k) elde edilir. Bu ise sn0 ∈ S olduğundan S−1H∗G (X ;k) =

{0} olmasını gerektirir. Çünkü sn0 ∈ S elemanı π∗2 : H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k) dönüşümü

altında sıfıra gider.

Durum 2: X s 6= /0 olsun. Bu durum Teorem 4.15 deki Durum 2 ile aynıdır.

Şimdi ise sonlu çoklukta orbit tipi varsayımı ile lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
dönüşümünün bir izomorfizm olduğunu gösterelim.

Kabul edelim ki G1, G2,...,Gn, X −XS kümesindeki orbit tipleri olsun. Ayrıca

si ∈ S, H∗ (BGx ;k) da sıfıra dönüşsün. O halde açıktır ki s = s1.s2...sn için XS = X s olur.

Bu ise kanıtı tamamlar.
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5. SABİT NOKTA KÜMESİNİN KOHOMOLOJİK YAPISI

Lokalizasyon teoreminin bir başka önemli sonucu aşağıdaki teoremdir.

X i→ XG→ BG Borel demetimsisini düşünelim. Eğer

i∗ : H∗G (X ;k)→ H∗ (X ;k)

dönüşümü örten ise o zaman X , X i→ XG → BG de sıfıra tamamen non homologdur

(totally non-homologous to zero) denir ve kısaca TNHZ ile gösterilir.

Kompakt uzaylar üzerine torus etkileri için aşağıdaki teorem Bredon (1968);

Dieck (1987, Chapter III, Proposition 1.18) de kanıtlandı.

Teorem 5.1 G bir torus, X bir kompakt G-uzay ve dimk H∗ (X ;k)< ∞ olsun. O zaman

dimk H∗
(
XG;k

)
≤ dimk H∗ (X ;k)

dır. Ayrıca dimk H∗
(
XG;k

)
= dimk H∗ (X ;k) olması için gerek ve yeter koşul i∗ :

H∗G (X ;k)→ H∗ (X ;k) örten olmasıdır. Yani X , X i→ XG → BG de TNHZ olmasıdır.

Burada dimk, k üzerindeki vektör uzayı boyutunu gösterir.

Şimdi biz bu teoremi kompakt uzaylar üzerine etki eden pro-torus etkileri için

kanıtlayacağız.

Teorem 5.2 G bir pro-torus, X bir kompakt G-uzay ve dimk H∗ (X ;k) < ∞ olsun. O

zaman

dimk H∗
(
XG;k

)
≤ dimk H∗ (X ;k)

dır. Ayrıca dimk H∗
(
XG;k

)
= dimk H∗ (X ;k) olması için gerek ve yeter koşul i∗ :

H∗G (X ;k)→ H∗ (X ;k) örten olmasıdır. Yani X , X i→ XG→ BG de TNHZ olmasıdır.

İspat: G/N bir torus olacak şekilde G nin bir tamamen bağlantısız N alt grubu vardır.

G/N bölüm grubunun X/N orbit uzayı üzerine etkisini düşünelim. Lemma 3.1 ve Not
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4.3 den biliyoruz ki (X/N)G/N ≈ XG ve H∗ (X/N;k)∼= H∗ (X ;k) dır. O halde

dimk H∗
(
(X/N)G/N ;k

)
= dimk H∗

(
XG;k

)
ve

dimk H∗ (X/N;k) = dimk H∗ (X ;k)

olacağından yukarıdaki teoremden dimk H∗
(
XG;k

)
≤ dimk H∗ (X ;k) elde edilir. Şimdi

teoremin ikinci kısmını kanıtlayalım. İlk olarak kabul edelim ki dimk H∗
(
XG;k

)
=

dimk H∗ (X ;k) olsun. O halde yukarıdakine benzer şekilde dimk H∗
(
(X/N)G/N ;k

)
=

dimk H∗ (X/N;k) eşitliğini elde ederiz. Teorem 5.1 den X/N, X/N → (X/N)G/N →

BG/N de TNHZ olur.

Şimdi

X → XG→ BG

ve

X/N→ (X/N)G/N → BG/N

demetimsilerinin aşağıdaki değişmeli diagramını düşünelim.

X //

��

XG //

��

BG

��
X/N // (X/N)G/N

// BG/N

H∗ (X/N;k) → H∗ (X ;k) dönüşümü izomorfizm ve H∗G/N (X/N;k) → H∗ (X/N;k)

dönüşümü örten (çünkü X/N, TNHZ) olduğundan aşağıdaki diagramdan

H∗G (X ;k)→ H∗ (X ;k)

dönüşümünün örten olduğunu elde ederiz, yani X , X i→ XG→ BG de TNHZ olur.

H∗G/N(X/N;k) //

��

H∗(X/N;k)

∼=
��

H∗G(X ;k) // H∗(X ;k)
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Şimdi kabul edelim ki X , X i→ XG→ BG de TNHZ olsun. X/N nin de X/N→

(X/N)G/N → BG/N de TNHZ olduğunu göstereceğiz. Yine demetimsilerin yukarıdaki

değişmeli diagramını düşünelim.

(E∗,∗) ve (Ē∗,∗) sırasıyla

X → XG→ BG

ve

X/N→ (X/N)G/N → BG/N

demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizileri olsun. O halde G/N bağlantılı Lie grup

olup BG/N basit bağlantılı olacağından X/N→ (X/N)G/N→BG/N demetimsisinin lokal

katsayılar sistemi basittir. Yani

Ē p,q
2 = H p (BG/N ;H q (X/N;k)

)
= H p (BG/N ;Hq (X/N;k)

)
olur. Diğer taraftan k bir cisim olduğundan evrensel katsayı teoreminden

Ē p,q
2 = H p (BG/N ;Hq (X/N;k)

)
= H p (BG/N ;k

)
⊗Hq (X/N;k)

olur. Ayrıca X , X i→ XG→ BG de TNHZ olduğundan X → XG→ BG demetimsisinin de

lokal katsayılar sistemi basit olup (Mamoru ve Toda, 1978, Chapter III, Theorem 4.4)

E p,q
2 = H p (BG;Hq (X ;k)) = H p (BG;k)⊗Hq (X ;k)

elde edilir. O halde

H∗ (X/N;k)∼= H∗ (X ;k)

ve

H∗
(
BG/N ;k

)∼= H∗ (BG;k)

olduğundan

Ē p,q
2 = H p (BG/N ;k

)
⊗Hq (X/N;k)∼= H p (BG;k)⊗Hq (X ;k) = E p,q

2
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elde edilir. Özel olarak her p, q ≥ 0 için Ē p,0
2 → E p,0

2 ve Ē0,q
2 → E0,q

2 izomor-

fizm olduğundan Zeeman karşılaştırma teoreminden (Teorem 2.58) her p, q ≥ 0 için

Ē p,q
∞ → E p,q

∞ izomorfizm olur. Ayrıca her n≥ 0 için

Hn
G/N (X/N;k)∼=

⊕
k+l=n

Ēk,l
∞

ve

Hn
G (X ;k)∼=

⊕
k+l=n

Ek,l
∞

olduğundan

H∗G/N (X/N;k)
∼=→ H∗G (X ;k)

izomorfizmi elde edilir. O halde

H∗G/N(X/N;k) //

∼=
��

H∗(X/N;k)

∼=
��

H∗G(X ;k) // H∗(X ;k)

değişmeli diagramdan

H∗G/N (X/N;k)→ H∗ (X/N;k)

dönüşümü örten olur. Yani X/N, X/N → (X/N)G/N → BG/N de TNHZ olur. Teorem

5.1 den

dimk H∗
(
(X/N)G/N ;k

)
= dimk H∗ (X/N;k)

elde edilir. Ayrıca H∗ (X/N;k)∼= H∗ (X ;k) ve (X/N)G/N ≈ XG olduğundan

dimk H∗
(
(X/N)G/N ;k

)
= dimk H∗

(
XG;k

)
ve

dimk H∗ (X/N;k) = dimk H∗ (X ;k)

olup

dimk H∗
(
XG;k

)
= dimk H∗ (X ;k)
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elde edilir.

Bu teoremin bir basit sonucu aşağıdakidir.

Sonuç 5.3 G bir pro-torus ve X bir kompakt G-uzay olsun. Eğer X , X → XG→ BG de

TNHZ ve 0 < dimk H∗ (X ;k)< ∞ ise XG 6= /0 olur.

İspat: dimk H∗ (X ;k)< ∞ ve X , X → XG→ BG de TNHZ olduğundan

0 < dimk H∗
(
XG;k

)
= dimk H∗ (X ;k)

elde edilir. Bu ise XG 6= /0 olmasını gerektirir.
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu tezde temel olarak aşağıdaki sonuç elde edilmiştir.

Teorem 6.1 G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir kompakt G-uzay olsun. S ⊆

H∗ (BG;k) bir çarpımsal sistem ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizmdir.

Lokalizasyonla ilgili aşağıdaki sorulara henüz cevap bulunamamıştır.

Soru: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir parakompakt G-uzay ol-

sun. O zaman X/G orbit uzayının kohomolojik boyutu (k üzerinde) X in kohomolojik

boyutundan küçük ya da eşit midir?

Bu sorunun cevabı G bir kompakt Lie grup iken Quillen (1971) tarafından ver-

ildi.

Eğer bu sorunun cevabı evet ise sonlu kohomolojik boyutlu parakompakt uzay-

lar için aşağıdaki lokalizasyon teoremi kanıtlanmış olur.

Soru: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir sonlu kohomolojik boyuta

sahip parakompakt G-uzay olsun. S⊆H∗ (BG;k) bir çarpımsal sistem ve s ∈ S ise lokal

kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (X s;k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?

Ayrıca X uzayı sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizm midir?
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İspat: Durum 1: X s = /0 olsun. O halde s ∈ S elemanı

H∗ (BG;k)→ H∗ (BGx ;k)

(her x ∈ X için) dönüşümü altında sıfır olur. π1 : XG→ X/G dönüşümünün Leray spek-

tral dizisini düşünelim. Bu spektral dizinin ikinci terimi

E p,q
2 = H p (X/G;H q (π1))

ve H∗G (X ;k) nın aşağıdaki özellikleri sağlayan bir azalan filtrasyonu vardır.

i) a ∈ F p, b ∈ Fq ise a.b ∈ F p+q dur.

ii) E p,∗
∞ = FqH∗G (X ;k)/F p+1H∗G (X ;k) dır.

Yukarıdaki sorudan dimk X/G ≤ dimk X < ∞ olduğundan π1 : XG → X/G

dönüşümünün Leray spektral dizisini ikinci terimi sağdan sınırlı olur, yani yeterince

büyük bir N ∈ N ve her p > N için E p,q
2 = 0 ve buradan her p > N için E p,q

∞ = 0 olur.

Dolayısıyla FN+1H∗G (X ;k) = {0} olur.

Ayrıca G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve Gx kapalı alt grup olduğundan

G→ G/Gx bir esas Gx-demet olup π
−1
1 (x∗) = EG/Gx, BGx sınıf uzayı olarak alınabilir.

H∗G ın süreklilik özelliğinden (Quillen, 1971) bir x ∈ X , x∗ = π (x) (π : X → X/G)

noktasında H q (π1) Leray sheaf’inin stalk’ları Hq
(
π
−1
1 (x∗) ;k

)
=Hq (BGx ;k) modülüne

izomorfik olur.

s ∈ S elemanı H∗ (BG;k)→H∗ (BGx ;k) (her x ∈ X için) dönüşümü altında sıfıra

gittiğinden H ∗ (π1) Leray sheaf’inin her stalk’unda da sıfıra gider. Böylece s elemanı

E0,∗
2 = H0 (X/G;H ∗ (π1)) de sıfır olur ve sonuç olarak E0,∗

∞ da sıfır olur. Aşağıdaki kısa

tam diziden dolayı π2 (s) ∈ F1H∗G (X ;k) elde edilir. Burada π2 : H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k)

dönüşümüdür.

0→ F1 (H∗G (X ;k))→ F0 (H∗G (X ;R)) = H∗G (X ;R)→ E0,∗
∞ → 0
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Dolayısıyla

(π2 (s))
N+1 =

(
π2
(
sN+1)) ∈ FN+1H∗G (X ;k) = {0}

elde edilir. Bu ise sN+1 ∈ S olduğundan S−1H∗G (X ;k) = {0} olmasını gerektirir. Çünkü

sN+1 ∈ S elemanı π2 : H∗ (BG;k)→ H∗G (X ;k) dönüşümü altında sıfıra gider.

Durum 2: Kabul edelim ki X s 6= /0 olsun. Bu durum Teorem 4.15 in kanıtındaki

Durum 2 ile aynıdır.

X sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise bir s∈ S için XS = X s dir (Teorem 4.22).

Lokalizasyon ile ilgili bir başka cevaplanması gereken soru aşağıdakidir.

Soru 2: G bir sonlu boyutlu, kompakt grup ve X bir finitistic G-uzay olsun.

S⊆ H∗ (BG;k) bir çarpımsal sistem ve s ∈ S ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G (X s;k)

homomorfizmi bir izomorfizm midir?

Ayrıca X uzayı sonlu çoklukta orbit tipine sahip ise lokal kısıtlanmış

S−1H∗G (X ;k)→ S−1H∗G
(
XS;k

)
homomorfizmi bir izomorfizm midir?
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