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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan bazi1 simgeler, a¢iklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

<a,b> R deki sonlu veya sonsuz herhangi bir aralik
Cla,b] [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1

1 Il cpa,p) C[a,b] uzayinda tanimlanan norm

L(f;x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi
1L x=y X normlu uzaymdan Y normlu uzayina doniisim

yapan L operatoriiniin normu

w;(6) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Az (f; S) f fonksiyonunun % adiml1 p —inci fark operatorii
(X0, X1, eves X; [ ] f fonksiyonunun n-yinci boliinmiis farki

B, (f; x) Bernstein polinomlari

B,,(f;x) Bernstein-Schurer polinomlari

Snp(f;2) Kompleks Bernstein-Schurer polinomlari

K, (f;x) Bernstein-Kantorovich polinomlari

KSn,(f;2) Kompleks Kantorovich-Schurer polinomlari



1.GIRIS

Yaklagim teorisinde merkezi rol oynayan teoremlerden biri Weierstrass teoremidir.

K.Weierstrass 1885 yilinda

“Sonlu [a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonu igin
lim P,(x) = f(x)
n—-oo

sartin1  saglayan {P,} polinomlar dizisi vardir.” teoremini ispatladi. Ancak
Weierstrass bu polinomlarin ne tiir polinomlar oldugu ve polinomlarin bulunma
kosullar1 hakkinda herhangi bir bilgi vermemistir. Daha sonra bazi matematik¢iler bu
teoremin ispatin1 saglayan polinomlar bulmuslardir. Bu polinomlardan biri 1912 de

Bernstein tarafindan verilmistir. Bernstein, [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar i¢in;

B,(f;x) = if(%) (Z) x¥A -0k 0<x<1

k=0
polinomunu tanimlayarak, bu polinomlar dizisinin [0,1] araliginda diizgiin olarak f
fonksiyonuna yaklastigini ispatlamistir. Bernstein polinomlar1 €[0,1] den kendisi
lizerine bir lineer pozitif operatordiir. Lineer pozitif operatorlerin yaklasim kosullar
ise Korovkin tarafindan verilmistir [1,6]. Bernstein polinomlari Korovkin teoremini
saglayan operatorlerdir. Bernstein polinomlarinin daha genel hali Bernstein-Schurer
polinomudur. Bernstein-Schurer polinomu da lineer pozitif operatordiir ve Korovkin

teoremini saglar.

Bernstein operatorleri ile siireksiz fonksiyonlara yaklasmak uygun olmadigindan,
integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda Korovkin Teoremini incelemek i¢in,
Kantorovich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatorleri tanimlamiglardir

[1]. Bu operatorler sirasi ile



n €N, f € L1[0,1],x € [0,1] ve P, . (x) = (Z) x¥(1 — x)™* olmak iizere

k+1/n+1

k f f(t)dt

/n+1

Kalf52) = (14 1) ) Pog)
k=0
n 1
Du(fi) = (1)) Pose@) [ Pas @ O
k=0 0

seklinde tanimlanir.

Bu tezdeki amacimiz Bernstein ve Kantorovich operatorlerini reel araliklardan

kompleks diizlemin kompakt bolgelerine genisletmektir.
Bu tez, birinci boliim giris bolimii olmak tizere dort boliimden olugsmaktadir.

Ikinci bolimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

verilmistir.

Ugiincii  boliim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda reel Bernstein
polinomlarmin yaklagim Ozellikleri incelenmis ve Weierstrass teoreminin ispati
verilmistir. Ikinci kistmda Bernstein-Schurer operatdrleri tanimlanarak Korovkin
teoremi, yaklagim derecesi ve asimptotik yaklagim derecesine iliskin sonuglar

verilmigtir.

Dordiincii boliimde S.G. Gal’ in  [10] daki makalesi incelenerek birinci kisimda
kompakt disklerde analitik olan fonksiyonlarla baglantili kompleks Bernstein-
Schurer operatorleri dikkate alinarak, yakinsaklik orani, es anli yaklasim derecesi ve
Voronovskaja tip teoremler incelenmistir. ikinci kisimda ise kompleks Kantorovich-
Schurer operatorleri i¢in birinci kisma benzer olarak yakinsaklik o6zellikleri

verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlere temel teskil edecek bazi tanim, teorem ve 6zelliklerden

bahsedilecektir. Bu kisimda [1, 2, 3] kaynaklar1 kullanilmaktadir.
2.1. Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzay:
2.1. Tanim

[a,b] kapal1 ve sonlu araliginda tanimli ve siirekli fonksiyonlar uzaymi Cla,b] ile

gosterelim. f, g € C[a, b], x € [a, b] olmak iizere

D (f+g)x)=f(x)+gx)

1) A € Rigin (A f)(x) = A f (x) islemleri ile bir lineer uzaydir. Bu lineer uzay lizerinde
bir norm
fllcrap) = max|f (x)]

asxs<b

seklinde tanimlanir.

2.1. Teorem

A herhangi bir kiime, F skaler cisim, S(4,F) = {f|f: A — F sinirli} lineer uzayinda
bir norm ||f |l = sup{|f(x)|: x € A} olsun. S(A, F) lineer uzayinda bir (f,,) dizisi
ve f € S(A, F) verilsin. (f,) nin f ye ||. ||o normunda yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter kosul (f;,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasidir.

2.2. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y lineer iki fonksiyon uzay1 olsun. X den alinmis her f fonksiyonuna Y de bir g

fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa o takdirde X uzayinda bir operatdr



tanimlanmistir denir ve g fonksiyonunun tanim kiimesindeki x ler i¢in g(x) = L( f'; x)

seklinde gosterilir. ¢, ffonksiyonunun tanim kiimesinin herhangi bir elemani ise

L(f(9); x), L(f)(x), L(f; x) gosterimlerinden biri kullanilir.
2.3. Tanim

X ve Y iki lineer fonksiyon uzay1 olmak tizere L : X —Y seklindeki L operatoriinii g6z

Oniine alalim. Vf;, f, € X ve Vo, €R i¢in L operatdrii

L(a fi + Bfz; x) = aL(fy; x) + B(f2; x)

kosulunu gerceklestiriyorsa L operatdriine lineer operator denir.
2.4. Tanim

X, Y iki lineer uzay, Ty ve Ty sirasiyla f've g fonksiyonlarinin tanim kiimeleri olmak
lizere, X* ={f €X: f(t) = 0,Vt€T; } ve Y* ={g€Y:g(x) =0,Vx €T, }

olsun. Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatorii X+ kiimesindeki herhangi bir
f fonksiyonunu Y* kiimesindeki pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L ye pozitif
operator denir. Yani her t € Tri¢in f (t) = O0oldugunda her x €T, igin

L(f(t); x) = 0 olur. L pozitif operatérii igin L(X*) < Y+ saglanr.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatorlere lineer pozitif

operatorler denir.

2.1. Onerme

L : X —Y bir lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda
1) L monotondur.

ii) IL(f; x)| < L(|f]; x) esitsizligi saglanir.



fspat

i) Her f;,f, € X vehert € R igin f;(t) < f,(t) alalim. Bu durumda

fi(t) — fo(t) < 0 olur. Uyar1 2.1 den

LCA®) = £0; x) = L((); x) = L(f(t); x) <0

ifadesini yazabiliriz. Buradandat € Ri¢in L (f; ; x) < L(f,; x) elde edilir.

i) —|f] <f < |f| esitsizligine L operatoriinii uygulayalim. L operatoriiniin
monotonluk ve lineerlik 6zelliklerinden sirasiyla,

L=Ifl;x) < L(f;x) < L(f ;%)

—L(fx) < L(f52 < LS %)

esitsizlikleri elde edilir. Bu ise

IL(F5201 < L{f ;%)

anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

2.1. Uyan

L lineer pozitif operatori her x € Tr i¢in f(x) < 0 kosulunu saglayan fonksiyonlar
yine aym oOzelligi saglayan fonksiyonlara doniistiiriir. Gergekten her x € Ty igin
f(x) <0 oldugundan —f(x) > 0 olur. L lineer pozitif operator oldugundan her
x €Ty igin 0 < L(— f; x) = —L( f; x) esitsizligi saglamr. O halde her x € Tr igin
L(f; x) <0 elde edilir.

2.5. Tanim

X, - lx) ve (Y, |l [ly) normlu uzaylar ve L : X —Y lineer operator olsun. Eger her
feX igin |[L(Hly < cllfly esitsizligini gergekleyen bir ¢ > 0 sayisi varsa, L
operatoriine smirli operatdr denir. Bu ¢ sabitlerinin en kii¢ligline L operatoriiniin

normu denir ve ||L||x_y ya da ||L|| bigiminde gosterilir.



2.6. Tamim

(a, b) ifadesi [a, b], (a,b), [a,b), (a,b], (—o, ®), (—, b), (a, ) araliklarindan birini

gostersin.

w;: (0,00) - R* U {oo} fonksiyonu x,y € (a, b) ve § > 0 olmak iizere

ws(8) = sup |f(x) = fW)I

[x-y|<é
degerine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [4].

w;(6) yerine w(f;6), w(5) gosterimleri de kullanilabilir. Simdi siireklilik

modiiluniin 6zelliklerini verelim.

2.3. Teorem

f fonksiyonu (a, b) araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun stireklilik

moduli,

(i) w;(6) fonksiyonu & nin monoton artan bir fonksiyonudur. Yani 0 < §; < &, ise
wf((sl) < wf(62)

(ii) f nin {a, b) de diizgiin siirekli olmast i¢in gerek ve yeter kosul

limw:(§) =0

5-0
(iii) m € N ise w(md) < mw;(6)
(iv) A > 0 reel say1s1igin w(46) < (A + Dw,(6)

V@) = fF)] < ws(It = x])

[t—x|

i) IF(0) = F@)1 < (B2 + 1) w,(6)




ozelliklerini saglar [5].

2.7. Tanim

P
k . k+i
P _) = _1\p-i p
A%f(n> Z( D (i)f< n )
=0
ifadesine f fonksiyonunun % adiml1 p —inci fark operatorii denir.

Buna gore

8- (f5) =&,

(1)1 ()-8

olup,p =2 vep = 3 igin

e (9= ()2 () 11O

n n n
s (1)« 1) o () s ()49
2.8. Tanim

f, (a, b) de taniml1 bir fonksiyon ve x,, X4, ..., X, € (a, b) olsun.
[x; f1 = f(x), k =0,1,2, ...,nile gosterelim. f fonksiyonunun 1.boliinmiis farki,

_ [xo; f1 — [x4; f]

X0, X1, =
[O' lrf] Xo — X1

seklinde tanimlanir. Yani f nin 1. Boliinmis farki,



f (o) = f(x1)

Xo — X1

[x0,x1; f] =

dir. Ortalama deger teoreminden en azindan ¢ € (x, x;) vardir dyle ki

£
1!

[x0,x1; f] =

dir. f nin 2. Boliinmiis farki

[x0, %15 f1 — [x1, %25 f]

Xo — X2

[x0, X1, X2; f] =

olarak tanimlanir. Bu ifade diizenlendigi zaman, 2. Boliinmiis fark,

f(xo0) N f(x1) N f(x2)

o, 31,223 f] = (o —x1)(xg —x2) (%1 —x0)(x1 —x2) (%3 — x0) (X2 — x1)
dir ve
[xO'xlﬂxZ; f] = fllz(lg) !€ € (a, b)

olur. f nin n-yinci boliinmiis farki

U D £ )
orxas i I = Gy o= T G = x0) e G — )
dir [7,8]. Buradan

m)
[X0, X1, .., Xn; f] = ! (E) ,§ €(a,b)

olur. Boliinmiis farklarla fonksiyonun p-inci fark operatorii arasinda;

ky_pl[kk+1 k+p
—1f<) ) ;

nln’ n ' n

P P _ f(”)(f)

P p!

,$ €(a,b)

bagintis1 vardir.



Biliyoruz ki bir fonksiyonun birinci tlirevinin isareti o fonksiyonun artan ya da
azalan olmasini, ikinci tlirevinin isareti ise fonksiyonun konveks ya da konkav
olmasini belirler. Dolayistyla boliinmiis farklar yardimiyla tiirevi ¢ok zor hesaplanan

fonksiyonlarin konveks ve konkav olup olmadiklar1 hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.

AZ -1f > 0 ise f fonksiyonuna p-inci basamaktan konveks fonksiyon denir.

AZ _1f < Oise f fonksiyonuna p-inci basamaktan konkav fonksiyon denir.

2.3. Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakhg:

Bu kisimda (L,,) lineer pozitif operatorler dizisinin siirekli fonksiyonlara yakinsaklik

kosular1 incelenecektir.

Belirtelim ki, C[a, b] uzayinda tanimli (L,,) lineer pozitif operatorler dizisi, L, (f; x)

dizisine karsilik gelen L, (f) dizisi anlamindadir.

1951 yilinda H. Bohman, toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklagsmasi problemini incelemistir.

H. Bohman gostermistir ki her x € [0,1], 0 < a;,, < 1 oldugunda

Ln(fi0) = ) f(@hn)Pen () Pen) = 0
k=0

lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda stirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

rlli_{go“L"(l) - 1||c[0,1] =0
Tlli_r)glo”Ln(t) — x|l =0

Iim (1L, (¢7) = x2llggo) = 0
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seklindedir. Bu ii¢ kosul e, (x) = x*, k = 0,1,2 olmak iizere,

lim,, o [[Ly, (ex) — ek llcpo,1] = O olarak da gdsterilebilir [7,9].

1953 yilinda P.P. Korovkin [6], genel bir teorem ispatlamis ve gostermistir ki

Bohman’ 1n kosullar1 genel halde gergeklenebilir.

2.3.1. Korovkin teoremi
2.4. Teorem

Her nigin L,,: C[a, b] = C[a, b] olmak tizere (L,) lineer pozitif operatorler dizisi
olsun. Her bir k= 0,1,2 i¢cin e, (x) = x* olmak iizere

%&%”Ln(ek) - ek“C[a,b] =0, k=012

kosullar1 gergekleniyorsa C[a, b] uzaymda olan, ayrica a da sagdan b de soldan

stirekli bulunan ve tiim reel eksende sinirli her f fonksiyonu i¢in
TIILI?O||Ln(f) - f“c[a,b] =0

saglanir [6].
fspat

f fonksiyonu tiim reel eksende siirli oldugu icin dyle bir M pozitif sayisi vardir ki
tiim x ler i¢in |f (x)| < Mdir.

f € Cla, b] oldugundan her & > 0 igin 6yle bir § > 0 sayisi1 bulabiliriz ki

t € (—oo,00) ve x € [a,b] i¢in |t — x| < § oldugunda

If@) = f) <e 2.1)

saglanir.
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x,t € [a,b] oldugunda f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli oldugundan Es. 2.1
saglanir. x € [a,b] ve t & [a, b] oldugunda ise Es. 2.1 yine gegerlidir. Ciinkii f
fonksiyonu a ve b de sirasiyla, sagdan ve soldan stireklidir.

x €[a,b] ve té&ab] igin |t —x| =8 oldugunda iiggen esitsizligi ve f nin
siirlilik 6zelliginden |f(t) — f(x)| < |f ()| — |f (x)| < 2M yazilabilir.

[t—x| _ (t—x)?

[t—x| <
=5

> 1 dir. Bu durumda

Diger taraftan |t —x| =6 ise olup

(t-x)?
52

—_+)2
G veya 2M < 2M

§2 =

O halde

olur.

(t—2x)?
52

[t —x| =& icin |f(t) — f(x)| <2M
elde edilir.
O halde her t € R ve her x € [a, b] i¢in

(t —x)?
62

lf@&) —fl<e+2M
dir.
Lo (f(8); %) — f(x) = Lp(f (£); %) — L (f (x5 %) + Ly (f ()5 ) — f ()

L,, operatoriiniin lineerligi ve liggen esitsizligi kullanilarak
Lo(f(£);%) = f(x) = Ly ((F () = F(2)); %) = FO)[1 = Ln (L5 %)]

L, (f (&) ) — f()] < |Ln ((f(t) - f(x));x)| + (Ol = Lp (15 0)]
elde edilir. Onerme 2.1. (ii) den

I (f (8); %) = fFOO| < Lp(If () = FC L x) + 1f (|1 = Ly, (15 x))]

yazilir. Operatdriin monotonlugu ve f nin sinirliligindan

(t —x)?

ILa(F (£ 0) = FOOI < L (e +2Mp—;

;x) + Me|1 — L, (1; %)

elde edilir. Operatoriin lineerliginden

2M
L (f;x) — f(x)] < eL,(1;x) + 5—2an(t2 — 2tx + x%;x) + M¢|1 = L, (1; x)|
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2My 2 2 2 2 2
<elL,(1;x)+ ?[L"(t ;x) — x4+ 2x% — 2xL,(t; x) + x“L,,(1; x) — x?]

+ ML, (1;%) — 1]
2My 2 2 2
<elL,(1;x)+ F{[Ln(t ;x) — x] — 2x[L,(t; x) — x] + x*[L,,(1; x) — 1]}
+ M |L,(1;%) — 1]
ILn(f5 %) = f(0)| < €Ly (15 %)
2My 2 2 2
=2 ULa (% x) — x| = 2x|Ly (6 2) — x| + %Ly (L 2) — 113
+M¢|L,(1;x) — 1]
yazilir. k= 0,1,2 igin e, (x) = x* olmak iizere
,llij{}o“Ln(ek) - ek”C[a,b] =0
kosullarinin kullanilmasiyla |L,,(f; x) — f(x)| < € bulunur.
O halde

1L, () = fllem = 0

saglanir ve ispat tamamlanir.

Yaklasimlar teorisinde Korovkin tipli yaklasim teoremlerine iligkin detayl bilgi i¢in

[Altomare-Campiti, 1994] isimli kaynak incelenebilir.
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3. BERNSTEIN VE BERNSTEIN-SCHURER OPERATORLERI

3.1. Weierstrass yaklasim teoremi

Her ¢ >0 ve f € C[a,b]i¢in dyle bir P polinomu vardir ki her x € [a, b] igin
|P(x) — f(x)| < & esitsizligi saglanir. Baska bir ifadeyle sonlu [a, b] araliginda
strekli her f fonksiyonu i¢in [a,b]aralifinda f e diizglin yakinsayan bir
(B,) polinom dizisi vardir [7].

Weierstrass teoremini saglayan polinomlardan biri Bernstein polinomudur.

3.2. Bernstein Polinomlar
3.1. Tanim

B,:C[0,1] - C[0,1], f € C[0,1] ve her x € [0,1] igin

n

Bl = ) £ (5) (F)x 1 - (31)

k=0
bi¢giminde tanimlanan ifadeye f fonksiyonunun n-inci (n € N) Bernstein polinomu

denir [1,7].
Paic() = (1) 241 = )"

seklinde tanimlanmak tizere [0,1] araliginda P, , (x) = 0 ve

n
D P =1
k=0

olur.

Bernstein polinomu ile Weierstrass yakinsaklik teoreminin ispatini vermeden once

ispat igerisinde kullanilacak bazi sonuglar1 verelim.



3.1. Lemma

Es. 3.1 ile tanimlanan Bernstein polinomu i¢in

Tr () = ) (k= 1) Py ()
k=0

olmak tlizere

Tho(x) =1, Ty1(x) =0, T,,(x) =nx(1—x) dir.
fspat

Ppr(x) = (Z) x*(1 — x)™* oldugunu biliyoruz.

Her x € [0,1] i¢in

n

Top () = ) (k= 1) Py ()

k=0
ifadesinde

r = 01igin
n
Tn,O(x) = Z Pn,k(x) =1
k=0
r = 11ig¢in

n n
Tn,l(x) = Z k Pn,k(x) - Z nx Pn,k(x)
k=0 k=0

14



n n
= D e Pok() = nx D Pos®)
k=0 k=0

n

k
= E —nP —
nn Wk (X) —nx

k=0

- n! k
— k _ n-k _ __
_”Zk (n—k)!k!x (1=x) n nx
=0

(n—1)! k-1 n—k
=nx (n—k)!(k—l)!x 1-x)"*—nx

(k yerine k + 1 yazilarak)

—1)!
= nx (n Enk — i)' Il xk (1 —x)"*t —nx

k=0

=nx—nx=20

r = 21i¢in

n
Toa(0) = ) (k = 1) Pyy(0)
k=0
n
= Z:(k2 — 2knx 4+ n®x%) P, ;. (x)
k=0

n n n
= Z k2P, (x) — 2nx Z kP i (x) + n®x? Z Pp i (x)
k=0 k=0 k=0

n
= z k2Pp i (x) — 2n%x? 4+ n?x?
k=0

elde edilir. Burada
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n n n
A= D K2Py() = ) k(e = DPye () + ) ePri(®)
k=0 k=0 k=0

Zk(k—l) k)'k'x A -x)"* +nx

xF(1—x)"F +nx

n!
=;(n—k)!(k—2)!

(k yerine k + 2 yazilarak)

N
=n(n— 1)x? Z( nk 2))'k' x¥ (1 —x)"* 2 +nx

=nx +n(n— 1) x?

olup

Tp2(x) = nx + n(n — 1)x? — 2n%x? + n?x? = nx — nx?
Th2(x) = nx(1—x)

bulunur.

3.1. Teorem

Cc[0,1] - C[0,1], f € C[0,1] ve her x € [0,1] igin

n

B, (f;x) = Z f (S) (Z) xk(1 = x)nk

k=0

operatorii Weierstrass teoremini saglar. Yani
lim || B, (f) — f||c[0,1] =0
n—->oo

dir. Burada
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1Bu(F) = Fllcror) = max |Bo(f3 ) —f ()]
Ispat

f € €[0,1] oldugundan & > 0 olmak {izere her x, t € [0,1] igin Gyle bir § > 0 sayis1
bulabiliriz ki |x — t| < § oldugunda |f(t) — f(x)| < € esitsizligi saglanir. Ayrica
kapali aralikta siirekli fonksiyon smirli oldugundan her t € [0,1] igin

|f(t)] < M olacak sekilde M > 0 vardr.

Birn € Z* ve her x € [0,1] igin
k .. ..
A, =A4,(x,08) = {k: |; — x| < 6} kiimesini tanimlayalim.
f fonksiyonu siirekli oldugundan k € 4,, i¢in | f (S) - f (x)| < g saglanir.

f fonksiyonu sinirli oldugundan k & A,, igin

() reo] (] ¢ ron =2

[+
——x
n

5 > 1 dir.

elde edilir. Ayn1 zamanda k & A,, ise |§ - x| > § dir. Buradan

. k 2M|E—X| .
Sonug olarak k & A,, ise | f (Z) - f (x)| < + elde edilir. O halde

i £ (5) Pas® — £
k=0

i (7 (5) = 1) Pt

k=0

|Bn (f; %) =f ()| =
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nk(x)

Sl re
k=0

< S B -r@|w+ Y |r(E) - reo|Puto
keA, k¢Ayn
<2 Pu@ 45 Y 2] P
keAy, k¢Ap
S%ipn,k(x)'*‘zTMi |__x Pn,k(x) (3'2)
=0 k=0

bulunur. Es. 3.2 de ikinci toplam ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa ve

lemma 3.1 kullanilirsa

|Bn (f; %) —f ()] S

Yo n 1/,
Z <_ - x) n,k(x)] Z Pn,k(x)]
k=0 k=0

- n /2
SR ) o

Lk=0

£+2M'1T
2 6 In?

s+2M‘1
T2 6 In?

e 2M 1 33
§+F x(1—x) (3.3)

elde edilir. [0,1] araliginda x(1 — x) en biiyiik degerini x = %noktasmda alacagindan

x(1—x) < % tiir. Bu deger Es. 3.3 de yerine yazilirsa

Balf0) —f (] S5+ oo <S4
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elde edilir. Boylece, yeterince biiyiik n dogal sayis1 i¢in

|B,(f;0) —f(0)| <&

olur. O halde
1im 1B, () ~Fleion) = 0

dir. Teorem 2.1 den [0,1] aralig: tizerinde B,(f), f € C[0,1] fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.

3.2. Teorem

Es. 3.1 ile taniml1 B,, Bernstein polinomu Korovkin teoremini saglar.
fspat

Oncelikle B,, polinomunun lineer ve pozitif operator oldugunu gosterelim.

P i(x) = (Z) x*(1 — x)™ ¥ olmak iizere Es. 3.1 yeniden diizenlenirse
n
k
Bn(f; x) = Z f (E) Pn,k(x)

k=0

elde edilir.

Her fi,f, € C[0,1] ve @, B € R igin

Bu(afy + Bfyix) = i(afl + 67 (2) s @)
k=0
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= (af1 (S) + Bfs (S)) Py ()

i () Pk +8 Z o (2) Puk®
k=0

= aBy(f1;x) + BB, (f2; x)

Il
I_\Q4=

k=0

elde edilir. Boylece B, nin lineer oldugu gdsterilmis olur.

Her t € [0,1] igin f(t) = 0 olsun.
x € [0,1] oldugundan (1 — x) € [0,1] dir. Dolayisiyla

n

f(&)=20=B,(f;x) = Zf(%) Ppp(x) =0

k=0
dir. Boylece B, nin pozitif oldugu elde edilir.

Sonug olarak B,: C[0,1] — C[0,1] lineer pozitif bir operatordiir.

DB, (e ¥) = ) Poyl0) =(1—x+ )" = 1.

Buradan da

Tlll_)n;lo”Bn(eo) - eO“C[O,l] = lim ma)f]an(eo; x) — e, (x)]

n-oo x€lo,

= lim max|1 — 1| = 0.
n-o0 x€[0,1]

n

DB, (i) = . () 21—t

k=0



n

n! . n_kk
:Z(n—k)!k!x A=

k=0

= zn: n x*(1 - x)""‘1
£ n—-k)'!k-1)! n

(k yerine k + 1 yazilarak)

— nz_l Tl! k+1 1 n—-k-1 1
_k n—k—1Dikl” 1=x) n
=0

n—1 ( 1)' 1
_ nin—1): k _o\n—k—1 _
=l m—k—Dms xA =T

k=0

- (n—1)

k (1 _ x)n—k—l

*Lm—k-—Dk™
k=0

=x
ifadesi elde edilir. O halde

Tlll_{g”Bn(el) - e1“c[o,1] = lim ma)l(]an(eﬁ x) — 61(X)|

n-oo x€[0,

= lim max|x — x|
n—-oo x€[0,1]

=0.

X n! . K
iit) B, (e,;x) = Z mx (1-x) =
k=0

ool L kk-1D o o
:;(n—k)!k!x (1=x) 2 +;(n—k)!k!x(

k
1-— x)”‘k ;

21



n Tl' k n—k1 n Tl' k ‘rl—k1
:;(n—k)!(k—z)!x 1=x) FJ’;(n—k)!(k—n!x A=x""0

(k yerine k + 2 yazilarak) (k yerine k + 1 yazilarak)

- (-2 _—
T w ;(n—k—z)!k!x(l_x)

n—1
n (n—1)! . -
P ks A

k=0

2_I_x(l—x)
n

=X

elde edilir. Buradan da

rlll_glo”Bn(ez) - ez“c[o,l] = lim max|B,(e,; x) — e,(x)|

n-oo x€(0,1]

x(1—x
IS int) B
n

= lim max |x?

n-oo x€[0,1]

= lim max
n—-oo x€[0,1]

x(1 —x)‘
n

ifadesine ulasilir. Buradaki maksimum sonlu bir deger oldugundan

lim||B,(e;) = e:llcpo.y = 0

olur.

(i), (i), (iii) ve Korovkin teoreminden [0,1] aralig1 {izerinde her f € C[0,1] i¢in
1B, () = flegox) = 0

dir.

22



3.2.1. Bernstein operatoriiniin siireklilik modiilii ile yaklasim hiz

3.1. Onerme

X ve Y birer fonksiyon uzayi f,g € X ve L : X = Y bir lineer operator olsun.

L operatorii i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi

L(fg; %) < L(f%x) 2L(g% x) /2

seklinde ifade edilir [6].
3.3. Teorem

Es. 3.1 ile tanimlanan Bernstein operatorii yeterince biiyiik n ler i¢in

3 -1
|Bu(f;x) =f ()] < S, (n72)

esitsizligini saglar.
Ispat

Siireklilik modiilii 6zelliklerinden (vi) dikkate alinarak
K o
&) -reo| < (B +1) w6

yazilir.

23

(3.4)
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Z Py (x) = 1 oldugunu biliyoruz.
k=0

Ba(f3 %) —f(x)=§n:(f( ~) = () Pai(0)
k=0

nk(x)

1Ba(fi ) ~f ()] < Z I (5) - reo
k=0

Es. 3.4 dikkate alinarak yazilirsa

1Ba(f50) —fl < ) | P

k=0 n

n k |
+1 wf(an)Pnk(x)

n n
1 k
<D 0, E0Pu @ + 5 5= x| @, @GP
k=0 " k=0

RTINS

1
= 0,8 [Bu(1; ) + 5 Bnlle =l 0| (3.5)

= w;(6n)

n,k (x)]

elde edilir. [0,1] aralifinda x(1 — x) en biiyiik degerinin x = % noktasinda alacagi ve

dolayistyla maxyepo 17 x(1 — x) = i oldugu kullanilirsa

Bn<|t—x|;x>s<i(§—x) nk<x)> (2Pnk(x)>

k=0

= (B.((t — 0% ) (B, (1; 1)) 2

—n 7 Ya
()

bulunur. Bu ifade Es. 3.5 de yerine yazilirsa her x € [0,1] i¢in



B.(f: < 6,) |1 L1
1Baf32) ~ (I < 0,8 |1+ 55 =]

elde edilir. §,, = n‘l/ 2 secilirse her x € [0,1] i¢in
3 =y
|Bu(f; ) ~f (0] < 5 (n72)

bulunur. Burada f € C[0,1] oldugundan f,[0,1] de diizgiin stireklidir.

Siireklilik modiiliiniin (ii) 6zelliginden n — oo iken 6,, = 0 olup w;(6,) — 0

dir. Dolayisiyla B, (f) in f e yaklasim derecesi \/% den daha kiigtiktiir.

3.2.2. Bernstein operatorii icin Voronovskaja asimptotik yaklasim
3.2. Tanim

n €N, (a,), (B,) birer say1 dizisi olmak {izere

lima, =0, limg, =0

n—oo n—-oo

ise (a,,) ve (B,) sonsuz kiiciilendir denir.

25

ise a,, ve c¢f3, in yaklagim hizlar1 denktir denir. Burada yaklasim hiz1 S, ile belirlenir.

Ciinkii ¢, n’ e bagli olmayan bir sabittir.

Operatorlerde

I IL,(f; %) — fC)]
im =

n-00 B,

A(n, x)
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ise A(n, x) fonksiyonu asimptotik deger, 3, asimptotik hizdir.

B, (f) operatorii i¢in Voronovskaja Asimptotik Yaklagim teoremine gegmeden 6nce
merkezi momentleri hesaplamak i¢in asagidaki lemmada indirgeme formiiliinii

verecegiz.
3.2. Lemma

Es. 3.1 de verilen Bernstein operatdrii i¢in

n
Ths(x) = Z(k —nx)® Py (%), s=012,...n=12,..
k=0

olmak tizere indirgeme formiilii
Toss1(x) = x(1 = [T () + nsT, o, (x)] (3.6)

seklindedir.

fspat

n

d d

T Tas(@) = | D k= n)* Poe)
k=0

n n
d
Tos'(0) = =5 ) (k= n0)* Pog() + ) (k= 1)° == P (¥)
k=0 k=0

Tps () = —nsTpe_1(x) + zn:(k —nx)S [(Z) xk 11— x) Rk — nx)]
k=0
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Tps (x) = —nsTp 4 (x) + Z(k — nx)Stt (Z) xk1(1 — x)n k-1 (3.7)
k=0

Es. 3.7 de her iki taraf x(1 — x) ile garpilirsa

x(1 = DT = =nsx(1 = OTs 2 (1) + D (k= 1) 1Py (6)
k=0

x(1 - x)TT:,s(x) = —nsx(1 — x)Tn,s—l(x) + Tn,s+1(x)

Tn,s+1(x) = x(l - x) [Tr:s(x) + nSTn,s—l(x)]

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
3.4. Teorem [8]

CP([0,1], R) := €?®[0,1] == {f|f:[0,1] » R iki kez stireKkli tiirevli fonksiyon}
olmak iizere f € C®[0,1] olsun.

Bu durumda

x(1—x)

lim n(B,(f;) — f(x) = =

£
fspat

Voronovskaja asimptotik yaklagim i¢in

f" € €[0,1] oldugundanTaylor formiilii kullanilarak

1O=rrsEros b ol on
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yazilabilir. Burada u(h) her h igin sinirlidir. Yani M > 0 olmak tizere |u(h)| < M
ve h = 0igin u(h) — 0 dir.

Es. 3.8 de her iki taraf ( ) x*(1 — x)™* ile garpildiktan sonra k = 0 dan k = n ye

kadar toplanip

1
B,(1;x) =1, B,(t;x) = x, B,(t%x) = x*+ Ex(l —x)

oldugu da kullanilirsa

" (x)x(1 - C k
B0 =1 + L0 ot (o) pu 69

elde edilir. Es. 3.9 da

A= i(k — nx)?* (S — x) Py(®)

diyelim. f € C[0,1] oldugundan diizgiin siireklidir her € > 0 ve her x € [0,1] i¢in x
den bagimsiz bir § > 0 sayist igin |S — x| = |h| < § oldugundan |u(h)| < € dir.

Dolayisiyla

A<e Z (k — nx)?P, ,(x) + M 2 (k — nx)?P, (%)

|%—x|<6 |%—x|26
£ M~k *
=L@ 5 (S x) Pu®
k=0

€
= n—nx(l —x)+—— 57 T,.(x)

M.M, 1
x(l —x)+ max x(1 —x) = T M.M, = K(sabit)

on*’ x€[0,1]

S =
4n+52 ’

£ K K
£
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bulunur. A, Es. 3.9 da yerine yazilirsa

B,(f;x) < f(x) +f”(x)xr(l1 — %) P

2 n
elde edilir.
1 1
lim n[B, (f;x) — f(x)] = lim Ef”(X)x(l —x) = Ef”(x)X(l —x)

bulunur. Burada @ f" (x) asimptotik deger, % asimptotik hizdir.

3.2.3. Bernstein operatoriiniin boliinmiis farklar ile ifadesi

3.5. Teorem

—,k =0,1, ..., n noktalarinda f fonksiyonunun sonlu farklar ile ifadesi

n

NGEEDNWIVION

k=0

bi¢imindedir [5].
fspat

B,, operatdriinili tanimlayan serinin diizgiin yakinsak olmasindan dolay1 seri teri terim

turevlenebilirdir.
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Bu(f; %) = 2 () —orrr ()
k=0

ifadesinde x e gore bir kez tlirev alinirsa
X k
TOFea) = M\, k=101 _ k(X
BL(f:x) = kz (o) k2 = om kg ()
=0

- ZO (3) (= kxk (1 = )k (S)
Z (n— k)' T A= (S)

Z(n k)|k'(n )X (1 — x)nk- 1f( )
1

< n(nkl) (1 — x)”klf(k+1) zn:n k,(l x)nk1f<)
k=0 k=0
-3 ) O] Dt
k=0

Es.3.10da f (k+1) f( ) = Af (S) ile gosterilsin.

Es. 3.10 da x e gore tiirev alinirsa

s = [ () (9] et
g ) B0 ek

- [f (k . 1) -/ (S) n Enk_—li;! P Gl
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“n [f (k + 1) _f (g)] - Enk—_ll);! (k= 11 - 9k

o [f<k+1>—f<k) (n—1)! 1(1 — ynket

n

o] n n—k—-D!(k-1)
Sok+1 Ry =D
—nkzo[f( n >_f<5) m—k—2k 7%

(birinci toplam ifadesinde k yerine k + 1 yazilirsa)

=n-1) ni [f (k . 2) -f <k . 1) (n Enk_—zz);! R
k=0

n n

—n(n-1) Z; [f (#) —f <§>] (n Enk_—zz);! PR Gl

=nn-1) :Z;z [f (kan> -2 (lcrzi) +f (S) (n Enk_—zz);! PRl

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

BRfGO) =AML G0) =+ vh) = (1) F+ (0= DR) + -+ (- 1)"F (x)

olmak iizere h = %Ve v =0,1,..,nicin A} f(x) = AYf(x) yazarak

n—v

Br(LV)(f; x)=nn—-1)..(n—v+ 1)1§A”f(§) ( I )x"(l — x)nk-v
k=0

kxm-v
n

—n(—1) . (n—v+1) [A"f(O)(l—x)"‘”+A"f( )( V) a1 - i

bulunur. x = 0 alinirsa
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BO(£;0) =n(n—1) ...(n — v + DAYF(0)

olur. B, operatoriiniin Maclauren agilimi ve yukarida esitlik birlikte diisiiniiliirse

n n

)
B = ) e =5 (MY e pope (311)

v=0 v=0

elde edilir. Burada

Any = (Z) A?£(0) denilirse

o= L1 (1RO, L

v! n n / (Ax)v '

£ (0)

olur. Eger f tlirevlenebilir ise n = oo i¢in a,,,, ifadesi
g k!

a yakinsar. Dolayisiyla

Es. 3.11 in sag tarafi f fonksiyonunun Maclauren seri a¢iliminin ilk (n + 1)

terimidir.

3.3. Bernstein-Schurer Polinomlari
3.3. Tanim

p € N, olmak iizere
B,,:C[0,1+p] - C[0,1]

Her f € C[0,1 + p], x € [0,1] ve n € N igin Bernstein-Schurer operatorleri

n+p

B0 = D P () P = (" P) 21 — e (3.12)
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ile tanimlanir.

3.6. Teorem

Es. 3.12 ile tanimlanan Bernstein-Schurer operatorleri Korovkin teoremini saglar.
fspat

Oncelikle B,, in lineer ve pozitif operator oldugunu gosterelim.

Her a, B € R, her f,, f, € C[0,1 + p] igin
n+p

By (@fi®) + B ) = ) P (@fi® + BLD)

n+p n+p

=D Pu@afi®+ ) P BL®

n+p n+p

@ Pu@ AO +6 ) Pu@ £O

= aB,,(fi(t);x) + BB, (f,(); x)
oldugundan B, , lineer bir operatordiir.

n+p
k

oldugundan f > 0O ise B, ,(f; x) = 0 dir. O halde B, ,, pozitif bir operatérdiir.

k=012..n €N ve x€[01] igin Ppu()=("7P)x*1-x)"r* 20

B, lineer pozitif operatordiir.



n+p

B, (eri ¥) = ) Puy() =1

elde edilir. Buradan da

= lim max |Bn_p(e0;x) — eo(x)|

lim|[B,,,(e0) =€l ., = lim max

=lim max |[1-1|=0
n—-oo xe[0,1+p]

bulunur.
n+p .
ii)Bn,p(el; X) = z (Tl -IL_ P) xk(l _ x)n+p—k£
k=0
n+
: (n+p)!

k

— k _ n+p-k __

£ (n+p—k)!k!x 1= n
=0

n+p

B (n+p)!
B L (n+p— k)t (k-1

xk (1 _ x)n+p—kl
n

(k yerine k + 1 yazilarak)

n+p-1 |
— (Tl + p)' xk+1 (1 _ x)n+p—k—1 l
L n+p—k—-1)k! n
=0
n+p-1

_ (n+p)(n+p—1)!xk
L n+p—k—1'k!
=0

x (1 _ x)n+p—k—1 1
n

n+p-1

n +p—k—1!k!

=x+—x

S

bulunur. O halde

n+ n+p-—1)!
p x Z ( p ) Xk (1 _ x)n+p—k—1
k= (Tl

34
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= lim max |Bn,p(el;x) — el(x)|

rlll_)n:“ljlan‘p (el) - el”c[()'l-{-p] n-oo x€[0,1+p]

= lim max
n-oo x€[0,1+p]

x+£x—x|
n

= lim max

=
—X
n-oo x€[0,1+p]

n

ifadesine ulasilir. Buradaki maksimum sonlu bir deger oldugundan

BB ) = €1l = ©
olur.
n+p ( )| k2
. n + p . i i
iii) Bn_p(ez;x) = k (n+p—-k)! k!xk (1 —x)™r kF
=0

n+p |
_ (n + p) Xk (1 _ x)n+p—km

Li(n+p—k)k! "

=0

n+p

(Tl+p)! k n+p-k k
+k (n+p—k)!k!x (1= n?
=0
<« (n+p)!

1
— k 1_ n+p-k ___

2 it p—llk—an® E=0"5
=2

n+ p)! )
1-— n+p-k __
+k (n+p—k)!(k—1)!x( *) n?
=1

(birinci toplam ifadesinde k yerine k + 2, ikinci toplam ifadesinde k yerine k + 1

yazilirsa)

_Xn+p)ntp-1) Z D1y

n? +p—k-—-2)k!
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n+p-1

n+p (n+p-—-1)! .
1_ n+p—-k-1
+ n? x IZ_: (n+p—k—1)!k!x 1 =x)

n2p—1) + -1 n+
2y (Zp )Zp(p )x2+ pr
n n

elde edilir. Buradan da

= lim max |Bn‘p(e2;x) - ez(x)|

1111—>r2>||Bn‘p (ez) —& ||c[0,1+p] n-oco x€[0,1+p]

2p—1D+plp—-1 +
2+n(p ) +p(p )x2+n P

= lim max |x
n—-00 x€[0,1+p] n? n?

. np-1)+plp-1) , n+p ‘
= lim max x* + X

n—-00 x€[0,1+p] n2 n2
ifadesine ulasilir. Buradaki maksimum sonlu bir deger oldugundan

Tlll_)n;lo”Bnp(ez) - ez||C[0,1+p] =0

olur. (i), (ii), (iii) den ve Korovkin teoreminden [0,1 + p] aralig1 iizerinde her

f € C[0,1+ p] i¢in

0,1+p
3.3.1. B, ,(f) operatoriiniin siireklilik modiilii ile yaklasim hiz1
3.7. Teorem [9]

L,:C[a,b] = C[c,d] olmak tizere (L,) lineer pozitif operatorler dizisi olsun.

X € [c,d] olmak iizere
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az(x) = L,((t — x)?; x) alimirsa, f € C[a, b] igin

L0 = FGOI < I @G0 = 11 + (£, + (1,80) ) 0 (@, ) (3.13)
fspat

f €Clab],x €]c,d],t €lab]lve 6> a,(x) olsun. Siireklilik modiiliiniin

tanimindan

[t — x|

lf@®) = < wp(lt —x]) < < + 1) w(8)

La(f(£);0) = f () = La((F(®) = £ (D)5 %) = FOOL = Ly (1;5)]

1L (f5) = FOOI = |Ln (£ = £@); )| + IF @I = Ly (132

elde edilir. L,, operatdrii monoton oldugundan

ILn(f; %) = FOOI < Ly (If () = OO0 + [F (OIIT = L (1) (3.14)
yazilir. Eg. 3.14 de

A = L,(|f(@®) = f(x)]; x) diyelim.

Siireklilik modiiliiniin (vi) 6zelligi dikkate alinirsa

A< L, (67t — x| + Dws(8); x)

yazilir. Operatoriiniin lineerligi kullanilirsa

= w;(8)(Ln(1;2) + 67 1L, (It — x| ;X))

elde edilir. Bu ifadeye dnerme 3.1 uygulanirsa

= 0,(0) (L L) + 571 L, (¢ = 0% 0 oLy (L))
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bulunur.

571 < a;1(x) oldugundan

(Ln<1;x)1/zan<x))>

1
A < w;(6) (Ln( 1;x) + )

bulunur. Bu ifade Es. 3.14 de yerine yazilirsa

an(x)

Lo (f; ) = FOOI < w,(8) (Ln( 1;x) + (L (1; x)l/zan(x)))

+HfOI1 = L, (1; )]

olur. Boylece istenilen elde edilmis olur.
3.8. Teorem

Es. 3.12 ile tanimlanan Bernstein-Schurer operatorii igin

a,(x) = XAy pxroxtl) 1A imak iizere
n 24n

n n2

A
|Bn.p(f; x) _f(x)l < 3w, \/;

dir. Burada A, n den bagimsiz sabit bir sayidir.
fspat

Teorem 3.7 yi dikkate alarak once a,,(x) = B, ,,((t — x)?; x) ifadesini hesaplayalim.



B,,:C[0,1 + p] — C[0,1] lineer pozitif operatdrler dizisi olmak iizere
B, ((t — x)*x) = By, (t*;x) — 2xB, ,(t; x) + x*B,,,(1;x)

n@2p—-1)+plp-1) n+p
x? + — x? + — X

—2xr — 202 4y
n

_ 2pnx* —nx* +p*x® — px* + nx + px — 2pnx*

n2

_nx(1—x) +px(px —x + 1)
= —

_x(l—x)+px(px—x+1)
B n n?

sonucundan

a,(x) =06, = \/X(l —X) +px(px —ZX +1) ’
n n

1
yazilir. max, ¢, (1 — x) = ; olup

pp_1
1 5G-3+D
an(x)s\/—+L
4n n2

1+ +1
< ’#, A=1+p(p+1)

1

2

ST=

dir. Bu sonug Es. 3.13 dikkate alinarak B, ,, operatorii i¢in yazilirsa

By (f; X) = FCO| < IFO|B,,(1;x) — 1]

+ <Bn,p(1: x) + (Bn,p(l: x))1/2> wg(a,(x))

39



1 |A
=200(7 0

A
< 3wy \/;

elde edilir. Burada f € C[0,1 + p] oldugundan f, [0,1 + p] de diizgiin siireklidir.

Siireklilik modiiliiniin (ii) 6zelliginden n — oo iken 6,, = 0 olup w;(6,) — 0

dir. Dolayisiyla B, ,(f) in f e yaklasim derecesi \/% den daha kiiciiktiir.

3.3.2. B, ,(f) operatorii icin Voronovskaja asimptotik yaklasim
3.3. Lemma

Bernstein Schurer operatorii i¢in

n+p

Ty (@) = ) (k= G+ P)X)* Py ()

olmak tizere indirgeme formiilii

Tripss () = x(1 = O[T (0) + (0 + P)STy s, (0]

seklindedir.

40
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fspat
Bernstein operatorii igin verilen ispata benzer olarak yapilir.
3.9. Teorem

C?([0,1 +p],R) = C®[0,1 + p]
= {f|f:[0,1 + p] = Riki kez stirekli tiirevli fonksiyon}

olmak iizere f € C®[0,1 + p] olsun. Bu durumda

x(1-x)

lim(n +p) (B, (f; ) = f(0) = =———f"(®)

saglanir.
fspat

Voronovskaja asimptotik yaklagim i¢in Taylor formiiliinden

()= 10+ ()0 () e v )

yazilir. Burada w(h) her h i¢in smurhdir. Yani M > 0 olmak tizere |u(h)| < M ve
h = 0i¢in u(h) - 0 dir.

Bu esitligin her iki tarafi (n Z p) x¥(1 — x)™P* jle garpilip, k =0dan k =n+p

ye kadar toplam alindiktan sonra

B,,(1;x) =1, B,,(t;x) =x+ Bx,
n
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n2p—1) + -1 +
N Cp-1)+pp )x2+n P
n? n?

B,,(t%x) = x?

oldugu da gbz oniinde tutularak

f"()x(1—x)
2(n+p)

B,,(f;x) =f(x)+

+ Z(k —(n+ )0 (% _ x) P, . (x) (3.15)

elde edilir. Es. 3.15 de

n+p

A=Y k=t P07 u (s ) Pus)

diyelim. A terimi i¢in bir {ist sinir bulmak istiyoruz. € > 0 yeterince kiiciik bir sayz,
x € [0,1] ve x den bagimsiz bir § > 0 sayis1 i¢in |% — x| = |h| < § oldugunda

|u(h)| < & dir. O halde,

A<e D k=@APDPLE+M ) (= (+p0)Py(0)

k k
|m—x|<5 |m—x|26
M n+p k 4

€

=Gy e+ 5 0 (75 ) A
=0

R ) V¢ Ry —" Ry V)
= Ty n+p)x x O x

3 M.M, 1
< — _— — = — =
< (n+p)x(1 x)+62(n+p)4’ ,ﬂﬁﬁx(l x) ik M.M, =K
< £ + K 5= K
“4(n+p) 62(n+p) | e

& & &£

it mrp - ‘mrp

elde edilir. A, Es. 3.15 de yerine yazilirsa



f"(x)x(1—x) e €
2(n+p) (n+p)

B, (fix) < f(x) +
bulunur. Boylece

1 1
lim(n + P)[Bnp (f; %) = f(0)] = lim 2 £ (0)x(1 —x) = 5 f"()x(1 = x)

sonucuna ulasilir. Burada @ f" (x) asimptotik deger, ﬁ asimptotik hizdir.
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4. KOMPLEKS KANTOROVICH-SCHURER POLINOMLARI

Bu boliimde R de Bernstein-Schurer operatorleri i¢in yapilan incelemeleri C ye
genisletecegiz. Ik kisimda C de bir bolge tanimlayip bu bodlgede analitik olan
fonksiyonlar i¢in kompleks Bernstein-Schurer operatorleri yardimi ile yakinsaklik
oran1 ve Voronovskaja tip asimptotik yaklasima iliskin sonuglar verecegiz. Ikinci
kisimda kompleks Kantorovich-Schurer polinomlar1 tanimlanarak es anli yaklagim
ve Voronovskaja tip asimptotik yaklasim teoremleri incelenecektir. Bu amacla

S. Gal’ in [10] ve [11] eserleri kullanilmustir.
4.1. Kompleks Bernstein-Schurer Polinomlari

4.1. Tanim

D={z€C:|z| <1} ve A(D) = {f|f: D c C - C analitik fonksiyon} olmak iizere

her z € C ve her f € A(D) i¢in

n

B.(f;2) = z (7) 2 — 2 (S) (4.1)

k=0

seklinde tanimlanan ifadeye kompleks Bernstein polinomu denir.
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4.1. Teorem

0<a<1R=aR=1-aolmakiizere |z — a| < R dairesi [0,1] araligin1 igersin.
Eger f(z) = Y5 ock (z— a)* fonksiyonu |z — a| < R de analitik ise, bu durumda

|z — a| < R de diizgiin olarak

lim B, (f;2) = f(2) dir [4].

Bernstein’in kompleks Bernstein polinomlar ile ilgili verdigi yukarida ki teoremde
dikkat edilirse sadece yakinsaklik verilmis fakat yakinsaklik oranina iliskin bir sonug
elde edilmemistir. Son yillarda yapilan ¢aligsmalarda genel olarak kompleks operator
dizilerinin yaklagim derecesinin bulunmasi problemi ele alinmaktadir. Yaklasim

derecesi ile ilgili [11] de S. G. Gal’in verdigi teorem soyledir.

4.2. Teorem
R > 1i¢in D = {z € C: |z| < R} ve f: Dg — C analitik olsun.

i)1 < r < R keyfi sabit olmak tizere her |z| < r ve n € N i¢in

|B,(f;2) — f(2)] < CTT(f) dir. Burada

0<C.(f) = wZ]’(}' —1)|¢j|r7 "t <
j=2

seklindedir.
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ii)1 < r < r; <R keyfi bir sabit ise, bu durumda her |z| < r ve n,p € N igin

Cr,(f)pin
n(r, —r)ptt

B, P (f;2) — fP(2)] <

dir. Burada G, (f), yukarida (i) ozelligindeki gibi verilmistir.
4.2. Tanim

D, ={z€C:|z| <1}, D, € G, G c Cacik kiime f: G — C analitik fonksiyon ve

p € {0,1,2, ...} olmak lizere

n+p

Swin =y ("TP)a-omrir (D), zec (+2)

k=0
seklindeki ifadeye kompleks Bernstein-Schurer polinomu denir.

Ozel olarak p = 0 igin klasik kompleks Bernstein polinomu elde edilir.
4.1. Lemma

Es. 4.2 ile tamimlanan kompleks Bernstein Schurer polinomu igin A/, j. mertebeden

sonlu farki gostermek tizere

n+p

S = ("77)al, fOe @

Jj=0



fspat

47

Teorem 3.5 de verilen reel degiskenli Bernstein polinomuna benzer olarak yapilir.

4.1. Onerme

0<x;<1, j=12,..,k olmak iizere
k k

1—II%S (1-x))

j=1 j=1
fspat
k=1iginl—x; <1—x;dir

k =t i¢in dogru olsun. Yani
t t

1—[]%3 (1-x)

j=1 j=1

esitsizligi saglansin.

k =t + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

t+1

1 - | | x] s 1 - xl.xz ...xt.xt+1 + xt+1 - xt+1

j=1

(4.3)
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t
= 1 - xt+1 + xt+1(1 - xl.xz ...xt) = 1 - xt+1 + xt+1 1 - nx]
j=1
t t+1
Sl—xt+1+xt+12(1—xj)s Z(l—xj) (OS ij1).
j=1 j=1

4.3. Teorem

peENU{0}  R>p+1 olsun. Dy ={z € C:|z| < R} ve f:Dg —» C bir analitik

fonksiyon olsun.

)1 <rver(p+1) <R olmak iizere her |z| <rven €N igin
[Snp(F32) = F (2] < MZ7, (F)
saglanir. Burada
o (2k(k—1) 1 rk
() —
0 < M (f) = kZl|Ck| {W [(p + Dr]* + ;[(P + D] - 7} < o

dir.

iNl1<r<r <r(p+1) <Rkeyfi bir sabit ise, bu durumda her |z| <71 ve

n,j € Nigin

») ;
|[Sup(f; D] = FO(2)| < %

esitsizligi saglanir.
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fspat

k

i)e,(z) =z"* ile gosterilsin. Boylece f, Dy de analitik oldugundan her z € Dy i¢in

f@) =) azk =) e
k=0 k=0

olup

o0}

Sn,p(f; z) = Z Ck Sn,p(ek; z)

k=0

yazilir. Buradan
[Sup (£ 2) = F] < ) Teul[Snp (e 2) = ex(2)]
k=0

dir. |S,,(f;2) — f(z)| ifadesinde neNolup 0<k<n+p ve k>n+p

olmak tizere iki ayr1 durum dikkate alinacaktir.

Lemma 4.1 i dikkate alarak asagidaki durumlari inceleyelim.

1.durum:

k = 0 ise, bu durumda S, ,,(ex; z) — ex(z) = 0 dir. Dolayisiyla 1 < k < n + p icin

incelenecektir. Burada

cP — (n+P

nie = )A{ nek(O) ile gosterilirse

c® = (" ;r ) e 0.5, 2] £ elde edili.

ex konveks fonksiyon oldugundan ve Tanim 2.8 dikkate alinirsa



1

Snp(f; 1) degeri hesaplanirsa

n+p

Snp(f32) = Z (n -]I(_ 'p) Zk(1 — Z)n*okf (%)

k=0

1
= Zo(l _ Z)n+pf(0) + (Tl + p)Zl(l _ Z)n+p—1f (E) + .

G- (D

S0 = f (L) = £ (1+5)

bulunur. Buradan S, ,(e,) (1) = e (?) yazilabilir. Ayrica

n+p
n+py n+p\~
Sn,p(ek; 1) = z ( j )A{/nek(o) = ( n )
j=0 IS

njk

dir. Bu ifade dikkate alinirsa

n+p k Kk

z c® Z c® (" +P)
njk = njk = n

7=0 7=0

oldugu goriiliir.

1 <r<r(p+1) <R olmak iizere her |z| < ri¢in

k
[Sup e 2) = e = | €@ = (@)
j=0

k-1

[Snp(eri2) — e (@] = |[CF — 1| ex( + ) P ej(2)
j=0

yazilabilir. Es. 4.4 de iiggen esitsizligi uygulanirsa;

, ,i] 2 > 0 dir. O halde C(p) > 0 dir.
nlnJ

50
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K
|Sn,p(ek; z) — ek(z)| < |[C${)’k — 1] ek(z)| + cr(f,’j),kej(z) — C,(fk),kej(z) (4.5)
j=0
K
<|c® —1|r+ | B —cE [ (4.6)
=0

elde edilir. Burada

® _(Mm+P\[, 0L .. ﬁ]ﬁ
Cn,k,k_( k )[ek’O,n, oy

dir. e, (&) = &k, e,gk) (&) = k! oldugu ve Tanim 2.8 kullanilarak

w __ @tp)l @ K
ik m+p—k)Nk! k! nk

_(n+p—k)!(n+p—k+1)(n+p—k+2)...(n+p)
B (n+p—k)nk

_(n+tp—-k+Dn+p—k+2)..(n+p)
= %

(4.7)

elde edilir. Es. 4.7, Es. 4.6 de yerine yazilirsa

nm+p—-k+1D)n+p—-k+2..(n+p)
nk

1 k

r

|Sn,p(9k;Z) - ek(Z)l <

m+p)* m+p-k+Dn+p—k+2)..(n+p) e

+
nk nk

n+p)¥ m+p-k+D+p—k+2)..(n+p)] ,
SZ[ Y oy lr

k
; [—(" ) 1]rk (48)

olarak elde edilir. Es. 4.8 deki

l(n+p)"" m+p—-k+1D(n+p—k+2)..(n+p)
nk nk
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ifadesinde onerme 4.1 kullanilarak

[(n+p)k_(n+p—k+1)(n+p—k+2)...(n+p)
nk

nk
k
_(n+1o)k1 l—ln+p—k+j
- nk 9 n+p
j=1
k k
<(n+p)"z(1 n+p—k+j>_(n+p)"zk—j
- nk 4 n+p - onk Ln+p
j=1 j=1
k(k + 1)
k-
nk n+p

J— k - -
_k(k—=1D)(m+p)*  k(k 1)( P)k < M(p + 1)k (4.9)

" 2(n+p) nk " 2(n+p) n “2(n+p)

elde edilir. Diger taraftan dogrudan dogruya

(n + p)* - n* + (11() nf~1pl + (12() nk=2p2 4 ... 4 pk — nk

nk nk

. (k .o _ . (k .
B ()it ()
= <

nk nk

= %[(p + 1)k —1] (4.10)

bulunur. Es. 4.9 ve Es. 4.10, Es 4.8 de yerine yazilirsa

k

K= 1) o e + % [( + Dr* - % (4-11)

|Sn,p(ek;z) - ek(z)| < 2(n + p)

sonucuna ulasilir.

2.durum:

1<r<r(p+1) <R olmakiizere k >n+p = 1ve |z| < rigin

|Sn,p(ek;z) - ek(z)l < |Sn,p(ek,)(z)| + |ek(Z)| < |Sn,p(ek)(z)| + rk
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k

k k k
S<n+p> r”+p+rkS<—n+p) rk+<n+p> rk=2<n+p) rk
n n n n

=2 (1 + %)krk <2[(p + Dr]* < ZglkT_pl) [ + Dr]~. (4.12)

1.durum ve 2.durum birlikte diisiiniiliirse Es. 4.11 ve Es. 4.12 kullanilarak istenilen

esitsizlige ulasilmis olur.

ii) I',r; > r yarigaplh O merkezli bir daire, |z| < r ve v € T" olmak {izere

|v — z| = r; — r olsun. Cauchy tiirev formiiliinden her |z| < rven € N igin

dv

(f;v)—f)
2mi f -

(v —z)J*t

|[Snp (s D]V = fP(2)| =

|%ﬁw f@)| o 1 Mz (it
—an — |dv |—2 szrln(f)WZNH =1

elde edilir. Hipoteze gore

o)

f@ =) a2k

k=0

|zZ] <r(p+1) <R de mutlak ve diizgiin yakinsak oldugundan Mz(pr)n(f) < o

oldugu agiktir.
4.2. Lemma

Kompleks Bernstein Schurer polinomlart i¢in indirgeme formiili her z € C igin

z(1-2z) |, n+p)z
MTr+1,n,p (Z) = Tﬂk,n,p (Z) + Tﬂk,n,p (Z)



seklindedir.

Ispat
n+p

Sk,n,p(Z) = ZO (Tl ‘]|' p) ) (1- Z)n+p—ijk
]=

ifadesinde z ye gore bir kez tiirev alinirsa

n+p

dSynp(2) n+p
DREZLE Jj=1(1 — \n+p—j;
17 Z( j )JZ (1-2) j*
Jj=0
n+p
n -+ ; ) .
-, (D)@t - pa - e
j=0
n+p n+p
Z n+p ZI71(1 — Z)mtp-i ket —Z (n] p)zj(n+p)(1 — Z)MPLjk
= ]=0
n+p
+ Z (Tl -]I_ p) Zj(l _ Z)n+p—j—1jk+1
j=0

elde edilir. Bu ifadedeki her bir toplam n**! e béliiniirse

, n+p k+1
T[k,n,p(z) _ Z n+p j=171 _ \n+p—j (L)
n . 0( Ji )Z 1=2) n
]:
n+p - k+1
n+p\ _i—1 (]
j _ n+p—j-1 (2L
+Z( Ji )Z =2 (n)
j=0
n+p

n+py i "
—Z( i )21(n+p)(1—z)"+p J 1nk+1

~.
o

bulunur. Ifadenin her iki tarafi z(1 — z) ile ¢arpilirsa
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+

. k+1
2(1 - 2) T Z ("t P) - e (L)
n+p k41
Z Tl + P j+1(1 _ Z)n+p—j (i)
C n
n+p "
n + p , . ]
Z ZJ+1(n+p)(1—z)”+p ]nk+1
elde edilir. Buradan her z € C i¢gin
T (n+p)z
z(1-2) P = =(1- Z)nk+1,n,p(z) + ZT[k+1,n,p(Z) - Tnk,n,p(z)
z(1-2) , (n+p)z
— Tknp (z) = Tk+1np (z) - Tnk,n,p (2)
Z(l -z) (n+ p)z
Tr+1np (z) = n knp( z) + —— Tk n,p (2)

sonucuna ulasilir.

Kompleks Bernstein Schurer polinomlari igin Voronovskaja tip yaklagimi

inceleyelim.
4.4. Teorem

p € NU {0} ve R > p + lolmak tlizere Dy = {z € C: |z| < R} ve f: Dy — C analitik

fonksiyon olsun. bu durumda her |z| < 1 ve n € N igin

1—
Sup(F32) — £ - Lap () - 2D | < o)




esitsizligi saglanir. Burada
0 < My(f) = D lexl[Ce = DA + DF" + (k = DBy + D¥?] < oo

A, = (k= D[4k — Dk — 2) + 2] ve

Byp = (k—D[p(5k — 4) + p? + k(4k — 7)] [10].
fspat

ex(z) = zF ve Tnp(Z) = Spp(ey; z) gosterimleri kullanilacaktir. k = 1 igin

n+p

n+p\ ; ]

unp (@) = Spae) = ) (1 F) /A= areroi
j=0

n+p

= Lp)' J(1 = z)ntpJ i
n

MCET RN

+
Z(TH_Z.) )Zj(l—z)”"'p_j_l=Z+§z=el(z)+%

oldugu dikkate alinirsa

Snp(f32) = f(Z)——zf()_Mf )
OO 11 -2)kk -1
< kz=2|Ck| ﬂk,n’p(Z) — ek(z) _ %ek(z) _ z ZZn ( )

elde edilir. Lemma 4.2 den

Z(1 —2) (n+p)z
nk+1,n,p(z) = n knp( ) —ﬂk,n,p(z), z € C.
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211 -2)k(k—1)
2n

k
Einp(®) = Tionp(2) — ex(2) = e (2) - (4.13)

Ejy n,p(z) polinomunun derecesi < k dur.
EO,n,p(Z) = 7TO,n,p(Z) - eO(Z) =1-1=0
_ p _ p p _
Einp(2) = M1np(2) —€1(2) =~ e1(2) = e1(2) +—e1(2) —e1(2) =~ e1(2) = 0

Lemma 4.2 indirgeme formiiliinden yararlanilarak

Bonp@ = 2 D@+ P @) - - B

B zk1(1 —zzzk(k -1 (4.14)
Futnp(@) = Tiinp@ = €12 - o Doy )

B zk=2(1 - Z)(ZI;— 1k —2) (4.15)
By (@) = T2 (2) — (= 172 - EEZ D2

B (k—1)(k —2)%z83(1 - 2) N (k—1)(k —2)zk2 (4.16)

2n 2n

yazilir. Es 4.14, Es. 4.15, Es. 4.16 ve Es. 4.13 de yerine yazilirsa

z(1-12) N (k—1)z¥1(1-2) N p(k —1)?(1 — z)zF 1

Ek,n,p (Z) = E],C—l,‘l’l,p (Z)

n n2
(k—1D(k—=2)?%z21-2)? *k-D(k-2)zF<11-2)
+ 2n? B 2n?
N (n+p)z By (@) + (n : p) S 4 p(k — 2)2(71 +p) k

N (n+p)(k —1)(k — 2)%zF1(1 - 2) _ —ﬁzk zK"1(1 - 2)

2n? n 2n
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z(1-2z) (n+p)z
= —Ek—l,n,p(z) + TEk—l,n,p (Z)

_ _ k-2 _
LU DE=227A =D 0 st

2n?
2(k—1 k—1)2%(1-2)z1 k-1DzF1(1-2z
+P( )z"+p( )7( ) +( ) ( )
n? n? n
k k—1)(k—-2)z1(1-2
+Z"+sz+p—zk—gzk+( ) )z ( )—zk
n n n 2n

pk . k(k—1z"'(1-2)
n 2n

z(1-2) (n+p)z
= —Ek—l,n,p(z) + TEk—l,n,p(Z)

k—1)(k —2)z¢2(1 -
f Lo DEZ22 02D 10— 2) — 2 - p - 1)
P D | ple— 170 -2
n n

)

k > 2,n € Nve z € D; elde edilir.

||E,’(_1’n,p (Z)|| < (k- 1)||Ek_1,n,p (Z)|| ve (n;p) < p + 1 esitsizligi dikkate alinarak

her |z] <1,k = 2,n € N igin

Fenp@] < A 5]+ @+ DIBsnp @)

|z[*2(1 + 1zDk = Dk = 2)2k+p—1) p*(k —1)|z|*
+ +
2n? n2

plzl“ (1 + |z (k — 1)°
+ 2
n

2 |Er_qmn(2)
< (p+ D|Ex-1np,(@)| + |2 ;”"’ |

+kn_21[(k—2)(2k+p—1)+p2+2p(k—1)]
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2(k = D||E—1.n,, @)

< (p+ D|Ex-1np(@)] +

n
k-1 5
+ — [((k—2)Rk+p—1)+p*+2p(k — 1)]
Burada ||.||, C(D;) deki supremum normu gostermektedir. Teorem ispatinda r = 1

alinirsa

2k - Dk =2+ DT (p+DT 1
n+p * n n

||7Tk—1,n,p(Z) - ek—1(Z)|| <

L2 DE-DE+ADT @+ DT 1
n n n

elde edilir. Sonug olarak

|Exnp (@] < (p + D|Ex—1np(2)|

_ _ _ k-1 k-1 _
N 2(k—1) <2(k Dk-2)(p+1) N p+1) 1 pk N k(k 1))

n n n n n n

k-1
n2

+ [(k—2)Qk+p—1)+p?+2p(k —1)]

= (p + 1)|Ek—1,n,p(z)|

k-1

— [(Ak—D(k—=2)+2)(p+ 1)1 +p(Bk —4) + p? + k(4k — 7)]

+

=0+ V|Ex_inp @] + %(p + 1Dk + % (4.17)
burada

A = (k — D[4k — 1)(k — 2) + 2] ve

Bip = (k — D[p(Sk — 4) + p* + k(4k — 7).

Her z € Cigin Ey,,(2) = E15(2) = 0 ve Ay, By k nin artan fonksiyonu olmak

tizere Es. 4.16 k = 2,3, ... i¢in yazilirsa;
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k = 2 igin

AZ BZp
|E2np(Z)|—(p+1)|E1np(Z)|+ (p+1)+ —?(}94‘1)4‘?
k = 3 i¢in

A Bs
|Esnp@| = @+ 1) |Eznp@| + 5 (0 + 1> + —F

Bs
=+ D[ 2o+ 0+ 2]+ 12

(p + 1)? +1 B3p
:n—(AZ +A3)+ sz 2
k =4 i¢in
®+1)° (p+1)? p+1
|E4-,n,p(Z)| = T(Az + A3 + A4) + TBZ’p + 733,19 + B4,p

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

(p+ 1)k (p+ 1)k2 (p+1)k3
|Enp(2)| = g A At A H Byt B,
+ ot Byp
k k

(p+ 1)kt (p + 1)k2

S n2 Z 4; |+ n2 Z Bip
j=2 ]:2
(p+ 1)kt (p+ 1)k
< ———k—-DA + n—(k—l)

ifadesine ulasilir.

(0]

fW(2) = Z e k(k — 1) (k — 2)(k — 3)zk—*

k=4

serisi |z| < p+ 1 < R de yakinsaktir ve bu ifadedeki sabitler sinirlidir. Bu ispati

tamamlar.
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4.1. Uyan

(1) Teorem 4.4 de p = 0 alinirsa kompleks Bernstein polinomu i¢in Voronovskaja

tip yaklasim elde edilir.

Gergekten;

n(Ba(fi2) — F@) - 2 D )| < oS

My (f) = Z|Ck|[(k — DA, + (k- 1)Bk,0],
k=2
By = (k — 1)k(4k — 7).

n(Bo(fi2) — f@)) — )f”( )| =o.

11m

(2) Teorem 4.4 nin hipotezinde 1 <rile r(p+ 1) <R dikkate alimirsa benzer

diistince ile

! 1- 14 Mr, (f)
Snp(Fi2) = f(2) = 2f' () = B2 ()| < 2L
ifadesi her |z| < r,n € Nve p € N U {0} i¢in gegerlidir.

Burada M, ,(f) > 0 n ve z den bagimsiz bir sabit sayidir.

4.2. Kompleks Kantorovich-Schurer polinomu

Bu kisimda Kantorovich’in integrallenebilir fonksiyonlara yaklagmak i¢in
tanimladigi Kantorovich polinomlarina benzer olarak [4] de verilen kompleks

Kantorovich-Schurer polinomlarinin yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
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4.4. Tanim

neN,f € L,[0,1],x € [0,1] ve P, (x) = (Z) xk(1 — x)nk
olmak tizere
y (k+1)/n+1
0 =@ DY @ [ f@de (418)
T

seklinde tanimlanan ifadeye n. Bernstein-Kantorovich polinomu denir.

Sonlu araliklarda tanimli bu polinomlar i¢in, Korovkin Teoremi saglanmaktadir [1].

4.5. Tanim

Snp(f;2) Es. 4.2 ile tammli kompleks Bernstein-Schurer polinomu ve z € C olmak

uzere
n+p (k+1)/n+1

Kswp(fi) =mrp+ DY (VTP - [ p@de (419)
= uss

seklindeki ifadeye kompleks Kantorovich-Schurer polinomu denir.
4.1. Teorem

F(z) =f f(t)dt
0

olmak tizere z € C i¢in

KSn,p(f; z) = Srll+1,p(F; z) [10].
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fspat

Es. 4.2 de n yerine n + 1, f yerine F yazilip F(z) = fOZ f(t)dt oldugu kullanilirsa

n+p+1 k/n+1
Spe1p(F2) = Z (" + Z + 1) ZK(1 — Z)ntr+i-k j F(O)dt (4.20)
k=0 0
bulunur. Es. 4.20 de z ye gore bir kez tlirev alinirsa
n+p+1 k/n+1
iy (F32) = Z (n + z + 1) k 25-1(1 — Z)n ik f F(O)dt
k=1 0
n+p+1 k/n+1
_ Z G p + 1)zk(n Yp4+1—k)(1 =)k f F(t)dt
k=0 0
= Sl - Sz. (4’.21)
k n+p+1—-Kk)k! nm+p+1-Kk)!k-1)

=(n+p+1)(Zt119)

oldugu kullanilirsa

k/
n+p+1 n+1

Si=tp+1) . (REP) o1 - gyrevnick f F(6)dt
k=1 0

(k yerine k + 1 yazilarak)

n+p (k+1yn+1
=(n+p+1)2("Zp)zk(1—z)n+r’-k f F(Odt (4.22)
k=0 0
elde edilir.
n+p+1 . (+p+ D! _
( ! )(n+p+1 k)—(n+p+1_k)!k!(n+p+1 k)
_ (+p+1I n+p
_(n+p—k)!k!_(n+p+1)( )

kullanilarak
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n+p k/n+1

S, =( DY ("TP)zka-mrk [ fd (4.23)
n+p+ kzzo( k )Z z bf t)dt

elde edilir. Es. 4.22 ve Es. 4.23, Es. 4.21 de yerine yazilirsa

k+1/
n+p n+1

Snip(F;2)=(m+p+1) Z & ;: P)z(1 -zt j Fo)dt
k=0 0

n+p k/n+1

—( )Y ("TP) k@ -k [ fod
n+p+ I;)( k )Z z bf t)at

n+p k+1/n+1

' n+ -

Stap@ D) = ap 0 Y ("EP) - [ poar
=t s

bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi de kompleks Kantorovich-Schurer polinomu i¢in yaklasim 6zellikleri

incelenecektir.
4.6. Teorem

p € NU{0} ve R>p+ 1 alalim. Dy = {z € C:|z| < R} olmak lizere f:Dgr — C

analitik yani her z € Dy, i¢in

[ee)

f@ =) azt

k=0

olsun. 1 <r <r; < (r; + 1)p < R alalhm.

i) Her |z| < r ven,j € N igin

. . ¢ (A + 1!
KSU(fi2) = Do) < 2

burada
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— k
0< €2 () = Z el 2 D1+ Dl + 110+ Dl -2 <0

ii) Her |z| < 1ven,j € Nigin
pz 1-2z ”()Z(l—Z)
n+1 2(n+1) —f 2(n+1)

KSnp(fi ) = f@) (14 —1=) = F@)

G n
St 12 -

burada

0<Cif) = 2 'C"k‘ll [k = DA + D1 + (k — DByy(p + 12| < oo,

Ay =(k -4k —-1)(k—2) + 2] ve

By, = (k — D[p(5k — 4) + p? + k(4k — 7)].
Ispat

i) Teorem 4.5 den

[KSip (3 2) = FO @] = |55 (F ) = FUD ()

n+1,p

yazilir. Teorem 4.3 dikkate alindiginda

(p)
21' n(F) + 1)' 1
kS (f;2) = O ()| < =22 8),” -

(4.24)

elde edilir. Burada M®

2r,n(F) Teorem 4.3 dekine benzerdir ve

2k(k -1 1 k
0 < Myl \(F) = kZlm {iTp) [+ D)+~ [ + Dy * —%} <o

seklindedir.
F(z), Dy de analitik fonksiyon oldugundan her z € Dy, i¢in

F(z) = ) Cz* (4.25)
kZO '

yazilir.
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F(2) = f FO)dt
0

Ve

o)

f@ =)zt

k=0

ifadeleri kullanilarak

Z [o') z
F(z) = J. [Z thk] dt = j[co + oyt + cpt? 4 gt 4 - ]dt
0 k=0 0

Z z z zZ
=fcodt+fcltdt+fczt2dt+fcgt3dt+~~
0 0 0 0
—czt 224 23y By
) 37 4
Ck_ k+1 ch—l k
= = — 4.26
Zk+1z k- (4.26)
k=0 k=1

dir. Es. 4.25 goz 6niinde bulundurularak €, = =2

2, n(F)

de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

ii) Teorem 4.4 de n yerine n + 1 ve f yerine F yazilirsa her |z| < 1 ve n € N i¢in

z(1-2z) M, (F)

Sueap(Fi2) = F(2) =g (2) = 50 s F(2)| < oo

n+1 2(n + 1) (4:27)

elde edilir. Burada 0 < M,(F) Teorem 4.4 de ifade edilmistir. z € D; igin
F(z) = Yoo Ciz® dir. Es. 4.13 de C = =2

yerine yazilirsa f fonksiyonuna bagl bir formiil elde edilir. Elde edilen bu formiil

yerine karigiklik olmamasi igin M,,(F) = C,(f) gosterimi kullanilacaktir.

I',r; > 1 yarigapl 0 merkezli bir cember olsun.

z(1—-2)
2(n+1)

En(F;2) = Sni1p(F;2) — F(2) - zF'(2) = ——=< F"(2)

n+1
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gosterimini kullanilirsa Es. 4.27 dan

M, (F) G (f)

En(FiD)l < o e =t r 1

(4.28)

yazilir. |z| < 1ve v €T olmak tizere |[v — z| = r; — 1 olsun. Cauchy tiirev formiilii

ve Es. 4.28 dikkate alinarak her |z| < 1 ven € N i¢in

|En(F; 2)| =

En(F)@) ‘< () 1 2mn

(v z)? “(n+ 1)2 2n (r; —1)?
_ Cp(f) ) L£1
C(+ 1?2 (- D
Bo(Fi2) = Sparp(Fi2) = F'(2) = ——F'(2) = ——2F"(2) - 2(( e 1)) F"(2)
2y - 228 pny (4.29)
2( +1) 2(n+1) '

F(z) = f F(6)dt

oldugundan F'(z) = f(z) dir. Bu ifade Es. 4.29 da kullanilirsa
pz 4 1-2z
n+1 2(n+1)

Ea(Fi2) = KSup(fi2) = f(2) (14— =) = /')

zA-2) _ G —n
2(n+1) " (n+1)?%2 (rp —1)?

"2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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