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ÖZET 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

Simgeler                                       Açıklama  

<a,b>                                               Թ deki sonlu veya sonsuz herhangi bir aralık 

C[a,b]                                              [a,b] aralığında sürekli fonksiyonlar uzayı 

ԡ݂ԡ஼ሾ௔,௕ሿ                                         C[a,b] uzayında tanımlanan norm 

L( f ; x)                                             ܮ operatörünün ݂ fonksiyonuna uygulanması 

ԡܮԡ௑՜௒                       ܺ normlu uzayından ܻ normlu uzayına dönüşüm   

                yapan ܮ operatörünün normu 

߱೑ሺߜሻ                                              ݂ fonksiyonunun süreklilik modülü  

∆భ
೙

௣ ሺ݂; ௞
௡

ሻ                                         ݂ fonksiyonunun ଵ
௡
 adımlı ݌ െinci fark operatörü 

ሾݔ଴, ,ଵݔ … , ;௡ݔ ݂ሿ                            ݂ fonksiyonunun ݊-yinci bölünmüş farkı 

;௡ሺ݂ܤ  ሻ                                  Bernstein polinomlarıݔ
 
;೙,೛ሺ݂ܤ  ሻ                                       Bernstein-Schurer polinomlarıݔ
 
ܵ௡,௣ሺ݂;  ሻ                                       Kompleks Bernstein-Schurer polinomlarıݖ
 
;௡ሺ݂ܭ  ሻ                                         Bernstein-Kantorovich polinomlarıݔ
 
;௡,௣ሺ݂ܵܭ  ሻ                                     Kompleks Kantorovich-Schurer polinomlarıݖ
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1.GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisinde merkezi rol oynayan teoremlerden biri Weierstrass teoremidir. 

K.Weierstrass 1885 yılında  

 

“Sonlu ሾܽ, ܾሿ aralığında sürekli bir ݂ fonksiyonu için  

 

lim
௡՜ஶ ௡ܲሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ 

 

şartını sağlayan ሼ ௡ܲሽ polinomlar dizisi vardır.” teoremini ispatladı. Ancak 

Weierstrass bu polinomların ne tür polinomlar olduğu ve polinomların bulunma 

koşulları hakkında herhangi bir bilgi vermemiştir. Daha sonra bazı matematikçiler bu 

teoremin ispatını sağlayan  polinomlar bulmuşlardır. Bu polinomlardan biri 1912 de 

Bernstein tarafından verilmiştir. Bernstein, ሾ0,1ሿ aralığında sürekli fonksiyonlar için; 

 

;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ቀ݊

݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ ;ሻ௡ି௞ݔ  0 ൑ x ൑ 1
୬

௞ୀ଴

 

polinomunu tanımlayarak, bu polinomlar dizisinin ሾ0,1ሿ aralığında düzgün olarak ݂  

fonksiyonuna yaklaştığını ispatlamıştır. Bernstein polinomları ܥሾ0,1ሿ den kendisi 

üzerine bir lineer pozitif operatördür. Lineer pozitif operatörlerin yaklaşım koşulları 

ise Korovkin tarafından verilmiştir [1,6]. Bernstein polinomları Korovkin teoremini 

sağlayan operatörlerdir. Bernstein polinomlarının daha genel hali Bernstein-Schurer 

polinomudur. Bernstein-Schurer polinomu da lineer pozitif operatördür ve Korovkin 

teoremini sağlar.  

 

Bernstein operatörleri ile süreksiz fonksiyonlara yaklaşmak uygun olmadığından, 

integrallenebilir fonksiyonlar uzayında Korovkin Teoremini incelemek için, 

Kantorovich ve Durrmeyer ilk toplamsal integral tip operatörleri tanımlamışlardır 

[1]. Bu operatörler sırası ile 
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݊ א Գ, ݂ א ,ଵሾ0,1ሿܮ ݔ א ሾ0,1ሿ ve ௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ ቀ݊
݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞  olmak üzereݔ

 

;௡ሺ݂ܭ ሻݔ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞ାଵ
௡ାଵൗ

௞
௡ାଵൗ

௡

௞ୀ଴

 

;௡ሺ݂ܦ ሻݔ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ න ௡ܲ,௞ሺݐሻ݂ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴

௡

௞ୀ଴

 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

Bu tezdeki amacımız Bernstein ve Kantorovich operatörlerini reel aralıklardan 

kompleks düzlemin kompakt bölgelerine genişletmektir. 

 

Bu tez, birinci bölüm giriş bölümü olmak üzere dört bölümden oluşmaktadır. 

  

İkinci bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilmiştir.  

 

Üçüncü bölüm iki kısımdan oluşmaktadır. Birinci kısımda reel Bernstein 

polinomlarının yaklaşım özellikleri incelenmiş ve Weierstrass teoreminin ispatı 

verilmiştir. İkinci kısımda Bernstein-Schurer operatörleri tanımlanarak Korovkin 

teoremi, yaklaşım derecesi ve asimptotik yaklaşım derecesine ilişkin sonuçlar 

verilmiştir. 

Dördüncü bölümde S.G. Gal’ in  [10] daki makalesi incelenerek birinci kısımda 

kompakt disklerde analitik olan fonksiyonlarla bağlantılı kompleks Bernstein-

Schurer operatörleri dikkate alınarak, yakınsaklık oranı, eş anlı yaklaşım derecesi ve 

Voronovskaja tip teoremler incelenmiştir. İkinci kısımda ise kompleks Kantorovich-

Schurer operatörleri için birinci kısma benzer olarak yakınsaklık özellikleri 

verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde diğer bölümlere temel teşkil edecek bazı tanım, teorem ve özelliklerden 

bahsedilecektir. Bu kısımda [1, 2, 3] kaynakları kullanılmaktadır.  

 

2.1. Sonlu Aralıkta Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

 

2.1. Tanım 

 

[a,b] kapalı ve sonlu aralığında tanımlı ve sürekli fonksiyonlar uzayını C[a,b] ile 

gösterelim. ݂, ݃ א ,ሾܽܥ ܾሿ, ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere  

 

i) ( f + g )(x) = f (x) + g(x)  

 

ii) ߣ א Թ için (λ f )(x) = λ f (x) işlemleri ile bir lineer uzaydır. Bu lineer uzay üzerinde 

bir norm 

ԡ݂ԡ஼ሾ௔,௕ሿ ൌ ݔܽ݉
௔ஸ௫ஸ௕

|݂ሺݔሻ| 

şeklinde tanımlanır. 

 

2.1. Teorem 

 

,ܣskaler cisim, ܵሺ ܨ ,herhangi bir küme ܣ ሻܨ ൌ ሼ݂|݂: ܣ ՜  sınırlıሽ lineer uzayında ܨ

bir norm ԡ݂ԡஶ ൌ ݔ :|ሻݔሼ|݂ሺ݌ݑݏ א ,ܣሽ olsun. ܵሺܣ ሻ lineer uzayında bir ሺܨ ௡݂ሻ dizisi 

ve ݂ א ܵሺܣ, ሻ verilsin. ሺܨ ௡݂ሻ nin ݂ ye ԡ. ԡஶ normunda yakınsak olması için gerek ve 

yeter koşul ሺ ௡݂ሻ fonksiyonlar dizisinin ݂ fonksiyonuna düzgün yakınsak olmasıdır. 

 

2.2. Lineer Pozitif Operatörler 

 

X ve Y lineer iki fonksiyon uzayı olsun. X den alınmış her f  fonksiyonuna Y de bir g 

fonksiyonu karşılık getiren bir L kuralı varsa o takdirde X uzayında bir operatör 
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tanımlanmıştır denir ve g fonksiyonunun tanım kümesindeki x ler için g(x) = L( f ; x) 

şeklinde gösterilir. t,  f fonksiyonunun tanım kümesinin herhangi bir elemanı ise 

 L( f (t); x), L( f )(x), L( f ; x) gösterimlerinden biri kullanılır.  

 

2.3. Tanım 

 

X ve Y iki lineer fonksiyon uzayı olmak üzere L : X →Y şeklindeki L operatörünü göz 

önüne alalım. ׊ ଵ݂, ଶ݂ א X ve ׊α,β אℝ için L operatörü 

ଵ݂ ߙሺܮ  ൅ ߚ ଶ݂; ሻݔ  ൌ ሺܮߙ  ଵ݂; ሻݔ  ൅ ሺߚ ଶ݂;  ሻݔ 

koşulunu gerçekleştiriyorsa L operatörüne lineer operatör denir. 

 

2.4. Tanım 

 

X, Y iki lineer uzay, ௙ܶ ve ௚ܶ sırasıyla f ve g fonksiyonlarının tanım kümeleri olmak 

üzere, ܺା ൌ ൛݂ א ܺ ׷ ݂ሺݐሻ ൒ 0, ݐ׊ א ௙ܶ  ൟ  ve  ܻା ൌ ൛݃ א ܻ ׷ ݃ሺݔሻ ൒ 0, ݔ׊ א ௚ܶ  ൟ 

olsun. Eğer X uzayında tanımlanmış L lineer operatörü ܺା kümesindeki herhangi bir 

݂ fonksiyonunu  ܻା kümesindeki pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa L ye pozitif 

operatör denir. Yani her ݐ א ௙ܶ için ݂ ሺݐሻ  ൒  0 olduğunda her ݔ א ௚ܶ için  

;ሻݐሺ ݂ሺܮ ሻݔ  ൒ 0 olur. L pozitif operatörü için ܮሺܺାሻ ؿ ܻା sağlanır.   

 

Hem lineerlik hem de pozitiflik şartlarını sağlayan operatörlere lineer pozitif 

operatörler denir. 

 

2.1. Önerme 

 

L : X →Y bir lineer pozitif operatör olsun. Bu durumda 

 

i) L monotondur. 

 

ii) |ܮሺ݂; |ሻݔ ൑ ;|݂|ሺܮ  .ሻ eşitsizliği sağlanırݔ
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İspat 

 

i) Her ଵ݂, ଶ݂ א ܺ ve her ݐ א Թ  için ଵ݂ሺݐሻ ൑ ଶ݂ሺݐሻ alalım. Bu durumda  

 ଵ݂ሺݐሻ െ ଶ݂ሺݐሻ ൑ 0 olur. Uyarı 2.1 den 

ሻݐሺ ଵ݂ሺܮ  െ ଶ݂ሺtሻ; ሻݔ  ൌ ሺܮ ଵ݂ሺݐሻ ; ሻݔ  െ ሺܮ ଶ݂ሺݐሻ ; ሻݔ  ൑ 0 

ifadesini yazabiliriz. Buradan da ݐ א Թ için L ሺ ଵ݂ ; ሻݔ  ൑ ሺܮ ଶ݂ ;  .ሻ  elde edilirݔ 

 

ii) െ|݂| ൑ ݂ ൑ |݂|  eşitsizliğine L operatörünü uygulayalım. L operatörünün 

monotonluk ve lineerlik özelliklerinden sırasıyla, 

;|݂|ሺെܮ ሻݔ ൑ ;ሺ݂ܮ ሻݔ ൑ ;|݂|ሺܮ  ሻݔ

െܮሺ|݂|; ሻݔ ൑ ;ሺ݂ܮ ሻݔ ൑ ;|݂|ሺܮ  ሻݔ

eşitsizlikleri elde edilir. Bu ise 

;ሺ݂ܮ| |ሻݔ ൑ ;|݂|ሺܮ  ሻݔ

anlamına gelir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

2.1. Uyarı 

 

L lineer pozitif operatörü her ݔ א ௙ܶ için ݂ሺݔሻ ൏ 0 koşulunu sağlayan fonksiyonları 

yine aynı özelliği sağlayan fonksiyonlara dönüştürür. Gerçekten her ݔ א ௙ܶ için  

݂ሺݔሻ ൏ 0 olduğundan െ݂ሺݔሻ ൐ 0 olur. L lineer pozitif operatör olduğundan her 

ݔ א ௙ܶ  için  0 < L(− f; x) = −L( f ; x) eşitsizliği sağlanır. O halde her ݔ א ௙ܶ için      

L( f ; x) < 0 elde edilir. 

 

2.5. Tanım 

 

ሺܺ, ԡ. ԡ௑ሻ ve ሺܻ, ԡ. ԡ௒ሻ normlu uzaylar ve L : X →Y lineer operatör olsun.  Eğer her 

݂ א ܺ için ԡܮሺ݂ሻԡ௒ ൑ ܿԡ݂ԡ௑ eşitsizliğini gerçekleyen bir c > 0 sayısı varsa, L 

operatörüne sınırlı operatör denir. Bu c sabitlerinin en küçüğüne L operatörünün 

normu denir ve ԡܮԡ௑՜௒ ya da ԡܮԡ biçiminde gösterilir. 
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2.6. Tanım                                                                                                  

                                                                                                                                                 

,ܽۃ ,ifadesi ሾa ۄܾ bሿ, ሺa, bሻ, ሾa, bሻ, ሺa, bሿ, ሺെ∞, ∞ሻ, ሺെ∞, bሻ, ሺa, ∞ሻ aralıklarından birini 

göstersin. 

߱೑: ሺ0, ∞ሻ ՜ Թା ׫ ሼ∞ሽ fonksiyonu ݔ, ݕ א ,ܽۃ ߜ ve  ۄܾ ൐ 0 olmak üzere 

߱೑ሺߜሻ ൌ sup
|ೣష೤|ರഃ

|݂ሺݔሻ െ ݂ሺݕሻ| 

değerine ݂ fonksiyonunun süreklilik modülü denir [4]. 

߱೑ሺߜሻ yerine ߱ሺ݂; ,ሻߜ ߱ሺߜሻ gösterimleri de kullanılabilir. Şimdi süreklilik 

modülünün özelliklerini verelim. 

 

2.3. Teorem 

 

݂ fonksiyonu ܽۃ,  aralığında sürekli olsun. Bu durumda ݂ fonksiyonunun süreklilik ۄܾ

modülü, 

(i) ߱೑ሺߜሻ fonksiyonu ߜ nın monoton artan bir fonksiyonudur. Yani 0 ൏ ଵߜ ൏  ଶ iseߜ

߱೑ሺߜଵሻ ൑ ߱೑ሺߜଶሻ 

(ii) ݂ nin ܽۃ,   de düzgün sürekli olması için gerek ve yeter koşul  ۄܾ

lim
ഃ՜బ

߱೑ሺߜሻ ൌ 0 

(iii) ݉ א Գ ise ߱೑ሺ݉ߜሻ ൑ ݉߱೑ሺߜሻ 

(iv) ߣ ൐ 0 reel sayısı için ߱೑ሺߜߣሻ ൑ ሺߣ ൅ 1ሻ߱೑ሺߜሻ 

v) |݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ߱೑ሺ|ݐ െ  ሻ|ݔ

vi) |݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ቀ|௧ି௫|
ఋ

൅ 1ቁ ߱೑ሺߜሻ 
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özelliklerini sağlar [5]. 

 

2.7.  Tanım 

 

∆ଵ
௡

௣ ݂ ൬
݇
݊൰ ൌ ෍ሺെ1ሻ௣ି௜

௣

௜ୀ଴

ቀ݌
݅ ቁ ݂ ൬

݇ ൅ ݅
݊ ൰  

ifadesine ݂ fonksiyonunun ଵ
௡
 adımlı ݌ െinci fark operatörü denir. 

Buna göre  

∆௡షభ
଴ ቀ݂; ௞

௡
ቁ ൌ ݂ሺ௞

௡
ሻ, 

∆௡షభ
ଵ ൬݂;

݇
݊൰ ൌ ݂ ൬

݇ ൅ 1
݊ ൰ െ ݂ ൬

݇
݊൰ 

olup, ݌ ൌ 2 ve ݌ ൌ 3 için   

∆௡షభ
ଶ  ൬݂;

݇
݊൰ ൌ ݂ ൬

݇ ൅ 2
݊ ൰ െ 2݂ ൬

݇ ൅ 1
݊ ൰ ൅ ݂ ൬

݇
݊൰ 

∆௡షభ
ଷ  ൬݂;

݇
݊൰ ൌ ݂ ൬

݇ ൅ 3
݊ ൰ െ 3݂ ൬

݇ ൅ 2
݊ ൰ ൅ 3݂ ൬

݇ ൅ 1
݊ ൰ െ ݂ ൬

݇
݊൰. 

 

2.8. Tanım 

 

݂, ሺܽ, ܾሻ de tanımlı bir fonksiyon ve ݔ଴, ,ଵݔ … , ௡ݔ א ሺܽ, ܾሻ olsun. 

ሾݔ௞; ݂ሿ ൌ ݂ሺݔ௞ሻ, ݇ ൌ 0,1,2, … , ݊ ile gösterelim. ݂ fonksiyonunun 1.bölünmüş farkı, 

ሾݔ଴, ;ଵݔ ݂ሿ ൌ
ሾݔ଴; ݂ሿ െ ሾݔଵ; ݂ሿ

଴ݔ െ ଵݔ
 

şeklinde tanımlanır. Yani ݂ nin 1. Bölünmüş farkı, 
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ሾݔ଴, ;ଵݔ ݂ሿ ൌ
݂ሺݔ଴ሻ െ ݂ሺݔଵሻ

଴ݔ െ ଵݔ
 

dir. Ortalama değer teoreminden en azından ߦ א ሺݔ଴,   ଵሻ vardır öyle kiݔ

ሾݔ଴, ;ଵݔ ݂ሿ ൌ
݂ᇱሺߦଵሻ

1!  

dir. ݂ nin 2. Bölünmüş farkı  

ሾݔ଴, ,ଵݔ ;ଶݔ ݂ሿ ൌ
ሾݔ଴, ;ଵݔ ݂ሿ െ ሾݔଵ, ;ଶݔ ݂ሿ

଴ݔ െ ଶݔ
 

olarak tanımlanır. Bu ifade düzenlendiği zaman, 2. Bölünmüş fark,  

ሾݔ଴, ,ଵݔ ;ଶݔ ݂ሿ ൌ
݂ሺݔ଴ሻ

ሺݔ଴ െ ଴ݔଵሻሺݔ െ ଶሻݔ ൅
݂ሺݔଵሻ

ሺݔଵ െ ଵݔ଴ሻሺݔ െ ଶሻݔ ൅
݂ሺݔଶሻ

ሺݔଶ െ ଶݔ଴ሻሺݔ െ  ଵሻݔ

dir ve 

ሾݔ଴, ,ଵݔ ;ଶݔ ݂ሿ ൌ
݂ᇱᇱሺߦሻ

2! , ߦ א ሺܽ, ܾሻ 

olur. ݂ nin ݊-yinci bölünmüş farkı 

ሾݔ଴, ,ଵݔ … , ;௡ݔ ݂ሿ ൌ
݂ሺݔ଴ሻ

ሺݔ଴ െ ଵሻݔ … ሺݔ଴ െ ௡ሻݔ ൅ ڮ ൅
݂ሺݔ௡ሻ

ሺݔ௡ െ ଴ሻݔ … ሺݔ௡ െ  ௡ିଵሻݔ

dir [7,8]. Buradan   

ሾݔ଴, ,ଵݔ . . , ;௡ݔ ݂ሿ ൌ
݂ሺ௡ሻሺߦሻ

݊! , ߦ א ሺܽ, ܾሻ 

olur. Bölünmüş farklarla fonksiyonun ݌-inci fark operatörü arasında; 

∆௡షభ
௣  ݂ ൬

݇
݊൰ ൌ

!݌
݊௣ ൤

݇
݊ ,

݇ ൅ 1
݊ , … ,

݇ ൅ ݌
݊ ; ݂൨ 

ൌ
!݌
݊௣

݂ሺ௣ሻሺߦሻ
!݌ ൌ

݂ሺ௣ሻሺߦሻ
݊௣ , ߦ א ሺܽ, ܾሻ 

bağıntısı vardır.  
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Biliyoruz ki bir fonksiyonun birinci türevinin işareti o fonksiyonun artan ya da 

azalan olmasını, ikinci türevinin işareti ise fonksiyonun konveks ya da konkav 

olmasını belirler. Dolayısıyla bölünmüş farklar yardımıyla türevi çok zor hesaplanan 

fonksiyonların konveks ve konkav olup olmadıkları hakkında bilgi sahibi olabiliriz. 

∆௡ షభ
௣ ݂ ൐ 0 ise ݂ fonksiyonuna  ݌-inci basamaktan konveks fonksiyon denir. 

∆௡ షభ
௣ ݂ ൏ 0 ise ݂ fonksiyonuna  ݌-inci basamaktan konkav fonksiyon denir. 

 

2.3. Lineer Pozitif Operatör Dizilerinin Yakınsaklığı 

 

Bu kısımda ሺܮ௡ሻ lineer pozitif operatörler dizisinin sürekli fonksiyonlara yakınsaklık 

koşuları incelenecektir. 

 

Belirtelim ki, ܥሾܽ, ܾሿ uzayında tanımlı ሺܮ௡ሻ lineer pozitif operatörler dizisi, ܮ௡ሺ݂;  ሻݔ

dizisine karşılık gelen ܮ௡ሺ݂ሻ dizisi anlamındadır. 

 

1951 yılında H. Bohman, toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] 

aralığında sürekli f fonksiyonuna yaklaşması problemini incelemiştir. 

 

H. Bohman göstermiştir ki her ݔ א ሾ0,1ሿ, 0 ൑ ܽ௞,௡ ൑ 1 olduğunda 

;௡ሺ݂ܮ ሻݔ ൌ ෍ ݂൫ܽ௞,௡൯ ௞ܲ,௡

௡

௞ୀ଴

ሺݔሻ ;   ௞ܲ,௡ሺݔሻ ൒ 0 

lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] aralığında sürekli f fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olması için gerek ve yeter koşullar 

 

lim
௡՜ஶ

ԡܮ௡ሺ1ሻ െ 1ԡ஼ሾ଴,ଵሿ ൌ 0 

lim
௡՜ஶ

ԡܮ௡ሺݐሻ െ ԡ஼ሾ଴,ଵሿݔ ൌ 0 

lim
௡՜ஶ

ԡܮ௡ሺݐଶሻ െ ଶԡ஼ሾ଴,ଵሿݔ ൌ 0 
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şeklindedir. Bu üç koşul ݁௞ሺݔሻ ൌ ,௞ݔ ݇ ൌ 0,1,2 olmak üzere,  

lim௡՜ஶԡܮ௡ሺ݁௞ሻ െ ݁௞ԡ஼ሾ଴,ଵሿ ൌ 0 olarak da gösterilebilir [7,9]. 

 

1953 yılında P.P. Korovkin [6], genel bir teorem ispatlamış ve göstermiştir ki 

Bohman’ ın koşulları genel halde gerçeklenebilir. 

 

 

2.3.1. Korovkin teoremi 

 

2.4. Teorem 

 

Her n için ܮ௡: ,ሾܽܥ ܾሿ ՜ ,ሾܽܥ ܾሿ olmak üzere ሺܮ௡ሻ lineer pozitif operatörler dizisi 

olsun. Her bir k = 0,1,2 için ݁௞ሺݔሻ ൌ  ௞ olmak üzereݔ

lim
೙՜ಮ

ԡܮ೙ሺ݁ೖሻ െ ݁ೖԡ಴ሾೌ,್ሿ ൌ 0;    ݇ ൌ 0,1,2 

koşulları gerçekleniyorsa ܥሾܽ, ܾሿ uzayında olan, ayrıca ܽ da sağdan ܾ de soldan 

sürekli bulunan ve tüm reel eksende sınırlı her ݂ fonksiyonu için  

lim
೙՜ಮ

ԡܮ೙ሺ݂ሻ െ ݂ԡ಴ሾೌ,್ሿ ൌ 0 

sağlanır [6]. 

 

İspat 

 

݂ fonksiyonu tüm reel eksende sınırlı olduğu için öyle bir ܯ pozitif sayısı vardır ki 

tüm ݔ ler için |݂ሺݔሻ| ൑   .dirܯ

݂ א ,ሾܽܥ ܾሿ olduğundan her  ߝ ൐ 0 için öyle bir ߜ ൐ 0 sayısı bulabiliriz ki  

ݐ א ሺെ∞, ∞ሻ ve ݔ א ሾܽ, ܾሿ için  |ݐ െ |ݔ ൏   olduğunda ߜ

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൏  (2.1)                                                                                                   ߝ

 sağlanır. 
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,ݔ ݐ א ሾܽ, ܾሿ olduğunda ݂ fonksiyonu ሾܽ, ܾሿ aralığında sürekli olduğundan Eş. 2.1 

sağlanır. ݔ א ሾܽ, ܾሿ  ve ݐ ב ሾܽ, ܾሿ olduğunda ise Eş. 2.1 yine geçerlidir. Çünkü ݂ 

fonksiyonu ܽ ve ܾ de sırasıyla, sağdan ve soldan süreklidir. 

ݔ א ሾܽ, ܾሿ  ve ݐ ב ሾܽ, ܾሿ için |ݐ െ |ݔ ൒  olduğunda üçgen eşitsizliği ve f nin ߜ

sınırlılık özelliğinden |݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൑ |݂ሺݐሻ| െ |݂ሺݔሻ| ൑   .yazılabilir ܯ2

Diğer taraftan |ݐ െ |ݔ ൒ |ise  |௧ି௫ ߜ
ఋ

൒ 1 dır. Bu durumda |௧ି௫|
ఋ

൑ ሺ௧ି௫ሻమ

ఋమ  olup   

ሺ௧ି௫ሻమ

ఋమ ൒ 1  veya 2ܯ ൑ ܯ2 ሺ௧ି௫ሻమ

ఋమ  olur. 

O halde    

ݐ| െ |ݔ ൒ ሻݐiçin |݂ሺ ߜ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ܯ2 ሺ௧ି௫ሻమ

ఋమ  

elde edilir.  

O halde her ݐ א Թ ve her ݔ א ሾܽ, ܾሿ için  

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ߝ ൅ ܯ2
ሺݐ െ ሻଶݔ

ଶߜ  

dir.  

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ െ ݂ሺݔሻ ൌ ;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ െ ;ሻݔ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ ൅ ;ሻݔ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ െ ݂ሺݔሻ 

  ௡ operatörünün lineerliği ve üçgen eşitsizliği kullanılarakܮ

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ െ ݂ሺݔሻ ൌ ሻݐ௡൫ሺ݂ሺܮ െ ݂ሺݔሻሻ; ൯ݔ െ ݂ሺݔሻሾ1 െ ;௡ሺ1ܮ  ሻሿݔ

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ቚܮ௡ ቀ൫݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ൯; ቁቚݔ ൅ |݂ሺݔሻ||1 െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ

elde edilir. Önerme 2.1. (ii) den 

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ሻݐ௡ሺ|݂ሺܮ െ ݂ሺݔሻ|; ሻݔ ൅ |݂ሺݔሻ||1 െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ

yazılır. Operatörün monotonluğu ve ݂ nin sınırlılığından 

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ௡ܮ ቆߝ ൅ ௙ܯ2
ሺݐ െ ሻଶݔ

ଶߜ ; ቇݔ ൅ ௙|1ܯ െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ

elde edilir. Operatörün lineerliğinden 

;௡ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ;௡ሺ1ܮߝ ሻݔ ൅
௙ܯ2

ଶߜ ଶݐ௡ሺܮ െ ݔݐ2 ൅ ;ଶݔ ሻݔ ൅ ௙|1ܯ െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ
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    ൑ ;௡ሺ1ܮߝ ሻݔ ൅
௙ܯ2

ଶߜ ሾܮ௡ሺݐଶ; ሻݔ െ ଶݔ ൅ ଶݔ2 െ ;ݐ௡ሺܮݔ2 ሻݔ ൅ ;௡ሺ1ܮଶݔ ሻݔ െ ଶሿݔ

൅ ;௡ሺ1ܮ|௙ܯ ሻݔ െ 1| 

    ൑ ;௡ሺ1ܮߝ ሻݔ ൅
௙ܯ2

ଶߜ ሼሾܮ௡ሺݐଶ; ሻݔ െ ଶሿݔ െ ;ݐ௡ሺܮሾݔ2 ሻݔ െ ሿݔ ൅ ;௡ሺ1ܮଶሾݔ ሻݔ െ 1ሿሽ

൅ ;௡ሺ1ܮ|௙ܯ ሻݔ െ 1| 

;௡ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ;௡ሺ1ܮߝ  ሻݔ

൅
௙ܯ2

ଶߜ ሼ|ܮ௡ሺݐଶ; ሻݔ െ |ଶݔ െ ;ݐ௡ሺܮ|ݔ2 ሻݔ െ |ݔ ൅ ;௡ሺ1ܮ|ଶݔ ሻݔ െ 1|ሽ 

൅ܯ௙|ܮ௡ሺ1; ሻݔ െ 1| 

yazılır. k = 0,1,2 için ݁௞ሺݔሻ ൌ  ௞ olmak üzereݔ

lim
௡՜ஶ

ԡܮ೙ሺ݁ೖሻ െ ݁ೖԡ಴ሾೌ,್ሿ ൌ 0 

koşullarının kullanılmasıyla |ܮ௡ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൏  .bulunur ߝ

O halde  

lim
೙՜ಮ

ԡܮ೙ሺ݂ሻ െ ݂ԡ಴ሾೌ,್ሿ ൌ 0 

sağlanır ve ispat tamamlanır. 

 

Yaklaşımlar teorisinde Korovkin tipli yaklaşım teoremlerine ilişkin detaylı bilgi için 

[Altomare-Campiti, 1994] isimli kaynak incelenebilir. 
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3. BERNSTEİN VE BERNSTEİN-SCHURER OPERATÖRLERİ 

 

3.1. Weierstrass yaklaşım teoremi 

 

 Her ߝ ൐ 0 ve ݂ א ,ሾܽܥ ܾሿ için öyle bir ܲ polinomu vardır ki her ݔ א ሾܽ, ܾሿ için 

|ܲሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ| ൏ ,eşitsizliği sağlanır. Başka bir ifadeyle sonlu ሾܽ ߝ ܾሿ aralığında 

sürekli her ݂  fonksiyonu için ሾܽ, ܾሿ aralığında ݂  e düzgün yakınsayan bir 

ሺ ௡ܲሻ polinom dizisi vardır  [7]. 

Weierstrass teoremini sağlayan polinomlardan biri Bernstein polinomudur. 

 

3.2. Bernstein Polinomları  

 

3.1. Tanım 

 

:௡ܤ ሾ0,1ሿܥ ՜ ݂ ,ሾ0,1ሿܥ א ݔ ሾ0,1ሿ ve herܥ א ሾ0,1ሿ için  

;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ቀ݊

݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞ݔ
୬

௞ୀ଴

                                                                    ሺ3.1ሻ 

biçiminde tanımlanan ifadeye ݂ fonksiyonunun ݊-inci ሺ݊ א Գሻ Bernstein polinomu 

denir [1,7]. 

௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ ቀ݊
݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞ݔ

şeklinde tanımlanmak üzere ሾ0,1ሿ aralığında ௡ܲ,௞ሺݔሻ ൒ 0 ve  

෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ 1
௡

௞ୀ଴

 

olur. 

 

Bernstein polinomu ile Weierstrass yakınsaklık teoreminin ispatını vermeden önce 

ispat içerisinde kullanılacak bazı sonuçları verelim. 
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3.1. Lemma  

 

Eş. 3.1 ile tanımlanan Bernstein polinomu için 

௡ܶ,௥ሺݔሻ ൌ ෍ሺ݇ െ ሻ௥ݔ݊
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ 

olmak üzere  

௡ܶ,଴ሺݔሻ ൌ 1, ௡ܶ,ଵሺݔሻ ൌ 0,   ௡ܶ,ଶሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ݊ െ  .ሻ dirݔ

 

İspat  

 

௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ ቀ݊
݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ  .ሻ௡ି௞ olduğunu biliyoruzݔ

Her ݔ א ሾ0,1ሿ için  

௡ܶ,௥ሺݔሻ ൌ ෍ሺ݇ െ ሻ௥ݔ݊
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ 

ifadesinde  

ݎ ൌ 0 için 

௡ܶ,଴ሺݔሻ ൌ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

ൌ 1  

ݎ ൌ 1 için 

௡ܶ,ଵሺݔሻ ൌ ෍ ݇
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ െ ෍ ݔ݊

௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ 
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ൌ ෍ ݇
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ െ ݔ݊ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

ൌ ෍
݇
݊

௡

௞ୀ଴

݊ ௡ܲ,௞ሺݔሻ െ  ݔ݊

ൌ ݊ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ ݇
݊ െ  ݔ݊

ൌ ݔ݊ ෍
ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ೖషభݔ

೙షభ

ೖసభ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ െ  ݔ݊

(݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılarak) 

ൌ ݔ݊ ෍
ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖݔ

೙షభ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖషభݔ െ  ݔ݊

ൌ ݔ݊ െ ݔ݊ ൌ 0 

ݎ ൌ 2 için 

௡ܶ,ଶሺݔሻ ൌ ෍ሺ݇ െ ሻଶݔ݊
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ 

ൌ ෍ሺ݇ଶ െ ݔ2݇݊ ൅ ݊ଶݔଶሻ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ݇ଶ
௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

െ ݔ2݊ ෍ ݇ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൅ ݊ଶݔଶ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ݇ଶ
௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

െ 2݊ଶݔଶ ൅ ݊ଶݔଶ 

elde edilir. Burada  
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ࣛ ൌ ෍ ݇ଶ
௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

ൌ ෍ ݇ሺ݇ െ 1ሻ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൅ ෍ ݇ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

 

ൌ ෍ ݇ሺ݇ െ 1ሻ
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ  ൅  ݔ݊

ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 2ሻ! ೖݔ

೙

ೖసమ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ  ൅  ݔ݊

(݇ yerine ݇ ൅ 2 yazılarak) 

ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻݔଶ ෍
ሺ݊ െ 2ሻ!

ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ೖݔ

೙షమ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖషమݔ  ൅  ݔ݊

ൌ ݔ݊ ൅ ݊ሺ݊ െ 1ሻ ݔଶ 

olup 

௡ܶ,ଶሺݔሻ ൌ ݔ݊ ൅ ݊ሺ݊ െ 1ሻݔଶ െ 2݊ଶݔଶ ൅ ݊ଶݔଶ ൌ ݔ݊ െ  ଶݔ݊

௡ܶ,ଶሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ݊ െ  ሻݔ

bulunur. 

 

3.1. Teorem  

 

:௡ܤ ሾ0,1ሿܥ ՜ ݂ , ሾ0,1ሿܥ א ݔ ሾ0,1ሿ ve herܥ א ሾ0,1ሿ için  

;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ቀ݊

݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞ݔ
୬

௞ୀ଴

 

operatörü Weierstrass teoremini sağlar. Yani  

 

lim
௡՜ஶ

ԡܤ௡ሺ݂ሻ െ ݂ԡ஼ሾ଴,ଵሿ ൌ 0  

 

dir. Burada  
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ԡܤ௡ሺ݂ሻ െ ݂ԡ஼ሾ଴,ଵሿ ൌ max
଴ஸ௫ஸଵ

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| . 

 

İspat 

  

݂ א ߝ ሾ0,1ሿ olduğundanܥ ൐ 0 olmak üzere her ݔ, ݐ א ሾ0,1ሿ için öyle bir ߜ ൐ 0 sayısı 

bulabiliriz ki |ݔ െ |ݐ ൏ ሻݐolduğunda |݂ሺ ߜ െ ݂ሺݔሻ| ൏  eşitsizliği sağlanır. Ayrıca ߝ

kapalı aralıkta sürekli fonksiyon sınırlı olduğundan her ݐ א ሾ0,1ሿ için             

|݂ሺݐሻ| ൑ ܯ olacak şekilde ܯ ൐ 0 vardır. 

Bir ݊ א Ժା ve her ݔ א ሾ0,1ሿ için  

௡ܣ ൌ ,ݔ௡ሺܣ ሻߜ ൌ ቄ݇: ቚ௞
௡

െ ቚݔ ൏  .ቅ kümesini tanımlayalımߜ

݂ fonksiyonu sürekli olduğundan ݇ א ௡ için ቚ݂ܣ ቀ௞
௡

ቁ െ ݂ሺݔሻቚ ൏ ఌ
ଶ
  sağlanır. 

݂ fonksiyonu sınırlı olduğundan ݇ ב  ௡ içinܣ

ฬ݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻฬ ൑ ฬ݂ ൬

݇
݊൰ฬ ൅ |݂ሺݔሻ| ൑ ܯ ൅ ܯ ൌ  ܯ2

elde edilir. Aynı zamanda ݇ ב ௡ ise ቚ௞ܣ
௡

െ ቚݔ ൒   dir. Buradan ߜ
ቚೖ
೙ି௫ቚ

ఋ 
൒ 1 dir. 

Sonuç olarak  ݇ ב ௡ ise ቚ݂ܣ ቀ௞
௡

ቁ െ ݂ሺݔሻቚ ൑
ଶெቚೖ

೙ି௫ቚ

ఋ 
 elde edilir. O halde  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൌ อ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

อ 

ൌ อ෍ ൬݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻ൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

อ 
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൑ ෍ ฬ݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻฬ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

൑ ෍ ฬ݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻฬ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௞א஺೙

൅ ෍ ฬ݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻฬ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௞ב஺೙

 

൑
ߝ
2 ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௞א஺೙

൅
ܯ2
ߜ ෍ ฬ

݇
݊ െ ฬݔ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௞ב஺೙

 

൑
ߝ
2 ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

൅
ܯ2
ߜ ෍ ฬ

݇
݊ െ ฬݔ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

                                                                    ሺ3.2ሻ 

bulunur. Eş. 3.2 de ikinci toplam ifadesine Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa ve 

lemma 3.1 kullanılırsa  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑
ߝ
2 ൅

ܯ2
ߜ ൥෍ ൬

݇
݊ െ ൰ݔ

ଶ

௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൩

ଵ
ଶൗ

൥෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൩

ଵ
ଶൗ

 

ൌ
ߝ
2 ൅

ܯ2
ߜ ൥෍ ൬

݇
݊ െ ൰ݔ

ଶ

௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൩

ଵ
ଶൗ

 

ൌ
ߝ
2 ൅

ܯ2
ߜ ൤

1
݊ଶ ௡ܶ,ଶሺݔሻ൨

ଵ
ଶൗ

 

ൌ
ߝ
2 ൅

ܯ2
ߜ ൤

1
݊ଶ ሺ1ݔ݊ െ ሻ൨ݔ

ଵ
ଶൗ

 

ൌ
ߝ
2 ൅

ܯ2
݊√ߜ

ඥݔሺ1 െ  ሻ                                                                                                        ሺ3.3ሻݔ

elde edilir. [0,1] aralığında ݔሺ1 െ ݔ ሻ en büyük değeriniݔ ൌ ଵ
ଶ
 noktasında alacağından  

ሺ1ݔ െ ሻݔ ൑ ଵ
ସ
 tür. Bu değer Eş. 3.3 de yerine yazılırsa  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑
ߝ
2 ൅

ܯ2
݊√ߜ

1
2 ൑

ߝ
2 ൅

ܯ
݊√ߜ
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elde edilir. Böylece, yeterince büyük ݊ doğal sayısı için  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൏  ߝ

olur. O halde  

lim
௡՜ஶ

ԡܤ௡ሺ݂ሻ െ݂ԡ஼ሾ଴,ଵሿ ൌ 0 

dır. Teorem 2.1 den ሾ0,1ሿ aralığı üzerinde ܤ௡ሺ݂ሻ, ݂ א  ሾ0,1ሿ fonksiyonuna düzgünܥ

yakınsar. 

 

3.2. Teorem 

 

Eş. 3.1 ile tanımlı ܤ௡ Bernstein polinomu Korovkin teoremini sağlar. 

 

İspat  

 

Öncelikle ܤ௡ polinomunun lineer ve pozitif operatör olduğunu gösterelim. 

௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ ቀ݊
݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞ olmak üzere Eş. 3.1 yeniden düzenlenirseݔ

;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

୬

௞ୀ଴

 

elde edilir. 

Her  ଵ݂, ଶ݂ א ,ߙ ሾ0,1ሿ veܥ ߚ  ℝ için א

ߙ௡ሺܤ ଵ݂ ൅ ߚ ଶ݂; ሻݔ ൌ ෍ሺߙ ଵ݂ ൅ ߚ ଶ݂ሻ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

୬

௞ୀ଴
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                           ൌ ෍ ൭ߙ ଵ݂ ൬
݇
݊൰ ൅ ߚ ଶ݂ ൬

݇
݊൰൱ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

୬

௞ୀ଴

 

                            ൌ α ෍ ଵ݂ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

୬

௞ୀ଴

൅ β ෍ ଶ݂ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

୬

௞ୀ଴

 

                         ൌ ௡ሺܤߙ ଵ݂; ሻݔ ൅ ௡ሺܤߚ ଶ݂;  ሻݔ

elde edilir. Böylece ܤ௡ nin lineer olduğu gösterilmiş olur. 

 

Her ݐ א ሾ0,1ሿ için ݂ሺݐሻ ൒ 0 olsun. 

ݔ  א ሾ0,1ሿ olduğundan ሺ1 െ ሻݔ א ሾ0,1ሿ dir. Dolayısıyla  

݂ሺݐሻ ൒ 0 ֜ ;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ݂ ൬
݇
݊൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

୬

௞ୀ଴

൒ 0  

dır. Böylece ܤ௡ nin pozitif olduğu elde edilir. 

Sonuç olarak ܤ௡: Cሾ0,1ሿ ՜ Cሾ0,1ሿ lineer pozitif bir operatördür. 

 

݅ሻܤ೙ሺ݁బ; ሻݔ ൌ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ ൌ
೙

ೖసబ

ሺ1 െ ݔ ൅ ሻ௡ݔ ൌ 1. 

Buradan da  

lim
೙՜ಮ

ԡܤ೙ሺ݁బሻ െ ݁బԡ಴ሾబ,భሿ ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

;೙ሺ݁బܤ| ሻݔ െ ݁బሺݔሻ| 

                                          ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

|1 െ 1| ൌ 0. 

 

݅݅ሻܤ೙ሺ݁భ; ሻݔ ൌ ෍ ቀ݊
݇ቁ ೖሺ1ݔ െ ሻ೙షೖݔ ݇

݊

೙

ೖసబ
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                   ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ ݇
݊              

                  ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ೖݔ

೙

ೖసభ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ 1
݊ 

(݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılarak) 

                   ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖశభݔ

೙షభ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖషభݔ 1
݊ 

                   ൌ ෍
݊ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ݔೖݔ
೙షభ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖషభݔ 1
݊ 

                   ൌ ݔ ෍
ሺ݊ െ 1ሻ!

ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖݔ

೙షభ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙షೖషభݔ

                    ൌ  ݔ

ifadesi elde edilir. O halde 

lim
೙՜ಮ

ԡܤ೙ሺ݁భሻ െ ݁భԡ಴ሾబ,భሿ ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

;೙ሺ݁భܤ| ሻݔ െ ݁భሺݔሻ| 

                                               ൌ lim
       ೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

ݔ| െ  |ݔ

                                             ൌ 0. 

 

݅݅݅ሻ ܤ೙ሺ݁మ; ሻݔ ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ ݇మ

݊మ 

ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ ݇ሺ݇ െ 1ሻ
݊మ ൅ ෍

݊!
ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ ݇
݊మ 
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ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 2ሻ! ೖݔ

೙

ೖసమ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ 1
݊మ ൅ ෍

݊!
ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ೖݔ

೙

ೖసభ

ሺ1 െ ሻ೙షೖݔ 1
݊మ 

(݇ yerine ݇ ൅ 2 yazılarak)                                  (݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılarak) 

ൌ
మ݊ሺ݊ݔ െ 1ሻ

݊మ ෍
ሺ݊ െ 2ሻ!

ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ೖݔ

೙షమ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙షೖషమݔ

൅
݊
݊మ ݔ ෍

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖݔ

೙షభ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙షೖషభݔ

ൌ మݔ ൅
ሺ1ݔ െ ሻݔ

݊  

elde edilir. Buradan da  

lim
೙՜ಮ

ԡܤ೙ሺ݁మሻ െ ݁మԡ಴ሾబ,భሿ ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

;೙ሺ݁మܤ| ሻݔ െ ݁మሺݔሻ| 

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

ฬݔమ ൅
ሺ1ݔ െ ሻݔ

݊ െ  మฬݔ

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భሿאೣ

ฬ
ሺ1ݔ െ ሻݔ

݊ ฬ 

ifadesine ulaşılır. Buradaki maksimum sonlu bir değer olduğundan 

lim
೙՜ಮ

ԡܤ೙ሺ݁మሻ െ ݁మԡ಴ሾబ,భሿ ൌ 0  

olur. 

ሺ݅ሻ, ሺ݅݅ሻ, ሺ݅݅݅ሻ ve Korovkin teoreminden ሾ0,1ሿ aralığı üzerinde her ݂ א   ሾ0,1ሿ içinܥ

lim
೙՜ಮ

ԡܤ೙ሺ݂ሻ െ ݂ԡ಴ሾబ,భሿ ൌ 0  

dır. 
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3.2.1. Bernstein operatörünün süreklilik modülü ile yaklaşım hızı 

 

3.1. Önerme 

 

ܺ ve ܻ birer fonksiyon uzayı ݂, ݃ א ܺ ve ܮ ׷ ܺ ՜ ܻ bir lineer operatör olsun. 

 operatörü için Cauchy-Schwarz eşitsizliği ܮ

;ሺ݂݃ܮ ሻݔ ൑ ;ሺ݂ଶܮ ሻଵݔ
ଶൗ ;ሺ݃ଶܮ ሻଵݔ

ଶൗ  

şeklinde ifade edilir [6]. 

 

3.3. Teorem 

 

Eş. 3.1 ile tanımlanan Bernstein operatörü yeterince büyük n ler için  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑
3
2 ߱೑ ቀ݊ିଵ

ଶൗ ቁ 

eşitsizliğini sağlar. 

 

İspat 

 

Süreklilik modülü özelliklerinden (vi) dikkate alınarak  

ቚ݂ ቀ௞
௡

ቁ െ ݂ሺݔሻቚ ൑ ቆ
ቚೖ
೙ି௫ቚ

ఋ೙
൅ 1ቇ ߱೑ሺߜ௡ሻ                                                                            ሺ3.4ሻ                        

yazılır. 
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෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

ൌ 1 olduğunu biliyoruz.  

;௡ሺ݂ܤ ሻݔ െ݂ሺݔሻൌ ෍ ൬݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻ൰ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑ ෍ ฬ݂ ൬
݇
݊൰ െ ݂ሺݔሻฬ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

Eş. 3.4 dikkate alınarak yazılırsa  

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑ ෍ ቌ
ቚ݇݊ െ ቚݔ

௡ߜ
൅ 1ቍ ߱೑ሺߜ௡ሻ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

൑ ෍ ߱೑ሺߜ௡ሻ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൅
1

௡ߜ
෍ ฬ

݇
݊ െ ฬݔ ߱೑ሺߜ௡ሻ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

 

ൌ ߱೑ሺߜ௡ሻ ൥෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൅
1

௡ߜ
෍ ฬ

݇
݊ െ ฬݔ ௡ܲ,௞ሺݔሻ

௡

௞ୀ଴

൩ 

ൌ ߱೑ሺߜ௡ሻ ൤ܤ௡ሺ1; ሻݔ ൅
1

௡ߜ
ݐ|௡ሺܤ െ ;|ݔ  ሻ൨                                                                      ሺ3.5ሻݔ

elde edilir. [0,1] aralığında ݔሺ1 െ ݔ ሻ en büyük değerininݔ ൌ ଵ
ଶ
 noktasında alacağı ve 

dolayısıyla max௫אሾ଴,ଵሿ ሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ ଵ
ସ
 olduğu kullanılırsa  

ݐ|௡ሺܤ െ ;|ݔ ሻݔ ൑ ൭෍ ൬
݇
݊ െ ൰ݔ

ଶ

௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൱

ଵ
ଶൗ

൭෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

൱

ଵ
ଶൗ

 

                           ൌ ൫ܤ௡ሺሺݐ െ ;ሻଶݔ ሻ൯ݔ
ଵ

ଶൗ ൫ܤ௡ሺ1; ሻ൯ݔ
ଵ

ଶൗ
 

                           ൌ ൬
ሺ1ݔ െ ሻݔ

݊ ൰
ଵ

ଶൗ

൑ ൬
1

4݊൰
ଵ

ଶൗ

ൌ
1

2√݊
 

bulunur. Bu ifade Eş. 3.5 de yerine yazılırsa her ݔ א ሾ0,1ሿ için  
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;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑ ߱೑ሺߜ௡ሻ ൤1 ൅
1

௡ߜ

1
2√݊

൨ 

elde edilir. ߜ௡ ൌ ݊ିଵ
ଶൗ  seçilirse her ݔ א ሾ0,1ሿ için 

;௡ሺ݂ܤ| ሻݔ െ݂ሺݔሻ| ൑
3
2 ߱೑ ቀ݊ିଵ

ଶൗ ቁ 

bulunur. Burada ݂ א ,݂ ሾ0,1ሿ olduğundanܥ ሾ0,1ሿ de düzgün süreklidir. 

Süreklilik modülünün (ii) özelliğinden ݊ ՜ ∞ iken ߜ௡ ՜ 0 olup ߱೑ሺߜ௡ሻ ՜ 0 

dır. Dolayısıyla ܤ௡ሺ݂ሻ in ݂ e yaklaşım derecesi ଵ
√௡

 den daha küçüktür. 

 

3.2.2. Bernstein operatörü için Voronovskaja asimptotik yaklaşım 

  

3.2. Tanım 

 

݊ א Գ, ሺߙ೙ሻ, ሺߚ೙ሻ birer sayı dizisi olmak üzere  

lim
೙՜ಮ

೙ߙ ൌ 0, lim
೙՜ಮ

೙ߚ ൌ 0  

ise (ߙ೙ሻ ݁ݒ ሺߚ೙ሻ sonsuz küçülendir denir. 

lim
೙՜ಮ

೙ߙ

೙ߚܿ
ൌ 1  

ise ߙ೙ ve ܿߚ೙ in yaklaşım hızları denktir denir. Burada yaklaşım hızı ߚ೙ ile belirlenir. 

Çünkü ܿ, ݊’ e bağlı olmayan bir sabittir.  

Operatörlerde  

lim
೙՜ಮ

;೙ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ|
೙ߚ

ൌ ,ሺ݊ܣ  ሻݔ
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ise ܣሺ݊,  .೙ asimptotik hızdırߚ ,ሻ fonksiyonu asimptotik değerݔ

 ೙ሺ݂ሻ operatörü için Voronovskaja Asimptotik Yaklaşım teoremine geçmeden önceܤ

merkezi momentleri hesaplamak için aşağıdaki lemmada indirgeme formülünü 

vereceğiz. 

 

3.2. Lemma 

 

Eş. 3.1 de verilen Bernstein operatörü için 

௡ܶ,௦ሺݔሻ ൌ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ݔ݊
௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ, ݏ ൌ 0,1,2, … , ݊ ൌ 1,2, … 

olmak üzere indirgeme formülü 

೙ܶ,ೞశభሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ െ ሻൣݔ ೙ܶ,ೞ
ᇲ ሺݔሻ ൅ ݏ݊ ೙ܶ,ೞషభሺݔሻ൧                                                                 ሺ3.6ሻ 

şeklindedir. 

 

İspat 

 

݀
ݔ݀ ௡ܶ,௦ሺݔሻ ൌ

݀
ݔ݀ ቌ෍ሺ݇ െ ሻ௦ݔ݊

௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻቍ 

௡ܶ,௦
ᇱሺݔሻ ൌ െ݊ݏ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ିଵݔ݊

௡

௞ୀ଴
௡ܲ,௞ሺݔሻ ൅ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ݔ݊

௡

௞ୀ଴

݀
ݔ݀ ௡ܲ,௞ሺݔሻ 

௡ܶ,௦
ᇱሺݔሻ ൌ െ݊ݏ ௡ܶ,௦ିଵሺݔሻ ൅ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ݔ݊

௡

௞ୀ଴

ቂቀ݊
݇ቁ ௞ିଵሺ1ݔ െ ሻ௡ି௞ିଵሺ݇ݔ െ  ሻቃݔ݊
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௡ܶ,௦
ᇱሺݔሻ ൌ െ݊ݏ ௡ܶ,௦ିଵሺݔሻ ൅ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ାଵݔ݊

௡

௞ୀ଴

ቀ݊
݇ቁ ௞ିଵሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଵ                      ሺ3.7ሻݔ

Eş. 3.7 de her iki taraf ݔሺ1 െ  ሻ ile çarpılırsaݔ

ሺ1ݔ െ ሻݔ ೙ܶ,ೞ
ᇲ ሺݔሻ ൌ െ݊ݔݏሺ1 െ ሻݔ ௡ܶ,௦ିଵሺݔሻ ൅ ෍ሺ݇ െ ሻ௦ାଵݔ݊

௡ܲ,௞ሺݔሻ
௡

௞ୀ଴

 

ሺ1ݔ െ ሻݔ ೙ܶ,ೞ
ᇲ ሺݔሻ ൌ െ݊ݔݏሺ1 െ ሻݔ ௡ܶ,௦ିଵሺݔሻ ൅ ௡ܶ,௦ାଵሺݔሻ 

௡ܶ,௦ାଵሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ െ ሻൣݔ ೙ܶ,ೞ
ᇲ ሺݔሻ ൅ ݏ݊ ௡ܶ,௦ିଵሺݔሻ൧ 

bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

3.4. Teorem [8]  

 

,ሺమሻሺሾ0,1ሿܥ Թሻ ؔ ሺమሻሾ0,1ሿܥ ؔ ሼ݂|݂: ሾ0,1ሿ ՜ Թ iki kez sürekli türevli fonksiyonሽ 

olmak üzere ݂ א  .ሺమሻሾ0,1ሿ olsunܥ

Bu durumda 

lim
௡՜ஶ

݊൫ܤ೙ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻ൯ ൌ
ሺ1ݔ െ ሻݔ

2 ݂ᇲᇲሺݔሻ . 

 

İspat  

 

Voronovskaja asimptotik yaklaşım için  

݂ᇱᇱ א  ሾ0,1ሿ olduğundanTaylor formülü kullanılarakܥ

݂ ൬
݇
݊൰ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ൬

݇
݊ െ ൰ݔ ݂ᇲሺݔሻ ൅ ൬

݇
݊ െ ൰ݔ

మ

൤
1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻ ൅ ߤ ൬

݇
݊ െ  ൰൨                      ሺ3.8ሻݔ
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yazılabilir. Burada ߤሺ݄ሻ her ݄ için sınırlıdır. Yani ܯ ൐ 0 olmak üzere |ߤሺ݄ሻ| ൑  ܯ

ve ݄ ՜ 0 için  ߤሺ݄ሻ ՜ 0  dır. 

Eş. 3.8 de her iki taraf ቀ݊
݇ቁ ೖሺ1ݔ െ ݇ ሻ೙షೖ  ile çarpıldıktan sonraݔ ൌ 0 dan ݇ ൌ ݊ ye 

kadar toplanıp 

;೙ሺ1ܤ ሻݔ ൌ 1, ;ݐ೙ሺܤ ሻݔ ൌ ,ݔ ;ଶݐ೙ሺܤ ሻݔ ൌ మݔ ൅
1
݊ ሺ1ݔ െ  ሻݔ

olduğu da kullanılırsa  

;೙ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻ ൅
݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ

2݊ ൅ ෍ሺ݇ െ ሻమݔ݊

೙

ೖసబ

ߤ ൬
݇
݊ െ ൰ݔ ೙ܲ,ೖሺݔሻ                  ሺ3.9ሻ 

elde edilir. Eş. 3.9 da  

ࣛ ൌ ෍ሺ݇ െ ሻమݔ݊

೙

ೖసబ

ߤ ൬
݇
݊ െ ൰ݔ ೙ܲ,ೖሺݔሻ 

diyelim. ݂ א ߝ ሾ0,1ሿ olduğundan düzgün süreklidir herܥ ൐ 0 ve her ݔ א ሾ0,1ሿ için ݔ 

den bağımsız bir ߜ ൐ 0 sayısı için ቚ௞
௡

െ ቚݔ ൌ |݄| ൏ |ሺ݄ሻߤ|  olduğundan ߜ ൏  .dir ߝ

Dolayısıyla  

ࣛ ൑ ߝ ෍ ሺ݇ െ ሻమݔ݊
೙ܲ,ೖሺݔሻ ൅ ܯ ෍ ሺ݇ െ ሻమݔ݊

೙ܲ,ೖሺݔሻ
ቚ௞
௡ି௫ቚஹఋቚ௞

௡ି௫ቚழఋ

 

     ൌ
ߝ

݊మ ೙ܶ,మሺݔሻ ൅
ܯ
మߜ ෍ ൬

݇
݊ െ ൰ݔ

ర೙

ೖసబ

೙ܲ,ೖሺݔሻ 

     ൌ
ߝ

݊మ ሺ1ݔ݊ െ ሻݔ ൅
ߝ

మ݊రߜ ೙ܶ,రሺݔሻ 

      ൑
ߝ
݊ ሺ1ݔ െ ሻݔ ൅

.ܯ భܯ

మ݊రߜ , max
ሾబ,భሿאೣ

ሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ
1
4 , .ܯ భܯ ൌ  ሻݐܾ݅ܽݏሺܭ

     ൑
ߝ

4݊ ൅
ܭ

,   మ݊ߜ ߜ ൌ ඨܭ
ߝ   
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    ൑
ߝ

4݊ ൅
ߝ
݊ ൑ ܿ

ߝ
݊ 

bulunur. ࣛ, Eş. 3.9 da yerine yazılırsa  

;೙ሺ݂ܤ ሻݔ ൑ ݂ሺݔሻ ൅
݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ

2݊ ൅ ܿ
ߝ
݊ 

elde edilir.  

lim
೙՜ಮ

݊ሾܤ೙ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻሿ ൌ lim
೙՜ಮ

1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ ൌ

1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ  ሻݔ

bulunur. Burada ௫ሺଵି௫ሻ
ଶ

݂ᇲᇲሺݔሻ asimptotik değer,  ଵ
௡
  asimptotik hızdır. 

 

3.2.3. Bernstein operatörünün bölünmüş farklar ile ifadesi 

 

3.5. Teorem 

 

௞
௡

, ݇ ൌ 0,1, … , ݊ noktalarında ݂ fonksiyonunun sonlu farklar ile ifadesi 

;௡ ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ቀ݊
݇ቁ

௡

௞ୀ଴

∆௞݂ሺ0ሻݔ௞   

biçimindedir [5]. 

 

İspat 

 

 ௡ operatörünü tanımlayan serinin düzgün yakınsak olmasından dolayı seri teri terimܤ

türevlenebilirdir. 
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;௡ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ቀ݊
݇ቁ

௡

௞ୀ଴

௞ሺ1ݔ െ ሻ௡ି௞݂ݔ ൬
݇
݊൰ 

ifadesinde ݔ e göre bir kez türev alınırsa  

௡ܤ 
ᇱ ሺ݂; ሻݔ ൌ ෍ ቀ݊

݇ቁ
௡

௞ୀ଴

௞ିଵሺ1ݔ݇ െ ሻ௡ି௞݂ݔ ൬
݇
݊൰

െ ෍ ቀ݊
݇ቁ ሺ݊ െ ݇ሻݔ௞

௡

௞ୀ଴

ሺ1 െ ሻ௡ି௞ିଵ݂ݔ ൬
݇
݊൰ 

ൌ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇! ௞ିଵݔ݇
௡

௞ୀ଴

ሺ1 െ ሻ௡ି௞݂ݔ ൬
݇
݊൰ 

       െ ෍
݊!

ሺ݊ െ ݇ሻ! ݇!
ሺ݊ െ ݇ሻݔ௞ሺ1 െ ሻ௡ି௞ିଵ݂ݔ ൬

݇
݊൰

௡

௞ୀ଴

 

 ൌ ෍ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ ቁ

௡ିଵ

௞ୀ଴

௞ሺ1ݔ െ ሻ௡ି௞ିଵ݂ݔ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ෍ ݊ ቀ݊ െ 1
݇ ቁ

௡

௞ୀ଴

௞ሺ1ݔ െ ሻ௡ି௞ିଵ݂ݔ ൬
݇
݊൰ 

ൌ ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ቀ݊ െ 1
݇ ቁ ௞ሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଵ                                           ሺ3.10ሻݔ

Eş. 3.10 da ݂ ቀ௞ାଵ
௡

ቁ െ ݂ ቀ௞
௡

ቁ ൌ ∆݂ ቀ௞
௡

ቁ ile gösterilsin. 

Eş. 3.10 da ݔ e göre türev alınırsa  

௡ܤ
ᇱᇱሺ݂; ሻݔ ൌ ݊ ෍ ൤݂ ൬

݇ ൅ 1
݊ ൰ െ ݂ ൬

݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ቀ݊ െ 1
݇ ቁ ௞ିଵሺ1ݔ݇ െ ሻ௡ି௞ିଵݔ

െ ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ቀ݊ െ 1
݇ ቁ ௞ሺ݊ݔ െ ݇ െ 1ሻሺ1 െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

ൌ ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ௞ିଵሺ1ݔ݇ െ  ሻ௡ି௞ିଵݔ
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െ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ௞ሺ݊ݔ െ ݇ െ 1ሻሺ1 െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

ൌ ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀଵ

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 1ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ௞ିଵሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଵݔ

െ݊ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଵ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 1ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ௞ሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

(birinci toplam ifadesinde ݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılırsa) 

ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 2

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰൨
௡ିଶ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 2ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ௞ሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

െ݊ሺ݊ െ 1ሻ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ െ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଶ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 2ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ௞ሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ ෍ ൤݂ ൬
݇ ൅ 2

݊ ൰ െ 2݂ ൬
݇ ൅ 1

݊ ൰ ൅ ݂ ൬
݇
݊൰൨

௡ିଶ

௞ୀ଴

ሺ݊ െ 2ሻ!
ሺ݊ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ௞ሺ1ݔ െ  ሻ௡ି௞ିଶݔ

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse  

∆௛
௩ ݂ሺݔሻ ൌ ∆ቀ∆௛

௩ିଵ݂ሺݔሻቁ ൌ ݂ሺݔ ൅ ሻ݄ݒ െ ቀݒ
1ቁ ݂ሺݔ ൅ ሺݒ െ 1ሻ݄ሻ ൅ ڮ ൅ ሺെ1ሻ௩݂ሺݔሻ 

olmak üzere ݄ ൌ ଵ
௡
 ve ݒ ൌ 0,1, … , ݊ için ∆௛

௩ ݂ሺݔሻ ൌ ∆௩݂ሺݔሻ yazarak 

௡ܤ
ሺ௩ሻሺ݂; ሻݔ ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ … ሺ݊ െ ݒ ൅ 1ሻ ෍ ∆௩

௡ି௩

௞ୀ଴

݂ ൬
݇
݊൰ ቀ݊ െ ݒ

݇ ቁ ௞ሺ1ݔ െ        ሻ௡ି௞ି௩ݔ

ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ … ሺ݊ െ ݒ ൅ 1ሻ ൤∆௩݂ሺ0ሻሺ1 െ ሻ௡ି௩൅∆௩݂ݔ ൬
݇
݊

൰ ቀ݊ െ ݒ
1 ቁ ሺ1ݔ െ ሻ௡ିଵି௩ݔ ൅ ڮ ൨ 

bulunur. ݔ ൌ 0 alınırsa 
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௡ܤ
ሺ௩ሻሺ݂; 0ሻ ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ … ሺ݊ െ ݒ ൅ 1ሻ∆௩݂ሺ0ሻ                                                          

olur. ܤ௡ operatörünün Maclauren açılımı ve yukarıda eşitlik birlikte düşünülürse 

;௡ ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍
௡ܤ

ሺ௩ሻሺ0ሻ
!ݒ

௡

௩ୀ଴

௩ݔ ൌ ෍ ቀ݊
ቁݒ

௡

௩ୀ଴

∆௩݂ሺ0ሻݔ௩                                                      ሺ3.11ሻ 

elde edilir. Burada  

ܽ௡,௩ ൌ ቀ݊
ቁݒ ∆௩݂ሺ0ሻ denilirse  

ܽ௡,௩ ൌ
1
!ݒ ൬1 െ

1
݊൰ … ൬1 െ

ݒ െ 1
݊ ൰

∆௩݂ሺ0ሻ
ሺ∆ݔሻ௩  , ݔ∆ ൌ

1
݊    

olur. Eğer ݂ türevlenebilir ise ݊ ՜ ∞ için ܽ௡,௩ ifadesi  ௙ሺೖሻሺ଴ሻ
௞!

 a yakınsar. Dolayısıyla 

Eş. 3.11 in sağ tarafı ݂ fonksiyonunun Maclauren seri açılımının ilk ሺ݊ ൅ 1ሻ 

terimidir. 

 

3.3. Bernstein-Schurer Polinomları 

 

3.3. Tanım  

 

݌ א Գ଴ olmak üzere  

:೙,೛ܤ ሾ0,1ܥ ൅ ሿ݌ ՜  ሾ0,1ሿܥ

Her ݂ א ሾ0,1ܥ ൅ ݔ , ሿ݌ א ሾ0,1ሿ ve ݊ א Գ için Bernstein-Schurer operatörleri 

;೙,೛ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ݂ ൬
݇
݊൰

೙శ೛

ೖసబ

  , ೙ܲ,ೖሺݔሻ ൌ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ ೖሺ1ݔ െ  ሻ೙శ೛షೖ                     ሺ3.12ሻݔ
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ile tanımlanır. 

 

3.6. Teorem 

 

Eş. 3.12 ile tanımlanan Bernstein-Schurer operatörleri Korovkin teoremini sağlar. 

 

 İspat 

 

Öncelikle ܤ೙,೛  in lineer ve pozitif operatör olduğunu gösterelim. 

Her ߙ, ߚ א Թ, her భ݂, మ݂ א ሾ0,1ܥ ൅   ሿ için݌

ߙ೙,೛൫ሺܤ భ݂ሺݐሻ ൅ ߚ మ݂ሺݐሻሻ; ൯ݔ ൌ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ൫ߙ భ݂ሺݐሻ ൅ ߚ మ݂ሺݐሻ൯
೙శ೛

ೖసబ

 

ൌ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ
೙శ೛

ೖసబ

ߙ భ݂ሺݐሻ ൅ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ
೙శ೛

ೖసబ

ߚ మ݂ሺݐሻ 

ൌ ߙ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ
೙శ೛

ೖసబ

భ݂ሺݐሻ ൅ ߚ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ
೙శ೛

ೖసబ

మ݂ሺݐሻ 

ൌ ೙,೛ሺܤߙ భ݂ሺݐሻ; ሻݔ ൅ ೙,೛ሺܤߚ మ݂ሺݐሻ;  ሻݔ

olduğundan ܤ೙,೛ lineer bir operatördür. 

݇ ൌ 0,1,2, … , א ݊ Գ ve ݔ א ሾ0,1ሿ için ೙ܲ,ೖሺݔሻ ൌ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ ೖሺ1ݔ െ ሻ೙శ೛షೖݔ ൒ 0 

olduğundan ݂ ൒ 0 ise ܤ೙,೛ሺ݂; ሻݔ ൒ 0 dır. O halde ܤ೙,೛ pozitif bir operatördür. 

 .೙,೛ lineer pozitif operatördürܤ
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݅ሻܤ೙,೛ሺ݁బ; ሻݔ ൌ ෍ ೙ܲ,ೖሺݔሻ ൌ
೙శ೛

ೖసబ

1 

elde edilir. Buradan da  

lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݁బሻ െ ݁బฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

หܤ೙,೛ሺ݁బ; ሻݔ െ ݁బሺݔሻห 

                                                ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

|1 െ 1| ൌ 0 

bulunur. 

 

݅݅ሻܤ೙,೛ሺ݁భ; ሻݔ ൌ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ ೖሺ1ݔ െ ሻ೙శ೛షೖݔ ݇

݊

೙శ೛

ೖసబ

 

                   ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ ݇
݊              

                   ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ೖݔ

೙శ೛

ೖసభ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ 1
݊ 

(݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılarak) 

                   ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖశభݔ

೙శ೛షభ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖషభݔ 1
݊ 

                   ൌ ෍
ሺ݊ ൅ ሻሺ݊݌ ൅ ݌ െ 1ሻ!
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ݔೖݔ

೙శ೛షభ

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖషభݔ 1
݊ 

                   ൌ
݊ ൅ ݌

݊ ݔ ෍
ሺ݊ ൅ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛షభ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙శ೛షೖషభݔ

                    ൌ ݔ ൅
݌
݊  ݔ

bulunur. O halde 
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lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݁భሻ െ ݁భฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

หܤ೙,೛ሺ݁భ; ሻݔ െ ݁భሺݔሻห 

                                               ൌ lim
       ೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

ቚݔ ൅
݌
݊ ݔ െ  ቚݔ

                                               ൌ lim
       ೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

ቚ
݌
݊  ቚݔ

ifadesine ulaşılır. Buradaki maksimum sonlu bir değer olduğundan 

lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݁భሻ െ ݁భฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ 0 

olur.     

             

݅݅݅ሻ ܤ೙,೛ሺ݁మ; ሻݔ ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ ݇మ

݊మ 

ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ ݇ሺ݇ െ 1ሻ
݊మ  

൅ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛

ೖసబ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ ݇
݊మ 

ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 2ሻ! ೖݔ

೙శ೛

ೖసమ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ 1
݊మ 

൅ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ! ೖݔ

೙శ೛

ೖసభ

ሺ1 െ ሻ೙శ೛షೖݔ 1
݊మ 

(birinci toplam ifadesinde ݇ yerine ݇ ൅ 2, ikinci toplam ifadesinde ݇ yerine ݇ ൅ 1 

yazılırsa)  

ൌ
మሺ݊ݔ ൅ ሻሺ݊݌ ൅ ݌ െ 1ሻ

݊మ ෍
ሺ݊ ൅ ݌ െ 2ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ െ 2ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛షమ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙శ೛షೖషమݔ
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൅
݊ ൅ ݌

݊మ ݔ ෍
ሺ݊ ൅ ݌ െ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ െ 1ሻ! ݇! ೖݔ

೙శ೛షభ

ೖసబ

ሺ1 െ  ሻ೙శ೛షೖషభݔ

ൌ మݔ ൅
݊ሺ2݌ െ 1ሻ ൅ ݌ሺ݌ െ 1ሻ

݊మ మݔ ൅
݊ ൅ ݌

݊మ  ݔ

elde edilir. Buradan da  

lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݁మሻ െ ݁మฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

หܤ೙,೛ሺ݁మ; ሻݔ െ ݁మሺݔሻห 

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

ቤݔమ ൅
݊ሺ2݌ െ 1ሻ ൅ ݌ሺ݌ െ 1ሻ

݊మ మݔ ൅
݊ ൅ ݌

݊మ ݔ െ  మቤݔ

ൌ lim
೙՜ಮ

max
ሾబ,భశ೛ሿאೣ

ቤ
݊ሺ2݌ െ 1ሻ ൅ ݌ሺ݌ െ 1ሻ

݊మ మݔ ൅
݊ ൅ ݌

݊మ  ቤݔ

ifadesine ulaşılır. Buradaki maksimum sonlu bir değer olduğundan 

lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݁మሻ െ ݁మฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ 0  

olur. ሺ݅ሻ, ሺ݅݅ሻ, ሺ݅݅݅ሻ den ve Korovkin teoreminden ሾ0,1 ൅  ሿ aralığı üzerinde her݌

݂ א ሾ0,1ܥ ൅   ሿ için݌

lim
೙՜ಮ

ฮܤ೙,೛ሺ݂ሻ െ ݂ฮ
಴ሾబ,భశ೛ሿ

ൌ 0. 

 

 ሻ operatörünün süreklilik modülü ile yaklaşım hızıࢌሺ࢖,࢔࡮  .3.3.1

 

3.7. Teorem [9] 

 

:೙ܮ ,ሾܽܥ ܾሿ ՜ ,ሾܿܥ ݀ሿ olmak üzere ሺܮ೙ሻ lineer pozitif operatörler dizisi olsun.  

ݔ א ሾܿ, ݀ሿ olmak üzere  
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೙ߙ
మሺݔሻ ൌ ݐ೙ሺሺܮ െ ;ሻమݔ ݂  ,ሻ alınırsaݔ א ,ሾܽܥ ܾሿ için  

;೙ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ |݂ሺݔሻ||ܮ೙ሺ1; ሻݔ െ 1| ൅ ൬ܮ೙ሺ1; ሻݔ ൅ ൫ܮ೙ሺ1; ሻ൯ݔ
ଵ

ଶൗ ൰ ߱೑൫ߙ೙ሺݔሻ൯    ሺ3.13ሻ 

 

İspat  

 

݂ א ,ሾܽܥ ܾሿ , ݔ א ሾܿ, ݀ሿ , ݐ א ሾܽ, ܾሿ ve ߜ ൐  ሻ olsun. Süreklilik modülününݔ௡ሺߙ

tanımından  

|݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ߱೑ሺ|ݐ െ ሻ|ݔ ൑  ቆ
ݐ| െ |ݔ

ߜ ൅ 1ቇ ߱೑ሺߜሻ 

;ሻݐ௡ሺ݂ሺܮ ሻݔ െ ݂ሺݔሻ ൌ ሻݐ௡൫ሺ݂ሺܮ െ ݂ሺݔሻሻ; ൯ݔ െ ݂ሺݔሻሾ1 െ ;௡ሺ1ܮ  ሻሿݔ

;௡ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൌ ቚܮ௡ ቀ൫݂ሺݐሻ െ ݂ሺݔሻ൯; ቁቚݔ ൅ |݂ሺݔሻ||1 െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ

elde edilir. ܮ௡ operatörü monoton olduğundan 

;௡ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ሻݐ௡ሺ|݂ሺܮ െ ݂ሺݔሻ|; ሻݔ ൅ |݂ሺݔሻ||1 െ ;௡ሺ1ܮ  ሻ|                      ሺ3.14ሻݔ

yazılır. Eş. 3.14 de 

 ࣛ ൌ ሻݐ௡ሺ|݂ሺܮ െ ݂ሺݔሻ|;  .ሻ diyelimݔ

Süreklilik modülünün (vi) özelliği dikkate alınırsa  

ࣛ ൑ ݐ|ଵିߜ௡൫ ሺܮ െ |ݔ ൅ 1ሻ߱೑ሺߜሻ;  ൯ݔ

yazılır. Operatörünün lineerliği kullanılırsa 

ൌ ߱೑ሺߜሻ൫ܮ௡ሺ 1; ሻݔ ൅ ݐ|௡ሺܮଵିߜ െ ; |ݔ  ሻ൯ݔ

elde edilir. Bu ifadeye önerme 3.1 uygulanırsa 

ൌ ߱೑ሺߜሻ ቀܮ௡ሺ 1; ሻݔ ൅ ݐ௡ሺሺܮଵିߜ െ ;ሻଶݔ ሻଵݔ
ଶൗ ;௡ሺ1ܮ ሻଵݔ

ଶൗ ቁ 
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bulunur. 

ଵିߜ ൏ ௡ߙ
ିଵሺݔሻ olduğundan 

ࣛ ൑ ߱೑ሺߜሻ ൭ܮ௡ሺ 1; ሻݔ ൅
1

ሻݔ௡ሺߙ ቀܮ௡ሺ1; ሻଵݔ
ଶൗ  ሻቁ൱ݔ௡ሺߙ

bulunur. Bu ifade Eş. 3.14 de yerine yazılırsa 

;௡ሺ݂ܮ| ሻݔ െ ݂ሺݔሻ| ൑ ߱೑ሺߜሻ ൭ܮ௡ሺ 1; ሻݔ ൅
1

ሻݔ௡ሺߙ ቀܮ௡ሺ1; ሻଵݔ
ଶൗ  ሻቁ൱ݔ௡ሺߙ

൅|݂ሺݔሻ||1 െ ;௡ሺ1ܮ  |ሻݔ

olur. Böylece istenilen elde edilmiş olur. 

 

3.8. Teorem  

 

Eş. 3.12 ile tanımlanan Bernstein-Schurer operatörü için 

ሻݔ೙ሺߙ ൌ ට௫ሺଵି௫ሻ
௡

൅ ௣௫ሺ௣௫ି௫ାଵሻ
௡మ ൑  ଵ

ଶ
ට஺

௡
  olmak üzere 

หܤ೙,೛ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻห ൑ 3߱೑ ቌඨܣ
݊ቍ 

dir. Burada ܣ, ݊ den bağımsız sabit bir sayıdır. 

 

İspat 

 

Teorem 3.7 yi dikkate alarak önce ߙ೙ሺݔሻ ൌ ݐ೙,೛ሺሺܤ െ ;ሻమݔ  .ሻ ifadesini hesaplayalımݔ
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:೙,೛ܤ ሾ0,1ܥ ൅ ሿ݌ ՜   ሾ0,1ሿ lineer pozitif operatörler dizisi olmak üzereܥ

ݐ೙,೛ሺሺܤ െ ;ሻమݔ ሻݔ ൌ ;మݐ೙,೛ሺܤ ሻݔ െ ;ݐ೙,೛ሺܤݔ2 ሻݔ ൅ ;೙,೛ሺ1ܤమݔ  ሻݔ

                                ൌ మݔ ൅
݊ሺ2݌ െ 1ሻ ൅ ݌ሺ݌ െ 1ሻ

݊మ మݔ ൅
݊ ൅ ݌

݊మ ݔ െ మݔ2 െ మݔ2 ݌
݊ ൅  మݔ

                                ൌ
మݔ݊݌2 െ మݔ݊ ൅ మݔమ݌ െ మݔ݌ ൅ ݔ݊ ൅ ݔ݌ െ మݔ݊݌2

݊మ  

                               ൌ
ሺ1ݔ݊ െ ሻݔ ൅ ݔ݌ሺݔ݌ െ ݔ ൅ 1ሻ

݊మ  

                               ൌ
ሺ1ݔ െ ሻݔ

݊ ൅
ݔ݌ሺݔ݌ െ ݔ ൅ 1ሻ

݊మ  

sonucundan 

ሻݔ೙ሺߙ ؔ ௡ߜ ൌ ඨݔሺ1 െ ሻݔ
݊ ൅

ݔ݌ሺݔ݌ െ ݔ ൅ 1ሻ
݊మ   ,                   

yazılır. maxೣאሾబ,భሿ ሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ ଵ
ସ
 olup  

ሻݔ೙ሺߙ ൑ ඨ 1
4݊ ൅

݌
2 ሺ݌

2 െ 1
2 ൅ 1ሻ

݊మ  

             ൑ ඨ1 ൅ ݌ሺ݌ ൅ 1ሻ
4݊ ܣ   ,  ൌ 1 ൅ ݌ሺ݌ ൅ 1ሻ 

            ൌ
1
2

ඨܣ
݊ 

dir.  Bu sonuç Eş. 3.13 dikkate alınarak ܤ೙,೛ operatörü için yazılırsa  

หܤ೙,೛ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻห ൑ |݂ሺݔሻ|หܤ೙,೛ሺ1; ሻݔ െ 1ห 

൅ ቆܤ೙,೛ሺ1; ሻݔ ൅ ቀܤ೙,೛ሺ1; ሻቁݔ
ଵ

ଶൗ
ቇ ߱೑ሺߙ೙ሺݔሻሻ 
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                                    ൌ 2߱೑ ቌ
1
2

ඨܣ
݊ቍ 

                                    ൑ 3߱೑ ቌඨܣ
݊ቍ 

elde edilir. Burada ݂ א ሾ0,1ܥ ൅ ,݂ ሿ olduğundan݌ ሾ0,1 ൅  .ሿ de düzgün süreklidir݌

Süreklilik modülünün (ii) özelliğinden ݊ ՜ ∞ iken ߜ௡ ՜ 0 olup ߱೑ሺߜ௡ሻ ՜ 0 

dır. Dolayısıyla ܤ௡,௣ሺ݂ሻ in ݂ e yaklaşım derecesi ට஺
௡
 den daha küçüktür. 

 

  ሻ operatörü için Voronovskaja asimptotik yaklaşımࢌሺ࢖,࢔࡮   .3.3.2

 

3.3. Lemma 

 

Bernstein Schurer operatörü için  

೙ܶశ೛,ೞሺݔሻ ൌ ෍ሺ݇ െ ሺ݊ ൅ ሻೞݔሻ݌

೙శ೛

ೖసబ

೙ܲ,ೖሺݔሻ 

olmak üzere indirgeme formülü 

೙ܶశ೛,ೞశభሺݔሻ ൌ ሺ1ݔ െ ሻൣݔ ೙ܶశ೛,ೞ
ᇲ ሺݔሻ ൅ ሺ݊ ൅ ݏሻ݌ ೙ܶశ೛,ೞషభሺݔሻ൧ 

şeklindedir. 
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İspat  

 

Bernstein operatörü için verilen ispata benzer olarak yapılır. 

 

3.9. Teorem  

 

ሺమሻሺሾ0,1ܥ ൅ ,ሿ݌ Թሻ ؔ ሺమሻሾ0,1ܥ ൅ ሿ݌

ؔ ሼ݂|݂: ሾ0,1 ൅ ሿ݌ ՜ Թ iki kez sürekli türevli fonksiyonሽ 

olmak üzere ݂ א ሺమሻሾ0,1ܥ ൅   ሿ olsun. Bu durumda݌

lim
೙՜∞

ሺ ݊ ൅ ሻ݌ ቀܤ೙,೛ሺ݂; ሻݔ െ ݂ሺݔሻቁ ൌ
ሺ1ݔ െ ሻݔ

2 ݂ ′′ሺݔሻ 

sağlanır. 

 

İspat  

 

Voronovskaja asimptotik yaklaşım için Taylor formülünden  

݂ ൬
݇
݊൰ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ൬

݇
݊ ൅ ݌ െ ൰ݔ ݂ᇲሺݔሻ ൅ ൬

݇
݊ ൅ ݌ െ ൰ݔ

మ

൤
1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻ ൅ ߤ ൬

݇
݊ ൅ ݌ െ  ൰൨ݔ

yazılır. Burada ߤሺ݄ሻ her ݄ için sınırlıdır. Yani ܯ ൐ 0 olmak üzere |ߤሺ݄ሻ| ൑  ve ܯ

݄ ՜ 0 için ߤሺ݄ሻ ՜ 0  dır. 

Bu eşitliğin her iki tarafı ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ ೖሺ1ݔ െ ݇ ,ሻ೙శ೛షೖ  ile çarpılıpݔ ൌ 0 dan ݇ ൌ ݊ ൅  ݌

ye kadar toplam alındıktan sonra    

;೙,೛ሺ1ܤ ሻݔ ൌ 1, ;ݐ೙,೛ሺܤ ሻݔ ൌ ݔ ൅
݌
݊  ,ݔ
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;ଶݐ೙,೛ሺܤ ሻݔ ൌ మݔ ൅
݊ሺ2݌ െ 1ሻ ൅ ݌ሺ݌ െ 1ሻ

݊మ మݔ ൅
݊ ൅ ݌

݊మ  ݔ

olduğu da göz önünde tutularak 

;೙,೛ሺ݂ܤ ሻݔ ൌ ݂ሺݔሻ ൅
݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ

2ሺ݊ ൅ ሻ݌

൅ ෍ሺ݇ െ ሺ݊ ൅ ሻమݔሻ݌

೙శ೛

ೖసబ

ߤ ൬
݇

݊ ൅ ݌ െ ൰ݔ ೙ܲ,ೖሺݔሻ                                  ሺ3.15ሻ 

elde edilir. Eş. 3.15 de 

ࣛ ൌ ෍ሺ݇ െ ሺ݊ ൅ ሻమݔሻ݌

೙శ೛

ೖసబ

ߤ ൬
݇

݊ ൅ ݌ െ ൰ݔ ೙ܲ,ೖሺݔሻ 

diyelim. ࣛ terimi için bir üst sınır bulmak istiyoruz. ߝ ൐ 0 yeterince küçük bir sayı,  

ݔ א ሾ0,1ሿ ve ݔ den bağımsız bir ߜ ൐ 0 sayısı için ቚ ௞
௡ା௣

െ ቚݔ ൌ |݄| ൏  olduğunda ߜ

|ሺ݄ሻߤ| ൏   ,dir. O halde ߝ

ࣛ ൑ ߝ ෍ ሺ݇ െ ሺ݊ ൅ ሻమݔሻ݌
೙ܲ,ೖሺݔሻ ൅ ܯ ෍ ሺ݇ െ ሺ݊ ൅ ሻమݔሻ݌

೙ܲ,ೖሺݔሻ
ቚ ௞
௡ା௣ି௫ቚஹఋቚ ௞

௡ା௣ି௫ቚழఋ

 

     ൌ
ߝ

ሺ݊ ൅ ሻమ݌ ೙ܶశ೛,మሺݔሻ ൅
ܯ
మߜ ෍ ൬

݇
݊ ൅ ݌ െ ൰ݔ

ర೙శ೛

ೖసబ

೙ܲ,ೖሺݔሻ 

     ൌ
ߝ

ሺ݊ ൅ ሻమ݌
ሺ݊ ൅ ሺ1ݔሻ݌ െ ሻݔ ൅

ߝ
మሺ݊ߜ ൅ ሻర݌ ೙ܶశ೛,రሺݔሻ 

      ൑
ߝ

ሺ݊ ൅ ሻ݌ ሺ1ݔ െ ሻݔ ൅
.ܯ భܯ

మሺ݊ߜ ൅ ሻర݌ , max
ሾబ,భሿאೣ

ሺ1ݔ െ ሻݔ ൌ
1
4  , .ܯ భܯ ൌ   ܭ

     ൑
ߝ

4ሺ݊ ൅ ሻ݌ ൅
ܭ

మሺ݊ߜ ൅ ,   ሻ݌ ߜ ൌ ඨܭ
ߝ   

    ൑
ߝ

4ሺ݊ ൅ ሻ݌ ൅
ߝ

ሺ݊ ൅ ሻ݌ ൑ ܿ
ߝ

ሺ݊ ൅  ሻ݌

elde edilir. ࣛ, Eş. 3.15 de yerine yazılırsa  
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;೙,೛ሺ݂ܤ ሻݔ ൑ ݂ሺݔሻ ൅
݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ

2ሺ݊ ൅ ሻ݌ ൅ ܿ
ߝ

ሺ݊ ൅  ሻ݌

bulunur. Böylece  

lim
೙՜ಮ

ሺ݊ ൅ ;೙,೛ሺ݂ܤሻൣ݌ ሻݔ െ ݂ሺݔሻ൧ ൌ lim
೙՜ಮ

1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ ሻݔ ൌ

1
2 ݂ᇲᇲሺݔሻݔሺ1 െ  ሻݔ

sonucuna ulaşılır. Burada ௫ሺଵି௫ሻ
ଶ

݂ᇲᇲሺݔሻ asimptotik değer,  ଵ
௡ା௣

  asimptotik hızdır. 
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4. KOMPLEKS KANTOROVİCH-SCHURER POLİNOMLARI 

 

Bu bölümde Թ de Bernstein-Schurer operatörleri için yapılan incelemeleri ԧ ye 

genişleteceğiz. İlk kısımda ԧ de bir bölge tanımlayıp bu bölgede analitik olan 

fonksiyonlar için kompleks Bernstein-Schurer operatörleri yardımı ile yakınsaklık 

oranı ve Voronovskaja tip asimptotik yaklaşıma ilişkin sonuçlar vereceğiz. İkinci 

kısımda kompleks Kantorovich-Schurer polinomları tanımlanarak eş anlı yaklaşım 

ve Voronovskaja tip asimptotik yaklaşım teoremleri incelenecektir. Bu amaçla             

S. Gal’ in [10] ve [11] eserleri kullanılmıştır. 

 

4.1.  Kompleks Bernstein-Schurer Polinomları 

 

4.1. Tanım 

 

ࣞ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ 1ሽ ve ܣሺࣞሻ ൌ ሼ݂|݂: ࣞ ؿ ԧ ՜ ԧ analitik fonksiyonሽ olmak üzere 

her ݖ א ԧ ve her ݂ א  ሺࣞሻ içinܣ

;௡ሺ݂ܤ ሻݖ ൌ ෍ ቀ݊
݇ቁ

௡

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ି௞݂ݖ ൬
݇
݊൰                                                                      ሺ4.1ሻ 

şeklinde tanımlanan ifadeye kompleks Bernstein polinomu denir. 
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4.1. Teorem 

 

0 ൑ ܽ ൑ 1, ܴ ൒ ܽ, ܴ ൒ 1 െ ܽ olmak üzere |ݖ െ ܽ| ൑ ܴ dairesi ሾ0,1ሿ aralığını içersin. 

Eğer  ݂ሺݖሻ ൌ ∑ ܿ௞
ஶ
௞ୀ଴ ሺݖ െ ܽሻ௞ fonksiyonu |ݖ െ ܽ| ൑ ܴ de analitik ise, bu durumda 

ݖ| െ ܽ| ൑ ܴ de düzgün olarak  

lim
௡՜ஶ

;௡ሺ݂ܤ ሻݖ ൌ ݂ሺݖሻ  dir ሾ4ሿ. 

 

Bernstein’ın kompleks Bernstein polinomları ile ilgili verdiği yukarıda ki teoremde 

dikkat edilirse sadece yakınsaklık verilmiş fakat yakınsaklık oranına ilişkin bir sonuç 

elde edilmemiştir. Son yıllarda yapılan çalışmalarda genel olarak kompleks operatör 

dizilerinin yaklaşım derecesinin bulunması problemi ele alınmaktadır. Yaklaşım 

derecesi ile ilgili [11] de S. G. Gal’in verdiği teorem şöyledir. 

 

4.2. Teorem 

 

ܴ ൐ 1 için ܦோ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ ܴሽ ve ݂: ோܦ ՜ ԧ analitik olsun. 

 

݅ሻ1 ൑ ݎ ൏ ܴ keyfi sabit olmak üzere her |ݖ| ൑ ݊ ve ݎ א Գ için 

;௡ሺ݂ܤ| ሻݖ െ ݂ሺݖሻ| ൑ ஼ೝሺ௙ሻ
௡

 dır. Burada  

0 ൏ ௥ሺ݂ሻܥ ൌ
ݎሺݎ3 ൅ 1ሻ

2 ෍ ݆ሺ݆ െ 1ሻห ௝ܿห
ஶ

௝ୀଶ

௝ିଶݎ ൏ ∞ 

şeklindedir. 
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݅݅ሻ1 ൏ ݎ ൏ ଵݎ ൏ ܴ keyfi bir sabit ise, bu durumda her |ݖ| ൑ ,݊ ve ݎ ݌ א Գ için  

หܤ௡
ሺ௣ሻሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺ௣ሻሺݖሻห ൑

!݌௥భሺ݂ሻܥ ଵݎ

݊ሺݎଵ െ  ሻ௣ାଵݎ

dir. Burada ܥ௥భሺ݂ሻ, yukarıda (i)  özelliğindeki gibi verilmiştir. 

 

4.2. Tanım 

 

ଵܦ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ 1ሽ, ଵതതതܦ ؿ  , ܩ ܩ ؿ ԧ açık küme ݂: ܩ ՜ ԧ analitik fonksiyon ve  

݌  א ሼ0,1,2, … ሽ  olmak üzere  

ܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ ൌ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ

௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞݂ݖ ൬
݇
݊൰ , ݖ א ԧ                                  ሺ4.2ሻ  

şeklindeki ifadeye kompleks Bernstein-Schurer polinomu denir. 

Özel olarak ݌ ൌ 0 için klasik kompleks Bernstein polinomu elde edilir. 

 

4.1. Lemma 

 

Eş. 4.2 ile tanımlanan kompleks Bernstein Schurer polinomu için ∆௝, ݆. mertebeden 

sonlu farkı göstermek üzere  

ܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ∆ଵ ௡ൗ
௝ ݂ሺ0ሻ ௝݁

௡ା௣

௝ୀ଴

ሺݖሻ. 
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İspat 

 

Teorem 3.5 de verilen reel değişkenli Bernstein polinomuna benzer olarak yapılır.  

 

4.1. Önerme 

 

0 ൑ ௝ݔ  ൑ 1, ݆ ൌ 1,2, … , ݇  olmak üzere  

1 െ ෑ ௝ݔ ൑ ෍ሺ1 െ ௝ሻ                                                                                                  ሺ4.3ሻݔ
௞

௝ୀଵ

௞

௝ୀଵ

 

 

İspat 

 

݇ ൌ 1 için 1 െ ௝ݔ ൑ 1 െ  .௝ dirݔ

 

݇ ൌ   için doğru olsun. Yani ݐ

1 െ ෑ ௝ݔ

௧

௝ୀଵ

൑ ෍൫1 െ  ௝൯ݔ
௧

௝ୀଵ

 

eşitsizliği sağlansın. 

 

݇ ൌ ݐ ൅ 1 için doğruluğunu gösterelim. 

1 െ ෑ ௝ݔ

௧ାଵ

௝ୀଵ

ൌ 1 െ .ଵݔ ଶݔ … .௧ݔ ௧ାଵݔ ൅ ௧ାଵݔ െ  ௧ାଵݔ
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ൌ 1 െ ௧ାଵݔ ൅ ௧ାଵሺ1ݔ  െ .ଵݔ ଶݔ … ௧ሻݔ ൌ 1 െ ௧ାଵݔ ൅ ௧ାଵݔ ቌ1 െ ෑ ௝ݔ

௧

௝ୀଵ

ቍ 

൑ 1 െ ௧ାଵݔ ൅ ௧ାଵݔ ෍ሺ1 െ ௝ሻݔ ൑  ෍ሺ1 െ ௝ሻ        ൫ 0ݔ ൑ ௝ݔ  ൑ 1൯.  
௧ାଵ

௝ୀଵ

  
௧

௝ୀଵ

 

 

4.3. Teorem 

 

݌  א Գ ׫ ሼ0ሽ ,ܴ ൐ ݌ ൅ 1 olsun.  ܦோ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ ܴሽ ve ݂: ோܦ ՜ ԧ  bir analitik 

fonksiyon olsun. 

 

݅ሻ1 ൑ ݌ሺݎ ve ݎ ൅ 1ሻ ൏ ܴ olmak üzere her  |ݖ| ൑ ݊ ve ݎ א Գ  için 

หܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻห ൏ ଶ,௥,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ 

sağlanır. Burada  

0 ൏ ଶ,௥,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ ൌ ෍|ܿ௞|

ஶ

௞ୀଵ

ቊ
2݇ሺ݇ െ 1ሻ

݊ ൅ ݌ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞ ൅
1
݊ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞ െ

௞ݎ

݊ ቋ ൏ ∞ 

dır. 

 

 ݅݅ሻ1 ൑ ݎ ൏ ଵݎ ൑ ݌ଵሺݎ ൅ 1ሻ ൏ ܴ keyfi bir sabit ise, bu durumda her |ݖ| ൑  ve  ݎ

݊, ݆ א Գ için 

หሾܵ௡,௣ሺ݂; ሻሿሺ௝ሻݖ െ ݂ሺ௝ሻሺݖሻห ൑
ଶ,௥భ,௡ܯ

ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ݆! ଵݎ

ሺݎଵ െ ሻ௝ାଵݎ  

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat  

 

ሻݖሻ݁௞ሺ࢏ ൌ ,݂  ௞    ile gösterilsin. Böyleceݖ ݖ ோ de analitik olduğundan herܦ א  ோ içinܦ

݂ሺݖሻ ൌ ෍ ܿ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ଴

ൌ ෍ ܿ௞

ஶ

௞ୀ଴

݁௞ሺݖሻ     

olup 

ܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ ൌ ෍ ܿ௞

ஶ

௞ୀ଴

ܵ௡,௣ሺ݁௞;  ሻݖ

yazılır. Buradan                                                                                                        

หܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻห ൑  ෍|ܿ௞|หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห
ஶ

௞ୀ଴

 

dir. หܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻห   ifadesinde   ݊ א Գ  olup 0 ൑ ݇ ൑ ݊ ൅ ݇ ve ݌ ൐ ݊ ൅  ݌

olmak üzere iki ayrı durum dikkate alınacaktır. 

Lemma 4.1 i dikkate alarak aşağıdaki durumları inceleyelim. 

 

1.durum: 

 ݇ ൌ 0 ise, bu durumda ܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻ ൌ 0 dır. Dolayısıyla 1 ൑ ݇ ൑ ݊ ൅  için ݌

incelenecektir. Burada  

௡,௝,௞ܥ
ሺ௣ሻ ൌ ቀ

݊ ൅ ݌
݆ ቁ ∆ଵ ௡ൗ

௝ ݁௞ሺ0ሻ ile gösterilirse 

௡,௝,௞ܥ
ሺ௣ሻ ൌ ቀ

݊ ൅ ݌
݆ ቁ ቂ݁௞; 0, ଵ 

௡
, ڮ , ௝

௡
ቃ ௝!

௡ೕ elde edilir. 

݁௞ konveks fonksiyon olduğundan ve Tanım 2.8 dikkate alınırsa  
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∆ଵ ௡ൗ
௝ ݁௞ሺ0ሻ ൌ ቂ݁௞; 0, ଵ 

௡
, ڮ , ௝

௡
ቃ ௝!

௡ೕ ൐ 0 dır. O halde ܥ௡,௝,௞
ሺ௣ሻ ൒ 0 dır. 

ܵ௡,௣ሺ݂; 1ሻ değeri hesaplanırsa  

ܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ ൌ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ

௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞݂ݖ ൬
݇
݊൰       

ൌ ଴ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣݂ሺ0ሻݖ ൅ ሺ݊ ൅ ଵሺ1ݖሻ݌ െ ሻ௡ା௣ିଵ݂ݖ ൬
1
݊൰ ൅ ڮ

൅ ቀ
݊ ൅ ݌
݊ ൅ ቁ݌ ௞ሺ1ݖ െ ሻ଴݂ݖ ൬

݊ ൅ ݌
݊ ൰ 

ܵ௡,௣ሺ݂; 1ሻ ൌ ݂ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰ ൌ ݂ ቀ1 ൅
݌
݊ቁ 

bulunur. Buradan ܵ௡,௣ሺ݁௞ሻሺ1ሻ ൌ ݁௞ ቀ௡ା௣
௡

ቁ yazılabilir. Ayrıca  

ܵ௡,௣ሺ݁௞; 1ሻ ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ∆ଵ ௡ൗ
௝ ݁௞ሺ0ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

஼೙,ೕ,ೖ
ሺ೛ሻ

ൌ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞

௡ା௣

௝ୀ଴

 

dir. Bu ifade dikkate alınırsa 

෍ ௡,௝,௞ܥ
ሺ௣ሻ

௡ା௣

௝ୀ଴

ൌ ෍ ௡,௝,௞ܥ
ሺ௣ሻ

௞

௝ୀ଴

ൌ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞            

 

olduğu görülür.  

1 ൑ r ൑ rሺp ൅ 1ሻ ൏ ܴ olmak üzere her |z| ൑ r için  

หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൌ ቮ෍ ௡,௝,௞ܥ
ሺ௣ሻ

௝݁ሺݖሻ െ ݁௞ሺݖሻ
௞

௝ୀ଴

ቮ 

หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൌ ቮቂܥ௡,௞,௞
ሺ௣ሻ െ 1ቃ ݁௞ሺݖሻ ൅ ෍ ܿ௡,௝,௞

ሺ௣ሻ
௝݁ሺݖሻ

௞ିଵ

௝ୀ଴

ቮ                                ሺ4.4ሻ 

yazılabilir. Eş. 4.4 de üçgen eşitsizliği uygulanırsa;  
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หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൑ ቚቂܥ௡,௞,௞
ሺ௣ሻ െ 1ቃ ݁௞ሺݖሻቚ ൅ ቮ෍ ܿ௡,௝,௞

ሺ௣ሻ
௝݁ሺݖሻ െ ௡,௞,௞ܥ

ሺ௣ሻ
௝݁ሺݖሻ

௞

௝ୀ଴

ቮ    ሺ4.5ሻ 

൑ ቚܥ௡,௞,௞
ሺ௣ሻ െ 1ቚ ௞ݎ ൅ ቮ෍ ܿ௡,௝,௞

ሺ௣ሻ െ ௡,௞,௞ܥ
ሺ௣ሻ

௞

௝ୀ଴

ቮ  ௞                           ሺ4.6ሻݎ

elde edilir. Burada  

௡,௞,௞ܥ
ሺ௣ሻ ൌ ቀ݊ ൅ ݌

݇ ቁ ൤݁௞; 0,
1
݊ , ڮ ,

݇
݊൨

݇!
݊௞ 

dır. ݁௞ሺߦሻ ൌ ,௞ߦ ݁௞
ሺ௞ሻሺߦሻ ൌ ݇! olduğu ve Tanım 2.8 kullanılarak  

௡,௞,௞ܥ
ሺ௣ሻ ൌ

ሺ݊ ൅ !ሻ݌
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ·

݁௞
ሺ௞ሻሺߦሻ

݇! ·
݇!
݊௞ 

ൌ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݊௞  

ൌ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞                                                             ሺ4.7ሻ 

elde edilir. Eş. 4.7, Eş. 4.6 de yerine yazılırsa  

หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൑ ቤ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2 … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞ െ 1ቤ  ௞ݎ

               ൅ ቈ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞ ቉  ௞ݎ

൑ 2 ቈ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞ ቉ ௞ݎ

൅ ቈ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ 1቉  ௞                                                                                ሺ4.8ሻݎ

olarak elde edilir. Eş. 4.8 deki  

ቈ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞ ቉ 
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ifadesinde önerme 4.1 kullanılarak  

ቈ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ
ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 1ሻሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ 2ሻ … ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊௞ ቉

ൌ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ ቎1 െ ෑ
݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ ݆

݊ ൅ ݌

௞

௝ୀଵ

቏  

൑
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ ෍ ൬1 െ
݊ ൅ ݌ െ ݇ ൅ ݆

݊ ൅ ݌ ൰
௞

௝ୀଵ

ൌ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ ෍
݇ െ ݆
݊ ൅ ݌

௞

௝ୀଵ

ൌ
ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞

݇ଶ െ ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ
2

݊ ൅ ݌  

ൌ
݇ሺ݇ െ 1ሻ
2ሺ݊ ൅ ሻ݌

ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ ൌ
݇ሺ݇ െ 1ሻ
2ሺ݊ ൅ ሻ݌ ቀ1 ൅

݌
݊ቁ

௞
൑

݇ሺ݇ െ 1ሻ
2ሺ݊ ൅ ሻ݌ ሺ݌ ൅ 1ሻ௞                         ሺ4.9ሻ 

elde edilir. Diğer taraftan doğrudan doğruya  

ሺ݊ ൅ ሻ௞݌

݊௞ െ 1 ൌ
݊௞ ൅ ቀ݇

1ቁ ݊௞ିଵ݌ଵ ൅ ቀ݇
2ቁ ݊௞ିଶ݌ଶ ൅ ڮ ൅ ௞݌ െ ݊௞

݊௞  

ൌ
∑ ൬݇

݆ ൰ ݊௝݌௞ି௝௞ିଵ
௝ୀ଴

݊௞ ൑
݊௞ିଵ ∑ ൬݇

݆ ൰ ௞ି௝௞ିଵ݌
௝ୀ଴

݊௞ ൌ
1
݊

ሾሺ݌ ൅ 1ሻ௞ െ 1ሿ                           ሺ4.10ሻ 

bulunur. Eş. 4.9 ve Eş. 4.10, Eş 4.8 de yerine yazılırsa  

หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൑
݇ሺ݇ െ 1ሻ
2ሺ݊ ൅ ሻ݌ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞ ൅

1
݊

ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞ െ
௞ݎ

݊                 ሺ4.11ሻ 

sonucuna ulaşılır. 

 

2.durum: 

1 ൑ r ൑ rሺp ൅ 1ሻ ൏ ܴ  olmak üzere ݇ ൐ ݊ ൅ ݌ ൒ 1 ve  |z| ൑ r için  

หܵ௡,௣ሺ݁௞; ሻݖ െ ݁௞ሺݖሻห ൑ หܵ௡,௣ሺ݁௞ሻሺݖሻห ൅ |݁௞ሺݖሻ| ൑ หܵ௡,௣ሺ݁௞ሻሺݖሻห ൅  ௞ݎ
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൑ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞

௡ା௣ݎ ൅ ௞ݎ ൑ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞

௞ݎ ൅ ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞

௞ݎ ൌ 2 ൬
݊ ൅ ݌

݊ ൰
௞

 ௞ݎ

ൌ 2 ቀ1 ൅
݌
݊ቁ

௞
௞ݎ ൑ 2ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞ ൑

2ሺ݇ െ 1ሻ
݊ ൅ ݌

ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎሿ௞.                                   ሺ4.12ሻ 

1.durum ve 2.durum birlikte düşünülürse Eş. 4.11 ve Eş. 4.12 kullanılarak istenilen 

eşitsizliğe ulaşılmış olur. 

 

݅݅ሻ ߁, ଵݎ ൐ |yarıçaplı ܱ merkezli bir daire, |z ݎ ൑ r ve ݒ א Γ olmak üzere 

ݒ| െ |ݖ ൒ ଵݎ െ |olsun. Cauchy türev formülünden her |z ݎ ൑ r ve n א Գ için 

หሾܵ௡,௣ሺ݂; ሻሿሺ௝ሻݖ െ ݂ሺ௝ሻሺݖሻห ൌ อ
݆!

݅ߨ2 න
ܵ௡,௣ሺ݂; ሻݒ െ ݂ሺݒሻ

ሺݒ െ ሻ௝ାଵݖ ݒ݀
௰

อ 

൑
݆!

ߨ2 න
หܵ௡,௣ሺ݂; ሻݒ െ ݂ሺݒሻห

ݒ| െ ௝ାଵ|ݖ |ݒ݀|
௰

൑
݆!

ߨ2 ଶ,௥భ,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ

1
ሺݎଵ െ ሻ௝ାଵݎ ଵݎߨ2 ൌ

ଶ,௥భ,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ݆! ଵݎ

ሺݎଵ െ ሻ௝ାଵݎ  

elde edilir. Hipoteze göre  

݂ሺݖሻ ൌ ෍ ܿ௞

ஶ

௞ୀ଴

 ௞ݖ

|z| ൑ rሺp ൅ 1ሻ ൏ ܴ de mutlak ve düzgün yakınsak olduğundan ܯଶ,௥,௡
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ ൏ ∞ 

olduğu açıktır. 

 

4.2. Lemma 

 

Kompleks Bernstein Schurer polinomları için indirgeme formülü her ݖ א ԧ için 

ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨ ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞,௡,௣ߨ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊   ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ
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şeklindedir. 

 

İspat 

 

ሻݖ௞,௡,௣ሺݏ ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝݆௞ݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

 

ifadesinde ݖ ye göre bir kez türev alınırsa 

ሻݖ௞,௡,௣ሺݏ݀
ݖ݀ ൌ ෍ ቀ

݊ ൅ ݌
݆ ቁ ௝ିଵሺ1ݖ݆ െ ሻ௡ା௣ି௝݆௞ݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

െ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ݊ݖ ൅ ݌ െ ݆ሻሺ1 െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵ݆௞ݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

 

ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ିଵሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝݆௞ାଵݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

െ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ݊ݖ ൅ ሻሺ1݌ െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵ݆௞ݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

൅ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵ݆௞ାଵݖ

௡ା௣

௝ୀ଴

 

elde edilir. Bu ifadedeki her bir toplam ݊௞ାଵ e bölünürse 

௞,௡,௣ߨ
ᇱ ሺݖሻ

݊ ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ିଵሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ݖ ൬
݆
݊൰

௞ାଵ௡ା௣

௝ୀ଴

൅ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵݖ ൬
݆
݊൰

௞ାଵ௡ା௣

௝ୀ଴

െ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ݊ݖ ൅ ሻሺ1݌ െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵݖ ݆௞

݊௞ାଵ

௡ା௣

௝ୀ଴

 

bulunur. İfadenin her iki tarafı ݖሺ1 െ  ሻ ile çarpılırsaݖ
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ሺ1ݖ െ ሻݖ
௞,௡,௣ߨ

ᇱ ሺݖሻ
݊ ൌ ෍ ቀ

݊ ൅ ݌
݆ ቁ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ାଵݖ ൬

݆
݊൰

௞ାଵ௡ା௣

௝ୀ଴

 

൅ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ାଵሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ݖ ൬
݆
݊൰

௞ାଵ௡ା௣

௝ୀ଴

 

െ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ାଵሺ݊ݖ ൅ ሻሺ1݌ െ ሻ௡ା௣ି௝ݖ ݆௞

݊௞ାଵ

௡ା௣

௝ୀ଴

 

elde edilir. Buradan her ݖ א ԧ için 

ሺ1ݖ െ ሻݖ
௞,௡,௣ߨ

ᇱ

݊ ൌ ሺ1 െ ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨሻݖ ൅ ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨݖ െ
ሺ݊ ൅ ݖሻ݌

݊  ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݊ ௞,௡,௣ߨ

ᇱ ሺݖሻ ൌ ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨ െ
ሺ݊ ൅ ݖሻ݌

݊  ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ

ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨ ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞,௡,௣ߨ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊  ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ

sonucuna ulaşılır. 

 

Kompleks Bernstein Schurer polinomları için Voronovskaja tip yaklaşımı 

inceleyelim. 

 

4.4. Teorem 

 

݌ א Գ ׫ ሼ0ሽ ve ܴ ൐ ݌ ൅ 1olmak üzere ܦோ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ ܴሽ ve ݂: ோܦ ՜ ԧ analitik 

fonksiyon olsun. bu durumda her |ݖ| ൑ 1 ve ݊ א Գ için 

ቤܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ െ
݌
݊ ሻݖᇱሺ݂ݖ െ

ሺ1ݖ െ ሻݖ
2݊ ݂ᇱᇱሺݖሻቤ ൑

௣ሺ݂ሻܯ
݊ଶ  
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eşitsizliği sağlanır. Burada  

0 ൏ ௣ሺ݂ሻܯ ൌ ෍|ܿ௞|ൣሺ݇ െ 1ሻܣ௞ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ ൅ ሺ݇ െ 1ሻܤ௞,௣ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଶ൧
ஶ

௞ୀଶ

൏ ∞, 

௞ܣ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ4ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ ൅ 2ሿ ve  

௞,௣ܤ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ݌ሺ5݇ െ 4ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ݇ሺ4݇ െ 7ሻሿ ሾ10ሿ. 

 

İspat 

 

݁௞ሺݖሻ ൌ ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ ௞ veݖ ൌ ܵ௡,௣ሺ݁௞; ݇ .ሻ gösterimleri kullanılacaktırݖ ൌ 1 için 

ሻݖଵ,௡,௣ሺߨ ൌ ܵ௡,௣ሺ݁ଵ; ሻݖ ൌ ෍ ቀ
݊ ൅ ݌

݆ ቁ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ݖ ݆
݊

௡ା௣

௝ୀ଴

 

ൌ ෍
ሺ݊ ൅ !ሻ݌

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݆ሻ! ݆!

௡ା௣

௝ୀ଴

௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ݖ ݆
݊ 

ൌ
݊ ൅ ݌

݊ ݖ ෍ ൬݊ ൅ ݌ െ 1
݆ ൰ ௝ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௝ିଵݖ ൌ ݖ ൅

݌
݊

௡ା௣

௝ୀ଴

ݖ ൌ ݁ଵሺݖሻ ൅
ݖ݌
݊  

olduğu dikkate alınırsa  

ቤܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ െ
݌
݊ ݂ݖ ′ሺݖሻ െ

ሺ1ݖ െ ሻݖ
2݊ ݂ ′′ሺݖሻቤ 

൑ ෍|ܿ௞| ቤ ߨ௞,௡,௣ሺݖሻ െ ݁௞ሺݖሻ െ
݇݌
݊ ݁௞ሺݖሻ െ

௞ିଵሺ1ݖ െ ሻ݇ሺ݇ݖ െ 1ሻ
2݊ ቤ

∞

௞ୀଶ

 

elde edilir. Lemma 4.2 den   

ሻݖ௞ାଵ,௡,௣ሺߨ ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞,௡,௣ߨ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊ ,ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ ݖ א ԧ. 
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ሻݖ௞,௡,௣ሺܧ ൌ ሻݖ௞,௡,௣ሺߨ  െ ݁௞ሺݖሻ െ
݇݌
݊ ݁௞ሺݖሻ െ

௞ିଵሺ1ݖ െ ሻ݇ሺ݇ݖ െ 1ሻ
2݊                     ሺ4.13ሻ 

ሻ polinomunun derecesi ൑ݖ௞,௡,௣ሺܧ ݇ dır. 

ሻݖ଴,௡,௣ሺܧ ൌ ሻݖ଴,௡,௣ሺߨ െ ݁଴ሺݖሻ ൌ 1 െ 1 ൌ 0 

ሻݖଵ,௡,௣ሺܧ ൌ ሻݖଵ,௡,௣ሺߨ െ ݁ଵሺݖሻ െ
݌
݊ ݁ଵሺݖሻ ൌ ݁ଵሺݖሻ ൅

݌
݊ ݁ଵሺݖሻ െ ݁ଵሺݖሻ െ

݌
݊ ݁ଵሺݖሻ ൌ 0 

Lemma 4.2 indirgeme formülünden yararlanılarak  

ሻݖ௞,௡,௣ሺܧ ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞ିଵ,௡,௣ߨ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊ ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺߨ െ ௞ݖ െ

݇݌
݊ ௞ݖ

െ
௞ିଵሺ1ݖ െ ሻ݇ሺ݇ݖ െ 1ሻ

2݊                                                                        ሺ4.14ሻ 

ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺܧ ൌ ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺߨ െ ݁௞ିଵሺݖሻ െ
ሺ݇݌ െ 1ሻ

݊ ݁௞ିଵሺݖሻ

െ
௞ିଶሺ1ݖ െ ሻሺ݇ݖ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ

2݊                                                            ሺ4.15ሻ 

௞ିଵ,௡,௣ܧ
ᇱ ሺݖሻ ൌ ௞ିଵ,௡,௣ߨ

ᇱ ሺݖሻ െ ሺ݇ െ 1ሻݖ௞ିଶ െ
ሺ݇݌ െ 1ሻଶݖ௞ିଶ

݊

െ
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻଶݖ௞ିଷሺ1 െ ሻݖ

2݊ ൅
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻݖ௞ିଶ

2݊               ሺ4.16ሻ 

yazılır. Eş 4.14, Eş. 4.15, Eş. 4.16 ve Eş. 4.13 de yerine yazılırsa 

ሻݖ௞,௡,௣ሺܧ ൌ ௞ିଵ,௡,௣ܧ
ᇱ ሺݖሻ

ሺ1ݖ െ ሻݖ
݊ ൅

ሺ݇ െ 1ሻݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ
݊ ൅

ሺ݇݌ െ 1ሻଶሺ1 െ ௞ିଵݖሻݖ

݊ଶ

൅
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻଶݖ௞ିଶሺ1 െ ሻଶݖ

2݊ଶ െ
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ

2݊ଶ

൅
ሺ݊ ൅ ݖሻ݌

݊ ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺܧ ൅
ሺ݊ ൅ ሻ݌

݊ ௞ݖ ൅
ሺ݇݌ െ 1ሻሺ݊ ൅ ሻ݌

݊ଶ  ௞ݖ

                           ൅
ሺ݊ ൅ ሻሺ݇݌ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻଶݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ

2݊ଶ െ ௞ݖ െ
݇݌
݊ ௞ݖ െ

௞ିଵሺ1ݖ െ ሻݖ
2݊  
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ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞ିଵ,௡,௣ܧ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊ ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺܧ

൅
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻݖ௞ିଶሺ1 െ ሻݖ

2݊ଶ ሾሺ݇ െ 2ሻሺ1 െ ሻݖ െ ݖ ൅ ሿݖ݌

൅
ଶሺ݇݌ െ 1ሻ

݊ଶ ௞ݖ ൅
ሺ݇݌ െ 1ሻଶሺ1 െ ௞ିଵݖሻݖ

݊ଶ ൅
ሺ݇ െ 1ሻݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ

݊

൅ ௞ݖ ൅
݌
݊ ௞ݖ ൅

݇݌
݊ ௞ݖ െ

݌
݊ ௞ݖ ൅

ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ
2݊ െ ௞ݖ

െ
݇݌
݊ ௞ݖ െ

݇ሺ݇ െ 1ሻݖ௞ିଵሺ1 െ ሻݖ
2݊  

ൌ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

݊ ௞ିଵ,௡,௣ܧ
ᇱ ሺݖሻ ൅

ሺ݊ ൅ ݖሻ݌
݊ ሻݖ௞ିଵ,௡,௣ሺܧ

൅
ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻݖ௞ିଶሺ1 െ ሻݖ

2݊ଶ ሾሺ݇ െ 2ሻ െ ሺ݇ݖ െ ݌ െ 1ሻሿ                   

൅
ଶሺ݇݌ െ 1ሻݖ௞

݊ଶ ൅
ሺ݇݌ െ 1ሻଶሺ1 െ ௞ିଵݖሻݖ

݊ଶ ,   

 ݇ ൒ 2, ݊ א Գ ve ݖ א  .ଵതതത elde edilirܦ

ฮܧ௞ିଵ,௡,௣
ᇱ ሺݖሻฮ ൑ ሺ݇ െ 1ሻฮܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻฮ  ve  ሺ௡ା௣ሻ

௡
 ൑ ݌ ൅ 1 eşitsizliği dikkate alınarak 

her |ݖ| ൑ 1, ݇ ൒ 2, ݊ א Գ için  

หܧ௞,௡,௣ሺݖሻห ൑
ሺ1|ݖ| ൅ ሻ|ݖ|

݊ ൣ ฮܧ௞ିଵ,௡,௣
ᇱ ሺݖሻฮ൧ ൅ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห 

൅
௞ିଶሺ1|ݖ| ൅ ሻሺ݇|ݖ| െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻሺ2݇ ൅ ݌ െ 1ሻ

2݊ଶ ൅
ଶሺ݇݌ െ 1ሻ|ݖ|௞

݊ଶ

൅
௞ିଵሺ1|ݖ|݌ ൅ ሻሺ݇|ݖ| െ 1ሻଶ

݊ଶ  

൑ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห ൅
2 ฮܧ௞ିଵ,௡,௣

ᇱ ሺݖሻฮ
݊

൅
݇ െ 1

݊ଶ ሾሺ݇ െ 2ሻሺ2݇ ൅ ݌ െ 1ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ሺ݇݌2 െ 1ሻሿ 
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൑ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห ൅
2ሺ݇ െ 1ሻฮܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻฮ 

݊

൅
݇ െ 1

݊ଶ ሾሺ݇ െ 2ሻሺ2݇ ൅ ݌ െ 1ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ሺ݇݌2 െ 1ሻሿ 

Burada ԡ. ԡ, ݎ ഥଵሻ deki supremum normu göstermektedir. Teorem ispatındaܦሺܥ ൌ 1 

alınırsa  

ฮߨ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻ െ ݁௞ିଵሺݖሻฮ ൑
2ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ ൅ ݌ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ െ
1
݊ 

൑
2ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ െ
1
݊ 

elde edilir. Sonuç olarak  

หܧ௞,௡,௣ሺݖሻห ൑ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห 

൅
2ሺ݇ െ 1ሻ 

݊ ቆ
2ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ െ
1
݊ ൅

݇݌
݊ ൅

݇ሺ݇ െ 1ሻ
݊ ቇ 

൅
݇ െ 1

݊ଶ ሾሺ݇ െ 2ሻሺ2݇ ൅ ݌ െ 1ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ሺ݇݌2 െ 1ሻሿ 

ൌ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห 

൅
݇ െ 1

݊ଶ ሾሺ4ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ ൅ 2ሻሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ ൅ ሺ5݇݌ െ 4ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ݇ሺ4݇ െ 7ሻሿ 

ؔ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧ௞ିଵ,௡,௣ሺݖሻห ൅
௞ܣ

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ ൅
௞,௣ܤ

݊ଶ                                                       ሺ4.17ሻ 

burada  

௞ܣ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ4ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ ൅ 2ሿ ve  

௞,௣ܤ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ݌ሺ5݇ െ 4ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ݇ሺ4݇ െ 7ሻሿ. 

Her ݖ א ԧ için ܧ଴,௡,௣ሺݖሻ ൌ ሻݖଵ,௡,௣ሺܧ ൌ 0 ve  ܣ௞ ,  ௞,௣ ݇ nın artan fonksiyonu olmakܤ

üzere Eş. 4.16 ݇ ൌ 2,3, … için yazılırsa; 



60 
 

݇ ൌ 2 için  

หܧଶ,௡,௣ሺݖሻห ൌ ሺ݌ ൅ 1ሻหܧଵ,௡,௣ሺݖሻห ൅
ଶܣ 

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻ ൅
ଶ,௣ܤ

݊ଶ ൌ
ଶܣ 

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻ ൅
ଶ,௣ܤ

݊ଶ  

݇ ൌ 3 için  

หܧଷ,௡,௣ሺݖሻห ൌ ሺ݌ ൅ 1ሻ หܧଶ,௡,௣ሺݖሻห ൅
ଷܣ

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻଶ ൅
ଷ,௣ܤ

݊ଶ  

                    ൌ ሺ݌ ൅ 1ሻ ൤
ଶܣ 

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻ ൅
ଶ,௣ܤ

݊ଶ ൨ ൅
ଷܣ

݊ଶ ሺ݌ ൅ 1ሻଶ ൅
ଷ,௣ܤ

݊ଶ  

                    ൌ
ሺ݌ ൅ 1ሻଶ

݊ଶ ሺܣଶ ൅ ଷሻܣ ൅
݌ ൅ 1

݊ଶ ଶ,௣ܤ ൅
ଷ,௣ܤ

݊ଶ  

݇ ൌ 4 için  

หܧସ,௡,௣ሺݖሻห ൌ
ሺ݌ ൅ 1ሻଷ

݊ଶ ሺܣଶ ൅ ଷܣ ൅ ସሻܣ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻଶ

݊ଶ ଶ,௣ܤ ൅
݌ ൅ 1

݊ଶ ଷ,௣ܤ ൅  ସ,௣ܤ

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse  

หܧ௞,௡,௣ሺݖሻห ൌ
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ଶ ሺܣଶ ൅ ଷܣ ൅ ڮ ൅ ௞ሻܣ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଶ

݊ଶ ଶ,௣ܤ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଷ

݊ଶ ଷ,௣ܤ

൅ … ൅  ௞,௣ܤ

 ൑
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ଶ ቌ෍ ௝ܣ

௞

௝ୀଶ

ቍ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଶ

݊ଶ ቌ෍ ௝,௣ܤ

௞

௝ୀଶ

ቍ 

  ൑
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ

݊ଶ ሺ݇ െ 1ሻܣ௞ ൅
ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଶ

݊ଶ ሺ݇ െ 1ሻ 

ifadesine ulaşılır. 

݂ሺସሻሺݖሻ ൌ ෍ ܿ௞

ஶ

௞ୀସ

݇ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻሺ݇ െ 3ሻݖ௞ିସ  

serisi |ݖ| ൑ ݌ ൅ 1 ൏ ܴ de yakınsaktır ve bu ifadedeki sabitler sınırlıdır. Bu ispatı 

tamamlar. 
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4.1. Uyarı 

 

(1) Teorem 4.4 de ݌ ൌ 0 alınırsa kompleks Bernstein polinomu için Voronovskaja 

tip yaklaşım elde edilir. 

Gerçekten; 

ቤ݊൫ܤ௡ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ൯ െ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

2 ݂ᇱᇱሺݖሻቤ ൑
଴ሺ݂ሻܯ

݊ଶ , 

଴ሺ݂ሻܯ ൌ ෍|ܿ௞|ൣሺ݇ െ 1ሻܣ௞ ൅ ሺ݇ െ 1ሻܤ௞,଴൧
ஶ

௞ୀଶ

, 

௞,଴ܤ ൌ ሺ݇ െ 1ሻ݇ሺ4݇ െ 7ሻ. 

lim
௡՜ஶ

ቤ݊൫ܤ௡ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ൯ െ
ሺ1ݖ െ ሻݖ

2 ݂ᇱᇱሺݖሻቤ ൌ 0.  

 

(2) Teorem 4.4 nin hipotezinde 1 ൑ ݌ሺݎ ile ݎ ൅ 1ሻ ൏ ܴ dikkate alınırsa benzer 

düşünce ile  

ቚܵ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ െ ௣
௡

ሻݖᇱሺ݂ݖ െ ௭ሺଵି௭ሻ
ଶ௡

݂ᇱᇱሺݖሻቚ ൑ ெೝ,೛ሺ௙ሻ
௡మ   

ifadesi her |ݖ| ൑ ,ݎ ݊ א Գ ve ݌ א Գ ׫ ሼ0ሽ için geçerlidir. 

Burada ܯ௥,௣ሺ݂ሻ ൐ 0 ݊ ve ݖ den bağımsız bir sabit sayıdır. 

 

4.2. Kompleks Kantorovich-Schurer polinomu 

 

Bu kısımda Kantorovich’in integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşmak için 

tanımladığı Kantorovich polinomlarına benzer olarak [4] de verilen kompleks 

Kantorovich-Schurer polinomlarının yaklaşım özellikleri incelenecektir.  
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4.4. Tanım 

                                                                                                                                                             

݊ א Գ, ݂ א ,ଵሾ0,1ሿܮ ݔ א ሾ0,1ሿ ve ௡ܲ,௞ሺݔሻ ൌ ቀ݊
݇ቁ ௞ሺ1ݔ െ   ሻ௡ି௞ݔ

olmak üzere  

;௡ሺ݂ܭ ሻݔ ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ ෍ ௡ܲ,௞ሺݔሻ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

ሺ௞ାଵሻ
௡ାଵൗ

௞
௡ାଵൗ

௡

௞ୀ଴

                                                     ሺ4.18ሻ 

şeklinde tanımlanan ifadeye ݊. Bernstein-Kantorovich polinomu denir.  

Sonlu aralıklarda tanımlı bu polinomlar için, Korovkin Teoremi sağlanmaktadır [1]. 

 

4.5. Tanım 

 

ܵ௡,௣ሺ݂; ݖ ሻ Eş. 4.2 ile tanımlı kompleks Bernstein-Schurer polinomu veݖ א ԧ olmak 

üzere  

;௡,௣ሺ݂ܵܭ ሻݖ ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ ௞ݖ

௡ା௣

௞ୀ଴

ሺ1 െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ       

ሺ௞ାଵሻ
௡ାଵൗ

௞
௡ାଵൗ

ሺ4.19ሻ 

şeklindeki ifadeye kompleks Kantorovich-Schurer polinomu denir. 

 

4.1. Teorem 

 

ሻݖሺܨ ൌ න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௭

଴
 

olmak üzere  ݖ א ԧ için  

;௡,௣ሺ݂ܵܭ ሻݖ ൌ ܵ௡ାଵ,௣
ᇱ ሺܨ;  .ሻ [10]ݖ
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İspat 

 

Eş. 4.2 de ݊ yerine ݊ ൅ 1, ݂ yerine ܨ yazılıp ܨሺݖሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௭
଴  olduğu kullanılırsa  

ܵ௡ାଵ,௣ሺܨ; ሻݖ ൌ ෍ ቀ݊ ൅ ݌ ൅ 1
݇ ቁ

௡ା௣ାଵ

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ାଵି௞ݖ  න ݂ሺݐሻ݀ݐ           

௞
௡ାଵൗ

଴

       ሺ4.20ሻ 

bulunur. Eş. 4.20 de ݖ ye göre bir kez türev alınırsa 

ܵ௡ାଵ,௣
ᇱ ሺܨ; ሻݖ ൌ ෍ ቀ݊ ൅ ݌ ൅ 1

݇ ቁ ݇
௡ା௣ାଵ

௞ୀଵ

௞ିଵሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ାଵି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ           

௞
௡ାଵൗ

଴

 

െ ෍ ቀ݊ ൅ ݌ ൅ 1
݇ ቁ

௡ା௣ାଵ

௞ୀ଴

௞ሺ݊ݖ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻሺ1 െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ           

௞
௡ାଵൗ

଴

        

ؔ ଵܵ െ ܵଶ.                                                                                                                           ሺ4.21ሻ 

 

ቀ݊ ൅ ݌ ൅ 1
݇ ቁ ݇ ൌ

ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ!
ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻ! ݇! ݇ ൌ

ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ!
ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻ! ሺ݇ െ 1ሻ!

ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ቀ݊ ൅ ݌
݇ െ 1ቁ 

olduğu kullanılırsa 

  

ଵܵ ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ െ 1ቁ

௡ା௣ାଵ

௞ୀଵ

௞ିଵሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ାଵି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞
௡ାଵൗ  

଴

 

(݇ yerine ݇ ൅ 1 yazılarak) 

ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ

௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ                               ሺ4.22ሻ

ሺ௞ାଵሻ
௡ାଵൗ  

଴

 

elde edilir. 

ቀ݊ ൅ ݌ ൅ 1
݇ ቁ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻ ൌ

ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ!
ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻ! ݇!

ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1 െ ݇ሻ

ൌ
ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ!

ሺ݊ ൅ ݌ െ ݇ሻ! ݇! ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ 

kullanılarak 
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ܵଶ ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ

௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞
௡ାଵൗ

଴

                                ሺ4.23ሻ 

 

elde edilir. Eş. 4.22 ve Eş. 4.23, Eş. 4.21 de yerine yazılırsa  

 

ܵ௡ାଵ,௣
ᇱ ሺܨ; ሻݖ ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌

݇ ቁ
௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞ାଵ
௡ାଵൗ  

଴

െ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌
݇ ቁ

௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞
௡ାଵൗ

଴

 

ܵ௡ାଵ,௣
ᇱ ሺܨ; ሻݖ ൌ ሺ݊ ൅ ݌ ൅ 1ሻ ෍ ቀ݊ ൅ ݌

݇ ቁ
௡ା௣

௞ୀ଴

௞ሺ1ݖ െ ሻ௡ା௣ି௞ݖ න ݂ሺݐሻ݀ݐ

௞ାଵ
௡ାଵൗ  

௞
௡ାଵൗ

 

bulunur. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Şimdi de kompleks Kantorovich-Schurer polinomu için yaklaşım özellikleri 

incelenecektir. 

 

4.6. Teorem 

 

݌ א Գ ׫ ሼ0ሽ ve ܴ ൐ ݌ ൅ 1 alalım. ܦோ ൌ ሼݖ א ԧ: |ݖ| ൏ ܴሽ olmak üzere ݂: ோܦ ՜ ԧ 

analitik yani her ݖ א   ோ içinܦ

݂ሺݖሻ ൌ ෍ ܿ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ଴

 

olsun. 1 ൑ ݎ ൏ ଵݎ ൑ ሺݎଵ ൅ 1ሻ݌ ൏ ܴ alalım. 

 

݅ሻ Her |ݖ| ൑ ,݊ ve ݎ ݆ א Գ için  

ቚܵܭ௡,௣
ሺ௝ሻሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺ௝ሻሺݖሻቚ ൑

ଶ,௥భ,௡ܥ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻሺ݆ ൅ 1ሻ! ଵݎ

ሺݎଵ െ ሻ௝ାଶݎ  

burada  
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0 ൏ ଶ,௥భ,௡ܥ
ሺ௣ሻ ሺ݂ሻ ൌ ෍

|ܿ௞ିଵ|
݇

ஶ

௞ୀଵ

ቊ
2݇ሺ݇ െ 1ሻ

݊ ൅ ݌ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎଵሿ௞ ൅
1
݊ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎଵሿ௞ െ

ଵݎ
௞

݊ ቋ ൏ ∞. 

 

݅݅ሻ Her |ݖ| ൑ 1 ve ݊, ݆ א Գ için  

ฬܵܭ௡,௣ሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺݖሻ ቀ1 ൅
݌

݊ ൅ 1ቁ െ ݂ᇱሺݖሻ ൤
ݖ݌

݊ ൅ 1 ൅
1 െ ݖ2

2ሺ݊ ൅ 1ሻ൨ െ ݂ᇱᇱሺݖሻ
ሺ1ݖ െ ሻݖ
2ሺ݊ ൅ 1ሻฬ

൑
௣ܥ

ሺ݂ሻכ
ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ·

ଵݎ
ሺݎଵ െ  ሻଶݎ

burada  

0 ൏ ௣ܥ
ሺ݂ሻכ ൌ ෍

|ܿ௞ିଵ|
݇

ஶ

௞ୀଵ

ൣሺ݇ െ 1ሻܣ௞ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଵ ൅ ሺ݇ െ 1ሻܤ௞,௣ሺ݌ ൅ 1ሻ௞ିଶ൧ ൏ ∞, 

௞ܣ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ4ሺ݇ െ 1ሻሺ݇ െ 2ሻ ൅ 2ሿ ve  

௞,௣ܤ ൌ ሺ݇ െ 1ሻሾ݌ሺ5݇ െ 4ሻ ൅ ଶ݌ ൅ ݇ሺ4݇ െ 7ሻሿ. 

 

İspat 

 

݅ሻ Teorem 4.5 den  

ቚܵܭ௡,௣
ሺ௝ሻሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺ௝ሻሺݖሻቚ ൌ ቚܵ௡ାଵ,௣

ሺ௝ାଵሻሺܨ; ሻݖ െ   ሻቚݖሺ௝ାଵሻሺܨ

yazılır. Teorem 4.3 dikkate alındığında  

ቚܵܭ௡,௣
ሺ௝ሻሺ݂; ሻݖ െ ݂ሺ௝ሻሺݖሻቚ ൑

ଶ,௥భ,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺܨሻሺ݆ ൅ 1ሻ! ଵݎ

ሺݎଵ െ ሻ௝ାଶݎ                                                       ሺ4.24ሻ 

elde edilir. Burada ܯଶ,௥భ,௡
ሺ௣ሻ ሺܨሻ Teorem 4.3 dekine benzerdir ve  

0 ൏ ଶ,௥భ,௡ܯ
ሺ௣ሻ ሺܨሻ ൌ ෍|ܥ௞|

ஶ

௞ୀଵ

ቊ
2݇ሺ݇ െ 1ሻ

݊ ൅ ݌ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎଵሿ௞ ൅
1
݊ ሾሺ݌ ൅ 1ሻݎଵሿ௞ െ

ଵݎ
௞

݊ ቋ ൏ ∞ 

şeklindedir. 

ݖ ோ de analitik fonksiyon olduğundan herܦ ,ሻݖሺܨ  א   ோ içinܦ

ሻݖሺܨ ൌ ෍ ௞                                                                                                                ሺ4.25ሻݖ௞ܥ
ஶ

௞ୀ଴

 

yazılır.  
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ሻݖሺܨ ൌ න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௭

଴

 

ve  

݂ሺݖሻ ൌ ෍ ܿ௞ݖ௞
ஶ

௞ୀ଴

 

ifadeleri kullanılarak 

ሻݖሺܨ ൌ න ൥෍ ܿ௞ݐ௞
ஶ

௞ୀ଴

൩ ݐ݀
௭

଴

ൌ නሾܿ଴ ൅ ܿଵݐ ൅ ܿଶݐଶ ൅ ܿଷݐଷ ൅ ڮ ሿ݀ݐ
௭

଴

 

ൌ න ܿ଴݀ݐ
௭

଴

൅ න ܿଵݐ݀ݐ
௭

଴

൅ න ܿଶݐଶ݀ݐ
௭

଴

൅ න ܿଷݐଷ݀ݐ
௭

଴

൅  ڮ

ൌ ܿ଴ݖ ൅
ܿଵ

2 ଶݖ ൅
ܿଶ

3 ଷݖ ൅
ܿଷ

4 ସݖ ൅  ڮ

ൌ ෍
ܿ௞

݇ ൅ 1 ௞ାଵݖ ൌ
ஶ

௞ୀ଴

෍
ܿ௞ିଵ

݇ ௞ݖ
ஶ

௞ୀଵ

                                                                                    ሺ4.26ሻ 

 

dir. Eş. 4.25 göz önünde bulundurularak ܥ௞ ൌ ௖ೖషభ
௞

 elde edilir. Bu değer ܯଶ,௥భ,௡
ሺ௣ሻ ሺܨሻ 

de yerine yazılırsa ispat tamamlanır. 

 

݅݅ሻ Teorem 4.4 de ݊ yerine ݊ ൅ 1 ve ݂ yerine ܨ yazılırsa her |ݖ| ൑ 1 ve ݊ א Գ için  

ቤܵ௡ାଵ,௣ሺܨ; ሻݖ െ ሻݖሺܨ െ
݌

݊ ൅ 1 ሻݖᇱሺܨݖ െ
ሺ1ݖ െ ሻݖ
2ሺ݊ ൅ 1ሻ ሻቤݖᇱᇱሺܨ ൑

ሻܨ௣ሺܯ
ሺ݊ ൅ 1ሻଶ               ሺ4.27ሻ 

elde edilir. Burada 0 ൏ ݖ .ሻ Teorem 4.4 de ifade edilmiştirܨ௣ሺܯ א        ோ içinܦ

ሻݖሺܨ ൌ ∑ ௞ஶݖ௞ܥ
௞ୀ଴  dir. Eş. 4.13 de ܥ௞ ൌ ௖ೖషభ

௞
 elde edilmişti. Bu değer ܯ௣ሺܨሻ  de 

yerine yazılırsa ݂ fonksiyonuna bağlı bir formül elde edilir. Elde edilen bu formül 

yerine karışıklık olmaması için ܯ௣ሺܨሻ ؔ ௣ܥ 
 .ሺ݂ሻ gösterimi kullanılacaktırכ

 

,߁ ଵݎ ൐ 1 yarıçaplı 0 merkezli bir çember olsun. 

;ܨ௡ሺܧ ሻݖ ൌ ܵ௡ାଵ,௣ሺܨ; ሻݖ െ ሻݖሺܨ െ
݌

݊ ൅ 1 ሻݖᇱሺܨݖ െ
ሺ1ݖ െ ሻݖ
2ሺ݊ ൅ 1ሻ  ሻݖᇱᇱሺܨ
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gösterimini kullanılırsa Eş. 4.27 dan 

;ܨ௡ሺܧ| |ሻݖ ൑
ሻܨ௣ሺܯ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ൌ
௣ܥ

ሺ݂ሻכ
ሺ݊ ൅ 1ሻଶ                                                                              ሺ4.28ሻ 

yazılır.  |z| ൑ 1 ve ݒ א Γ olmak üzere |ݒ െ |ݖ ൒ ଵݎ െ 1 olsun.  Cauchy türev formülü 

ve Eş. 4.28 dikkate alınarak her |z| ൑ 1 ve n א Գ için 

௡ܧ|
ᇱ ሺܨ; |ሻݖ ൌ

1
ߨ2 อන

ሻݖሻሺܨ௡ሺܧ
ሺݒ െ ሻଶݖ

௰

อݒ݀ ൑
௣ܥ

ሺ݂ሻכ
ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ·

1
ߨ2 ·

ଵݎߨ2
ሺݎଵ െ 1ሻଶ

ൌ
௣ܥ

ሺ݂ሻכ
ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ·

ଵݎ
ሺݎଵ െ 1ሻଶ. 

௡ܧ
ᇱ ሺܨ; ሻݖ ൌ ܵ௡ାଵ,௣

ᇱ ሺܨ; ሻݖ െ ሻݖᇱሺܨ െ
݌

݊ ൅ 1 ሻݖᇱሺܨ െ
݌

݊ ൅ 1 ሻݖᇱᇱሺܨݖ െ
ሺ1 െ ሻݖ

2ሺ݊ ൅ 1ሻ ሻݖᇱᇱሺܨ

൅
ݖ

2ሺ݊ ൅ 1ሻ ሻݖᇱᇱሺܨ െ
ሺ1ݖ െ ሻݖ
2ሺ݊ ൅ 1ሻ  ሻ                                              ሺ4.29ሻݖᇱᇱᇱሺܨ

ሻݖሺܨ ൌ න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௭

଴
 

olduğundan ܨᇱሺݖሻ ൌ ݂ሺݖሻ dir. Bu ifade Eş. 4.29 da kullanılırsa 

௡ܧ
ᇱ ሺܨ; ሻݖ ൌ ;௡,௣ሺ݂ܵܭ ሻݖ െ ݂ሺݖሻ ቀ1 ൅

݌
݊ ൅ 1ቁ െ ݂ᇱሺݖሻ ൤

ݖ݌
݊ ൅ 1 ൅

1 െ ݖ2
2ሺ݊ ൅ 1ሻ൨

െ ݂ᇱᇱሺݖሻ
ሺ1ݖ െ ሻݖ
2ሺ݊ ൅ 1ሻ ൑

௣ܥ
ሺ݂ሻכ

ሺ݊ ൅ 1ሻଶ ·
ଵݎ

ሺݎଵ െ 1ሻଶ 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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