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OZET

KOMPLEKS KATSAYILI ANALITiK VE MULTIVALENT
FONKSIYONLAR VE BUNLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Giiltekin TINAZTEPE

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damigman: Yard. Dog. Dr. Hiiseyin Irmak
Ocak-2003, 48 Sayfa

Bu ¢galigmanin amaci, bazi analitik ve multivalent fonksiyonlarin; yi1ldizilhg, kon-
veksligi ve konvekse yakinhgim iceren bazi teoriler ileri siirerek Analitik ve Geometrik
Fonksiyonlar Teorisi'ne katkida bulunmaktir. Ilk bagta fonksiyonlarn yildizallig,
konveksligi ve konvekse yakinlig ile ilgili temel tamm ve teoriler verilmig ve de
bazilar da ispatlanmustir. Bu calismada kesirsel tiirev operatorii de kullamlarak
analitik ve multivalent fonksiyonlarmn ve bu fonksiyonlarin olugturduklar: baz smifla-
rin ¢aligma kapsami biraz daha genig tutulmustur.

Tammlanan Ws(p; ) ve Vs(p; 1) aileleri, multivalent fonksiyonlarin olugturdugu
alt siflar olup, bu simflarin analitik ve geometrik fdnksiybnlar teorisine katmig
oldugu iki yeni teorem elde edilmis ve bu sonuglar literatiire girmigtir. Bu elde
edilen teoremlerin ¢ok 6zel sonuglari da literatiirde yayimlanan bazi bagka ¢aligmalan
icermektedir. Ayrica; Baz operatorlerle (Kesirsel integral operatorii, kesirsel tiirev
operatorii, adi tiirev operatorii ve integral operatorii) tamimlanan yeni fonksiyon-
larm iistte belirtmis oldugumuz simiflarla olan iligkisi belirlenerek baz sonuclara

varilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Birim disk, analitik fonksiyon, multivalent fonksi-
yon, yildizil fonksiyon, konveks fonksiyon, konvekse yakin fonksiyon, kesirsel tiirev,
kesirsel integral, integral operatorii, kompleks esitsizlikler.
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ABSTRACT

ANALYTIC AND MULTIVALENT FUNCTIONS WITH COMPLEX
COEFFICIENTS AND THEIR CERTAIN SUBCLASSES
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M.Sec. in Mathematics
Adviser: Assistant Professor Hiiseyin Irmak
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The aim of this thesis is to contribute to Analytic and Geometric Functions
Theory by using some theories concerning convexity, starlikeness and close-to-convex
of some analytic and multivalent functions. Because of this reason, at the begining,
fundemental theorems and definitions concerning starlikeness, convexity and close-
to-convexity of functions given and some of them proved. In this work, working
content of analytic and multivalent functions and some of their classes was extended
by using fractional derivative operator.

Defined Ws(p; 1) and Vs(p; 1) families are subclasses of multivalent functions and
two theorems which were introduced to analytic and geometric functions by these
subclasses were derived and results entered to mathematical literature. Special forms
of these theorems include other works published. Furthermore, by determining the
relation between functions defined with some operators ( fractional integral operator,
fractional derivative operator, ordinary derivative operator and ordinary  integral

operator ) and classes expressed above, some results derived.

KEY WORDS: Unit Disk, analytic function, multivalent function, starlike func-
tion, convex function, close to convex function, fractional derivative, fractional in-

tegral, integral operator, complex inequalities.
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ONSOZ

Analitik fonksiyonlarmm geometrik ozellikleri Karmagik fonksiyonlar teorisinde
onemli bir yer tutmaktadir. Bu &zelliklere iligkin ¢ahgmalar 1930 lu yillara dé.yan-
maktadir. Bu tiir fonksiyonlar i¢in onceleri ¢ok 6zel fonksiyonlar kullamlmakta olup,
daha sonraki yillarda da; agik birim diskte analitik ve bire bir olan

f(Z)’:Zp-f— i akz"“

=p+-n

ve agik delinmig birim diskte de yine analitik ve univalent olan

flz)=2"P+ i a2

k=—p+n
seklinde olan seri acilimli fonksiyonlara. genigletilmigtir. ‘Bu her iki tiirdeki seri
acihml fonksiyonlarda n ve p birer dogal say1 ve a;, kompleks katsayilardir. Bunlara
iligkin bircok ga,hsma kaynaklar kisminda verilmigtir. Literatiirde, ilk bagta, her iki
seri i¢in katsayilar pozitif veya negatif olarak alinmig ve daha sonralar: da kompleks
katsayilar olarak incelenmistir.

Bu tiir fonksiyonlara ait katsay: bagmtilan ve diger ozellikleri belirlenmigtir. Bu
caligmada, birinci tiirdeki fonksiyonlar ele alinarak, Analitik ve Geometrik Fonksi~
yonlar Teorisi’ne, yeni tanmimlar ve bu tanimlar paralelinde yeni teoriler eklenilmigtir.
Elde edilen bu teorilerin ¢ok 6zel sonuglarin da, literatiirde yer alan bazi gahigmalarla
kargilagtirilmigtir. Bu alanda iilkemizde ¢ok az sayida bilim adam, ¢aligmalar da
bulundugundan dolayi, bu alanda ¢ahganlara ve galigacak olanlara yardimc: olacak
sekilde toplu bir ¢aligma ozelligini tagiyacag kamsindayiz.

Bana bu konuda calisma olanag: veren ve yardimlarinr esirgemeyen tez damsman

Sayin Yard. Dog. Dr. Hiiseyin IRMAK’a tegekkiirlerimi sunarim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Beta fonksiyonu

Kompieks sayilar kiimesi

Bir f(z) fonksiyonunun kesirsel mertebeden tiirevi
Bir f(z) fonksiyonunun kesirsel mertebeden integrali
{zeC:lz <1}

E kiimesinin simr

Bir f(z) fonksiyonunun g. mertebeden adi tiirevi
Gamma fonksiyonu

Bir f(z) fonksiyonunun integrali

Dogal sayilar kiimesi

NuU {0}

Reel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Z~U{0}



1. GIRiS
1.1. Cahgmanin Kapsami ve Amaci

Birim diskte yani E de analitik olan fonksiyonlarin ; konveks’e yakinh, konveks'ligi
ve de yildizilhig), Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi’nde (Analytic and Geo-
metric Function Theory) 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu alandaki arastirmalara, ilk

once;

fz)=1+ iakz’“ (neN) (1.1)

k=n
geklindeki seri agihmlan olan analitik fonksiyonlarla baglanmigtir. Bu tiir galigmalara
Marx (1932), Libera (1964), Bernardi (1969), Calys (1965) ve Robertson (1932,1964),
yaymlar: ornek verilebilir. Daha sonralar: da, iistte verilen fonksiyonlar bir adim
daha genigletilerek:

f(2)=2z+ Z az® (neN) (1.2)

k=n+1
seklindeki fonksiyonlar ele alinmigtir. Bu tiir fonksiyonlarla ilgili caligmalara, Marx
(1932), Robertson (1936,1964), Bernardi (1969), Szegd ve Polya (1954), Twomey
A 1970), Jacubowski (1972), Silverman (1975), Srivastava, Owa ve Chatterjea (1987)
ve Bajpai (1974) yayinlan referans olarak verilebilir. Literatiirde ise, en son yer alan
ve listteki her iki fonksiyon tiiriinii de kapsayan ve de
oo
f(z) =27 + Z arz® (n,p € N) (1.3)
k=n+p

tipinde olan fonksiyonlarla, geometrik fonksiyonlar teorisi en genig hale getirilmigtir.
Bu tiir fonksiyonlan iceren makale ve kitaplar iginde Hayman (1958), Yamakawa
(1992), Duren (1983), Goodman (1983), Srivastava ve Owa (1992), Chen, Irmak ve
Srivastava (1996,1997) yaymnlar: referans olarak verilebilir.

(1.1), (1.2) ve (1.3) formundaki fonksiyonlar: da kapsayan agagidaki seri agihmh
fonksiyonlar varsayilabilir, 6rnegin
e+
fol2) = az? + Z arz* (2 € C;n,p€N) (1.4)
k=n+p

geklindeki fonksiyonlar verilebilir.



Fakat, bu. tiirdeki seri agithmh fonksiyonlar, (1.3) gekline indirgenebilir fonksiyon—
lardr. (1.3) veya (1.4) formundaki fonksiyonlara p—degerli analitik fonksiyon (p—va-
lently analytic function) ya da multivalent analitik fonksiyon (multivalently analytic
function) adi verilmektedir.

Bu yukaridaki biitiin fonksiyonlarda a, katsayilar kompleks sayilar kiimesinden
secilirse, ilgili fonksiyonlara kompleks katsayih multivalent ya da kompleks katsayih
p-degerli, a; katsayilan pozitif reel sayilar kiimesinden segilirse, ilgili fonksiyonlara
pozitif katsayill multivalent ya da pozitif katsayili p-degerli, a; katsayilari negatif
reel saytlar kiimesinden segilirse, ilgili fonksiyonlara negatif katsayili multivalent ya
da negatif katsayili p-degerli fonksiyon adi verilir.

Bu boliimde; belirtmig oldugumuz (1.3) formundaki fonksiyonlar ku]la.na.rak, var-

mak istedigimiz hedefler i¢in gerekli tamum ve teoremler verilecektir.



1.2. Temel Bigiler ve Kavramlar

Tanimm 1.2.1. (Brown ve Churchill 1996) Bir I C C bolgesinin her i¢ noktasmnda
tiirevlencbilen fonksiyonlara, D de analitik ya da regiiler fonksiyonlar denir.

Tanum 1.2.2. (Nehari 1952) Bir f(z) fonksiyonu bir I C C bélgesinde bire-bir ise
yani; her bir u,v € D igin f(u) = f(v) = u = v oluyor ise f(z) fonksiyonuna, I de
univalent ya da yalinkat fonksiyon denir.

Tanimm 1.2.3. (Nehari 1952) Bir 2 € D C C igin, 2z den ¢ikan her 1gm ile ID nin
arakesiti, dofru parcas1 veya bir 15 ise, ) bolgesine, z noktasma gére yﬂdlzﬂdlr
denir. Eger, her z € D igin yildizillik korunuyor ise , D ye sadece yildizil bolge adi
verilmektedir.

Tamm 1.2.4. (Nehari 1952) E bolgesinde analitik ve goriintii kiimesi yildizi] olan
fonksiyonlara, E de yildizil fonksiyonlar denir. Bu tiir fonksiyonlarin olugturdugu
aile Y ile gosterilecektir.

Tanimm 1.2.5. [E bolgesinde analitik ve univalent olan

f(z) =2+ i arz* (ax € R;n,p € N) (1.5)

k=n+p
seklindeki fonksiyonlar simfini T(n, p) ile gosterilsin. Bu tiir fonksiyonlara p-degerli
ya da multivalent analitik fonksiyonlar adi verilir.

Tanimm 1.2.6. Hr ACR?,z € Avey € Aolsun. Her A (0 < X <1)igin
1=ANz+rye A

oluyorsa, A bolgesine konveks bolge denir.

Tanim 1.2.7. E bolgesinde analitik ve univalent olan

flzy=2z+ i arz* (ar €R;n €N) (1.6) |

k=n+1
seklindeki fonksiyonlar simfi T(n) ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.8. (Srivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

zf'(2) i .
me{ ) }>a (VzeE;n,peN;0< a<p) (1.7)

3



kogulunu sagliyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden yldizil’dir denir. Bu tiir fonksi-
yonlar smmfi Y, ,() ile gdsterilecektir.

Tanim 1.2.9. (Srivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

%e{l—l—zﬁ;(zz))}>a (VzeE;n,peN;0< a<p) (1.8)

kogulunu sagliyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden konveks’tir denir. Bu tiir fonksi-

yonlar siufim K, ,() ile gosterilecektir.

Tamm 1.2:10. (Srivastava ve Owa 1992) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

o

kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu o mertebeden p-degerli konveks’e yakin’dir

'i,,,(_zl)} >a (VzeEnpeN0<a<p) (1.9)

denir. Bu tiir fonksiyonlarm olugturdugu aile KY,,,() ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.11. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n,p) fonksiyonu,

2f'(2)
me{ 5 } >0, (Vz€E) (1.10)

kogulunu sagliyorsa, f(z) fonksiyonuna orijine gore yildizil’dir denir. Bu tiir fonksi-

yonlarmn olugturdugu aile Y, ,(0) ile gosterilecektir.

Tanmmm 1.2.12. (Nehari 1952) E bélgesinde analitik olan ve goriintii kiimesi kon-
veks olan fonksiyonlara, & de konveks fonksiyonlar denir. Bu tiir fonksiyonlarin
olugturdugu aile K ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.13. (Nehari 1952) Bir f(z) € T(n,p) fonksiyonu
2f'(2) }
me{———,— >0 (VZEE 1.11
5 ) (1.11)
egitsizligini saghyorsa, f(z) ye E de orijine gore p-degerli yildizil fonksiyon adi verilir.
Bu tiir fonksiyonlarm olugturdugu aile Y. »(0) ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.14. (Nehari 1952) Bir f(z) € T(n,p) fonksiyonu

zf"(2)
Re {1 + ) } >0 (Vz €E) (1.12)



egitsizligini saghyorsa, f(z) ye E de orijine gore p-degerli konveks fonksiyon adi
verilir. Bu tiir fonksiyonlarm olugturdugu aile K, ,(0) ile gosterilecektir.

Tanim 1.2.15. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n) fonksiyonu,
, ,
me{i@} >a, (VzeE0<a<l) (1.13)
f(z)
kogulunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu a mertebeden yildizildir denir. Bu tiir fonksi-
yonlarm olugturdugu aile Y,(a) = Y, 1(a) ile gosterilecektir.

Tanmm 1.2.16. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n) fonksiyonn,
"y .
%e{1+—z}f,—(i§-—)}>a (VzeE0<a<]1) (1.14)
kog;ﬁhmu saghyorsa, f(z) fonksiyonu @ mertebeden konvekstir denir. Bu tiir fonksi-

yonlarm olugturdugu aile K, (o) = K, ;(«a) ile gosterilecektir.

Teorem 1.2.17. (Goodman 1983) Bir f(z) € T(n,p) fonksiyonummn o (0 < a < p)
mertebeden konveks olabilmesi igin gerek ve yeter kogul zf’(z) fonksiyonumm o
(0 < a < p) mertebeden yildizil olmasidir.

Ispat: Bir f (2) fonksiyogu igin,
Y _Af@ @), )

2fi(z) zf'(2) 6
olup ve g(z) = zf'(z) denilirse
~Z(Zf'(z))'} . {Zg'(z)} ~ { zf"(Z)}
Re§ ————» =NRed ——=r=Re< 1+ >«
{ z2f'(2) 9(2) S A C))
elde edilir. Bu yukaridaki rasyonel ifadelerin herbirinde z = 0 noktasi kaldinlabilir
tekil noktalaridir.

Tanim 1.2.18. (Goodman 1983) Eger f(z) € T(n) fonksiyonn,
Re{f'(2)} >a (VzeE0<a<l) (1.15)

kognlunu saghyorsa, f(z) fonksiyonu a mertebeden konveks’e yakindir denir. Bu tiir
fonksiyonlar simifi da KY,(a) = KY,, , (o) ile gosterilecektir.



Sonug 1.2.19. Sirasiyla, Tanim 1.2.8 - Tanum1.2.11 ve Tanum 1.2.13 tamimlarmdan
ve de Tamm 1.2.15, Tamm1.2.16 ve Tamm 1.2.18'deki tammlardan da agafidaki
iligkiler kolayca goriilmektedir.

Ynp(e) C Y, (0), Knp(a) C K, (0),KY,,(e) CKY,, (0),

(1.16)
Yo(a) C Y, (0), Ka(e) C K, (0), KY,(a) C KY, (0)

Teorem 1.2.20. (Duren 1983) Bir f(z) fonksiyonu, S C C bélgesinde analitik fakat
sabit olmasm. |f(z)| degeri S nin higbir i¢ noktasimda maksimum olmaz. Maksimum
degerini, sadece S nin simrinda alir. Bu Maksimum Modiil Prensibi olarak bilinir.

Tanim 1.2.21. Gamma (I') fonksiyonu her n € R — Z; igin
[(n) = / t" e tdt (1.17)
0
seklinde tanimlamr. ézellikle; n € N ise
I(n+1) =nl(n) =n! (1.18)
seklindedir.

Tanim 1.2.22. Beta (8) fonksiyonu her n,m € R — Zj icin
1
B(n,m) = / (1 — )™ dt (1.19)
0

seklinde tanimlanir.Ozellikle, Gamma ve Beta fonksiyonlar: arasinda agagidaki gibi
bir iligki vardir:

Bin,m) = ) (1.20)
Eger n,m € N ise
B(n, m) = I'(n)I'(m) (n~1){(m—1)! (1.21)

T I(n+m) (n+m-—1)!
Tanim 1.2.23. (Samko vd 1993) Bir f(z) fonksiyonunun § mertebeden kesirsel
integrali:

DE) = 15 / = (1.22)

6



geklinde tanimlanr. Burada, § > 0 ve f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin orijini
kapsayan basit baglantil bir bolgesinde analitiktir. Eger, z — ¢ > 0 ise, log(z — t)
gercel alinarak (z —t)°! teriminin kathhg kaldirihr.

Tanmm 1.2.24. (Samko vd 1993) Bir f(z) fonksiyonunun § mertebeden kesirsel

turevi:

D7) = (11_ 5 0/ (zf £t1)6dt (V2 € B) (1.23)

seklinde tammlamr. Burada, § > 0 ve f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin orijini
kapsayan basit baglantili bir bolgesinde analitiktir. Eger, z — ¢ > 0 ise, log(z — )
gercel alinarak (z —¢)~° teriminin kathlig kaldirihr.

Tamm 1.2.25. (Srivastava ve Owa 1989) Tanim 1.2.23 ’iin kogullar1 altinda, bir

f{(z) fonksiyonunun n + 6 mertebeden kesirsel tiirevi:

DI(f(2) = < DE(f(2)) (V2 € By € No) (1.24)

geklinde tanimlanir.

Tanmim 1.2.26. (Libera 1964) Bir f(z) € T(n) univalent fonksiyonunun integral
operatorit:

/ t1f(t)dt (Vz € Bye > —1) (1.25)
0

c+1
zc

Je(f(2)) =
seklinde tanimlanir.

Tamm 1.2.27. (Bernardi 1969) Bir f(z) € T(n, p) fonksiyonunun integral o peratﬁrﬁ:.

Teplf() = =L [0t (v € Bie> ) (1.26)

zc
0
geklinde tanimlamr.

Lemma 1.2.28. (Jack 1971) w(z), w(0) = 0 kogulunu gergekleyen E’de analitik
bir fonksiyon ve r € R, 0 < r < 1 olsun. Eger |w(z)|, maksimum degerine [z| = r

tizerindeki bir zg noktasinda ulagiyorsa

2w'(z) = cw(zo) (c>1) (1.27)



esitligini saglayacak bir ¢ vardir. Bu lemma, Jack’s Lemma’s1 olarak bilinir.

Lemma 1.2.29. (Szego ve Polya 1954) f : E — C analitik, 2 € E noktalan igin
If(2)] < 1 ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda z € E noktalan igin |f(2)| < |z] ve
|7(0)] < 1dir. Ustelik 29 € D (z # 0) igin |f(20)| < |20| ise ¢, |¢| = 1 Gzelliginde
bir sabit olmak fizere, f(z) = cz bi¢imindedir. Bu lemma da, Schwarz lemma’si

olarak bilinir.



1.3. Baz1 Operatorler ve Doniigiimler

Teorem 1.3.1. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda; Vz € E icin

f(z) fonksiyonunun § (6 > 0) kesirsel mertebeden integrali;

- v _ p!
DA = 7355 2o pT(k+6+1) "

geklindedir.

Ispat: f(z) € T(n,p) olsun. Tamm 1.2.23"iin kullanilmasiyla

DY) = 1 e =

= |7+ i axtt
o ul k=n+p dt
r'(6) (z —t)1-°
0

0 0 k=n+p

= f‘_(b—) {/tp(z-t)6—ldt+ Z ak It/tk(z—t)é;ldt} }

0 k=ntp 0

Burada

Z 2

I= / P(z—t)"1dt ve J= / th(z — )% 1dt
0 0

olarak almsin ve once J integrali ¢oziilsiin.
2
J= /t"(z — )% 1dt
0

integrali icin
uz=z—t=dt = —zduvet=2(1-u)

geklinde degigken de§1§1m1 yapilirsa

1
J =2 / u’ (1 — u)*du
0

>\ kI
[1 $ Mo 4D apl pis
k

1 o d y z o .
= Tfs){/t (z—1t)° dt+/[z t*(z — )% ay

.

(1.28)

(1.29)



elde edilir. Burada, Beta fonksiyonuna gegilirse

KIT'(8)
== k+6 = k+6——-—-——— 1.
J =206, k+1) ==z Tt o+ D) (1.30)
elde edilir. Eger, (1.30)’da ki ifade de k = p alimrsa
IT(6)
= p+o = p—I—(S____p
I=2"B(6,p+1) =2 Tt 64 1) (1.31)

bulunur. Boylece; I integrali de ¢&ziilmiis olur. (1.30) ve (1.31) deki ifadelerden:

. [ pIn(s) © K6 .
D(f(2) = T(o) [F(p+6+ 1) k_%ppr(k+5+ 1) % 2" }

_ p! oo, k! kep| p+6
B [F(p+6+1) BRI T L

elde edilir. Bu da, bize (1.28) ii verir. Boylece, (1.5) formundaki bir f(z) fonksi-

yonumun kesirsel mertebeden integrali bulunmusg olur.

Teorem 1.3.2. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda, Vz € E icin bir
f(2) fonksiyonunun § (0 < é < 1) kesirsel mertebeden tiirevi

5 _ p! KT(p—6+1) 4 ot o
D (f(2)) = T =571 1+ Z TR 55 1) a2 7P| 2 (1.32)

olur.

Ispat: Tanmm 1.2.24 deki kesirsel mertebeden tiirev tanimi kullanilirsa, istenene

kolayca varilir.

Teorem 1.3.3. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda, ¥z € E icin

> Ell'(p — 6) _ _
Dl+6(f(z))— 1+ Z P 6)a p2 7P| 2P0 (1.33)

olur.

ispat: Teorem 1.3.2. nin ispatinda 6 yerine 1 + ¢ alinirsa, istenen kolayca goriiliir.

10



Sonug 1.3.4. (Owa 1978) f(2) € T(n) olsun. Bu durumda; Vz € E i¢in f(z)

fonksiyonunun § (6 > 0) kesirsel mertebeden tiirevi,

Dt = KC(2+6)
(=) = I‘(2+6 Z TErsr™ " (1:34)

olur.

Ispat: Teorem 1.3.1. in ispatinda p = 1 almrsa, T(n, 1) = T(n) olur, Bu ise istenen

ispat icin yeterlidir.

Sonug 1.3.5. (Owa 1978) f(z).€ T(n) olsun. Bu durumda; Vz € E i¢in

5 =\ kIl'(2-96) 4
Di(f(2)) = r(z 5)[ kz I‘(lc(6+1) w2t } (1.35)

olur.
Ispat: Sonug 1.3.4 in ispatinda & yerine —§ alimirsa, istenen kolayca goriiliir.

Sonug 1.3.6. (Owa 1978) f(2) € T(n) olsun. Bu durumda; Vz € E igin

1+k=Z '—“I%(:——-;;—) axz” ] (1.36)

-5
D1+15 Al z
M) = 7=
olur.
Ispat: Sonug 1.3.5. in ispatinda 6 yerine 1 + § ahnursa, istenen kolayca goriiliir.

Teorem 1.3.7. (Chen vd 1997) f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda;

Jep(f(2)) = [1 + Z

k—n+1

akz "’] 2*,(Vz € E;c > —p) (1.37)

olur. Yine, J.,f(z) € T(n,p) olur.
Ispat: f(z) € T(n,p) olsun.Tanun 1.2.10 ve Tamm 1.2.27 den:
c+p i,
Talf () = =F [ f @yt

C+pf [tc-f—p—l + Z tk+c lak] dt

=n-+p

11



P [f t+P-lde + f} ak ( J tk+°—1dt)]

0 k=n+p 0

ctp [ tet? |77 = gotk (=2
= cp + Z ay.
< C+Plimg k=n+p ct+ki.
c+p
=2 4 ap 2"
k§+1 k+c

bulunur. Béylece, (1.5) dcki gibi tammmlanan bir f(z) fonksiyonunun integral o-
peratorii de elde edilmig olur.

Sonug 1.3.8. (Libera 1964) f(z) € T(n) olsun. Bu durumda;

f(2)=2z+ Z e arz**! (Vz € Bye > —1) (1.38)
k=n+1

olur. Yine, J.f (2) € T'(n) oldugu agiktar.
Ispat: Teorem 1.3.7. nin ispatinda p = 1 alinirsa, istenen elde edilir.

Tanim 1.3.9. (Chen vd 1996) Bir f(z) € T(n, p) fonksiyonunun, q. mertebeden adi

tiirevi:

! = k!
o=t 5 i o

(p>q;p € N;g € Ny)
seklinde tanimmlamr. Bu tammda dikkat edilirse:
¢=0= fOz) = f(2)

=12 f0) =T _ piy)

TTE _ peme)

g=m= f"(z) =
oldugu goriiliir.
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Sonug 1.3.10. Teorem 1.3.2 da § = 0 ahmrsa, Tamim 1.3.9 daki g = 0 haline denk

oldugu goriiliir.

Sonug 1.3.11. Teorem 1.3.3 da 6 = 0 alimirsa, Tamm 1.3.9 daki ¢ = 1 haline denk

oldugu goriiliir.

Teorem 1.3.12. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayih f(z) € T(n,p) fonksiyonu
a (0 < a < p;p € N) mertebeden p-degerli yildizil ise

Y (k-o)a<p-a (1.40)
k=n4p

seklinde bir katsay: bagintisina sahiptir.
Ispat: f(z) € T(n,p) ve (1.3) deki gibi ve de negatif katsayih bir fonksiyon olsun.

Tamm 1.2.15 den

k=n+p

( oo
z {pz’”1 - Y kakz’“*l}

{58}

o0
22— 3 agzk
k=n-+p
\

( 2 3\
pP — Y kagz*
= Re { k=:°+p g
22— ) apzk
k k=n-+p /
( . A
p—. Y kap*?
k=n+p
= Me < - S > (1.41)
1— Z apzk—P
L k=n+p /

(1.41) deki ifadede z yi reel eksende seger ve z — 1~ gétiiriiliirse:

p— Y. kakZa(l—— > ak) (0<a<ppeN)

k=n+p k=n+p

esitsizligini elde edilir. Gerekli iglemler yapildiginda istenen goriiliir.

Teorem 1.3.13. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayii f(z) € T(n,p) fonksiyonu
a (0 < a < p; p € N) mertebeden p-degerli konkveks ise

Y k(k—a)a <plp—a) (142)

k=n4p

° 1.0 Y“KSEKMRFIN KURULD



geklinde bir katsay: bagintisina sahiptir.

Ispat: f(z) € T(n,p) fonksiyonu (1.3) deki gibi ve negatif katsayili olsun. Tamm

1.2.16 dan:

iRe{l—F

2f"(2)
f'(z)

}

= $Re {

i\

Re

iReJ

( oo
z{pp—-1)2P2— 3 k(k—1)agz*2
1 i k=n+p
k=n+p
\
[ pp—1)F 1= 3 k(k - 1)aget!
1+ Eenp
pzPl — 3 kapzF1
\ k=n+p
plp—1)— X k(k—1ag2k?
1+ iard >a (143)

o0
p— Y. kagzk-r

\ k=n+p

(1.39) daki ifadede z yi reel eksende seger ve z — 1~ gotiiriiliirse:

P’ — Z k?ar > po — Z kaar (0<a<p; peN) (1.44)

k=n+p

k=n+p

esitsizligi elde edilir. Gerekli iglemler yapildiginda istenen goriiliir.

Teorem 1.3.14. (Yamakawa 1992) Bir negatif katsayili f(z) € T(n,p) fonksiyonu
a (0 € a < p; p € N) mertebeden p-degerli konvekse yakin ise:

Z kar <p—a« (1.45)

geklinde bir katsayr bagintisina sahiptir.

ispat: f(z) € T(n,p) olsun. Tanim 1.2.17 den

o0
p2P = Y kagZFt!

Re k=n+p
zp-1
Redp— Y. kaz*> 7?5 >a (1.46)
k=n+p

14



(1.46) deki ifadede z — 1~ gotiiriiliirse:

0o
p— Y kx>, 0<a<ppeN)
k=n-+p

| esitsizligi elde edilir. Bu da istenen esitsizliktir.

Teorem 1.3.15. (Chen vd 1997) Bir f(z) € T(n,p) olsun. Bu durumda:
() Dy (Jeplf(2) # Jup DT (£(2)))
(i) DE(JepF(2))) # Jop( DEF(2)))
(i) DI(Jp(f(2))) # Jep( DI (f(2))), olur.

Ispat: f(z) € T(n,p) fonksiyonunun integral operatérii:

Jep(f(2) —z"’+z:]c arz*, (Vz € Byc > —p)

k=n+p

8(6 > 0) mertebeden integralinin:

DR(f(2) = =P

S 04841 ) s
I'lp+6+1)

Qg
!
il pll'(k+6+1)

ve de 6(0 < § < 1) mertebeden tiirevinin de

. = HDp-8+1) )
DS = 5+1)[+Z AL } ;

ve

D:*(f(2)) =

— kIl (P 6) L2k | gpo-1
[ + Z FNCED Rl
olduklarim (1.37), (1.28), (1.32) ve (1.33) dan biliyoruz. (1.37) ve (1.28) deki ifade-

lerden:

-6 E(c+p)T p+6+1) .
D (Jep(f(2))) = 0 +5+1)[ + Z T T 5+ )™ a2 } (1.47)

ve de

Y.L. WKSEKDHM\M Kmy!.l!
15 “(m ) iy RETRY -l



s _ c+p
Jep(D;°(f(2))) = ctp+o)l(p+6+1)

o kllc+p+OTE+6+1)
| p| pt6
ol R Y ey oy o i

(1.48)

oldugu goriiliir. (1.47) ve (1.48) den de, (i) stkkinin ispat1 kolayca elde edilir. Yine;
(i) gkki icin (1.37) ve (1.32), (i) sikks icinde (1.37) ve (1.43),(1.37) ve (1.32)
kullanilarak istenenlere kolayca varilir.

Teorem 1.3.16. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tamimlanan negatif katsayil bir
f(z) fonksiyonu igin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

@) J;;(_zl) - pl <p-a, 0<a<ppeN) (1.49)

(ii) iﬁe{%i)} >a, 0<a<ppeN;zeE) (1.50)

(iii) S kap<p—a (0<a<ppeN). (1.51)
k=n+p

Ispat: Bir f(z) € T(n, p) fonksiyonunun (1.5) deki gibi ve de negatif katsayih oldugu
kabul edilsin.

(1)=(ii):
me{é;(_—zl)—p} < gg—p <p—a
=>9%e{'£;(_z1) —P} <p—o

2P

=>£Re{f(z)}>a (0<a<ppeN;zeE).

(ii)=>-(iii): Bu yon, Teorem 1.3.14. den agiktur.

(iii)=>(i):

16



1., .
£ _ p| >p—a, (0 < a<p;p€N;z € E) oldugunu kabul edip, geligki elde

2p-1
edilmesine ¢aligilacaktir:
f'(z) S ke
p—a <|——F-p|=|— kagz"""
L . k=%:+p
00 P
< X0 kagleTP
k=n+p
< Z kay (Z € 61E)
k=n+p

olur ki, bu da istenen ispati bitirir.

Teorem 1.3.15 in ispatinda, izlenen mantikla agagida verilen teoremlerdeki denklikler

kolayca gosterilebilinir.

Teorem 1.3.17. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tanimlanan negatif katsayih bir
f(z) fonksiyonu i¢in, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

i) szég) - p’ <p-oa, (0<a<ppeN;zck) (1.52)
G) e { zf(g)} >a, (0<a<ppeN;z€E) (1.53)
(iii) ki (k—)au<p-a 0<a<ppeN). (1.54)

Teorem 1.3.18. (Chen vd 1996) (1.5) deki gibi tanimlanan negatif katsayih bir
f(z) fonksiyonu igin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

: zf"(2) .
6)) ll+ 702) —p’ <p-a, (0La<ppeN) (1.55)
« 2f"(2)\ _ o < D : ~
(ii) ﬂ%e{l—}-—-——f,(z) } >a, (0<a<ppeN;zeE) (1.56)
(3ii) kil k(k—a)a <plp—c) (0<a<ppeN). (1.57)

Teorem 1.3.19. (Silverman 1970) (1.6) deki gibi tanimlanan negatif katsayii bir
f(z) fonksiyonu i¢in, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

17



@) F(5) —1<1-0a, O<a<l) (1.58)

(ii) Re {f'(2)} >0, (0<a<l;zecE) (1.59)
(iif) S kay<l-a (0<a<l). (1.60)
k=n+1

Teorem 1.3.20. (Silverman 1970) (1.6) deki gibi tamimlanan negatif katsayili bir
f(z) fonksiyonu i¢in, agagidaki ifadeler birbirine denktir:.

. zf'(2) i o<1
(i) ) 1] <l-o, (0<a<l;€R) (1.61)
. . zf,(z) . . .
(ii) NRe {—_f(z) } >a, 0<a<l;zeRE) (1.62)
(iii) Y (k-—aa<l-a 0<a<l). (1.63)
k=n+1

Teorem 1.3.21. (Silverman 1970) (1.6) deki gibi tamimlanan negatif katsayili bir
f(z) fonksiyonu igin, agagidaki ifadeler birbirine denktir:

i __zf”(z) —a o
i) ) <1 0<Lax<) (1.64)
ii 2f(2) a a<l;z
(ii) Re {1 + 702 } > 0<a<l;zek) .‘(1.65)
(iii) S kk—a)a<l-a (0<a<l) (1.66)

k=n+1
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2. BAZI MULTIVALENT (P-DEGERLI) FONKSIYONLAR

2.1 Vs(p;p) Ailesi:
§cR-{0},n,peN,0< p<1,z€Eve f(z) € T(n,p)

olstin ve

D (f(2))

geklinde fonksiyonlar ailesi tammlansin. Burada ; DX*#(f(2)), D%(f(z)) operatorlert,
bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun Tamm 1.2.24 ve Teorem 1.3.2°de verilen kesirsel

_mertebeden tiirev operatorleridir. Bu simfa ait ¢ahgmammn bir kismi Irmak vd.

(zDi“‘(f (Z)))6 - pf

<(p- u)’} (2.1)

Vs(p; p) = {f(Z) € T(n,p) :

(2002) tarafindan yaynlanmgtir.

Eger ; (2.1) de tammlanan V(p; p) ailesinde, 6, p ve p parametreleri uygun olarak
secilirse, Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi'nde énemli sonuglara kolayca

varilabilir.
Ornegin;

i) § = 1 segilirse V,(p; p) ailesi elde edilir ve bu aile A} (p) ile gosterilsin. Bu ise,

zD;*(f(2))

Dl:(f(Z)) —(p_'”‘) <p"ll/} (22)

AL(p) = {f(z) & T(n,p) :
(n,peN;0<p<1; z€E),

ii) 6 = —1 segilirse V_;(p; p) ailesi elde edilir ve bu aile de A2 (p) ile gdsterilsin. Bu

ise,

Al(p) = {(z)e'n‘np) l 1+f(z()z)))—piﬂl<pi”} (2.3)

(n,peN;0< p<1; 2 €E),

iii) p = 0 segilirse V5(p; 0) ailesi elde edilir ve bu aile de Aj(p) ile gosterilsin. Yani,

(7i5) -

< :05} (2.4)

Aj(p) = {f(Z) € T(n,p) :
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(6eR-{0)};n,peN;z€E),

iv) u — 1— segilirse Vg(p; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de Aj(p) ile gosterilsin. O
halde

(D) iy

) <(p-1) } (2.5)

Aj(p) = {f(z) € T(n,p) :

(6eR-{0},peN; z€E),

v) A, (p) ailesinde p = 0 veya Aj(p) ailesinde § = 1 ahmrsa
Ay(p) = Al(p) = V1(p; 0)

oldugu agiktir ve bu denk aileler A%(p) ile gosterilsin. Yani

L8 p[ <p} (26)

A%(p) = {f(z) € T(n,p)

(n,peN; zeE),

vi) A, (p) ailesinde p — 1— veya Aj(p) ailesinde 6 = 1 alimrsa
Allp) = Allp) =Vi(ps 1)

elde edilir. Bu denk aileler A%(p) ile gosterilsin. Yani

2f'(z)
1—p+—?(7)—’<p-—1} (2.7)

A%(p) = { £(z) € T(n,p) :
(neN;peN-{1}; z€ R),

vii) p = 1 secilirse Vs(1; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de A7(y) ile gosterilsin. O
halde

DN
( AGE) ) (=)

<(1- H)"} (2.8)

A'(p) = {f(Z) € T(n) :
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(6eR—{0};0< <] 2€eE),
viii) p = 1 ve p = 0 segilirse V4(1;0) ailesi elde edilir ve bu aile de A3(u) ile

gosterilsin. O halde
(zf'(z))" 1
I\ f(2) |

(6eR-{0};z€ k)

Aé(,u) = {f(z) € T(n): < 1} (2.9)

bulunur.
Simdi bir f(2) € T(n,p) fonksiyonu i¢in agagidaki teoremi verip ispatlamlacaktir:
Teorem 2.1.1. (Irmak vd 2002)

eR~-{0},npeN,0<pu<1,z2 cE ve f(z) € T(n,p) olsun. Eger f(z)
fonksiyonu

1

D¥u(f(z) DY\ ) T2 T 0O
Re{z | =i —= 1 (2.10)
SR D) <—~1, 6>0ise
26 ’
csitsizligini saghiyorsa, f(z) € Vi(p; p) dir.
ispat:
f(2) fonksiyonunun kesirsel tiirevinin
' [0 o]
DE(f(z ———————— ————————a 2kp1 2.11
U= i h " X 211

oldugunu biliyoruz.

DrGG)y () €Tmp)iz €BO< <)
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ifadesini (2.11) i kullanarak hesaplamaya caligalim.

p! —p—1 k! k—p—1
2P 4 a2 F
(F(p #) Ic=zn;l-p Tk—p) "

p' — k—p—1
Tp-p+D) :%pl‘(k PES
p' k! e
PSR NO—— _|._ aiz (g
B N
B p! k!

— 2Pk —_— a2kl
I(p— PEE k——z'n;I-pF(k_ﬂ'*'l) *

PN

. F(p - “) k=n+p
1P~ ) 1 —
plz ( 14 El(p—p+1) akzk—P>

T(p—p+1) kmpp PT(E— p+ 1)
x kll(p—p)
14 ————a;,,z P
i o, T(b— 1)
P—H o kT(p—p+1)

1+ zk-p
', = ar D™

= (p— p)[1 + (2] (2.12)

‘Burada Q;(2) = Y. ;2" seklinde ve £2;(0) = 0 kogulunu saglayan ve E da analitik
bir fonksiyondur.

Simdi (2.12) egitliginin her iki tarafinin 6. kuvvetini gézoniine alahm. Bu durumda

G(z) = (—%—]{‘7)-) = [(p— ) (1+ D) (213)

olur. Esitlikte

DL f(2)

ifadesi icin esas dali gozoniine almaktay1z.

1 )
(w) (6#00<p<l)

(2.13) egitliginin sag tarafimin z = 0 noktasimnda seri agilimim elde edelim.

G(2) = (p — [l + M (2))

G'(z) = (p— p)’8[1 + ()1 (2)
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G"(2) = (p— w)°8[1 + ()N (2) + (p — w)°6(6 — DL + M (2)]*~*((2))*

Yukarida G ve G nin tiirevlerinden
G(0) = (p—p)’
G'(0) = (p — p)°6c:

G"(0) = (p— p)26c2 + (p — p)°8(6 — 1)ct

sonuclarim elde edilic. O halde,

G(z) =G(0)+ Glg?)z + G”g;)zz y

— ) — 1)98(6 —
— (p—p)‘s-l-(p—/t)‘s&clz—l- (p ﬂ) 2662+ (p ./1') 6(5 1)6%22+

2!
26cy + 6(6 -~ ].)C%z2 "
o

= (p—pu)’ [1 + ¢z +
= (p— p)°[1 +w(2)]
seklinde olacaktir. Dolayisiyla

6 = (Bl — -+ e (2:14)

seklinde oldugu goriiliir.

Agikca goriildiigii gibi; w(z), w(0) = 0 kogulunu saglayan ve E de analitik bir

fonksiyondur. (2.14) esitliginin her iki tarafinin tiirevini alimirsa:

(S

[2D*# f(2) + DM*# f(2)] DEf(2) — 2 [DEF £ (2)]
(D% £ (=)
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o ()™ R B (2]

5 ( 2Dt f (Z))G [zDE‘“‘f (2) , D52 _ ( Di*"f(Z)z)]

_ Dif(2) D7 f(2) Dif(z) Dif(2)?2 )]
2D f(2)
D:f(2)
= 8(p — w)°[1 +w(2)]* " w'(2) (2.15)

elde edilir.

Yukandaki ifade z ile garpilir ve her iki taraf (2.14) ile taraf tarafa boliiniir ve

diizenlenirse
2DIf(2) | o ( DEf(2) _ (Dl+“f(Z)2)2
DEf(z) Dif(z)  \ DEf(z)? ) )
2DV f(2)
Di‘f(z) 2+ 1+
b +Z(Dz #f(z) D} "f(z))
NSO
VATV WA
elde edilir.
Simdi
max Jw(z)| = [w(zo)| =1 (w(z0) # —1) (2.17)

Jz{<|z0

olacak gekilde bir 2z € E var olsun. Bu durumda Jack’s Lemmas uygulanirsa
zow'(z0) = cw(z) (ec>1) (2.18)
olacak gekilde ¢ € R vardir ve
w(zo) = €” (0 #) (2.19)
‘olarak yazlabilir.

(2.18) ve (2.19) ifadeleri (2.16) te gozoniine almirsa:
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Tz D) ,,0}

1 20/(2)
= e { 61+ w(2)

e { W i e )

c w(z)

=9‘°{5m}

w(2)
1 + ’LU(Z()) }

¢
1+e? }

e® 1+e"9}

(1 + ) }

SRy
5
et W e e N e W
it
+
3%
Y
—
+
Q
£

1+ cosf+isinf
2(1 + cos6)

(2.20)

elde edilir. Fakat (2.20) esitsizligi (2.10) esitsizligi ile geligki olugturur. Bu durumda

Vz € E igin |w(2)| < 1 olmak zorundadir. O halde, (2.14) ten

2D f(z) ¢ 6 — 6
(W) —(-u)| =|-nw)
= lw(2)| (p — p)°

<(p—-n’

olur. Bu ise istenen sonucgtur. Yani f(z) € Vs(p; 1)

Teorem 2.1.1. de § = 1 yazilirsa agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 2.1.2. n,p € N, 0 < u < 1 ve f(z) € T(n,p) olsun. Eger f(z)

D) _ DI\ L,
Re{1+z( Fi(1(2) | DER) )} <3 (z € E) (2.21)

esitsizligini saghyorsa f(z) € V,(p; pn).

Sonug 2.1.2 de pr.= 0 veya Teorem 2.1.1 de § — 1 = p = 0 konulursa agagidaki sonug
elde edilir.

Sonug . 2.1.3. (Irmak ve Cetin (a) 1999) n,p € N ve f(z) € T(n,p) olsun. Eger
fz),

Re{1+z(%§j—))—f7'((zi)))}<%(zem) (2.22)

esitsizligini saglarsa, f(2) € Y, , olur.

Somug 2.1.2 de u — 1~ veya Teorem 2.1.1 de g — 1~ ve § = 1 alinirsa agagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 2.1.4. (Irmak ve Cetin (b) 1999) Eger f(z) € T(n) fonksiyonu,

. (@) (@) 1 . ~_
R {1+ (f,,(z) f,(z))} <5 (zeEpeN-{1}) (2.23)

esitsizligini saglarsa, f(z) € Ky, olur.

Teorem 2.1.5. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da

9(2) = Jep(f(2)) (2.24)

geklinde tanmmlansin. Eger
D¥k(g(2)) DY#(g(z)) > 2—15 -1 6>0 v
Re {z (D“l‘(g(Z)) - Dr(g(2)) )} - 2_16 . <0 (2.25)

“ise g(z) € Vs(p;u) olur. Buradaki J,, operatorii, Tamm 1.2.27 da tammlanan

integral operatoriidiir.

Ispat: Teorem 1.3.7 de bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun integral operatoriinii
bulmugtuk. (1.37) deki bu sonuca bakildiginda

9(2) = Jep(f(2)) € T(n, p)
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oldugu kolayca gériiliir. Yani,

Jc»l’ : T(nap) - T(nap)
bir lineer doniigiimdiir. O halde, bu lineer doniigiim Teorem 2.1.1 deki egitsizligi
saglayacaktir. Bundan dolay, ilgili ispatin detayma girilmesine gerek goriilmemigtir.

Simdi, bu teoreme iligkin agagidaki baz1 sonuglan verelim:

Sonug 2.1.6. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonuda (2.24) deki gibi tammlansm.

Eger
Drg() D@\ . 1
Re{z(Dlw(g(z» D (9(2)) )}< g (€B) (226)

ise Jop(f(2)) € Va(p; ) olur.

Sonug 2.1.7. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonuda (2.24) deki gibi tammlansmn.

Eger
Re {z (%(%) _ ‘;((j)))} < —% (z € E) (2.27)

ise Jop(f(2)) € Yp,p olur.

Sonug 2.1.8. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.24) deki gibi tammlansm.

Eger
Re {z (i’;:((:)) ~ g:((j)))} < ~—;- (z € B) (2.28)

ise Jop(f(2)) € Kn,p olur.

Teorem 2.1.9. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da
p—q)!
9(2) = (—‘Dp—,q)—f“” (2) (p€N;q€Ny;p>yq) (2.29)

seklinde tammlansin. Eger, g(z) fonksiyonu (2.25) deki kogulu sagliyorsa, g(2) €
Vs(p; p) olur. Buradaki, f@(z) operatérii, bir f(z) € T(n,p) fonksiyonunun Tanm
1.3.9 daki gibi tanmimlanan q. mertebeden adi tiirev operatoriidiir.

Ispat: Tamm 1.3.9 dan, bir f(z) € T(n, p) fonksiyommun q. mertebeden adi tiirev
tammt ve de (2.29) daki egitlik gbzoniine alindiginda,

kU (p—9q)!

k—q
k—gt p **

—a)! ad
9(2) = gp_'_q)_‘f(q)(z) = 2P 4 Z
P k=n+p
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(n,p € N;q € No;p > q)

seklinde oldugu agikga goriiliir. O halde,
9(z) : T(n,p—q) CT(n,p) — T(n,p—q) C T(n,p)

ifadesi bir lincer doniigiimii verir. Bu da, Teorem 2.1.1 deki esitsizligin yine korun-

mas! demektir. Bundan dolay1, ispatin detayina girmeye gerek gorillmemigtir.
Simdi, buna iligkin baz1 sonuglari verelim.

Sonug 2.1.10. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) deki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.25) deki kogulu saghyorsa,

92) = L= 100) € Viloi )
olur.

Sonug 2.1.11. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) deki gibi tammlansn.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.27) deki kogulu saghyorsa,

2) = L2 o)

fonksiyonu p-degerli yildizildir, yani Y,,,, simfindadr.

Sonug 2.1.12. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) daki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.28) deki kogulu sagliyorsa,

p—q)!

g(2) = =D pla,)
p!

fonksiyonu p-degerli konvekstir, yani K, , simfindadir.

Simdi; Teorem 1.3.1, Teorem 1.3.2 ve 1.3.3 de elde edilenlerden, sirasiyla, agagidaki
gibi fonksiyonlar tanimlanilsin,

gi(2) =~ LBV psr)) (6> 0peNif2) € Tlmp),  (230)
0 =TI D ) <6< LpEN S €T (231)
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()= T DDs(s() 0<E<TpEN @ T (232)

fonksiyonlarinin herbiri yine T(n, p) siifindadir. Buna gore, a.gaéldaki sohugla,rm
dogrulugu yine agik olacaktir.

Sonug 2.1.13. g;(z) fonksiyonu (2.30) daki gibi tanimlansin. Eger; g1(2), (2.10)
daki egitsizligi saghyor ise, g;(z) € Vs(p; p) dur.

Sonug 2.1.14. go(z) fonksiyonu (2.31) deki gibi tanimlansin. Eger; go(z), (2.10)
daki esitsizligi sagliyor ise, go(z) € Vs(p; p) dur.

Sonug 2.1.15. g;(z) fonksiyonu (2.32) daki gibi tammmlansin. Eger; g3(z), (2.10)
daki esitsizligi sagliyor ise, gs(z) € Vs(p; ) dir.

Bu iistteki ii¢ sonucun, (2.2)-(2.9) da tanimlanan alt ailelerle ilgisi olan bir¢cok sonucu
da vardir. Bunlarin hepsini belirtmeye gerek duymuyoruz.

Ayrica, (1.47)-(1.48) dcki .ifa,delerden de

sI(p+o6+ 1)D_6
1

9a(2) = 2 . (Jep(£(2))) (2.33)

(6> 0;p €N; f(z) € T(n,p))

ve

_slc+p+8I(p+6+1)

- oD (£(2) (2.34)

g5(2) = z
(0< 8 < LpeN; f(2) € T(n,p)
seklinde fonksiyonlar tammlayalim. Yine, bu iki fonksiyonda T(n,p) siufinda olup

agagidaki sonucglar agiktir.

Sonug 2.1.16. gs(z) fonksiyonu (2.33) daki gibi tanimlansin. Eger; g4(z), (2.10)
daki esitsizligi saghyor ise, g5(z) € Vs(p; p) dur.
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Sonug 2.1.17. g5(z) fonksiyonu (2.34) daki gibi tanimlansin. Eger; gs(2), (2.10)
daki esitsizligi saghyor ise, g3(z) € V(p; p) dur.

Yine, bu iistteki iki sonucunda; uygun parametreler segilmesi durumunda, (2.2)-(2.9)
da tammlanan alt aileleriyle ilgisi olan bir¢ok sonucu elde edilebilinir. Bunlarm tek
tek belirtilmesine gerek duyulmamugtir.

2.2, Ws(p; p) Ailesi

beR-{0}n,peN;0<u<1;2€E; f(z) € T(n,p)

olsun. Bu durumda:

| é
Ws(p; p) = {f(Z) € T(n,p) : I(p+1) )

Ilp—p+1)

<(mpeiin) | v

seklindeki fonksiyonlar ailesini tammlayahm. Burada ; D#(f(z)) fonksiyonun Tanim
1.2.24 ve Tanim 1.3.2 de verilen kesirsel mertebeden tiirev operatérleridir. Bu simfa
ait caligmanin bir kistm Irmak vd. (2002) tarafindan yaymlanmusgtir.

roei@) - (

Eger; (2.35) de tamimlanan W (p; u) ailesinde, 8, 4 ve p parametreleri uygun olarak
secilirse, Analitik ve Geometrik Fonksiyonlar Teorisi igin 6nemli olan sonuglara ko-

layca varilabilir.
Ornegin;

i) & =1 segilirse W (p; ) ailesi elde edilir ve bu aile B, (p) ile gosterilsin. O halde

I(p+1) |< I(p+1) } (2.36)

z“"”D’z'f(Z)—p(p__u+1) Flp—p+1)

BL(p) = {f(z) & T(n,p) -
(n,peN;0< p<1; 2 €E),

ii) 6 = —1 segilirse W_;(p; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de BZ(p) ile gosterilsin.
O halde

B2(p) = {f(z) € T(n,p):

#*  T—p+1)| Tp-p+l)
DFf)  Te+D) |~ T@+D } (2:57)
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(n,peN; 0<p<1; z €E),
iii) u = 0 scgilirse Ws(p;0) ailesi elde edilir ve bu aile de B3(p)- ile gosterilsin. O
halde
5
(L) -
2P

(6 €e R— {0};n,p € N;z € B),

< 1} (2.38)

B3(p) = {f (2) € T(n,p) :

iv) p — 1— secilirse Ws(p; 1) ailesi elde edilir ve bu aile de Bj(p) ile giiSterilsin.
O halde
,f '(2) ’ b
21 P

(6€eR—-{0};n,peN; ze€E),

<’ } (2.39)

B3 (p) = {f(Z) € T(n,p) :

v) B, (p) ailesinde =0 veya Bj(p) ailesinde § =1 ahnirsa
B} (p) = Bi(p) = W1(p; 0)
oldugu agiktir ve bu denk aileler de B®(p) ile gosterilsin. Yani

B) = {1 eTnp): [FE - | <5} (240)
(n,p€N; z € E),

vi) BL(p) ailesinde p — 1— veya Bf(p) ailesinde § = 1 alimrsa
Bi(p) = Bi(p) = Vi(p; 1)
elde edilir. Bu denk aileler B%(p) ile gosterilsin. O halde

BS(p) = {f(2) € T(n,p) : |2' f'(2) — p| < p} (2.41)
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(n,peN; z€E),

vii) p = 1 segilirse W;(1; ) ailesi elde edilir ve bu aile de B?(u) ile gosterilsin. O
halde

(21 DEf(2)) - (F(E‘z’ M)Y

(eR-{0},0<u<1,z€E)

B(p) = {f (2) € T(n) :

viii) p=1 ve p =0 secgilirse Ws(1;0) ailesi elde edilir ve bu aile de B8(u) ile

gosterilsin. O halde
6
(£2) -
z

(6 € R - {0}; z € E)

B3(u) = {f(z) € T(n) : < 1} (2.43)

bulunur.
Simdi bir f(z) € T(n,p) fonksiyonu icin agagidaki teoremi verip ispatlayalim:
Teorem 2.2.1. (Irmak vd 2002)

§€R—{0};n,peN;0< u< L2 €E; f(2) € T(n,p)

olsun. Eger f(z) fonksiyonu

1 “6>0
e(_ze::'j_(_zz) SPoktge 07 (2.44)

)
D= 1(2) >p— ;z+215 §<0

esitsizligini saghiyorsa, f(z) € Ws(p; ) dir.
ispat:

f(z) fonksiyonunun kesirsel tiirevinin
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p! . oo k! P
2) = 2PF Y g2
DefE) = p ™t T a0

(1.32) den oldugunu biliyoruz.
2PDLf(z) (0<p<LpEN)

ifadesini yukandaki ifadeyi kullanarak hesaplamaya caligalim.

plzP~H = kKlagz"*
zl—""P — + ————
(r<p—u+1> B T~ i)

_ P! o0 kla,zk?
Fp—p+1) +k=2p:+1 Ik —p+1)
_ p! P+ Dapi1 . (P+2)lapss ,
Tp—ptl) Tp-p+2) Tp—p+td) -
_ p! [ (p+1)apy (p+2)p+Naps 5 ]
C(p—p+1) Fp—p+1) TlE-p+lp—-p+2)" 7
_ P! 4
TSy [1 + y(2)] (2.45)

Burada Q;(z) = chz geklinde ve Q,(0) = 0 kosulunu saglayan ve E de analitik

bir fonksiyondur.
Simdi (2.45) egitliginin her iki tarafimin 6. kuvvetini goz oniine alalim. Bu durumda

p! ’
[WU + (z)]] (2.46)

olur. Egitlikte (2#~PD¥ f(2))° ifadesi i¢in esas dah gozéniine almaktayiz. (2.46)

egitliginin sag tarafinin z = 0 noktasinda seri agihmim elde edelim.

H(z) = (M) 1+ Q)

H(z) = [*PDLf(2)] =

T(p—p+1)

15y — Ip+1) ’ —10) (.
H'(z) = (W) 51 + (2)]° 92(z)

5 A 5
H(2) = (ﬁg%) 5[1 + ()1 (2) + (%%) 55— 1)1

H(2)]"*(Q(2))*
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Yukarida H ve H nin tiirevlerinden

10 = (i)

won _ { Te+1) )’
H(0)= (m) ber

oy — (_L@+1) Y Lp+1) \
w0 = (e ien) 2ot (fGrurp) 004

sonuglar elde edilir. O halde,

He =m0+ Z0 O,
( Te+1) \°, [ T+ Y
( I'(p~ u+D) ( I'(p - #+D)6qz
p+1) \° p+1) \’
(P(P ﬂ+1)) “e g (P( —pu+ 1)) - 1)Cg,z2+...
A +1) \° 26c, +8(6 — 1)
= (F—(m) [1 + bc1z + o1 z° + ]

_(_Te+D) L

geklinde olacaktir. Dolayisiyla

p+1) ’ wiz
)) (14 w(z)) (2.47)

N e OB e

bulunmus olur.

Acikca goriildiigi gibi w(z) de w(0) = 0 kogulunu saglayan ve E da analitik bir
f'on'ksiyondm'T

(2.47) esitliginin her iki tarafimn tiirevini alinirsa:
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8[#PDL f(2)° 7! [P DL f(2) + (b — p)2# P DL f(2)]

- sy [T + L2

“(r2in) e

elde edilir.

* Yukandaki ifade z ile carpilir ve her iki taraf (2.47) ile taraf tarafa boliiniir ve

diizenlenirse
DIf(z) 1 aw(z)
Z—DzT‘f.—("‘z—)—-—-p—u'f"E 1+w(z) (67&0) (248)
elde edilir.
Simdi
max Ju(z)] = [w(z)| = 1 (w(z) # 1) (2.49)

olacak gekilde bir 25 € E var oldugunu kabul edelim. Bu durumda Jack’s Lemmas

uygulanirsa
z2ow'(z9) = cw(zg) (c>1) (2.50)
olacak gekilde ¢ € R vardir ve
w(zg) = e? (0 #m) (2.51)
olarak yazilabilir.

(2.50) ve (2.51) ifadeleri (2.48) te gozoniine alimrsa
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, 1 zw'(2)
=P ﬂ+%e{51+w(z) z=z°}
_ 1 zow'(2) |
=P u+me{61+w(zg)
_ ¢ w(z)
=P “+me{61+w(zo)
c w(zp
=p—p+ R
P M+6 e{l-l—’LU(Zo)
c g
"p_“+§m{1+ﬁ}
c ei0 1+ez9
= —ﬂ+5me{l+ei91+eza,
c e?(1 + e~ %) }
=p—p+-Red ————~
D & 6 { ll+€’9|2
c 1+ cosf +isinf
—p—u+5me{ 2(1 + cosB) }
1
y >p——,u,+%, 6>0 ise
=P“‘I‘+§E 1 (2-52)
<p—,u+%, 0 <0 ise

elde edilir. Fakat (2.52) egitsizligi (2.44) esitsizligi ile geligki olugturur. Bu durumda,

Vz € E icin |w(2)| < 1 olmak zorundadir. O halde, (2.47) den

(i)

olur. Bu ise istenen sonug yani, f(z) € Wy(p; 1) demektir.

I'(p+1) )"
Flp~p+1)

oL@ - (

Teorem 2.2.1. de § = 1 yazilirsa agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.2. ( Irmak ve Cetin 1999) z € B, p e N, 0< p < 1 ve f(z) € T(h,p)
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olsun.

ZDY(f(2) 1 |
ﬂ‘te{——m} <p—-p+§ = f(Z) GWg(p,p).

Sonug 2.2.2. de p = 0 veya Teorem 2.2.1.de § ~ 1 = p = 0 konulursa agagidaki sonug
elde edilir.

Sonug 2.2.3.-z € E, p € N ve f(z) € T(p) olsun. Eger f(2),

iﬁe{ }fé(j)}<p+2 = iﬁe{fz(:)} >0

olur.

Sonug 2.2.2. de pp — 1~ veya Teorem 2.2.1. de g — 1~ ve § = 1 alhmrsa agafidaki

sonug elde edilir.
Sonug 2.2.4. z € E, p € N ve f(z) € T(p) olsun. Eger f(z) fonksiyonu,
"
ﬂie{-?,—(gz)—)} <p—z = f(z) € KY,(0) =KY

olur
Simdi, bir f(2) € T(n,p) fonksiyonu igin

Joalf(2)) ve Q’L;!—"')—!f@)(z)

lineer déniigiimlerini kapsayan baz teoremleri ispatsiz verelim.

Tanmm 2.2.5. f(2) € T(n,p) ve (2.24) deki gibi tammh g(z) fonksiyonu

e 2D (g(z)) <p—p+—= 25, 6 > 0ise 2.53)
Dr(g(2)) 1 ; '
>p—u+§-, 6 < 0ise

kosulunu saghyorsa, J.,(f(z)) € Ws(p; p) dur.

Teorem 2.2.6. f(z) € T(n,p) ve g(z) fonksiyonu da (2.29) daki gibi tammlansm.
Eger, g(z) fonksiyonu (2.27) deki kogulu sagliyorsa,

g(z) = -@%ﬁf(‘”(z) e Ws(p; )
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olur.

Teorem 2.2.5 ve Teorem 2.2.6 mn bir¢ok aileye iligkin sonuglar1 vardir. Bunlar

vermeye gerek duymuyoruz.

Onceden elde etmig oldugumuz baz lineer déniigiimler ve de bu déniigiimlerden elde
edilen fonksiyonlarin Ws(p; 1) ailesinde olduklan igin, tekrar bu gekilde elde edilen
teoremlerin ispatlarinm ispat mé.ntlél aym olacag igin, iIgili teoremlerin sonuglar
olarak verilmesi daha uygun goriilmiigtiir. Bundan dolayi, (2.30)-(2.37) de elde
edilen Ws(p; 1) ailesinin herbir alt simfi i¢in de birgok sonug verilebilir. Fakat, biz

bu sonuglarm hepsini vermeye gerek duymadik.

Sonug 2.2.7. g(z) fonksiyonu (2.24) deki gibi tamimlansin. Eger; g(2), (2.35) deki
csitsizligi sagliyorsa, g(2) € Ws(p; p) olur.

Sonug 2.2.8. g(2) fonksiyonu (2.29) daki gibi tammlansm. Eger; g(z), (2:35) deki
esitsizligi saghiyorsa, Ws(p; 1) simfindadir.

Sonug 2.2.9. g;(z) fonksiyonu (2.30) daki gibi tamumlansm. Eger; g1(2), (2.35) daki
csitsizligi saghyorsa, Ws(p; 1) sinifinda olur.

Sonug 2.2.10. go(2) fonksiyonu (2.31) deki gibi tamumlansin. Eger; go(2), (2.35)
deki esitsizligi saghiyorsa, Wy(p; 1) sinifina ajttir.

Sonug 2.2.11. g3(z) fonksiyonu (2.32) deki gibi tammlansin. Eger; g3(z2), (2.35)
daki egitsizligi sagliyorsa, Ws(p; 1) simfindadir.

Sonug 2.2.12. g4(z) fonksiyonu (2.33) deki gibi tammlansin. Bu fonksiyon (2.35)
daki esitsizligi saghyorsa, Ws(p; 1) simufinda olur.

Sonug 2.2.13. gs(z) fonksiyonu (2.34) deki gibi tanumlansin. gs(z), (2.35) deki
esitsizligi saghyorsa, yine Wy(p; ¢) siifinda olur.

Teorem 2.2.1 ve Teorem 2.2.2 teoremleri, Y, (@), K, (o), KY, ,(a), Y, (o), K, ()
ve KY,(a) smuflarina genigletilebilinir. Boylesi bir cahgmadan da, yine bir ¢ok
¢alismalar elde etmemize yardima olacaktir. Dogal olarak; bu elde edilen sonuglarin
herbiri yine (2.2)-(2.9) ve (2.36)-(2.43) elde edilen alt siuflarla iligkiler doguracaktar.
Bu tiir ¢caligmalari da, bu alanda galisacak olan aragtirmacilara aragtirma olarak

birakilmistir.



SONUC

(1.5) dcki gibi tammlanan T(n,p) sunfindaki fonksiyonlarin olugturdugu; (2.1)
deki V5(p; u) simfi ile (2.35) deki Wy(p; 1) simflarindaki fonksiyonlara iligkin iki teo-
rem (Teorem 2.1.1 ve Teorem 2.2.1) elde edilmig ve ispatlanmigtir. Bu iki teorem
ve bunlara iligkin sonuglarin bir kismu Irmak vd (2002) tarafindan yayinlanmigtir.
Ayrica, baz lineer déniigiimler sonucunda clde edilen birgok teorem bazindaki sonug-
lar, Vs(p; 1) ve Ws(p; 1) ve de bu simiflarmn alt simiflarinda olan analitik ve multiva-
lent fonksiyonlara iligkin birgok 6zel sonuglari elde edilmigtir. Bu sonuglarm bazilar
da literatiirde kargimiza gikmaktadir.
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