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OZET
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Bu caligsmada yiiksek boyutlu say1 sistemlerinden olan oktonyonlarin reel
ve kompleks formda yazilimlart ayrintili olarak verilmistir. Fizigin 6nemli alt
bilim dallarindan elektromanyetizmaya ait farkli uygulama alanlart kompleks
oktonyon cebriyle irdelenmistir. Oncelikle bi-izotrop kiral ortamlar i¢in Maxwell
denklemlerinin farkli bir sekli ortaya konmus ve oktonyonik Drude-Born-Fedorov
yapt denklemlerinin ilk defa tanimlanmasiyla, yeni bir oktonyonik alan denklemi
tanitilmigtir.  Yapilan hesaplamalar neticesinde Maxwell denklemlerinin kisa,
yararli, kolay ve zarif sekilde yazilabildigi kompleks oktonyonik kaynak denklemi
elde edilmistir. Bulunan bu denklemin izotrop ortamlardaki kaynak denklemiyle
benzerligi vurgulanmistir. Ardindan yiikk ve akimlardan bagimsiz Maxwell
denklemleri yardimiyla, elektromanyetizmada enerji korunumunun bir gostergesi
olan Poynting teoreminin kompleks oktonyonik temsili yapilmistir. Sonucun
klasik elektromanyetizmayla elde edilen sonugla uyum iginde oldugu

goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Oktonyon, Bi-izotrop Kiral Ortamlar, Maxwell Denklemleri,

Drude-Born-Fedorov Yapi1 Denklemleri, Poynting Teoremi.
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In this study, the real and complex types of the octonions, which are one of
the higher dimensional number systems, are given in detailed form. The different
applied field that belongs to electromagnetism, which is the important subfield of
physics, has been studied by using complex octonion algebra. First of all, the
different form of Maxwell equations for bi-isotrop chiral media are defined, and
then by describing the octonionic Drude-Born-Fedorov constitutive equations
firstly, a new octonionic field equation has been given. As the result of all
calculations, the complex octonionic source equation, which contains Maxwell
equations, has been obtained as the compact, useful, easy and elegant manner.
Finally, it is pointed that there is a similarity between the isotrop and bi-isotrop
media for this octonionic source equation. Later, by means of Maxwell equations
that have no charge and current densities, it is made that the complex octonionic
representation of the Poynting theorem, which is about to energy conservation in
electromagnetism, has been operated. It is seen that this result is compatible with

the result of classical electromagnetism.

Keywords: Octonion, Bi-isotrop Chiral Media, Maxwell Equations, Drude-Born-

Fedorov Constitutive Equations, Poynting Theorem.
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1. GIRiS

Herhangi bir ¢coklugu belirtmek i¢in kullanilan soyut birimlere say1 denir
ve sayilart yazili olarak gostermek icin rakamlar kullanilir. Belirtilen ¢oklugun
siiflandirilmasi olduk¢a o©nemlidir ve bu smiflandirma kiimeler halinde
yapilmaktadir. Kiime, temelde bir matematik terimidir; somut ve soyut nesneler
toplulugunu ifade eder. Kiimeyi olusturan nesnelerin her birine ise kiime
elemanlar1 denmektedir. Belli bir say1r kiimesinin {izerinde tanimlanan
matematiksel yapiyla olusan sistem bir uzayi belirtir. Cebir ise, matematigin yapi,
bagint1 ve nicelik lizerinde etkili olan bir kolu olup, bilinmeyen degerlerin cesitli
simge, sembol ve harfler tanimlanarak, kurulan denklemlerin sonuglarinin
bulunmasi esasina dayanmaktadir.

Bu bilgiler 1s1ginda sayilar c¢esitli kiimeler halinde smiflandirilabilir.
Bunlar; dogal sayilar kiimesi (IN), tam sayilar kiimesi (Z), rasyonel sayilar kiimesi
(@), reel (gergel) sayilar kiimesi (IR) ve kompleks sayilar kiimesi (C) olarak ifade
edilebilir. Bu kiime elemanlarinin her biri kendi i¢lerinde bir cebir olustururlar.

Dogal sayilar kiimesi, sifirdan baslayip sonsuza kadar ilerleyen sayma
sayilarini ifade eder ve
N={0123,..]} (1.1)
biciminde gosterilir.

Tam sayilar kiimesi ise, sifir sayis1 ile negatif ve pozitif sayilarin
birlesiminden olusmakta ve negatif sonsuzdan, pozitif sonsuza kadar ilerleyen
say1 kiimesini belirtmektedir:

Z={-,.,-2,-1,0,+1,42,..., 4}

(1.2)
Z=T7 u{0juZ’
Burada sifir, ne negatif ne de pozitif bir sayidir.

Oranl1 sayilar olarak da bilinen rasyonel sayilar ise, a ve b gibi
tamsayilarin kullanildig1 ve bu sayilarin a / b seklinde birbirine oranlanmasiyla
elde edilen sayilardir. Bu oranin sifir sonucunu vermemesi gerekir ve rasyonel
sayilar 1/2, -3/5, 8/4, ... gibi Orneklenebilir. Oranli sayilar bi¢iminde ifade

edilemeyen sayilar ise irrasyonel sayilardir. Bu sayilardan en bilinenleri, =, e,



J2 , ... seklinde siralanabilir. Bu baglamda oranli sayilar oransiz sayilara dahil
edilmezken, oransiz sayilar da oranli sayilara dahil edilmezler. Rasyonel ve
irrasyonel sayilarin birlesimi ise gercel sayilart olusturmaktadir.

Tiim cebirsel problemleri ¢cozmek icin ise reel sayilarin genisletilmesiyle
olusan kompleks veya karmasik say1 sistemleri elde edilmistir. Bu sistemde gergel
olmayan sayilarin varhigi, reel sayilar kiimesinde karsiligi bulunmayan -1
sayisinin karekokiinden kaynaklanmaktadir. Sanal (imajiner) birim olan bu sayi
“1” semboliiyle gosterilir ve 1= J-1 sartin1 saglamaktadir. Kompleks bir sayi ise

reel ve sanal kisimlardan olusup, basit olarak z = x +iy seklinde ifade edilebilir. z
kompleks sayis1 i¢in x terimi kompleks saymin reel kismini, y terimi ise kompleks

saymmn sanal kismini olusturmakta ve bu durum sirasiyla Re(z)=x ve

Im(z) =y seklinde gosterilmektedir.

Bu durumda tim sayr sistemlerinin matematiksel notasyonda
siniflandirilmasi,
NcZc@cRcC (1.3)
biciminde yapilmaktadir.

Diger 6nemli bir matematik terimi ise gruptur. Grup i¢in matematiksel

tanim verirken, siralanacak kosullar1 saglayan tanimlanmig ¢arpma, toplama vb.

gibi bir kural i¢gin islemler toplulugu g6z 6niine alinmaktadir. G; g1, g, g3, ..., €
gibi elemanlardan olugmus bir grup ise, “o” ile gdsterilen ¢arpma islemiyle bu
grubun asagidaki 6zellikleri saglamasi gerekmektedir.

Vg €6 (n =1, j,k,l) ve “e” birim eleman1 g,’ye denk olmak iizere bir
grup igin;
a) g og, €6 seklindeki kapalilik 6zelligi,
b) go (gj ° gk) = (gi °g, ) og, seklindeki birlesme 6zelligi,
c) g og =g og =g seklindeki g birim eleman ozelligi,
d) g og =gr-g =g seklindeki g =g,' seklindeki ters eleman 6zelligi

tek tek saglanmalidir. Grup tanimina ek olarak grup elemanlar1 arasinda,

g og;=g;og; gibi sira degisimli olma (komiitatiflik) 6zelligi saglaniyorsa, boyle



gruplara Abelyan gruplar denilmektedir [1]. Ancak bu o6zellik, bir grup
olusturmak i¢in gerek ve yeter sart olmayip, ek bir kosuldur.

Literatiirde bir¢cok fiziksel ve matematiksel ¢alismanin, vektor ve tensor
cebri kullanarak yapildigi ve halen yapilmakta oldugu goriilmektedir. Sayi
sistemlerinin farklilig1 ve dolayisiyla bu sistemlerde birgok problemin sonucuna
ulagsmak i¢in kullanilan cebrin c¢oklugu sebebiyle, c¢esitli cebirlerin kullanimi
artmaktadir.

Vektor cebri, fizik ve matematiksel problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan

cebirlerden biridir. Vektorlerle ilgili ¢alisma yapan kisilerden birisi Gibbs’tir [2].

Diizlemde birbirlerine dik iki birim vektdrii i ve J olarak gdsteren Gibbs, bu

A A

birim vektorlerle ilgili i]z}i =0 ve i-i :3-3:1 gibi ozellikleri tanimlamistir.
Ardindan vektor cebrinde siklikla kullanilan vektoér ¢arpimini (cross product)
ifade etmis ve bu ¢arpimi birim vektorler cinsinden ix} biciminde tanimlayarak
garpim sonucunun, hem f’ye hem de ]"ye dik ticlincli bir yonelim oldugunu
gostermistir. Bu anlamda nokta (dot) ve vektér ¢arpimi siklikla kullanilmaya
baslanmis ve vektor cebri Heaviside’nin de katkilariyla daha da gelistirilmistir [3].

Fizik ve matematikte kullanilan diger bir cebir ise Clifford cebridir. Tiim
IR" uzaylarin olusturan birim bazlar, n dereceli Clifford uzay: olarak adlandirihir
ve Cl, seklinde gosterilir [4]. Gibbs cebrinde diizlemde i ve 3 olarak verilen
birim bazlar, Clifford cebrinde sirasiyla €; ve €, seklinde degisim gostermistir.
Ayrica bu yeni birim bazlar ee =e,e,=1 ve ee,+e,e =0 o0zelliklerini
saglamaktadirlar. Buradan ise Clifford cebrindeki birim bazlarin anti-komditatif
olduklar1 kolaylikla goriilmektedir. Derecesi 2 olan iki boyutlu Clifford uzayr Cl,

seklinde gosterilir ve bu uzaydaki birim bazlar {l,e,e,,e,} ile verilmektedir.

Burada 1 skaler iken, €; ve €, vektor, e, ise ikivektor (bivektor) diir. Cebirdeki

birim bazlarin toplam sayisi, tiim derecelerdeki birim bazlarin toplami olarak

hesaplanabilir ve bu durum 2" ile gosterilir [4].



Cizelge 1.1.n=0, 1, 2, 3, 4 olmak iizere CI,’deki birim bazlar ve toplam sayilari

Baz
Cl, | Baz elemanlar elemanlari
sayist
Cly {1} 2°=1
Chl {Le} 2'=2
. ) 2 _
Ch {Le, e,e,} 2’ =4
) . ) 3 _
Cl3 {1,61,62,63,612, 613, 623,6123} 27 =38
. . . . 4 _
Cla {l,el,e2,e3,e4,e12,e13,e14,e23,e24,e34,e123,e124,e134,e234,elm} 2" =16

Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton 1843 yilinda, iki boyutlu
kompleks sayilar cebrini ii¢ bilesenli olarak yazmayi denemis, ancak bunu
basaramamistir. Yaptig1r caligmalarin sonucunda kompleks sayilari ancak dort
boyuta genellestirmis, bircok fiziksel ve matematiksel calismanin temelini
olusturmustur. Kuaternionlar olarak isimlendirilen bu dort boyutlu kompleks say1
cebri, Hamiltonun admna atfen genelde H ile gosterilmektedir. Bilindigi gibi
kuaternionlar, sira degisimli olmayan ancak birlesimli (asosyatif) cebirsel yapilara
sahiptir. Kuaternionlar ayrica bolim cebrini olusturmast ve normlanabilme
ozellikleri bakimindan biiyiilk 6neme sahiptir. Ele alinan fiziksel sistemlerin
tanimlart ve farkliliklari nedeniyle kuaternionlarin reel, boliintili (split),
hiperbolik, kompleks ve dual formlar1 mevcuttur. Bu ¢esitli formlardan dolay1
kuaternionlarm boyut, sira degisim ve birlesim 6zellikleri farklilik gosterebilir. @
bir kuaternion olmak tizere,

3
0= nZ(;qnen =q,e, +q,€, + 9,8, +qe; (1.4)

seklinde gosterilmektedir. Burada kuaternionun reel bilesenleri q, ve baz

n

elemanlar1 ise e, ’ler biciminde verilir. Ayrica, bu baz elemanlar reel ve sanal baz

elemanlardan olusur ve sirasiyla e, =1 ve e, (n=12,3) ile gosterilirler. Bu

bazlar arasinda,



ee =—5.e+¢,e, ijke(l,23) (1.5)
biciminde ¢arpim kurallar1 mevcuttur. Diger bir ifadeyle, baz elemanlariyla ilgili
carpimlar e; =1, e/ =e€; =e; =eee,=—1, ee,=e, ve ee =—e, olarak
ozetlenebilir. Ayni1 zamanda (1.4) ile gosterilen Q kuaternionu skaler ve vektorel

kisimlardan olusmakta ve

Se=49,€> (1.6)
Vo=0=q,¢+q,e,+q; e, (1.7)
seklinde ayr1 ayr1 yazilabilmektedir. O halde @ kuaternionu skaler ve vektdrel
kisimlarla,

0=5,+V,=q.e,+@ (1.8)
olarak da ifade edilebilir [5]. Bir kuaterniona ait e ,e,,e, sanal baz elemanlarn
baz1 kaynaklarda sirastyla i, j, & biciminde gosterilebilir. Bu elemanlara ait baz

carpimlari ise Sekil 1.1°deki gibi verilmektedir:

Sekil 1.1. Kuaternion bazlarina ait ¢arpim kurallari [6]

Sekil 1.1’den de goriilebilecegi gibi kuaternionlarin baz elemanlart dongiisel bir
permiitasyon olustururlar ve yukarida tanimlanan grup 6zelliklerini aynen tasirlar.

Oktonyonlar ise, Hamilton’un kuaternionlar1 kesfinden sonra 1843 yilinda
arkadas1 John T. Graves tarafindan bulunmustur. Graves’in o yillarda “oktav”
seklinde isimlendirdigi bu cebirsel yapilar1 bilimsel bir calisma halinde
yayinlamamasi, oktonyonlarin iki yil sonra bagimsiz olarak Arthur Cayley
tarafindan bulunup bilimsel bir ¢alisma haline getirilmesi ve gelistirilmesine yol
acmistir. Bu ylizden oktonyonlarin ismine bazi kaynaklarda Cayley sayilart ve

kullanildig1 cebre ise Cayley cebri denilmektedir [1, 6 — 8]. Oktonyonlar sekiz



bilesenden olusan ¢ok boyutlu kompleks sayilar (hipercomplex) ailesindendirler.
Reel sayilar, kompleks sayilar ve kuaternionlardan daha fazla bilesene sahip olan
oktonyonlar, normu olan ve alternatif bir bdliim cebrine sahip yapilardir.
Oktonyonlarin en belirgin 6zelligi hem sira degisimli hem de birlesimli olmayan
cebirsel sistemleri olusturmasidir. €, IH ve O cebirleri ikili cebirlerdir [9]. Diger
bir ifadeyle oktonyonlar kuaternionlarin 6zel genisletilmis halini, kuaternionlar
kompleks sayilarin 6zel genisletilmis halini ve kompleks sayilar ise reel sayilarin
0zel genisletilmis halini ifade etmektedir [10]. Bu bilgiler dahilinde; skalerler bir
reel sayiyla temsil edilirken, kompleks sayilar biri reel ve biri sanal olmak {izere
iki sayiyla, kuaternionlar biri reel tigii sanal olmak iizere dort sayiyla, oktonyonlar

ise biri reel yedisi sanal olmak tizere sekiz sayiyla temsil edilirler [11].

Kompleks sayilar, kuaternionlar ve oktonyonlar {xo,x p} € R olmak iizere
en genel olarak,
q=x.e,+X,€,, (eg :1) (1.9)
olarak verilmektedir. Bu ifadeye gore, p=1 alindiginda ve e, =i oldugunda

kompleks sayilar, p=1,2,3 degerleri i¢in kuaternionlar ve p=1,2,...,7 degerleri
icin oktonyonlar tanimlanmaktadir. Reel sayilar {izerinden ikili alternatif boliim
cebirleri (reel sayilar, kompleks sayilar, kuaternionlar ve oktonyonlar),
n=0,1,2,3,4... degerleri i¢in toplam 2" boyutuna sahiptirler. Bu durum binom

acilimi seklinde asagidaki gibi ifade edilebilir:

R 2°=1=1

(( 2'=1+1=2

H 22 =142+1=4

(D) 2’ =1+3+3+1=8

S 2'=1+4+6+4+1=16

Bu ifadedeki S terimi on alt1 bilesenden olusan sedenion cebrini temsil eder ve
sedenionlar boliim cebrini olusturmazlar [12]. Ayrica binom agiliminda goriilen
toplam sayilar Cizelge 1.1°de verilen Clifford cebirlerindeki toplam birim bazlarin

sayilariyla iligkilendirilebilir. n <1 i¢in xy = yx 0zelligini saglayan sira degisimli

olma, n<2 igin (Xy) z= X(yz) Ozelligini saglayan birlesimli olma, n <3 ig¢in



(xx)y=x(xy) ve x(yy)=(xy)y ozelliklerini saglayan alternatif olma, tim n
degerleri i¢in x (yx) = (Xy) x Ozelligini saglayan esnek (flexible) olma durumu

s0z konusudur [13].
Oktonyonlar, reel sayilar, kompleks sayilar ve kuaternionlarla birlikte

onemli bir 6zellik olan normlanabilirligi saglamaktadir. Normlu bir boliim cebri,

N (ab) =N (a) N (b) seklinde normlanabilen vektor uzayini olusturan bir cebirdir.

Bu cebirler yalnizca,
(x12+...+xi)(y12 +...+yi)=(zl2 +...+zi) (1.10)

0zdesliginin saglandigr n=1,2,4,8 boyutlu yapilarda gegerliligini korumaktadir.
Cayley-Dickson islemi olarak bilinen bu ikili islem boliim cebrinin gidis yoniinii
belirtmektedir. Yani,

R>C->H->O (1.11)
gecisi saglanmaktadir [12, 14, 15]. Burada oktonyon cebirlerinden sonra boliim
cebri olusturulamadigina dikkat etmek gerekir. Ayrica kompleks sayilardan
kuaternionlara gidildikce sira degisim 6zelliginin, kuaternionlardan oktonyonlara
gidildik¢e birlesme O6zelliginin ortadan kalktigi goriilmektedir. Oktonyonlarda
birlesme 6zelliginin sekli daha diistiktiir (power associativity), yani alternatiftir.
Diger bir ifadeyle, herhangi iki elemanla olusturulan bir alt cebir birlesimlidir. O
halde herhangi iki oktonyonla olusturulan bir alt cebir, birlesimli olan reel sayilar,
kompleks sayilar ve kuaternionlarla izomorftur. Birlesme 6zelliginin
oktonyonlarda olmamasi, kuaternionlardaki gibi matris temsilleriyle ifade
edilemeyecegini gostermektedir [8].

Clifford cebirleri, kompleks sayilar ile kuaternionlar1 kapsamaktadir ve bu
yiizden Clifford cebrini olusturan ailenin hepsi birlesimli cebirsel yapilardir.
Oktonyonlar birlesimli olmayan cebirsel yapilara sahip olduklarindan, Clifford
cebirlerinden degildirler. Bu anlamda oktonyonlari daha sistematik bir yolla
tanimlamanin bir yolu Cayley-Dickson yapisiyla baglantihdir [1, 7, 16].
Sedenionlar, Cayley-Dickson yapisiyla tanimlanan daha yiliksek boyutlu
cebirlerdir; ancak norm islemini saglamazlar. On alti boyutlu konik sedenionlar
gibi daha genis say1 sistemleri katsayilar carpimina sahiptir. Katsayilar

normlarindan farkli bi¢imde tanimlanir ve ayn1 zamanda sifir bolen igerirler [8].



Sedenionlarin bolim cebri 6zelligini saglamamasindan dolayi, oktonyonlarin
bdliim cebrini saglayan en biiylik yapilar oldugu sdylenebilir.

Oktonyonlar ozellikle istisnai bes kompleks temel Lie cebriyle iligkili
geometrik objelere baglanti kurmaktadir. Bu istisnai gruplar G,, F4, Es, E7 ve Eg
olup, boyutlar ise sirasiyla 14, 52, 78, 133 ve 248 seklindedir [1, 7, 17]. G
grubunun kisa formu, oktonyon cebrinin otomorfizm grubu olarak tanimlanabilir
ve grubun sekiz boyutlu reel spindr gosteriminde secilen her belli vektorii veren
SO(7) alt grubuna izomorftur. G, grubu on dort boyutlu gergel Lie grubu olup, bu
gruplarin en kiiciigiidiir [1, 8]. Diger istisnai gruplar Giirsey ve Tze tarafindan
detayl1 olarak incelenmistir [1]. Ayn1 zamanda belirtilen tiim istisnai gruplara ait
oktonyonik temsillerle ¢esitli ¢aligmalar yapilmistir [18 — 29].

Oktonyonlar, kompleks sayilar ve kuaternionlar kadar iyi bilinmemesine
ragmen, daha genis bicimde ¢aligma ve kullanim alanlarina sahiptirler.
Oktonyonlar baslica; matematikte bir¢ok ilging O6zellige sahip olmasindan ve
istisnai yapilarin sayilarla ilgili olmasindan dolay1 istisnai Lie gruplarinin
temsilinde; Maxwell denklemlerinin farkli yapilarda ve ortamlarda kullanimiyla
elektromanyetizmada; dogadaki madde ve kuvvetler arasindaki iliskiyi fizik
yasalar1 kullanarak simetrik bir sekilde ortaya koymaya calisan siipersimetride
(SUSY); normlanabilen, sonlu, siirekli ve tek degerli o6zelligi olan dalga
fonksiyonunun kullanildigt ve kompleks uzaya sahip, sonsuz elemani olan
kuantum mekaniginde; rolativistik hizlarda hareket eden ortam ve pargacik
sistemleriyle ilgili olarak modern fizik ve gorelilikte; her nesnenin belli bir boyut
ve zaman altinda kiiciik sicimlerden olustugunu varsayan ve on boyutlu
sistemlerin temsilini yapan sicim teorisinde; siipersimetri ve sicim teorisinin
otesinde deneysel olarak test edilemeyen, ancak hayal edilerek kurulan ve on bir
boyuta kadar genigleyen evrenin varligi durumundaki membran teorisinde (M-
theory); parcaciklarin yapilart ve cesitli 6zelliklerine gore siniflandirilan pargacik
fiziginde; elektrik yiiklii atom alt1 pargaciklar arasinda elektromanyetik iliskiyi
gorelilik ¢ercevesinde inceleyen kuantum elektrodinamikte (QED) kullanim
alanlarina sahiptir.

Oktonyonlar ele alinan fiziksel sistemlerin cesitliligi ve farkliligi

sebebiyle, reel, boliintiili, hiperbolik ve kompleks olmak iizere farkli temsillere ya



da tanimlamalara sahiptirler. Oktonyonlarin bu tiirleriyle ilgili olarak; dalga
denkleminin oktonyonik temsili [30, 31], genellestirilmis oktonyonik
elektrodinamigin tanimlanmasi [32], vektorel analizlerin oktonyonik olarak
yeniden formiile edilmesi [33], dyonik alanlar i¢in oktonyonik ayar
formiilasyonunun yapilmasi [34], kuantum khromodinamikleri ile dyonlarin
abelyan ve abelyan olmayan ayar teorilerinin kuaternion ve oktonyon cebri
yardimiyla gosterilmesi [35, 36], grup teori, Dirac denklemi ve kuantum fizigi ile
kompleks geometrinin oktonyonlarla incelenmesi [37 — 40]; gravitasyon ve
kuantum alanlarinin kompleks oktonyonik temsili [41], elektromanyetizmanin
kompleks oktonyonlarla yeniden formiile edilmesi [42, 43], elektromanyetizmada
Lorenz kosullarinin kompleks oktonyon cebri kullanarak ifade edilmesi [44];
Dirac denkleminin hiperbolik oktonyon cebriyle yeniden diizenlenmesi [45],
Proca-Maxwell denklemlerinin hiperbolik oktonyonik gdsteriminin verilmesi
[46], hiperbolik Hilbert uzayinda simetrilerin taniminin yapilmasi [47], dort
boyutlu Oklidyen gravitasyonun konik sedenionlarin alt cebri olan hiperbolik
oktonyonlarla gosterilmesi [48], gravitasyon ve -elektromanyetizmanin ¢ok
boyutlu sayilardan olan hiperbolik oktonyonik ve konik sedenionik taniminin
yapilmasi [49, 50]; genellestirilmis SUSY ve M-teorisinin split oktonyonlarla
tanimlanmasi [51], Maxwell denklemlerinin split oktonyonik formiilasyonunun
yapilmasi [52], kuantum teorisi ile SUSY-QM’nin birlesimli olmayan split
oktonyonlarla temsili [53, 54], dyonlarin birlestirilmis split okyonyonlarla
tanimlanmasi [55], elektrodinamigin split oktonyonlarla ifade edilmesi [56], Dirac
denklemi, elektrodinamik ve geometrinin split oktonyonik gosterimi [57 — 59]
gibi calismalar 6rneklenebilir.

Bu caligmalara ek olarak, oktonyonlara ait bazi diger ¢aligmalar su sekilde
siralanabilir:  Muses’in -~ ¢oklu  kompleks sayilarin  fiziksel  diinyaya
uygulanabilirligi ve fiziksel olarak uygulanabilir ¢oklu aritmetik ve
geometrilerinin ¢oklu say1 sistemleri ve kuantum alan teorisine uygulamasi [60,
61], Carmody’nin dongiisel cebirlerle ilgili yaptig1 islemlerin ileri sonuglar: [62,
63], Abdel-Khalek’in on-on ii¢ boyutlu Clifford cebrinin birlestirilmis oktonyonik
temsilini vermesi [64], Tian ve Daboul’un oktonyonlarin ve uygulamalarinin

matris gosterimlerinin yapmasi [65, 66], Ootsuka ve ark., Lassig ve ark. ile



Waldron ve ark.’nin birlesimli olmayan oktonyon cebri kullanimiyla ayar alanlari
ve teorileri hakkindaki ¢aligmalar1 [67, 68, 69], Bernevig ve ark.’nin kuantum hall
etkisini oktonyonlarla incelemesi [70], Hoppe ve ark.’nin siiper membran matris
teorisini oktonyonlarla tanimlamasi [71], Schray ve ark. ile Rocca ve ark.’nin
Clifford cebrinin oktonyon cebriyle tanimin1 yapmasi [72, 73], Fredsted’in genel
goreliligin oktonyonik goOsterimini yapmast [74], Dray ve ark.’nmin Mobius
dontisiimleri ve cesitli 6zdeger problemlerinin oktonyon cebri kullanarak
temsilleri [75 — 78], Okubo’nun Clifford, kuaternion, oktonyon cebirleriyle ilgili
yapmis oldugu ¢esitli ¢alismalart [79 — 83], Ludkovsky’nin Cayley-Dickson cebri
kullanarak diferansiyellenebilir fonksiyonlar ile Laplace doniigiimlerinin yapildig1
caligmalar1 [84 — 86], Weng’in elektromanyetik, gravitasyonel alanlar ve giiclii-
zayif etkilesimlere ait calismalari oktonyonlarla formiile etmesi [87 — 89],
Dzhunushaliev’in birlesimli olmayan kuantum mekanigini incelemesi [91], Liao
ve ark.’nin oktonyonik analitik fonksiyonlarin ortonormal bazlarini elde etmeleri
[91], Dorofeev’in oktonyonlar lizerinde gravitasyon ve elektro zayif etkilesmelere
ait calismalart [92, 93], Smith’in standart model, gravitasyon ve pargacik
fizigindeki ¢aligsmalarinin oktonyon temsili [94]. Bunlarin disinda V. L. Mironov
ve S. V. Mironov’un okton seklinde adlandirdigi, yine sekiz bilesenden olusan ve
sira degisimli olmayan fakat birlesimli olma 6zelligi gosteren, bu yiizden Clifford
cebrinin bir formu olan yapilarla elektrodinamik ve goreli kuantum
mekanigindeki calismalari mevcuttur [95 — 99].

Bu calismanin takip eden kisminda reel ve kompleks oktonyonlarin
cebirsel yapilart daha detayli olarak verilmistir. Ugiincii béliimde ise
elektromanyetizmadaki Maxwell denklemleri ile izotrop, anizotrop ve bi-izotrop
ortamlarin tanimlar1 ayrintili bi¢imde ifade edilmistir. Dordiincii boliimde
elektromanyetik bir dalga olarak 1518in yapist ve tasimis oldugu enerji
yogunlugunun tanimi yapilarak Poynting teoremi anlatilmistir. Besinci bdliimde,
bi-izotrop kiral ortamlar igin elektromanyetik oktonyonik yapi denklemleri
tanimlanarak, kompleks oktonyonik diferansiyel islemci ve alan ifadeleri
yardimiyla, Maxwell denklemlerinin tek ve kisa sekilde yazilabildigi kompleks
oktonyonik kaynak denklemi elde edilmistir. Altinc1 bolimde ise, kompleks

oktonyonik Lagrange yogunlugu tiiretilerek, elektromanyetizmadaki enerji
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korunum denkleminin kompleks oktonyonik temsili formiile edilmistir. Yapilan
calismaya ait Onemli noktalarin vurgulanmasi, yapilan c¢alismanin amact ve
sagladig1 avantajlar ile ileride yapilmasi planlanan caligmalara ait Ongdriiler

sonuclar kisminin bulundugu son boliimde yer almaktadir.
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2. OKTONYON CEBRIi

Oktonyonlar, 1843 yilinda John T. Graves tarafindan bulunmus ve iki yil
sonra Arthur Cayley tarafindan bagimsiz olarak gelistirilmistir. Oktonyonlarin en
biiyiik 6zelligi hem sira degisimli hem de birlesimli olmayan cebirsel yapilara
sahip olmalandir. Sekiz boyutlu ¢oklu kompleks sayilar ailesinden olan
oktonyonlar alternatif boliim cebri olustururlar. Oktonyonlar iki kuaternionun
birlesimi seklinde ifade edildiginden ikili cebirlerden biridir. Ele alinan fiziksel
sistemin yapisina gore reel, kompleks, boliintiilii ve hiperbolik olmak iizere ¢esitli
tanimlamalara ve temsillere sahiptir. Oktonyonlarin, reel, boliintiilii ve hiperbolik
tipleri i¢in bilesen sayisi sekiz iken kompleks tiirii i¢cin bilesen sayis1 on alti
olmaktadir. Ayrica oktonyonlarin tiim ¢esitleri i¢in hem sira degisimli hem de
birlesimli olmayan oOzellikleri s6z konusudur. Oktonyonlar birlesimli
olmadiklarindan Clifford cebirlerine dahil edilmezler ve matris gosterimleri
mevcut degildir. Reel oktonyonlar, reel kuaternionlar gibi bdliim cebrini
olustururken, kompleks oktonyonlar ise, kompleks kuaternionlarda oldugu gibi
boliim cebrini olusturmazlar. Cilinkii reel oktonyonlarin normu sifirdan farkli bir
reel sayiya esitken, kompleks oktonyonlarin normu ise “i” sanal biriminin
varligindan dolayi sifira esit olabilir [16].

Bu boliimde fizik ve matematikteki problemlerin daha basit ve etkin
sekilde gosterilmesini saglayan oktonyonlarin sirasiyla reel ve kompleks tipleri

tanitilarak cebirleri hakkinda detayli bilgi verilecektir.
2. 1. Reel Oktonyonlar
2. 1. 1. Tammlar

Reel bir oktonyon, reel sayilarin oktet (8-tuples) olarak da ifade edilen

sekizli say1 biciminde tanimlanabilir. A bir oktonyonu belirtmek {izere,

7
A= Zanen =a,e,+ae +a,e, +a,e, +a,e, +ae +ae +a.e, (2.1)
n=0
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seklinde gosterilmektedir. Burada a_ terimleri oktonyona ait reel sayilar ve e, ’ler
ise baz elemanlardir. Bu baz clemanlardan e,, 1’¢ esit (e, =1) skaler ya da reel

baz cleman ve diger e, ’ler ise (n=1,2,..,7) sanal baz elemanlari olarak

adlandirilir. A oktonyonu skaler ve vektorel olmak iizere iki ayr1 kisimdan

olugmaktadir. Bu kisimlar sirasiyla,

S, =a,e, (2.2)
ve
V,=A=a e+a,e,+a,e,+a,e,+a e, +a e+a,e, (2.3)

seklinde belirtilebilir. Boylece (2.1) ile gosterilen bir oktonyon,

A=S, +V, =ae,+A4 (2.4)
bi¢iminde skaler ve vektorel kisimlarla da ifade edilmektedir [1, 7, 16, 42, 43]. Bu
sekilde gosterilen bir A oktonyonunun skaler, vektorel veya hem skaler hem de
vektorel kisimlarinin olmamasi yeniden yapilanmasina neden olmaktadir. Yani
reel A oktonyonu vektorel kisimlardan bagimsizsa, bu oktonyonun skaler bir
oktonyon oldugu sdylenebilir:

A=S, =a, (2.5)
Eger reel A oktonyonunun skaler kismi bulunmuyorsa, bu oktonyonun reel vektor
oktonyon oldugu kolaylikla goriilebilir:

A=V, =A (2.6)
Eger A oktonyonunun hem skaler hem de vektorel kisimlari yoksa, bu

oktonyonun sifir oktonyon oldugu agike¢a anlasilabilir.
2. 1. 2. Temel islemler
2. 1. 2. 1. Esitlik
A ve B gibi herhangi iki reel oktonyonun birbirine esit olabilmesi i¢in ayni
baz elemanlara ait karsiliklt bilesenlerinin tamaminin birbirine esit olmasi

gerekmektedir. A, B € © olmak iizere,

A=ae,+ae +a,e, +ae, +ae +ae +ae, +a.e, (2.7)
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ve

B=b,,+be +b,e, +b.e, +be, +be, +be +b.e, (2.8)
olarak gosterilen iki reel oktonyon igin,

a,=b,,a =b,a,=b,,a,=b,,a,=b,,a,=b;,a,=b,,a,=b, (2.9
kosullar1 tek tek saglantyorsa, bu iki oktonyon birbirine esittir.

A=B (2.10)
2. 1. 2. 2. Toplama ve ¢ikarma

A ve B reel oktonyonlarinin toplam ve farklari,

7 7
AtB= Z:anen ianen
n=0 n=0
=(a,e,+a,e+a,e,+a e;+a,e,+a,e+a e+ae,) (2.11)
+(b,e,+b e+b,e,+b,e;+b,e,+b e;+b e +b, e,)
biciminde yazilmaktadir ve sonu¢ yine reel bir oktonyondur. Bu denklem,

oktonyonun ayni bazlar1 altinda yeniden diizenlendiginde,

,
AiB:Z:(an +b, )e, =(a,tb,)e,+(a b, )e+(a, £b,)e,+(a, b, )e, 212)
n=0 .

+(a4 ib4)e4+(a5 ibs)e5+(a6 ibé)eé%r(a7 +b,)e,
ifadesi elde edilir. iki oktonyonun toplam ya da farklar1 (2.11) ve (2.12)’den farkli
olarak, reel oktonyonun skaler ve vektorel kisimlariyla da gosterilebilir:

AEB=(S8,+8,)x(V, +V;)=(a, =b,)e,+(A£B) (2.13)
2. 1. 2. 3. Skaler ile carpma

Ae R ozelligine sahip skaler bir A ile reel bir oktonyonun ¢arpimu,
AMA=L(S,+V,)=A(ase,+A) 2.14)
=MAa,e, +1ae +1a,e, +Lae, +Aa,e, +lae, +Aae +Aae,
ile tanimlanmaktadir ve sonug ise A skaler degeriyle orantili reel bir oktonyondur.

Denklem (2.14)’de A skalerinin oktonyonun tiim bilesenleri ve hem skaler hem de

vektorel kisimlariyla olan ifadesi yer almaktadir.
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2. 1. 2. 4. Reel oktonyonlarin ¢carpimi

A ve B gibi iki reel oktonyonun toplam ve farklari, daha 6nce de
belirtildigi gibi ilgili baz elemanlardaki reel sayilar1 toplayarak veya cikararak
elde edilmektedir. Ancak, iki oktonyonun carpimi oldukc¢a karmasiktir ve bu
carpim oktonyonlara ait tiim terimlerin birbirleriyle c¢arpilip ardindan
toplanmasiyla hesaplanmaktadir. Iki reel oktonyonun c¢arpimidan &nce,
oktonyonlara ait baz elemanlarinin c¢arpimlarinin tanimlanmasi gerekmektedir
[43]. Ciinkii daha once de belirtildigi gibi oktonyonlar hem sira degisimli hem de
birlesimli olmayan cebirsel Ozellik gostermektedir. Cayley sayilari olarak da
bilinen oktonyonlar i¢in, hem Cayley hem de Dickson’in birbirinden bagimsiz
olarak elde ettikleri ve isimleriyle belirtilen Cayley-Dickson yontemi siklikla
kullanilan ¢arpim kurallarindan biridir.

Oktonyon bazlar1 arasindaki Cayley-Dickson ¢arpim kurallar1 asagidaki
gibi verilmektedir [42 — 44]:

—ee, =ee,=e, e =—¢e,=e, ee, =—¢,,

ee, =—d.e,+e,e, e, =-d,e,—¢,e., ijke(l23), (2.15)

i ij

Bu ¢arpim kurallarindaki ¢, terimi anti-simetrik bir tensordiir ve bu tensor zjk

indislerinin  baz1 degerleri icin +1’e esittir. Bu indis  degerleri,

e, =123,145,176,246,257,347,365 olarak verilebilir. Ayrica bu indislerin ¢ift

permiitasyonlar1 i¢in sonug yine +1 olmaktayken, tek permiitasyonlari i¢inse —1
degerine esit ¢ikmaktadir. Baz elemanlarin ¢arpimlart icin (2.15)’de belirtilen

kurallar Cizelge 2.1°de bir tablo olarak verilmistir:
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Cizelge 2.1. Oktonyon bazlari i¢in Cayley-Dickson ¢arpim kurallar1 [42 — 44]

I e |e e, e, e, e e e,
e, 1 e e, e, e, e e e,
e e -1 e, -e, e -e, |-e e
e, e, |-e |-1 e e e, -e, |-e
e, e, | e, -e | -1 e, -eg | e -e,
e, e, |-e |-e |-e |-1 e e, e,
[ e, e, -e, e -e -1 -e, e,
e e, | e e, -e; | -e, | e -1 -e
e, e, |-e | e e, -e; |-e, | e -1

Bu tablodaki ¢arpim kurali, 6ncelikle I siitunundaki baz elemanlar ile ardindan IT
satirinda bulunan baz elemaniin kesistigi noktadaki elemani bulmak olarak
Ozetlenebilir. Omegin; e; bazi ile e4 bazinin ¢arpimi e; bazini verirken, e4 bazi ile
e3 bazinin ¢arpimi ise — e7 bazin1 vermektedir. Cayley-Dickson yontemiyle ¢arpim
kuralinin farkli bir gosterimi ise baz elemanlarinin Fano diizlemiyle verilen

seklidir. Bu durum Sekil 2.1°de verilmistir:

/ \

A

Sekil 2.1. Cayley-Dickson ¢arpim kurallarinin Fano diizlemindeki ¢evrimi [43]

Boylece oktonyonlarin baz elemanlart arasindaki c¢arpim kurallari, hem
denklemlerle, hem tabloyla hem de fano diizlemiyle ifade edilmektedir. Bu 3 tip
icin de sonuglarinin birbirleriyle ayni oldugu acik¢a goriilmektedir. Denklem

(2.15) ile verilen kurallar geregi oktonyonlarin ¢arpimi i¢in tek bir kural olmadigi
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ortaya c¢ikmaktadir. Yukarida tanimlanan Cayley-Dickson ¢arpim kurali
literatlirde bulunan 480 carpim kuralindan sadece birini olusturmaktadir. Diger
carpim kurallari, skaler olmayan baz elemanlarin farkli kombinasyonlarindan
meydana gelmektedir. Pratikte 6zdes olan bu carpim kurallar1 birbirleriyle
izomorfturlar [8].

Bu bilgiler dahilinde A ve B iki reel oktonyonun c¢arpimi,

AB=(aje, +ae +a,e,+ae, +ae, +ae +ae +a,e,) 2.16)
(bye, +b,e, +b,e, +b,e; +b,e, +b.e; +bee, +be,)

olmaktadir. Carpim kurallar kullanarak bu ¢arpim acik olarak,
AB=ayb,+abe +ab,e,+abe, +ab,e, +ab.e, +abe, +ab,e,
+ab,e, —ab +ab,e, —ab.e, +abe,—abe, —abe, +ab.e,
+a,b,e, —a,be, —a,b, +a,be +a,b,e, +a,b.e; —a,b.e, —a,b,e;
+a,b,e, +a;be, —ab,e —ab, +ab,e, —abe, +abe, —asb.e, 2.17)
+a,b,e,—a,be, —ab,e,—abe —a,b,+ab.e +a,be, +a,b.e,
+ab,es+abe, —ab,e, +abe, —abe —ab;—abe, +asb.e,
+a.b,e, +abe, +ab,e, —ab.e,—ab,e, +abe, —ab, —ab,e
+a,b,e, —a,be, +a,be +a,be, —abe, —abe, +abe —a,b,
yazilabilir. Bu ifade daha sade olarak,
AB=ab,+a,B+b,A-A-B+AxB (2.18)

biciminde elde edilmektedir [42 — 44]. Ayrica A ve B gibi iki reel oktonyonun
carpimiyla ilgili olan (2.17) ifadesinde, skaler kisimlardan bagimsiz oktonyonlarin
vektorel garpimi ayni bazlar altinda toplandiginda asagidaki gibi verilmektedir:
AxB=e1(ab +ab,+a,b, —ab, +a,b;—-ab,—ab, +a,b )

+e,(a,b, +a,b,—ab, +a,b +a,b, +ab, —ab, —a,b;)

+e,(ab, +a,b, +ab,—a,b +a,b, —asb, +asb;—a,b,)
+e,(a,b, +a,b,—ab;—a,b, —a,b, +asb +asb, +a,b,) (2.19)
+e,(a,bs +asb,+ab, —a,b, +ab,—a,b, —asb,+a,b,)

+eg(a,bs +ab, +ab, +a,b, —ab;—ab, +ab,—a,b,)

+e,(a,b, +a,b,—ab,+a,b, +ab, —a,b, —ab, +acb,)

Bu carpim T ile gosterilen bir matris olarak A ve B reel oktonyonlarinin

elemanlari cinsinden
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0 -a, a, -a, a, a, -ag
a, 0 -a -a, —a, a, a
-a, a, 0 -a, a, -a, a,
T,=|a, a, a, 0 -a -a, -a, (2.20)
-a, a, -a, a 0 a, -a,
-a, -a, a; a, -a; 0 a
a, —-a; —-a, a, a, -a 0

seklinde ve daha basit olarak,

A><B=TA(B) (2.21)
biciminde verilebilir [100]. Denklem (2.20)’de bulunan matris elemanlarinin ters
isaretli formu ile Cizelge 2.1°de gosterilen baz elemanlarinin birbirlerine
benzerligi goriilmektedir. Denklem (2.21) ise, (2.20)’nin kisa bir gosterimidir.
Tian, Eg sekiz elemanli ve oktonyon bazlarini igeren tek satirli bir matrisi

E,=[e, e.e, e, ¢, e ¢e.e,| olarak gdstermis ve bu matrisin transpozu ile

kendisinin ¢arpimint,

€
el
¢,
e
EgEgzez [e,e e, e e, e ¢ ¢]
es
€
L €7
(1 e e e e e e e |
e -1 e -—e e -e -e e
e, —e. -1 e e e -—e —e
e e, —e -1 e - e -—e
- e, —e, —e¢ —e -1 e e ¢
e, e -—e ¢ —e¢ -1 -—e e
e, e e -—-e -—e e -1 -—¢ (2.22)
e, —e, e e —e -—e e 1]

olarak tanimlamistir [66]. Bu tanimlamadaki matris elemanlar1 ile Cizelge
2.1°deki elemanlarin siralama ve yerlesimlerinin benzer oldugu rahatlikla

goriilmektedir.
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2. 1. 2. 5. Reel oktonyonlarin eslenigi

Reel A oktonyonunun oktonyonik eslenigi, sanal baz elemanlarinin
isaretinin degismesiyle ya da diger bir ifadeyle oktonyonun vektorel kisminin
isaretinin degismesiyle elde edilmektedir.

A=S,-V, =ae,~A (2.23)
A ve B gibi iki reel oktonyon i¢in bazi eslenik Ozellikleri asagidaki gibi

verilmektedir:

(Z):A, (A+B)=A+B, (AB)=BA (2.24)

Oktonyonik eslenigin tanimindan yola ¢ikarak, reel A oktonyonunun reel ve sanal

kisimlari i¢in sirasiyla su tanimlamalar yapilabilir [7, 8, 20, 32]:

A+A
SA = + :aOeO (225)
A-A
V,= 3 =ae +a,e,+a.e,+ae, +a.e, +ae, +a.e, (2.26)
2. 1. 2. 6. Reel oktonyonlarin skaler ¢carpimi
A ve B oktonyonlarinin skaler ¢carpimu literatiirde,
lr— =1 lr=y =
A-B=—| AB+BA |=—| AB+BA 2.27
o[ AB+BA|=- AB+BA] (2:27)

olarak verilmektedir [20, 43]. Bu iki oktonyonu sadece vektorel kisimlarindan

olugmasiyla elde edilen reel vektor oktonyonun skaler ¢carpima ise,
1 R
A-B——E[AB+(AB)} (2.28)

seklinde tanimlanmaktadir.
2. 1. 2. 7. Reel oktonyonlarin vektorel carpimi

Iki reel oktonyonun skaler ¢arpimma benzer olarak, oktonyonlarinin

vektorel garpimu literatiirde,
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lr— —
AxB:—E[AB—BA] (2.29)

olarak verilmektedir [20, 43]. Yalmzca vektorel kisimlarindan olusan iki reel

vektor oktonyonun skaler ¢arpimi,
1 R
AxB:E[AB—(AB)} (2.30)

bigiminde tanimlanmaktadir [42 — 44].
2. 1. 2. 8. Reel oktonyonlarin normu

Reel oktonyonlarin norm islemi, oktonyonun kendisi ile esleniginin

oktonyon carpimiyla elde edilmektedir. Bir A oktonyonunun normu N (A) ile

gosterilir ve norm isleminin sonucu reel bir say1y1 vermektedir.

— — 7
N(A):AA=AA=a(2)+af+a§+a§+a§+a§+a§+a§ =Za2 (2.31)

n
n=0

Tek bir A oktonyonuyla norm islemi yapilabildigi gibi, A ve B gibi iki reel
oktonyon i¢in de norm islemi tanimlanmaktadir. N (AB) ile ifade edilen iki
oktonyonun carpiminin normu, her bir oktonyonun normlarinin g¢arpimlariyla
verilmektedir:

N(AB)=N(A)N(B) (2.32)
2.1.2.9. Ters eleman

Oktonyonlarin alternatif bir boliim cebri olusturmasindan dolayi, A reel

oktonyonunun tersinin varlig1 s6z konusudur. Oktonyonlar i¢in ters eleman islemi,

LA
“NA) (2.33)

ifadesiyle tanimlanmaktadir. Bir oktonyonun ters elemaninin tanimlanabilmesi
icin A reel oktonyonunun ve bu oktonyonun normunun sifirdan farkli olmasi

gerekmektedir.
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2. 2. Kompleks Oktonyonlar
2.2.1. Tammlar

Kompleks oktonyonlar, reel oktonyonlarin kompleks formunu ifade

etmektedir. ki reel oktonyon ve bu iki reel oktonyondan birine i’ =—1 sartini
saglayan “i” sanal birimin eklenmesi kombinasyonuyla olusurlar. Boylece, 8
bilesenli reel oktonyonlardan birine eklenen sanal birim sayesinde toplam bilesen
sayist 16’ya ulagsmaktadir.

Kompleks bir oktonyon, A, A’ e O iki reel oktonyon ve AeC®O
kompleks bir oktonyonu belirtmek {izere,
A=A+iA’ (2.34)
bi¢iminde ifade edilmektedir. Bu ifade daha acik olarak,

A=(a,e,+a e+a,e,+a,e,+a,e,+a,e+a e +a,e,) (235)
+i(age,+aje+aye,+aje+a,e,+aje+a e +ae,)

Ve

,
A= Z:(an +ia) )e, =(a, +ia} )e,+(a, +ia]) e +(a, +ia} )e,+(a, +ia} ) e,
= (2.36)

+(a4 +ia;)e4+(a5 Jria;)eSJr(a6 +ia'6)e6+(a7 +ia'7)e7
seklinde yazilmaktadir. Son denklemde ayni baz elemanlar altinda yazilan
oktonyon bilesenleri kompleks sayilardan olusmaktadir. Yeni olusan kompleks
bilesenler A semboliiyle gosterilerek A kompleks oktonyonu daha sade bigimde,
7

A = Z:An e, =A e, +Ae+Ae,+Ae+A e, +Aje+Ae+A e (2.37)
n=0

olarak yazilabilmektedir. Kompleks oktonyonlar da reel oktonyonlardaki gibi
skaler ve vektorel kisimlardan olusmaktadir. Kompleks skaler ve vektor

oktonyonlar sirasiyla,
S, =(a, +ia))e, =A, (2.38)

Ve

21



7
V.=>(a,+ia) (a,+ia})e+(a, +ia) )e,+(a, +ia} )e,+(a, +ia) )e,
n=1
+(a5+ia;)e5+(aé+ia'6)e6+(a7+ia'7)e7 (2.39)

;
=ZAH e, =Ae+A,e,+A e, +Ae,+Aje+A e +A e,
n=1

seklinde ayr1 ayr1 ifade edilebilir. Sonug olarak, A kompleks oktonyonu,
A=S, +V, =A,¢e,+A

= A: eo-i-AA1 el-(:-ﬁoxz e,+A e+ Ae,+A e +A e +A e (240)
olarak yazilabilmekte ve elde edilen ifadenin (2.37) ile ayn1 oldugu kolaylikla
goriilmektedir.

Reel oktonyonlarda oldugu gibi kompleks oktonyonlarin da kompleks
skaler, kompleks vektor ve kompleks sifir oktonyon olma durumlart soz
konusudur. A kompleks oktonyonu sadece skaler kisimdan olusuyorsa bu
oktonyon kompleks skaler oktonyon,

A=S,=A,, (2.41)
sadece vektorel kisimdan olusuyorsa bu oktonyonun kompleks vektor oktonyon,

A=V, =A, (2.42)
veya hem skaler hem de vektdrel kisimlarinin olmamasi durumunda ise bu

oktonyonun kompleks sifir oktonyon oldugu kolaylikla anlasilabilir:
A=0 (2.43)

2. 2. 2. Temel islemler
2. 2. 2. 1. Esitlik

A ve B gibi iki kompleks oktonyonun birbirine esit olabilmesi i¢in ayni
baz elemanlara karsilik gelen bilesenlerin her birinin birbirine esit olmasi
gerekmektedir. Dolayisiyla A, B € O¢ olmak iizere,

7
A= ZAH e =A e, +Ae+A e, +Ae,+Ae,+Aje+A e +A e (2.44)
n=0

\%
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7

B=)B,e, =B e,+B ¢+B,e,+B,e;+B,e,+B;e;+B e, +B, ¢, (2.45)
n=0

olarak yazilan iki kompleks oktonyon i¢in,

A,=B,, A =B, A,=B,, A,=B,, A,=B,, A, =B,, A, =B, A, =B, (2.46)

esitlikleri yazilabiliyorsa, bu iki kompleks oktonyonun birbirine esit oldugu ortaya

¢cikmaktadir.

A=B (2.47)
Ayrica, (2.44) ve (2.45) ile tanimlanan kompleks iki oktonyonu olusturan tim
kompleks bilesenler de,

a,=b,a =b (2.48)

n= (O, L2,..., 7) sartin1 saglamak lizere ayr1 ayr1 esit olmak zorundadirlar.

2.2.2.2. Toplama ve ¢cikarma

Iki kompleks oktonyon iizerinde reel oktonyonlarda uygulandig1 gibi
cebirsel olarak toplama ve ¢gikarma islemi uygulanabilmektedir. A ve B kompleks

iki oktonyonu belirtmek iizere toplam ve fark islemleri,

7 7
A+B=3"((a,+ia,)%(b, +ib,))e, =Y (A, £B,)e,
n=0 n=0
= (A0 J_rBO)eOJr(Al B, )elJr(A2 J_rBz)eer(A3 J_rB3)e3 (2.49)
+(A, £B,)e,+(A;£B,)e;+ (A, B, )e,+(A, £B,)e,
ifadesiyle tanimlanmaktadir. Ayn1 zamanda bu islem, iki kompleks oktonyonun

skaler ve vektorel kisimlarinin toplam ve farklari cinsinden de yazilabilir:

AxB=(S,+8,)x(V, +V,)=(A,£B,)e,+(A+B) (2.50)

2. 2. 2. 3. Skaler ile carpma

Ae R olmak iizere A seklinde belirtilen kompleks bir oktonyonun A skaleri

ile garpimi,
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7
AA =A(a, +iay) eo+KZ +ia/

=\(a, +iag)e, + (a +ia )e1+k(a +ia))e, +A(a, +ia})e, (2.51)
+A(a, +ia} )e, +A(as +ia} )es + A (ag +iay )e, + A (a, +ia})e,
veya
AA=A(S, +V,)=A(Ase,+A) (2.52)
=AAje, + A e +1Ae, + AA e, + A e, + MAes + LA e, + L\A e, .

biciminde gosterilebilir. Sonug ise yine A reel skaleriyle orantili ¢ikmaktadir.
2. 2. 2. 4. Kompleks oktonyonlarin ¢arpimi

A ve B kompleks iki oktonyonu, (2.44) ve (2.45)’deki gibi kompleks
sayilart belirten A ve B, (n=0,1,2,...,7) terimleriyle ifade edilebilmektedir.

Kompleks iki oktonyonun c¢arpimi baz elemanlarinin  carpimlarinin
tanimlanmastyla gergeklesmektedir. Oktonyonun tipi ne olursa olsun, basta hangi
carpim kurali tanimlanirsa o yontem gecerli olacaktir. Burada kullanilan ise
Cayley-Dickson carpim kurallaridir. Boylece A ve B kompleks oktonyonlarinin
carpimi,
AB=(Aje,+A e+A,e,+A e+ A e, +Aje+A e+ A e,) (2.53)
(B,e,+B, e +B,e,+B,e,+B,e,+B e;+B ¢, +B e,)
ifadesiyle belirtilerek, islem (2.17)’ye benzer bicimde yapildiginda carpim
sonucu,

AB=AB,+A,B+B,A-A-B+AxB (2.54)

olarak elde edilmektedir.
2. 2. 2. 5. Kompleks oktonyonlarin eslenigi

Reel oktonyonlarin tanimi yapilirken oktonyonlarin sadece oktonyonik
eslenigi ya da konjugesinin varligindan s6z edilmisti. Ancak kompleks oktonyon
cebrinde, reel oktonyonlardan birine “i” sanal birimi eklenmesinden dolay1
kompleks eslenikten de bahsetmek gerekir. Simdi kompleks oktonyonlarin eslenik

ozelliklerini kisaca tanimlayalim:
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a) Oktonyonik Eslenik

Denklem (2.35) ile ifade edilen ve 16 bilesenden olusan kompleks bir A
oktonyonunun oktonyonik eslenigi, skaler kismi1 disinda kalan tiim bazlarinin

isaretlerinin degismesiyle gerceklesir. Bu durum (2.55) ifadesiyle verilmektedir:
A=(a,e,—a,e—a,e,—a,e,—a,e,—a e,—aje,—a,e,)
(2.55)
: ! ’ ’ ! ’ ! ! ’
+i(ayje,—aje—a)e,—a)e,—a,e,—ale—aje—ae,)

Bu denklem reel ve kompleks bilesenlerin aynt baz elemanlar altinda

toplanmasiyla,

A= (a,+iay)e,—(a, +ia;)e,—(a, +ia} )e,—(a, +ia})e, (2.56)
—(a, +ia})e,—(a; +ia})e;—(a, +ia} )e,—(a, +ia} e,

seklinde ve daha kisa bigimde,

A=A e,~Ae—-Ae~Ae—Ae~Ae—Ae—A e, (2.57)

veya

A=S, -V, =Ae,~A (2.58)

olarak kompleks skaler ve vektor oktonyonu cinsinden ifade edilmektedir. A ve B
gibi kompleks iki oktonyon i¢in oktonyonik eslenik islemine ait bazi tanimlamalar

ise asagida verilmektedir:

(K):A, (A+B)=A+B, (AB)=BA (2.59)

b) Kompleks Eslenik

Denklem (2.35) ile verilen kompleks oktonyonun, kompleks birim
elemanin varligindan dolayr kompleks eslenigi mevcuttur. Bu eslenik ise A

kompleks oktonyonunda ‘i1’ terimini igeren tiim elemanlarinin isaret

degistirmesiyle elde edilmektedir:
A= (age,+a,e+a,e,+a,e+a, e, +a e+age+a,e,) (2:60)
—i(aye,+a e +ase,+aje,+a,e,+ale+a e+ase,)

Bu ifade daha basit hale getirilecek olursa,
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A" =(a,—ia))e,+(a, —ia] ) e+ (a, —ia,)e,+(a, —ia})e, 2.61)
+(a, —ia} )e,+(a; —ia})es+(a, —iaj )e,+(a, —ia) e,

esitligi elde edilmis olur. Kompleks eslenik islemi sonucunda bu ifadenin A

terimleri altinda degil de, farkli bir X kompleks terimi seklinde yazilabilecegi

acikca goriilmektedir. Ayrica kompleks eslenik ifadesiyle bir veya iki kompleks
oktonyon i¢in tipki oktonyonik eslenikte oldugu gibi baz1 6zellikler belirtilebilir:

(A7) =A, (A+B) =A"+B", (AB) =B’A" (2.62)

¢) Hermitik Eslenik

Burada oktonyonlarin baz elemanlarinin hermitik eslenikleri,
e)=e,, el =—e j=(1,2,..,7) (2.63)
olarak tanimlanmalidir. Bu tanimlamalar sayesinde oktonyon bazlarimin normu
ise,

N,=eje,=¢,e; =¢,=1 n=(0,1,2,..,7) (2.64)
olarak yazilmaktadir. Bir kompleks oktonyonun hermitik eslenigi ise (2.63) ve

(2.64) 6zdesliklerinden faydalanilarak asagidaki gibi yazilmaktadir [43, 65]:

7 _ _ 7 _
AT=ZAH ez=A0eo—Z:Ajen (2.65)
n=0 =1

2. 2. 2. 6. Kompleks oktonyonlarin normu

Kompleks oktonyonlarin normu, reel oktonyonlara benzer olarak

kompleks oktonyonun kendisi ile oktonyonik esleniginin oktonyon carpimiyla

elde edilmektedir. Bir A oktonyonunun normu N (A) ile gosterilir ve norm

isleminin sonucu yine reel bir sayiy1 vermektedir.
_ _ 7
N(A)=AA=AA=YA] (2.66)
n=0

[13%3]
1

Ancak, kompleks oktonyonlarda sanal biriminin varligindan dolay1r kompleks

bilesenlerden olusan kompleks oktonyonun norm isleminin sonucu sifira esit
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¢ikabilir. Bu yiizden kompleks oktonyonlar i¢in reel oktonyonlarda oldugu gibi

ters isleminin varlig1 ve boliim cebrini saglandigi soylenemez [16].
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3. MAXWELL DENKLEMLERi VE iZOTROP, ANIiZOTROP,
Bi-iZOTROP ORTAMLAR

Fizik, evrenin varolusunu, madde ve 6zelliklerini uzay-zaman kavramlari
altinda inceleyen ve ne, neden, nasil, ne zaman gibi sorular1 cevaplayan temel bir
bilimdir. Bir¢ok fiziksel problemin teorik ve deneysel olarak ele alinip bu
problemlere cevap verilmesi bu temel bilimdeki yasalarla saglanabilir. Fizik,
problemlere bulunan cevaplar ve gerek teknolojide gerekse bilimsel
calismalardaki ilerlemeler sayesinde bir¢ok alt bilim dalina ayrilmistir. Klasik
elektromanyetizma, elektromanyetik dalga teorisi ve optik bu dallarin en giincel

ve Onemlilerinden sadece bazilaridir.

3. 1. Maxwell Denklemleri

1800’1 yillarin sonunda James Clerk Maxwell’in maddenin elektrik ve
manyetik alanlardaki etkilesimini incelemesi sonucunda, bugiin hala gegerliligini
koruyan ve bir¢ok ¢aligmanin temelini olusturup kendi adiyla da isimlendirilen
vektor gosteriminde dort tane Maxwell denklemi mevcuttur. Bu denklemler o
kadar muhtesemdir ki, Lorentz doniigiimleri altinda degismez (invaryant) kalirlar.

Elektrik ve manyetik alanlardan tiiretilen ve elektromanyetizma i¢in biiyiik
onem arzeden Maxwell denklemlerinin gerek serbest veya toplam yiik ve akimlar
cinsinden, gerek birimsel gdsterimleri cinsinden, gerekse ele alinan fiziksel
sistemin makroskopik ya da mikroskopik olmas1 yoniinden farkli tiirde integral ve
diferansiyel yazilimlar1 mevcuttur.

Maxwell denklemlerinin integral formlar1 ile diferansiyel formlarinin
tanimlamalar1 birbirleriyle ayn1 anlami tagimaktadir. Diferansiyel formlari,
integral formlarindan yola ¢ikilarak diverjans ve Stokes teoremlerinin sirasiyla
uygulanmasiyla elde edilmektedir. Sonu¢ olarak Maxwell denklemlerinin
diferansiyel sekillerinin daha kisa ve anlasilir gdsterimlerinin oldugu, ancak
noktasal veya siirekli yiikk dagilimlarinin ele alindigi sistemler i¢in integral

formlarinin daha kullaniglt olduklart sdylenebilir [101]. Maxwell denklemlerinin
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toplam yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel formlar1 Cizelge 3.1°de

Ozetlenmistir [101 — 106]:

Cizelge 3.1. Maxwell denklemlerinin toplam yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel

formlari
. ) - Elektrik Alanlar1 icin
q} E-dd= @ V.E="Fe ¢
s €y €y Gauss Yasasi
45 B.di=0 V.-B=0 Manyetik Alanlar igin
s Gauss Yasasl
- - 4O .- B
(f)E dl =——£ VxE= _%B Faraday Yasasi
dt ot
- - OF
L dod = —
4‘33 “dl =l + g, p tE VxB=nol +eok ot | Ampere-Maxwell Yasasi

Serbest yiik ve akimlar cinsinden Maxwell denklemlerinin integral ve
diferansiyel formlan ise, D=8OE ile E=uolr1 yapt (biinye) denklemleri ve

€, = M, =1 kabuliiyle Cizelge 3.2’deki gibi yazilmaktadir [101 — 104]:

Cizelge 3.2. Maxwell denklemlerinin serbest yiik ve akimlar cinsinden integral ve diferansiyel

formlari

CJ') D-di=0,,., V-D=p,,. Elektrik  Alanlar1  igin
s Gauss Yasasl
CJ') B-dd=0 V-B=0 Manyetik  Alanlar igin
s Gauss Yasasi

O dod L B
q.)E dl =——+ pxi=_8 Faraday Yasas1

dt ot

- dd I, N Ampere-Maxwell Yasasi

q.)H dl = Iserbest TtE VxH = serbest aa_lt) ’
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Maxwell denklemlerinin her iki gosteriminde bulunan terim ve semboller ile bu

sembollerin anlam ve birimleri Cizelge 3.3 deki gibi gosterilebilir [104]:

Cizelge 3.3. Maxwell denklemlerinde bulunan sembollerin anlamlar1 ve birimleri

Sembol Anlam Birim (SI birim sisteminde)
0 Elektriksel Yiik C
D, Elektriksel Ak N.m’/ C
D, Manyetik Aki T.m? veya Wb
E Elektrik Alan Vektorii V/mveyaN/C
H Manyetik Alan Vektori A/m
B Elektrik Akt Yogunlugu veya
D . C/m’veyaN/V.m
Elektriksel Deplasman Vektori
Manyetik Ak1 Yogunlugu veya
B g . g SV T veya Wb / m®
Manyetik Indiiksiyon Vektorii
P, Elektrik Yiik Yogunlugu C /m’
J Elektrik Akim Yogunlugu A/m’
Bos Uzayin Elektriksel 5
€ ‘ ‘ - F /m veya C/N.m
Gegirgenlik Sabiti
Bos uzayin Manyetik Gegirgenlik
[TH H/mveya N/A*

Sabiti

Simdi Maxwell denklemlerinin fiziksel sistemler i¢in ne anlama geldiklerini
kisaca hatirlatalim [101 — 107]:

Elektrik alanlar i¢in Gauss yasast, herhangi kapali bir s ylizeyinden gegen
toplam elektrik akisinin, bu yiizeyin i¢inde kalan toplam yiikiin ¢,’a boliimiine
esit oldugunu sdylemektedir. Yani, kapali bir yiizeyin i¢indeki toplam yiik, yiizey
icinde kalan elektrik alan ¢izgilerinin sayisiyla orantilidir.

Manyetik alanlar i¢in Gauss yasasit, herhangi kapali bir s yiizeyinden
gecen net manyetik akinin sifir oldugunu ifade etmektedir. Baska bir deyisle,

kapal1 s ylizeyiyle ¢evrelenmis V hacmine giren manyetik alan ¢izgilerinin sayisi
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hacmi terk eden manyetik alan ¢izgilerinin sayisina esittir. Bu durum ise manyetik
alan ¢izgilerinin herhangi bir noktadan baslayip belli bir noktada son
bulmayacagini1 anlatmaktadir. Bu duruma en 6nemli 6rnek ise ¢cubuk miknatis ile
verilebilir. Yani, N ve S kutbuna sahip cubuk bir miknatis, ne kadar ikiye
boliiniirse boliinsiin her zaman yine N ve S kutbu olugmaktadir; kisacast manyetik
tek kutup yoktur.

Faraday yasasi, herhangi kapali bir yol boyunca elektrik alanin ¢izgi
integrali, kapali yol boyunca cevrelenen herhangi bir yiizey alanindan gegen
manyetik akinin zamanla degisim hizina esittir. Bu denklemle zamanla degisen
manyetik alanlarin bir elektrik alan {irettigi anlagilmaktadir.

Ampere-Maxwell yasast (Maxwell’in katkisiyla), elektrik akimlarinin ve
zamanla degisen elektrik alanlarinin bir manyetik alan {iretecegini sdylemektedir.
Yani, herhangi kapal1 bir yol boyunca manyetik alanin ¢izgi integrali, kapali yol
boyunca gegen elektrik akiminin p, ile carpimi ve kapali yol boyunca siirlanmis
herhangi bir ylizeyden gegen elektrik akisinin gju, ile ¢arpiminin toplamina
esittir.

Maxwell denklemlerinin bulunmasindan sonra bu denklemlerin boslukta

ve maddesel ortamlarda tanimlar1 yapilmistir. Bu tanimlamalar yapilirken ele

alian ortamlarin izotropluk, anizotropluk ve bi-izotropluk gibi 6zellikleri de ele
almabilir. D=¢E ve B=pH ile ifade edilen yapt denklemlerinde ortamin
elektrik ve manyetik gecirgenlik sabitleri maddesel ortamlarda herhangi € ve p
gibi degerler alirken, bos uzayda ise g, ve p, seklinde sabitler olurlar. O halde

herhangi bir ortam en genel Maxwell denklemleri SI birim sisteminde,

V.E=Pe 3.1)
€
V-B=0 (3.2)
pxE=_28 (3.3)
ot
ﬁxg=ﬂ+su% (3.4)

seklinde verilebilir.
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3. 2. Zamansal Harmonik Maxwell Denklemleri

Fiziksel nicelikler genel olarak gercel uzay-zaman degiskenleriyle ve ¢ogu
zaman ise vektorel niceliklerle tanimlanmaktadir. Fiziksel niceliklerin biiyiik bir
kism1 zamanla periyodik sekilde degisir ve zamansal harmonik adini alirlar.
Matematiksel hesaplamalarda, zamansal harmonik gergel nicelikler, kompleks

iot

vektorler ile temsil edilirler [108]. ¢ terimi igin,

e = Coswt +iSinwt (3.9)
reel sanal

(Y3544

esitligi yazilmaktadir. Burada “i” ifadesi kompleks sayilar i¢in kullanilan ve
i’=—1 sarttm saglayan sanal birimi gostermektedir. Zamansal harmonik
vektorler ise bilesenleri harmonik ifadeler olup, vektorlerin zamana baghiligiyla
iliskilendirilir. Bunlar ise fazér seklinde gosterilmektedir. Ornegin; kompleks bir

nicelik olarak,
V=V, (3.6)
biciminde V ifadesi bir fazor olarak tanimlansin. Burada, V, genlik, ® agisal

frekans ve ¢ ise faz farkidir. Bu fazor ifadesi igin,

V =V, [ Cos(ot+¢)+iSin (ot +¢)], (3.7)
V=V, +iV,, (3.8)
Vi =Re{V,e*"?} =V Cos(wt +9), (3.9)
ve

V, = m{V,e "} = V,Sin (ot +9) (3.10)

tanimlamalar1 yapilabilir. O halde V kompleks niceliginin gercel kismi (3.9) ile

gosterilen zamansal harmonik olmaktadir:
V(t)=V,Cos(wt+¢) (3.11)
Bu ifadenin zamana gore tiirevi ile,

_8V(t) =—oV,Sin(ot+0¢) = @VOCos(cot +0+ g}

ot
i(wl-#d)-*—%j ot _ib i
=Re{wV,e =ReqoV,e”e’e?

(3.12)
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ifadesi elde edilir. Buradaki ¢ terimi icin,
¢? = CosZ+iSinE =i (3.13)
2 2

esitligi yazilabilir. O halde V(t) zamansal harmoniginin zamana gore tiirevi daha

sade bi¢cimde,

av t . i(ot+
% = Re{looVOe ( ‘”} (3.14)
ve (3.6) geregi kisaca,
ava—ft) iV (3.15)

elde edilmis olur. Boylece im terimi, zamansal harmonik niceliklerin kompleks
gosterimlerinde P zamana gore tlirev ifadelerinde yerine konabilir [108]. Sonug

olarak, kompleks notasyonda verilen bir nicelige ait gercel uzay-zaman ifadesini

elde etmek icin, kompleks niceligin dncelikle €' terimi ile carpilip, ardindan bu

ifadenin gercel kismi alinarak bulunacagi anlasilmaktadir. Biitiin alan vektorleri
ile tiim akim ve yiik yogunluklarinin ® agisal frekansinda zamanla kosiniisoidal

PN

olarak degistigi varsayildiginda, elektrik ve manyetik alanlarin kompleks uzayda,

E(t)=Re{Ee"} (3.16)
%~
H (t)=Re{He"'} (3.17)

seklinde ifade edildigi ortaya ¢ikmaktadir. Cizelge 3.2°de diferansiyel formlari
verilen Maxwell denklemlerinin, zamansal harmonikler veya acisal frekansa

dayali fazor formlari (3.15) geregi,

V-D=p, (3.18)
V.-B=0 (3.19)
VxE =-ioB (3.20)
VxH=J+ioD (3.21)

olarak gosterilir [101, 102, 107, 108].
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3. 3. Izotropi ve izotrop Ortamlar

Kelime anlami olarak bir maddenin tiim 6zelliklerinin her yerde ve her
yonde ayni oldugu anlamina gelen izotropluk, bir malzeme veya ortam icin de
diistintilebilir. Yani herhangi bir malzeme ya da ortam tiim yonlerde ayni optik
karakteri gosteriyorsa bu tiir malzemelere izotrop malzeme, bu tiir ortamlara ise

izotrop ortam adi verilir.

Su ana kadar (3.1) — (3.4) ifadeleriyle verilen ve D =¢E ile B=pH gibi
iki onemli yap1 denklemiyle ¢esitli yazilimlari bulunan Maxwell denklemlerinin,
farkli yapilar1 ve bigimleri olmasina ragmen hepsinin izotrop ortamlarda gecerli

olan denklemler oldugu sdylenebilir. Bu denklemler, ortamin anizotrop veya bi-

izotrop olmasi halinde farkli forma dontistiirmektedir.

3. 4. Anizotropi ve Anizotrop Ortamlar

Anizotrop ise izotrop ifadesinin tersine, maddelerin 6zelliklerinin belirli
yon ve dogrultulara gore degisen Ozellikleri olarak ifade edilir. Buna benzer
olarak bir malzeme veya ortamin degisik yonlerde degisik optik 6zelliklere sahip
olmasi durumunda o malzeme ya da ortamin anizotrop oldugu sdylenebilir.
Anizotropluk ortamin elektriksel, mekaniksel ve optik Ozelliklerine gore
gercgeklesir [107, 109].

Maxwell denklemlerinin ele alinan ortamin anizotrop olmasi durumunda,
ortamda elektrik ve manyetik alan vektorlerinin yoneliminin farkli dogrultularda,
farkli degerlerle etkileyecek sekilde degismesi gerekir. Dolayisiyla elektriksel
gecirgenlik katsayist ¢ ile manyetik gegirgenlik katsayis1 p degerlerinin x, y ve z
dogrultularindaki yonelime bagli olarak ikinci dereceden bir tensor olarak

belirtilmeleri gerekir. Bu durumda ise bu katsayilarin 3x3’liikk matrisler seklinde

ifade edilmelidir. Ornegin; elektrik alan igin ifade edilen D =&E ifadesi tensérel
formda yazilmalidir. Yani;

D =¢e E +¢ E +¢ E,

D, =¢,E +e E +¢ E, (3.22)

D, =¢ E + szyEy +e E,
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olacaktir. Burada € terimi anizotrop ortamlar i¢in 3x3’liikk elektriksel gegirgenlik
tensori ve E ise E =Exf+E y3'+E21A< biciminde bilesenlerden olusan elektrik
alan vektoriidiir. Bu yazim ile elektriksel deplasman vektorii de denilen D

ifadesinin her bileseninin, elektrik alan vektoriiniin 3 bileseni ile belirlenecegi

anlamini tasir. Bu ifade matris formunda;

X XX Xy Xz X
D, |=|¢e, &, g,]|E, (3.23)
DZ 8ZX SZy 8ZZ EZ

veya daha basit olarak

D =g  (Lj=xy.2) (3.24)
seklinde de gosterilebilir [107, 109]. Bu durum benzer bicimde manyetik alanlar
icin, B=[iH ifadesiyle diizenlenebilir. Boyle bir durumda manyetik alan vektorii
bilesenleriyle, manyetik aki yogunlugu B terimi olusturulmaktadir. Burada adi
gecen [ manyetik gecirgenlik ifadesi de anizotrop ortamlar icin gecerli olup,
tensorel formdadir. O halde (3.1) — (3.4) ifadeleriyle verilen Maxwell denklemleri

anizotrop ortam i¢in asagidaki gibidir:

V-(EE)=p, (3.25)
V-(jH)=0 (3.26)
VXE=-— O(HH) (3.27)
ot
ﬁxH:j+a(‘g’E) (3.28)
ot

Burada “g,[1” gibi terimler ortamin anizotropluk durumuyla ilgilidir ve elektrik
deplasman vektorii ile manyetik aki yogunlugu terimleri sirasiyla elektrik ve
manyetik alanlarin x, y ve z eksenlerindeki yayilimlarindan elde edilmistir [109 —
114].

Elektromanyetik dalganin ilerleyisi diisiiniildiigiinde kristalin diger
ortamlardan en onemli farklilig1 kristallerin elektriksel olarak anizotropik 6zellik
gosterebilmesidir; yani farkli yonlerdeki elektriksel 6zelligi farkli olabilmektedir.

Bunun anlami uygulanan elektrik alan ile kristal i¢in ortamin elektriksel
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gegirgenliginin izotropik kristallerde oldugu gibi skaler bir ¢ ile E elektrik
alanmin ¢arpimi gibi basit olmamasidir. Bunun optoelektronikteki en belirgin
sonucu 1518in kristal icersindeki ilerleyisi kristalin yonelimine olduk¢a bagimli

olusudur [109].
3. 5. Bi-izotropi ve Bi-izotrop Ortamlar

Bi-izotropluk s6z konusu oldugunda, ortamin elektrik ve manyetik
alanlarin birlesimi ya da ¢iftlenimi ile meydana geldigi anlasilmaktadir. Bilindigi
gibi 151k bir elektromanyetik dalgadir. Fizik, mihendislik ve malzeme
bilimlerinde karsilagilan bi-izotrop maddeler, 1518in yansima ya da gegisinde
kutuplanmasin1 dondiirebilecek baz1 6zel durumlara sahiptirler. Ancak bu durum
tiim maddelerin burulma etkisiyle bi-izotrop ortama doniisecegi anlamini tagimaz.
Bi-izotrop maddelerin burulma etkisiyle siniflandirilmasi, ortam yapisinin kiral
olma durumu (chirality) ve karsiliklilik icermeme (non-reciprocity)
tanimlamalariyla gerceklesir. Adi gecen ortam yapisi elektromanyetik bir dalganin
elektrik ve manyetik alanin1 umulmadik bi¢imde etkiler [116, 117].

Kiral (chiral) kelimesi diger bir temel bilim olan kimyada siklikla
karsimiza ¢ikmaktadir. Kiral molekiil, bir molekiiliin ayna simetrisi ile kendisinin
aynt olmamast durumuna denmektedir. Bu durum daha kolay anlasilmasi
acisindan sag el ile sol elin birbirine gore durumlariyla iligkilendirilir ve bu durum

Sekil 3.1°de daha rahat anlasilabilir:

—-X/{___L Molecule

Hand Mirror Mirror -
image image

Sekil 3.1. Kiral bir molekiil yapisi [118]
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Fizik ve elektromanyetizmada ise kiral kelimesi daha ¢ok ele alinan ortamin sag
elli ya da onun ayna simetrisi sol elli hareketler bigiminde kullanilmaktadir. Bu
hareketler Sekil 3.2°de gosterilen spirali ¢izdigi yoniin farkli olmasi durumunda
daha rahatca anlasilabilir. Dolayisiyla optik ve elektromanyetizmada siklikla
“kiral ortamlar” seklinde ifadelere yer verilmektedir. Elli sekildeki bir
elektromanyetik dalganin yayilimi1 kutuplanabilir ve sarmal seklinde tanimlanir.
Elektromanyetik bir dalganin kutuplanmasi, elektrik alan vektoriiniin dogrultu ve
biiyiikliigiiniin zamanla degisen yoneliminin 6zelligidir. Kutuplanma genel olarak
eliptiktir ve dalganin yayillim dogrultusu saat yoniinde veya saat yOniiniin tersi
seklinde gerceklesir. Eger elipse ait birincil ve ikincil eksenler birbirlerine esitse
kutuplanmanin dairesel, ikincil eksenin sifir olmasi halinde ise kutuplanmanin
dogrusal oldugu anlasilir. Sekil 3.2, sag elli sekilde ve saat yoniinde ilerleyen

dairesel kutuplanmis elektromanyetik bir dalgay1 gostermektedir [119].

Sekil 3.2. Elektromanyetik bir dalganin sag elli sekilde dairesel kutuplanmayla yayilimi [119]

Klasik elektromanyetizmada karsiliklilik, bazi kisitlamalar altinda zamandan
bagimsiz lineer bir ortam icin elektromanyetik alanlarin sonucunda yazilan
Maxwell denklemleri ve zamansal harmonik elektriksel akim yogunluklarinin
degisimini iceren ilgili teoremlerin bir tiirlinii ifade etmektedir [120].

Bi-izotrop ortam, elektrik ve manyetik alanlarin ciftlendigi ortamlardir.
Dolayisiyla daha dnce de bahsedilen D =¢E ile B=pH yap ifadeleri, zamansal
harmonik elektromanyetik dalgalarin varliginda bi-izotrop ortam igin;

D=¢E+EH , (3.29)

B=pH +CE (3.30)
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seklinde belirtilir. Burada belirtilen & ile { sabitleri her bir ortamin kendine has
sabitleri olan ¢iftlenim sabitleridir. Eger ¢, u, & ve { ifadeleri madde icinde

yonelimlere bagliysa, bu ifadeler tensorler seklinde ifade edilirler. O halde bdyle
bir ortamin bi-anizotrop ortam oldugu sdylenir [116, 117, 121 — 126].
Yukarida belirtilen c¢iftlenim sabitleri, y karsiliklilik ve x kiral olma

parametreleri olmak iizere;

Q=(x+i1<)\/a (3.31)
ve

£ = (1—ix)on (332
formiilleriyle verilirler ve bu sabitler boyutsuzdur. Denklem (3.31) ve (3.32) ile

tanimlanan ¢iftlenim sabitlerinin boyutlari ise s / m veya s.m” olmaktadir [122].

Bi-izotrop ortamlar icin yapi denklemleri (3.31) ve (3.32) ciftlenim sabitleri

yardimiyla,

D =¢E +(y—ix)JenHd (3.33)
Ve

B = pH + (3 +ix)\JenE (3.34)

seklinde en genis halde yap1 denklemlerine doniismiis olur [116, 121, 122]. Elde
edilen bu son ifadeler Cizelge 3.4’teki gibi siniflandirilabilir:

Cizelge 3.4. Ortamin izotrop veya bi-izotrop olma durumu [116]

Kiral olmayan (k=0) | Kiral olan (k= 0)

Karsihikli olan (x = 0) Basit izotrop ortam Pasteur ortami

Karsihkh olmayan (X * 0) Tellegen ortami Genel bi-izotrop ortam

Kiral olma ve karsiliklilik parametrelerinin her ikisinin de y =k =0 olarak ele

alinmasi, (3.33) ve (3.34)’iin bilinen yap1 denklemleri olduklarin1 gostermektedir.

Bu iki parametrenin y # k # 0 olma durumu ise yine ayni ifadelerdeki en genel

yapt denklemlerini verir.
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Pasteur ortami, bir ¢ok bitkideki hidrokarbon salgisi olan regine ve ¢am
sakizi gibi maddelerin igerisinde, tek elli karigitk metal spiraller ile yapilabilir.
Buradaki amag izotropiyi korumaktir. Spiraller, 6zel bir dogrultu olmaksizin,
gelisigiizel yonlendirilmelidir. Manyetoelektrik etki, elektromanyetik alana maruz
kalan bir spiralin durumundan anlagilabilir. Spiral geometrisi bir indiktor
bicimindedir. Elektromanyetik dalganin manyetik bileseninin bir tel iizerinde
akim indiiklemesi ve ardindan aynmi elektromanyetik dalganin elektrik bilesenini
etkilemesi, benzer bicimde biyolojik yapidaki spirale gelen elektromanyetik

dalganin yapida yaratacagi etkiyle iliskilendirilebilir. Pasteur ortam icin y =0
ifadesi ele alinarak yap1 denklemi,
D =¢E —ixJepH (3.35)

elde edilir. Burada D alan, i fazindaki H alanindan olusmustur [116, 117].
Tellegen ortam ise elektromanyetizmada Pasteur ortamin tersi seklinde
olusur. Diger bir ifadeyle burada elektrik bileseni, manyetik bileseni degistirmeye
yol agacaktir. Manyetik alanla kontrol edilen elektrik dipolleri bu tipte bir ortama
ornek gosterilebilir. Dipoller elektromanyetik dalganin elektrik bileseniyle
dondiigiinde, manyetik alanlar da degisecektir. Manyetik dogrultunun degisimi de
ayni elektromanyetik dalganin manyetik bilesenini degistirecektir. Tellegen ortam

icin k =0 almarak yap1 denklemi,

B =pH +y\[enE (3.36)
haline gelmektedir. Burada D alami, A alamindan karsilanmistir [116, 117].
Denklem (3.33) ve (3.34) ile verilen genis yap1 denklemlerinin her ikisi i¢in, kiral

olma ve karsiliklilik parametrelerinin (x=0) ve (K;tO) olarak alinmasiyla

elektrik ve elektronikte ¢esitli caligmalar yapilmaktadir [127].

En genis yap1 denklemleri matematiksel doniisiimlerle,

D=SE+X]:I—K8—H (3.37)
ot

veE

E:uﬁwﬁm%’g (3.38)
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biciminde yazilabilir [122, 123]. Bu ifadeler ise ortamin kiral olarak alinmasiyla

(dolayisiyla x =0)

D=ci— 2L (3.39)
ot

veE

B=pH + Kaa—f (3.40)

halinde diizenlenebilir. Bu denklemlerdeki zamana gore tiirevler kiral ortamdaki
zamansal harmonik elektromanyetik dalga yayillimimin kutuplanmasinin
dénmesine neden olur. Kiral olma hali simetrinin dogal bir sonucudur ve bir¢ok
dogal madde, igeriginde DNA ve seker igeren kiral maddelerden olusmaktadir

[106]. Uygun doniisiimler altinda bu denklemler Faraday ve Ampere yasalari

cinsinden,

D=g(E+BVxE) (3.41)
Ve

B=p(H+BVxH) (3.42)

formuna doniisiir; burada yeni kiral olma parametresi 3 olmaktadir. Elde edilen

bu yap1 denklemleri bi-izotrop kiral ortamlar i¢indir ve literatiirde Drude-Born-

Fedorov (DBF) yap1 denklemleri olarak adlandirilirlar [121, 122, 124]. Bilinen
D=¢E ve B=pH yapi ifadeleriyle degisen Maxwell denklemlerinin (3.41) ve
(3.42) denklemleriyle verilen DBF yap1 denklemleriyle degisecegi de agiktir.
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4. ELEKTROMANYETIZMADA ENERJi KORUNUMU

Bilindigi gibi fizik ve fiziksel uygulamalardaki bir¢ok problemin ¢éziimii
gerekli korunum yasalariyla saglanmaktadir. Bu korunum yasalari enerjinin
korunumu, lineer (gizgisel) momentumun korunumu ve ag¢isal momentumun
korunumu seklinde orneklendirilebilir. Bu ii¢ korunum denkleminin gecerli
oldugu sistemler ise Noether Teoremi " altinda toplanmaktadir. Fizigin basta
mekanik ve elektromanyetizma gibi alt dallarinda enerjinin korunumundan
bahsedilir. Is yapabilme yetenegi olan enerji, korunumlu bir kavramdir ve
enerjinin ancak bir tiirden baska bir tiirline doniisiimii s6z konusu olmaktadir. Bu
boliimde elektromanyetizmadaki enerji korunumu vektér notasyonunda ele

alinmig ve elektromanyetik enerji akisi ile yogunluk terimleri tiiretilmistir.

4. 1. Elektromanyetik Bir Dalga Olarak Isik

Faraday’in zamanla degisen manyetik alanlarin elektrik alan tirettigini
bulmasiyla, Maxwell de zamanla degisen elektrik alanlarla manyetik alanlarin
ortaya cikabilecegini One siirmiistiir. Maxwell’in bu hipotezi deneysel sonuglara
bagli olmayip tamamen simetri diisiincesinden kaynaklanmaktadir. Diger bir
ifadeyle Maxwell, ivmeli olarak hareket eden elektrik yiiklerinin bos uzayda
sonsuza kadar yayilan birbirine baglantili elektrik ve manyetik degisiklikler
olusturdugu hipotezini ileri siirmiistiir. Bu hipoteze goére olusan degisiklikler,
uzayda periyodik olarak salinan yiiklerden dolayi, elektrik ve manyetik alan
bilesenlerinin hem birbirlerine hem de hareket yonlerine dik dalgalar olduklari

sonucunu ortaya ¢ikarmaktadir. Bu durum Sekil 4.1°de agik olarak goriilmektedir:

() Noether teoremi, bir fiziksel sistemde ayirt edilebilir her simetrinin olusturacag: etkiye iliskin
bir korunum yasast oldugunu belirtir. Fiziksel bir sistemin etkisi, bir Lagrange fonksiyonunun
timlevi olup buna gore sistemin tutumu en az eylem prensibine gore belirlenebilir. Bu teoreme
gore Lagrange; zamandan bagimsizsa bu sistemde enerjinin korundugu, uzayda yer degisiminden
(6teleme) etkilenmiyorsa bu sistemde lineer momentumun korundugu, uzay i¢inde dénmeden
etkilenmiyorsa bu sistemde agisal momentumun korundugu ortaya ¢ikmaktadir. Yeni ufuklar agan
bu teoremi Emmy Noether 1915'te kanitlanmig olup 1918'de yaymlanmustir [128, 129].
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Sekil 4.1. Elektromanyetik dalganin yayilma yonii

Elektromanyetik bir dalganin elektrik ve manyetik bilesenleri zamanla birlikte
degismektedir. Maxwell’in hipotezinin dogru olabilmesi i¢in, elektromanyetik
dalgalarin bulunmasi ve siirekli olarak degisen elektrik ve manyetik alanlarin
birbirlerine elektromanyetik indiiklemesiyle en basta tanimladigi simetri

diislincesinin varligr olmalidir [130]. Maxwell, ¢, bos uzaym elektriksel

gecirgenlik sabiti ve p, bos uzayin manyetik gegirgenlik sabitlerini sirasiyla,

g, =8,854x107°C/N.m’ 4.1)
ve

H, =4nx107N/A* (4.2)
seklinde kullanarak,

o=t =2,998x10°m/s=3x10°m/s (4.3)

V€M

sonucunu bulup, bos uzayda elektromanyetik dalgalarin hizinin, 151k dalgalarinin
hiziyla ayn1 oldugunu géstermistir. Bu durumun rastlanti olamayacagini diisiinen
Maxwell, 15181n elektromanyetik bir dalga oldugu kanisina varmistir [ 130].

Isik, kompleks uzayda elektrik ve manyetik alanlarin her ikisinin de var
oldugu ortamda ilerlemektedir. Yani, elektromanyetik dalgalar zamansal
harmonik alanlardan olusan periyodik dalgalar ifade etmektedir. Bu durum bir
onceki boliimde elektrik ve manyetik alanlarin kompleks uzaydaki gosterimleri
verilerek anlatilmisti. Ayrica 151831n boslukta ya da uzayda nasil yol alabildigi
modern fizik ve gorelilik yasalariyla aciklanmaktadir. Bu anlamda, uzay ve
zamanda eylemsiz (ivmesiz) referans sistemlerinin, tiim fizik yasalarinin ayni
bicimde esitliklerle ifade edildigi referans sistemleri oldugu sdylenebilir [131].

Klasik diisiinceden ayrilan Einstein’in 6zel gorelilik postiilalarina gore;
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a) S eylemsiz bir referans sistemi olmak {izere, S’ye gore sabit hizla hareket
eden diger S’ referans sisteminin de eylemsiz oldugu,

b) tiim eylemsiz referans sistemlerinde 15181n bosluktaki hizinin her yénde ayni
ve ¢=2,998x10°m/s degerine esit oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Ikinci postiila,

15181n tiim dogrultularda ayni1 hizla gidebildigi tek bir referans sisteminin varligi
diisiincesini yikan Michelson-Morley deneyinin teorik sonucu olup, ¢ 151k hizinin

evrensel bir sabit olusunu belirtmesi acisindan biiyiik 6nem tasimaktadir [131].

4. 2. Poynting Teoremi

Denklem (3.1) — (3.4) ile tanimlanan Maxwell denklemleriyle,
elektromanyetizmadaki enerji korunumu bir¢ok ¢alismada siklikla ele alinmigtir
[132 — 136]. Elektrik ve manyetik alanlar ile bu alanlara ait aki yogunluklarinin
birbirleri arasindaki doniisiimlerden daha Once bahsedilmisti. Kinsler ve
arkadaslar1 bu vektorel biiytikliiklere ait farkli gosterimler ve isimlendirmelerle
literatlire degisik bir katkida bulunmustur [135]. Bu c¢alismaya gore Maxwell
denklemlerinden yola ¢ikilarak, Poynting teoremi ve siireklilik denklemine ait
farkl gosterimler ileri siiriilmiistiir. Poynting teoremininin, elektrik ve manyetik
alan vektorleriyle olusturulan ve Ex H ile gosterilen Abraham formuyla ifadesi;
elektrik alan ve manyetik aki yogunluk vektorleriyle olusturulan ve ExB ile
gosterilen elektriksel akim formu ifadesi; elektrik aki yogunlugu ve manyetik alan
vektorleriyle olusturulan ve Dx H ile gosterilen manyetik akim formu ifadesi;
elektrik ve manyetik aki yogunluk vektorleriyle verilen ve Dx B ile gosterilen
Minkowski formu irdelenmistir. Bu boliimde Poynting vektorii ve teoremine ait
siklikla kullanilan elektriksel akim formu ele alinmistir. Denklem (3.1) — (3.4) ile

tanimlanan Maxwell denklemlerinin Gauss veya CGS birim sistemindeki halleri

genel anlamda,

V-D=4np, (4.4)

V-B=0 (4.5)

Pxi-—1%8 (4.6)
c ot
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VxH=—J+-"— 4.7)

ile verilmektedir. Ozel bir kosul altinda €, =p, =c=1 bi¢iminde alinmastyla bu

denklemler,

V-E =4np, (4.8)

V.-B=0 (4.9)

Pxi-_28 (4.10)
ot

ﬁxé=md+%§ (4.11)

haline doniismektedir. Elektrik yiik yogunlugu ile elektriksel akim yogunlugu
yoklugunda ise bu denklemler boyutsuz formda,

V-E=0 (4.12)

V-B=0 (4.13)

pxi=-28 (4.14)
ot

pxp=L (4.15)
ot

olarak yazilabilirler. Bu denklemlerdeki Faraday ve Ampere-Maxwell yasalari
tizerinde gerekli matematiksel islemlerle elektromanyetizmada enerji korunum

denklemine ulasilabildigi goériilmektedir. Denklem (4.12) — (4.15) ile tanimlanan
sistem goz oniine alindiginda, Faraday yasasini gosteren (4.14) ifadesini soldan B
manyetik aki yogunlugu ve Ampere-Maxwell yasasini ifade eden (4.15) ifadesini

ise yine soldan E elektrik alan vektorleriyle carpip sonug taraf tarafa

cikartildiginda,

E(PxB)+ B (VxE)+ E- L4 5L 2o (4.16)
ot ot

ifadesi elde edilmektedir. Daha once de deginildigi gibi birbirlerine dik elektrik ve

manyetik alan vektorleri elektromanyetik dalganin ilerleme yoniine de diktir.

Sekil 4.1 ile gosterilen elektromanyetik dalganin ilerleme yonii ayn1 zamanda

dalgaya ait enerji akist olan S vektdriiniin de yoniidiir. Yani, 151k elektromanyetik
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enerji tasiyan dalga paketlerinden olusmaktadir. Sekil 4.2 Poynting vektoriiniin

yoniini gostermektedir:

Sekil 4.2. Poynting vektoriiniin yonii

S vektorii elektromanyetik enerji akisim ifade eden Poynting vektoriinii ve u
terimi ise elektromanyetik enerji yogunlugunu gostermek iizere bu terimler

asagidaki sekilde gosterilebilirler:

S=ExB (4.17)
a—“=lﬁ(EZ+Bz)=l§(17j.1§+1§.]3’) (4.18)
ot 2ot 2 ot

Denklem (4.16),
ﬁ(ﬁxg):é(ﬁxg)—ﬁ(ﬁxé) (4.19)
vektor 6zdesligi kullanilarak (4.17) ve (4.18) ifadeleri yardimiyla,

M LF.5=0 (4.20)
ot

biciminde yazilabilir. Elektrodinamikte is-enerji teoreminin karsiligi olarak
bilinen Poynting teoreminden yola ¢ikarak elde edilen bu ifade, elektromanyetik

enerji korunum denklemi olarak adlandirilir.
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5. BI-IZOTROP KiRAL ORTAMLAR ICIN ELEKTROMANYETIZMA-
NIN KOMPLEKS OKTONYONIK TEMSILi

Bu béliimde, elektrik ve manyetik alanlarin bi-izotrop kiral ortamlar igin
bir alan denklemi seklinde tanimlanip tanimlanamayacagi ve bunun sonucunda ise
Maxwell denklemlerinin yine ayn1 ortam i¢in tek ve kisa bir kaynak denklemi
altinda yazilip yazilamayacagi arastirilmistir. Bu islem icin en belirleyici
etkenlerden birisi elektromanyetizmada siklikla kullanilan yap1 denklemleridir.
Ancak, kullanilacak yap1 denklemlerinin bi-izotrop kiral ortamlar i¢cin DBF yap1
denklemleri bi¢iminde ele alinmas1 gerektigi unutulmamasi gereken onemli bir
husustur. Burada izotrop ortamlar i¢in gecerli olan yap1 denklemleriyle elde edilen
sonucun, elektrik ve manyetik alanlarin ¢iftlenmesiyle olusan bi-izotrop ortamlar
icin yazilan yap1 denklemleriyle bulunan sonucun karsilagtirilmasinin yapilmasi

amagclanmustir.
5. 1. Kompleks Oktonyonik Diferansiyel islemci

Kompleks oktonyonik diferansiyel islemci ve bu islemcinin oktonyonik
eslenigi Cayley-Dickson notasyonunda sirasiyla,

O= lgeo+ie5+ie6+ge7 Zlﬁeo+v (5.1)
c ot [).4 oy oz c ot

io 0,-9 6—£e7 =l£e0—7 (5.2)
cot oOx ~ o0y 0z c ot
seklinde tanimlanmaktadir. Bu operatoriin kendisi ile oktonyonik esleniginin
carpimi sira de8isimli 6zelligi saglar ve sonug ise,

2 2 2 2 2 2
1o o o0 0 P 10 A 10

OO0=00= + +—+—=V"- =
o’ ox* oy’ oz ¢’ ot ¢’ ot

(5.3)

biciminde 3-boyutlu kartezyen koordinatlarda laplasyen islemcisi ve zamana gore

2. tiirev operatdrii cinsinden ¢ikmaktadir [42 — 44].
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5. 2. Kompleks Oktonyonik Maxwell ve Yapi1 Denklemleri

Izotrop ortamlar igin yapilan énceki ¢aligmalarda, J kompleks oktonyonik
kaynak denklemini gostermek {izere,
4z ' ' ' . . . .
J :—(—cpe e+l e+ e, +], esticp e, —1J, e,—1) e,—1J, e7) (5.4)
c

olarak tanimlanmustir [42, 43]. Burada p, terimi oktonyonik elektrik yiik
yogunlugunu ve p_ terimi de manyetik tek kutup (monopol) i¢in oktonyonik

manyetik yiilk yogunlugunu belirtmektedir. Oktonyonik elektriksel akim

yogunlugu ile manyetik tek kutup icin oktonyonik manyetik akim yogunluklar1 ise

sirastyla,

J=J es+] e+, e, (5.5)
ve

V=1"e+] e,+] e (5.6)

olarak tanimlanmaktadir. Manyetik tek kutup halen deneysel olarak
gozlemlenmedigi halde, yapilan bircok teorik calismada Maxwell denklemleri
tanimlanirken hesaba katilmaktadir. Maxwell denklemlerinin ¢esitli birim
sistemlerinde ve ortamlarda farkli bicimde gosterilebilecegi 6nceki boliimlerde ele

alinmisti. Manyetik yiik ve akimlarin olmasi1 durumunda Maxwell denklemleri,

§-5=4npe (5.7)

V.B = 4mp,, (5.8)

eVxE+B - AT (5.9)
ot

u\?xﬁ—a—D: hly; (5.10)
ot c

seklinde tanimlanmis olsunlar. Buradaki amag bi-izotrop kiral ortamlar i¢in yap1
denklemlerini kullanarak (5.7) — (5.10) ifadeleriyle verilen Maxwell
denklemlerinin tek, etkin ve kisa bir kaynak denklemi altinda kompleks oktonyon
cebri kullanarak elde edilip edilemeyecegini arastirmak olacaktir. Bunun igin
(3.41) ve (3.42) esitlikleriyle verilen DBF yapt denklemlerinden faydalanmak

gerekir. Bu denklemler oktonyonik formda,
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D=(e,)sE+(—e, )ep(V <E) (5.11)
ve

B =(¢,)uH+(e, )up(VxH) (5.12)
biciminde oktonyon bazlari cinsinden gdsterilsinler. Bu iki yapt denklemi

asagidaki gibi [ kompleks oktonyonik alan ifadesi,

seklinde tanimlanabilir. Bu alan denklemi,
I = [(eO )eE+(—e, )8B(V><E):|+i|:(eo JuH+(e, )MB(VXH)] (5.14)

olarak yazilmaktadir. Burada elektrik alan vektorii ile manyetik alan vektoriiniin

oktonyonik bazlarla sirasiyla,

E=E e +E e +E,e, (5.15)
ve
H=H,e +H e, +H,e, (5.16)

temsili yapilmaktadir. Denklem (5.14) ifadesi daha ac¢ik bi¢cimde yazilacak olursa,

F=8[(Ex (e0e5)+Ey (enes)+E, (e 97))

#iu(H, (e o) +H, ey ) +H, (e )

oH, OH, OH, ©oH, oH, OH
+B[( oy - oz ](e4e5)+[ oz Ox ](e4e6)+( Ox oy ](84‘37)]}

veya

= [ (E, (ege) + E, (eg ) B, ey ,))
+B((VxE)x (—e e1)+(VxE)y (—ese,)+(V<E), (=e, 83))}
+i“|:(Hx (e e)+H, (epe,)+H, (e 83))

+[3((V><H)X (e4 es)+(V><H)y (e4 eé)+(V><H)Z (64 6’7))}

(5.18)
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elde edilmis olur. Denklem (5.18) ile verilen oktonyonik alan denkleminde baz

elemanlarin ¢arpimi Cayley-Dickson kurallarina gore yapilirsa,

= g[(E e+ E, e+ B, e,)+B((V XE), e+ (V XE), e,+(V xE), e7)J 510
+iu[(Hx e+H e+H, e3)+B((VXH)X e1+(VXH)y e2+(VXH)Z e3)J

ifadesine ulasilir. Bir fiziksel sistemde herhangi bir vektoér alami ile o vektor

alaninin rotasyonelinin birbirine dik olma kosulundan veya diger bir deyisle

rotasyonel isleminin bir vektor alanin1 devamli olarak kivirip spiral hareketi

yaptirmasindan dolayi, DBF yap1 denklemleri oktonyonik formda (5.11) ve (5.12)

ile belirtilmistir. Bu ifadelerdeki (e,) bazi, farkli bazlarda tanimlanan bu vektdr

alanlarini1 daha sonradan ayni diizleme getirmek icin eklenmistir. Denklem (5.1)
ile verilen kompleks oktonyonik diferansiyel islemci ile (5.19) seklinde verilen

alan ifadesinin oktonyonik ¢arpimi yapildiginda,
ar=J
47

! ! ! . . . .
Z—(—Cpe etl, et+], e,+], e;+icp, e, —1) e;—1] e—1J, e7)
C

(5.20)

esitliginin saglanmasi beklenmektedir. Burada J teriminin, (5.4) ifadesiyle
tanimlanan kompleks oktonyonik kaynak denklemi oldugu agiktir. OO ifadesi

daha acik bir formda diizenlendiginde,

OE
OF = e,| —¢ aE"+ y+aEZ
ox o0y Oz

0’E, &% O’E, OE o’E, 0O'E
+&B S —= +ef L——X I+gf x_ 7
0x0z OXx0y Oyox 0yoz 0z0y 0z0x

oH (azHy B 82HZ]

+e

— X+
Mo TP B oy

OE, OE O’E, O'E 0’E, O’E
te| ———= [+ef| —F——— |+eB| X ———
0z 0oy oy~  0yox 0z~ 0z0x

oH, O°H, ©°H,
+ey| —H—=+up -

ot otox  oOtoz

OE, OE O’E, OE 0’E, &’E
+g| —L——= |+¢f L -—2 |+ ef| - -—=
ox 0Oz %) SNG) (0)' 0z~ 0z0y
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oH, *H,_ O'H,
Tey | —H +up -
ot oty  Otox

0E, OE, 0’E, O'E 0’E, O°E,
+eg| —X——=|+¢€P L——"|+¢p = —
Oy  0Ox ox°  0x0z Oy 0Oyoz
: OoH,£ OH, J&H,
+ie, | 1 + +
ox Oy 0z
o*H, O'H, o*H,_ o™H, 0’H, &°H,
+up - +up - +up -
0X0y 0X0z O0y0z 0Oyox 0z0x 0z0y
+1 saE"+8B OE, JF,
e _
21T ot otdy  Otoz
OH, ¢H, 0’H, O'H, 0’H, O'H,
+u A +HB 5 +MB 5
0z 0Oy oy O0yox 0z 0z0x
+1 saEy+SB OE, TE,
e et
| ot ooz otox
oH, OH 0’H, o'H o’H, oH
+M z _ X +HB 2}’_ X +MB 2}’_ z
ox 0z 0x 0x0y oz 0z0y
+i 88E2+SB O, OE,
e -
T ot otox  Otdy
OH, OH, 0’H, 0°H, o’H, O'H,
+H - +up| —- +up| —-
dy 0Ox 0> 0x0z oy 0yoz

olarak yazilabildigi gibi daha kisa sekilde yeniden diizenlendiginde,

(5.21)

OF = e, {—s V-E—sﬁ%(vxlz)x —sBai(VxE)y —SBaE(VxE)Z}
y z

oH g g 0
+e, {—u = _uBg(VxH)X —&(VxE)_ —sﬁa—y(VxE)Z +8B§(l7xE)y}

oH, 0 0 0
+e, {—u = —uﬁa(VxH)y ~g(VxE), +8B&(VXE)Z —SBE(VXE)X}

oH 0 0 0
+e, {—u - _“35(‘7 xH) —g(VxE) —SBa—X(VxE)y +8Ba—y(l7xE)X}

. 0 0 0
+ie, {u V-H+ uBa—X(Vx H) + uBa—y(Vx H)y + HBE(VX H)Z}
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. OE 0 0 0
+ie, {86_:+8B5(VXE)X —u(VxH) _HBg(VXH)Z +HB£(V><H)J

R 5 5
+ie, {sa—tyheBa(VxE)y —;,L(VxH)y +uB&(VxH)Z —uBE(VxH)X}

. OE 0 0 0
+ie, {e 8‘[2 +885(V><E)Z —u(VxH) —uB&(V ><H)y +uB5(VxH)X}

(5.22)

biciminde elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki ifade sirasiyla kompleks
oktonyonun reel ve kompleks bazlar1 altinda sirasiyla (eo) , (e.e,.e,), i(e,) ve
i(es,e;.e,) seklinde toplanip yazildiginda ise,
OF =[-eV -E-epV-(VxE)]
cH 0
+ —pE—HBa(VxH)—S VxE—-eBV-(VxE)+epV-(VxE)

5.23
+i[pV - H+ppV-(V xH)] -2
+i{8%—?+8B%(VxE)—quH—uB V-(VxH)+u[3 V'(VXH)jl

olarak kisaltilabilir. Denklem (3.41) ve (3.42) ile verilen DBF yap1 denklemlerinin

diverjanslar1 ve zamana gore tiirevleri alindiginda sirasiyla,

V.-D=¢ ﬁ-(E+B ﬁxE)zs V.E+ep ﬁ-(ﬁxfﬂ'), (5.24)
ﬁ-ézu\i(]:l+ﬁ ﬁxﬁ):p\?-ﬁ+uBﬁ-(‘7xﬁ) (5.25)
ve

%:sg(ﬁw \?xE):g%E+sB§(ﬁxE), (5.26)
%gng(]:l+ﬁ ﬁxljl):paa—lj+p[3%(‘7x]:l) (5.27)

ifadeleri elde edilmektedir. Denklem (5.23), bu diverjans ve zamana gore tiirev

ifadeleriyle birlikte ﬁ(ﬁxﬁ) =0 vektor 6zdesligi goz Oniine alinarak,

EIF:(—V-D)+[—%—]:—8(VxE)}+i(l7-B)+i[%—]t)—u(l7xH)} (5.28)

biciminde kisaca yazilabildigi gibi, kompleks oktonyon bazlarinin ayri ayr

yeniden yazilmasiyla,
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. [ oD, . | 9D, . [eD,
+1e5|: A —M(VXH)X:|+186|: A —H(VXH)y:|+le7[ A —H(VXH)Z:|
4n ' ' ’ . . . .
=—(—Cpee0—|-Jx e+J, e, +], esticp e, —1] es—lJye6—1J2e7)
C

(5.29)
seklinde bulunmaktadir. Elde edilen son ifadenin sag tarafi ile (5.7) — (5.10) ile
tanimlanan Maxwell denklemlerinin esit oldugu goriilmektedir. O halde, bi-
izotrop kiral ortamlar icin DBF yap1 denklemlerinden yararlanarak kompleks
oktonyonik alan denkleminin ve sonugta Maxwell denklemlerini iceren kompleks
oktonyonik kaynak denkleminin tanimlandigi goriilmiistiir. Bulunan oktonyonik
kaynak denkleminin izotrop ortamlarda bulunan ifadeyle ayn1 oldugu da agiktir.
Yani 6zel bir durum altinda (5.23) ifadesi i¢in,  kiral olma parametresinin =0
ve ortamin elektriksel ve manyetik gegirgenlik sabitlerinin e =p=1 olmasi
halinde bi-izotrop ortamlarin izotrop ortamlara indirgendigi gézlemlenen diger bir
sonugtur. Kompleks oktonyonik alan denkleminde (3.33) ve (3.34) ifadelerinin
kullanilmamasinin nedeni ise kompleks oktonyonik kaynak denklemine
ulagilamadig1 icindir. Benzer olarak, (3.37) ve (3.38) ele alinarak Maxwell
denklemlerinin oktonyonik temsili tek ve kisa bir kaynak denklemi altinda

yazilamamaktadir.
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6. KOMPLEKS OKTONYONLARLA ELEKTROMANYETIK ENERJi
KORUNUMU

Bu boliimde elektromanyetizmadaki enerji korunumunu elde edebilmek
icin, birlesimsiz Ozellik gosteren kompleks oktonyon cebri kullanimis ve buna

bagli yeni tanimlamalar verilmistir.
6. 1. Kompleks Oktonyonik Maxwell ve Alan Denklemleri

Elektromanyetizmada enerji korunumu oktonyon cebriyle incelemek igin
(4.12) — (4.15) ifadeleriyle verilen yiikk ve akim yogunluklarindan bagimsiz

Maxwell denklemleri boyutsuz formda tanimlansinlar. Burada, elektromanyetik
yapt denklemlerinin D=g,E ile B=p,H seklinde ifade edildigi ve ortamin
elektriksel ve manyetik gecirgenlik sabitlerinin €, = n, =1 olarak secildigi gozden

kacirilmamalidir. Elektrik alan ve manyetik aki yogunlugunu gosteren ifadeler

oktonyonik olarak sirasiyla,

E=E e +E e, +E,e, (6.1)
ve
B=B. +Be, +B,e, (6.2)

bi¢iminde tanimlanmaktadir. izotrop bir ortam i¢in ' kompleks oktonyonik alan
ifadesi ise (6.1) ve (6.2) cinsinden,
[F=E+iB

:(Exes +E e +Eze7)+i(Bxe1 +B,e, +Bze3) (6.3)

seklinde yazilabilir. Ayrica, uzay-zaman terimlerini kapsayan diferansiyel islemci
kompleks oktonyonik formda (5.1) ile verilmektedir. Bu islemcide,

hesaplamalarin kolay olmasi agisindan 1s1k hizint gosteren ifadenin ¢ =1 olarak

alinmasiyla,
O= igeoﬁ-iesﬁ-ge{i—g% =i£eo+l7 (6.4)
ot ox oy 0z ot
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operatorii elde edilmektedir. Kompleks oktonyonik diferansiyel islemci ile alan
denkleminin oktonyon c¢arpiminin sonucunun (4.12) — (4.15) ile verilen Maxwell
denklemleriyle,

Or=0 (6.5)
oldugu kolaylikla bulunabilir. Diger bir ifadeyle (6.4)’teki islemci, (6.3)’e
etkidiginde ele almman Maxwell denklemlerinin akim ve yiikk yogunluklarini

icermemelerinden dolayi, (6.5) elde edilmektedir.
6. 2. Kompleks Oktonyonik Ayar Doniisiimii

Denklem (6.5),

L:F*-(DF) (6.6)
seklindeki oktonyonik Lagrange yogunlugundan tiiretilebilir [137, 138]. Boylece
varyasyon prensibi,

SA=5[dt[dxL.=0 (6.7)
olmaktadir [137, 139]. Denklem (6.6)’daki kompleks oktonyonik alan ifadesi ile
bu alanin kompleks eslenigi olan [ ve " terimleri varyasyon hesabinda

bagimsiz degiskenler olarak ele alinmaktadir. Elektromanyetik alanlar i¢in enerji

korunum denklemi kompleks oktonyonik doniisiimle,
[ =T [ (1+a)e,l'] (6.8)

ifadesiyle belirlenebilir. Burada o sabiti, x ve t degiskenlerine bagli sonsuz kii¢iik
sabittir. Bu doniisiim birinci mertebeden oktonyonik ayar doniisimii olarak
adlandirilabilir ve bu durum ayni zamanda kuaternionik ve kompleks kuaternionik
sistemler i¢in de gecerlidir [133, 136]. Bu calismada o niceliginin 6zellikleri ele
alimmamigtir. Denklem (6.8) ile tanimlanan kompleks oktonyonik doniisiim

(6.6)’ya uygulandiginda,
L'(F)=L[F+(1+a)e, ' |=L+0L (6.9)

biciminde kompleks oktonyonik Lagrange yogunlugu bi¢ciminde tiiretim
yapilabilir. Burada S terimi,
SL=1"-[O(ce,l")] (6.10)
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seklinde olup, bu ifadenin daha ag¢ik yazilimi,
SL=1F"[O(a) | I+ (o) (OL) (6.11)
biciminde elde edilmektedir. Denklem (6.5)’den dolay1 (6.11)’in sag tarafindaki

ikinci terimden katki gelmez. Boylece, (6.7)’deki A action teriminin varyasyonu,
SA=~[di[ax| " -(O(a)F)]=0 (6.12)
haline gelmektedir. Bu ifadedeki uzaysal ve zamansal terimlerin integrasyonu ve
o keyfi sabiti ortadan kaldirildiginda kompleks oktonyonik denklem,

I -(I:IF):O (6.13)

seklinde olacaktir [133, 136].
6. 3. Kompleks Oktonyonik Poynting Teoremi

Denklem (4.12) — (4.15) ile verilen Maxwell denklemleriyle (6.5)
esitliginin  saglandigr Dbelirtilmisti. Bu durum asagidaki gibi acik olarak

gosterilebilir:

Or = i§e0+l7)(E+iB) (6.14)

ar = igeo+ie5+£e6+£e7
ot ' ox ° oy © oz

:(Ex e5+Ey e,+E, e7)+i(Bx e1+By e,+B, e, )]

[ OE_ ©OE, 8E]
:eo —_

Ox

_ 0B, Ey 6B 6E _OE, 0B, OE, OE,
+e tey| — + -
ox 0z ot Oy 0Ox

. (8B 0B,
—He4

. (a j [Ey OB, 6Bx] . [GEZ B, 8BYJ
+1leg +1e6 tle, + -
0z

0x 0z ot oy 0ox

(6.15)
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Denklem (6.16)’dan da goriilebilecegi gibi OI"=0 esitliginin saglanmasi,
tanimlanan Maxwell denklemlerinde yik ve akimlarin olmamasindan
kaynaklanmaktadir. Kompleks oktonyonik Lagrange yogunlugu (6.13) ile
verilmektedir. Bu ifade daha agik bigimde,

B (Or) = (E—iB)-{(i%eﬁV}(EHB)}

=[Ex eS+Ey e,+E, e7—iBX el—iBy ez—iBZ e3]~

0 0 0 0
: —e,t—e,t—e,t+t—e
ot ' ox 0 oyt oz

[EX e5+Ey e6+ EZ e.,+iBX e1+iBy e2+iBZ e3:|}

(6.17)

olarak yazilabilir. Burada [** terimi (6.3) ile verilen kompleks oktonyonik alan

(1A

denkleminin kompleks eslenigini ve sembolii ise nokta carpimi ifade
etmektedir. Bu denklemin dogrulugu, (6.5) ve (6.16)’nin sonucundan kaynakli

dogrulanabilir. " oktonyonu ile OI" oktonyonunun nokta ¢arpiminin (2.28)

0zdesligi yardimiyla,
F*.(DF):—%[F* (OF)+ 1 (@F) | =0 (6.18)

olmasi gerektigi goriilmektedir. O halde &ncelikle [ (OF) ile F*(OF)

terimlerinin oktonyonik carpimlar1 yapilmalidir. Bu carpimlar acik olarak

sirastyla,
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ie, [—Bg—?—BX (VxE) -B,(VxE) -B,(VxE),

_E.z_]f‘+EX(V><B)X+Ey(VxB)y+EZ(l7><B)Z}

0B
+ie, [Bx (V-E)+B, G;Z +B,(VxE) —-B, aty -B,(VxE),

JE, OE
-E,(V-B)-E, - +E,(VxB) +E, aty—EZ(VxB)y}

+ie, [—Bx 7 xE), -8, BB, (7 £)+B, Brsp, (k)

z

8, Le g (7xB), K, (v-B)-E, +Ez(l7><B)X}
oB
+ie{Bx aty +B,(VxE) -B, a;x -B,(VxE) +B,(V-E)

OE
-E,—~+E_(VxB) +E E,
ot vy ot

-k, (7 xm) -5, (7B)|
OE
+e, —B-E+BX(V><B)X+By(l7><B)y+BZ(V><B)Z
“E- 2B _E (WxE) -E,(VxE) -E,(VxE
S, (VxE), ~E, (V xE) ~E,(V xE),

OE OE
+e; {Bx (V-B)-B, o +B,(VxB) +B, 8ty -B,(VxB)

0B, OB
~E (V-E)+E,—£+E, (VxE) -E, aty—EZ(VxE)y}

ve, {Bx 5;2 _B,(VxB) +B,(V-B)-B, agtx +B,(V xB).

aP;z E,(VxE) —E,(V-E)+E, ﬁzx +EZ(V><E)X}

-E

X

OF
~+B,(VxB) +B, -

~B,(VxB) +B,(V-B)

OE
+e,| —B, o

OB
+E,—~+E (VxE) —-E B,
ot vyl ot

-E, (!7><E)x —EZ(V~E)}

Ve
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ie, [—B-%—]:—BX (VxE) -B,(VxE) -B,(VxE),

_E.z_]f‘+EX(V><B)X+Ey(VxB)y+EZ(l7><B)Z}

. 0B, OB
—1el[Bx(V-E)+By ~+B, (VxE), =B, —>-B,(VxE),

JE, OE
-E,(V-B)-E, - +E,(VxB) +E, aty—EZ(VxB)y}

—ie, {—Bx (VxE) —-B, 522 +B,(V-E)+B, ag’tx +B,(VxE)_

z

8, Le g (7xB), K, (v-B)-E, +Ez(l7><B)X}
0B
—ie, {Bx aty +B, (VxE) -B, a(];’tx -B,(VxE) +B,(V-E)

OE
-E,—~+E, (VxB) +E o,
ot ool ot

-k, (7B -5, (7B)|
OE
—e, —B-§+BX(V><B)X+By(V><B)y+BZ(V><B)Z
“E- 2B _E (WxE) -E,(VxE) -E,(VxE
S —E.(VxE) ~E,(V<E), ~E,(V xE),

E, OE
—e{BX(V-B)—By o +B,(V'xB) +B, aty—BZ(VxB)y

0B, OB
~E (V-E)+E,—£+E, (VxE) -E, aty—EZ(VxE)y}

—e, {Bx%—Bx(VxB)Z +B,(V-B)-B, ﬁ(ix +B,(V xB).

_E, aP;z E,(VxE) —E,(V-E)+E, ﬁzx +EZ(V><E)X}
OE OE
—e, {—Bx ~+B,(VxB) +B,—x-B, (VxB) +B,(VB)

OB
+E,—~+E (VxE) —E %8,
ot Yyl ot

-k, (7xE) -5, (7 )]

(6.20)

yazilabilir. Burada " (OF) terimine ait ¢arpim sonucunun, (6.19)’un e, bazi

disindaki bazlarinin isaretlerinin tersi oldugu goriilmektedir. Denklem (6.18)’in

sonucu bu carpimlar neticesinde,
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y tE,
ot ot ot

_ie E @_% +E aBX_aBZ +E aBy _%
“Wley oz ) \oz ox) Lox oy

oB B, o 8sz

E
F*-(DF):ieO(EX % g Lo g aEZJ

+ie

+ie,| B %_aEY +B (ai_%ng 8EY_%
“Wley oz Y\ oz ox “ ox oy

| Q- vy ——

=—5[F (OF)+F (EHF)}:O

(6.21)

seklinde elde edilir. Bu ifade daha basit anlamda,

i -(DF):ieo(E-%—?JrB-%jﬂeo(B-(VxE)—E-(VxB)):o (6.22)
yazilabilir. Denklem (6.22) elektromanyetizmada enerji korunumunun kompleks
oktonyonik formunu ifade etmektedir. Bu denklemin sag tarafindaki birinci ve

ikinci terimler sirasiyla,

a—“:lﬁ(E-E+B-B)=(E-a—E+B-a—B) (6.23)
ot 20t ot ot

Ve

V-S=V-(ExB)=B-(VxE)-E-(VxB) (6.24)

seklindedir. Denklem (6.23) ve (6.24) sayesinde elektromanyetizmada kompleks
oktonyonik enerji korunumu kisa bigimde,

N Lp.s=0 (6.25)
ot

yazilabilir. Burada u kompleks oktonyonik elektromanyetik enerji yogunlugu ve

S kompleks oktonyonik elektromanyetik enerji akisini belirtmektedir.
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7. SONUCLAR

Yiiksek boyutlu ¢oklu kompleks sayilar ailesinden olan oktonyonlar sekiz
bilesene sahiptir ve alternatif bir boliim cebri olustururlar. Oktonyonlarin en
biiyiik 6zelligi hem sira degisimli hem de birlesimli olmayan cebirsel yapilara
sahip olmalaridir. Oktonyonlar en biiylik ¢aligma alanini elektromanyetizma,
kuantum mekanigi, grup teori, parcacik fizigi gibi alanlarda sergilemektedir. Son
yillarda bilimsel ve teknolojik ilerlemelere paralel olarak yiiksek boyutlu sayilarin
matematik ve fiziksel bir¢ok uygulamada kullanilabilir olmasi, basta kuaternionlar
olmak iizere oktonyon, sedenion gibi cebirsel yapilarin ortaya cikip cesitlilik
kazanmasina yol agmistir. Daha 6nce de bahsedildigi gibi oktonyonlarin ele alinan
fiziksel sistemlerin yapisina gore reel, bollintiilii, hiperbolik ve kompleks seklinde
farkl tiirde tanimlamalar1 ve temsilleri mevcuttur. Bu tiplere ait birgok calisma
yapilmis ve halen yapilmaktadir.

Bu c¢alisma, fizik ve fiziksel uygulamalarda 6n plana ¢ikan ve giinliik
hayatta  siklikla  karsilagilan  elektromanyetizmayr  temel  almaktadir.
Elektromanyetizma, fizigin 6nemli alanlarindan sadece birisini olustururken,
elektrodinamik, elektromanyetik dalga teorisi, optik gibi alt dallara ayrilmasi
bakimindan biiylik 6neme sahiptir.

Elektrik ve manyetik alanlardan tiiretilen ve Lorentz doniisiimleri altinda
degismez kalan Maxwell denklemleri, elektromanyetizmanin temel yapitagini
olusturmaktadir. Bu denklemlere ait gegmisten gliniimiize hem deneysel hem de
teorik olarak bircok caligma yapilmis ve halen yapilmaya devam etmektedir.
Maxwell denklemlerinin miikemmelligi ve halen gecerliligini korumasi,
bilinmeyen birgok problemin ¢O6ziimiiniin ge¢mis bilgilerle desteklenerek
yapilmasi, elektromanyetizmanin popiiler olmasini 6n plana ¢ikarmistir. Bilim ve
teknoloji ¢cagimin yasanmasindan dolayi, elektromanyetizmanin giinliikk yasantida
uygulama alanlarin1 bulmasi bu popiilerligi daha da kaginilmaz hale getirmistir.
Omegin; cep telefonu, telsiz, radyo, televizyon, radar, anten gibi cihazlarin
caligma sistemlerinde, belli bir dalga boyu ve frekansa sahip elektromanyetik
dalgalarin kullanimiyla iletisimde biiyiik ¢1g1r agilmistir. Bu elektronik cihazlarin
kullanimlarinin artmasiyla, ad1 gecen elektromanyetik dalgalarin biyolojik yapi

tizerinde belirli bir doz ve zamandan sonra hiicrelerin zarar gérmesi ve hatta hiicre
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Olimlerinin gergeklesmesi s6z konusudur. Bu anlamda temel bilimlerden olan
biyoloji ile fizigin, biyofizik, radyasyon fizigi ve niikleer fizik gibi alt bilim dallar1
yoluyla disiplinler aras1 bir bilim olmasi sonucu ortaya ¢ikmaktadir. Ayrica DNA,
aminoasit, protein, seker gibi bircok biyolojik 6rnek sarmal yapiya sahiptir.
Elektrik ve manyetik alanlarin siirekliligi durumunda sarmal bir sekilde ilerleme
yapan elektromanyetik dalga, tipki DNA, RNA molekiillerindeki gibi spiral halde
yoluna devam eder. Biyolojik bir yapiya etki eden elektromanyetik bir dalganin,
daha 6nce de deginilen Pasteur ve Tellegen ortamlardaki etkileri, bu yapilardaki
elektrik ~ ve  manyetik alan  bilesenlerinin  degisiklik  kazanmasiyla
sonuclanmaktadir. Bundan dolayi, elektrik ve manyetik alanlarin ¢iftlenim
gosterdigi bi-izotrop ortamlarda elektromanyetizmanin incelenmesi biyoloji ile
desteklenebilir oldugunu ifade eden diger bir gostergedir.

Bu bilgilere ek olarak, yine elektromanyetik bir dalga olan 15181n kirinim,
yansima gibi 6zelliklerinin incelenmesi optik gibi yeni bir bilim dalinin ¢ikmasina
ve hizla gelisimine yol agmustir.

Bu calismada oncelikle elektrik ve manyetik alanlarin birlesimi ile belli bir
yon ve dogrultuda ilerleyen elektromanyetik dalganin bi-izotrop kiral
ortamlardaki ozellikleri ele alinmistir. Bu elektromanyetik dalganin basta DNA,
RNA, protein, aminoasit, seker gibi sarmal yapiy1 i¢ceren bir¢ok biyolojik yapiyla
iligkilendirilmesi yapilmis ve DBF yap1 denklemleriyle elektromanyetizmadaki
yapisi On plana ¢ikarilmigtir. Sonra, uzay ve zaman bilesenlerini iceren kompleks
oktonyonik diferansiyel islemci ile bu islemciye ait bazi 6zellikler verilmistir.
Ardindan, literatirde daha oOnce elde edilen kompleks oktonyonik kaynak
denklemi verilerek, Maxwell denklemlerinin manyetik yiik ve akimlar1 da iceren
farkli bir yazilimi ve oktonyonik DBF yap1 denklemleri ileri siiriilmiistiir.
Tanimlanan yeni DBF yap1 denklemleriyle yeni bir kompleks oktonyonik alan
denklemi yazilmig ve kompleks oktonyonik diferansiyel islemcinin bu alan
denklemine uygulanmasiyla Maxwell denklemlerinin tek, kisa ve etkin bir halde
yazilabilecegi oktonyonik kaynak denklemi elde edilmistir. Elde edilen kaynak
denkleminin, daha Once tiiretilen ve izotrop ortamlarda gegerli olan kaynak
denklemi oldugu goriilmiistiir. Ozel bir kosul altinda oktonyonik DBF yap1

denklemlerindeki [ kiral olma parametresinin f=0 ve ortamin elektrik ve
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manyetik gecirgenlik sabitlerinin & = pu =1 bi¢giminde alinmastyla, sonucun izotrop

ortamlardaki verilere indirgendigi gézlenmistir. Bu anlamda elektromanyetizmada
ortamin bi-izotroplugu ile izotroplugu arasinda bir iligkinin varlig1 gosterilmistir.

Ardindan elektromanyetik bir dalga olan 1518, siirekli elektrik ve
manyetik alanlarin varligt durumunda, belli bir dogrultuda ilerlemesi ve enerji
tagimasina iliskin olarak Poynting vektorii ve teoremi tanitilmigtir. Daha sonra,
elektromanyetizmadaki enerji korunumunun bir gdstergesi olan Poynting teoremi,
kompleks oktonyon cebri yardimiyla ele alinmistir. Bunun i¢in 6ncelikle, daha
onceden Cayley-Dickson notasyonunda tanimlanan kompleks oktonyonik
diferansiyel islemci ile elektrik ve manyetik alanin farkli yonelimlerdeki
bilesenleri oktonyon formunda tanimlanmistir. Bu sayede yeni bir alan denklemi
ortaya ¢ikmis ve bu alan denkleminin kompleks oktonyonik diferansiyel islemci
ile iligkisi irdelenmistir. Ayrica, bu islemler yapilirken Maxwell denklemlerinin
akim ve ylk yogunluklarindan bagimsiz, boyutsuz sekilde tanimlamalar1 ele
alimmistir. Bu esnada literatiirdeki bazi1 calismalarin yardimiyla kompleks
oktonyonik Lagrange yogunluguna varyasyon prensibiyle gecis yapilmistir. Bu
bilgiler 1s18inda, tanimlanan alan denklemi ile kompleks oktonyonik Lagrange
yogunlugundan, kompleks oktonyonik elektromanyetik enerji akisi ve yogunluk
terimleri de tiiretilerek, elektromanyetizmada genellestirilmis oktonyonik enerji
korunum denkleminin kisa ve basit gosterimi elde edilmistir. Bulunan sonucun
klasik elektromanyetizmadaki sonug¢la uyum i¢inde oldugu gézlemlenmistir.

Yapilan tiim hesaplamalar, oktonyonlarin baz elemanlar1 arasinda Cayley-
Dickson ¢arpim kurallar1 kullanilarak yapilmigtir. Literatiirde 480 farkli tip ¢carpim
kuralinin varlig1 g6z dnilinde bulundurulursa, segilen diferansiyel islemci ve vektor
alanlarina ait sanal baz elemanlarin farklilik kazanmasiyla benzer sonuglarin farkli
carpimlarla da elde edilebilecegi aciktir. Bu ¢alismada elektromanyetizmayla ilgili
yapilan tiim hesaplamalarin, ¢ok boyuttan olusan ve birlesimsiz cebirsel 6zellik
gosteren oktonyon cebri kullanarak, tek, kisa ve uygun gosterimlerle temsillerinin
yapildig1 unutulmamalidir.

Bundan sonraki asamalarda ise, yine basta elektromanyetizma olmak
tizere, pargacik fizigi, kuantum fizigi ve grup teoriyle ilgili ¢alismalarin farkli

tirde cebirlerle calisiimas: planlanmaktadir. Ozellikle elektromanyetizmada
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kuaternion, oktonyon ve sedenion cebirlerinin farkli tip ve tanimlamalartyla bi-
izotrop ortamlarin ele alinmasi ve yine belirtilen bi-izotrop ortamlar igin
elektromanyetik enerji korunum denklemlerinin tiiretilmesi amacglanmaktadir.
Ayn1 zamanda, fiziksel sistemlerde Noether teoremi altinda birlesen enerji
korunum denklemlerinin yani sira, ¢izgisel momentum ve agisal momentum
korunum denklemlerinin de bu farkli cebirlerle temsillerinin yapilip
yapilamayacagi calisilmasi diisiiniilen diger bir konudur. Ayrica, Maxwell
denklemlerini kullanarak, bu denklemlerin Lorentz doniisiimleriyle degismez
kalmasinin farkli cebirlerle tanimlanabilmesi ve bu anlamda yeni bir alan ve
kaynak denkleminin elde edilmesi diisiiniilmektedir. Bu calismalara ek olarak,
basta Mathematica olmak iizere bazi bilgisayar programlarmi kullanarak, gerek
zamandan kazanma gerekse islem karmasasindan kurtulma agisindan bir¢ok
problemin hesaplanabilirligi ve yeni kodlarin tiiretilerek literatiire katki
saglanmast 6n gorilmektedir. Ayrica yiiksek enerji fizigi ve parcacik fiziginde
Standart Modele ait pargaciklarin kuaternionik, oktonyonik ya da sedenionik

temsillerinin ¢alisilmasi planlanan diger bir konudur.
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