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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan bazi simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

C Kompleks sayilar climlesi

H Hilbert uzay1

D(A) A operatoriiniin tanim ciimlesi
R(A) A operatoriiniin deger ciimlesi
Wiy1,y2l y1 ve y2 ¢ozlimlerinin Wronskiani
o(1) Sonsuz kiiciik degerler

R, (A) A operatoriiniin resolventi

p(A) A operatoriiniin resolvent ciimlesi
c(A) A operatoriiniin stirekli spektrumu
L* L operatériiniin adjointi

ca(A) A operatoriiniin diskret spektrumu
cr(A) A operatoriiniin kalan spektrumu

c(A) A operatdriiniin spektrumu



1.GIRiS

L>(R:) uzayinda tanimh /(y) = -y” + V(x)y, xeR; = [0,00) diferensiyel ifadesi ve
y(0) = 0 kosulu yardimiyla {iiretilen operator L ile gosterilsin. Burada V. kompleks
degerli fonksiyondur. L operatoriiniin spektral analizinin incelenmesine ilk olarak
1960 yilinda Naimark tarafindan baslanmustir [1,2]. Naimark, non-selfadjoint L
operatoriiniin spektrumunun 6zdegerler, spektral tekillikler ve stirekli spektrumdan
olustugunu gostermistir. Schwartz 6zdeger olmayan, siirekli spektrumda yer alan
resolventin kutuplarina spektral tekillik adint vermistir [3]. Ayrica Naimark spektral
tekilliklerin spektral a¢ilimda 6nemli bir rol oynadigini ve

['e]

I|V(x)| exp(ex) dx <oo, £€>0

0

sartinin saglanmasi durumda 6zdegerlerin ve spektral tekilliklerin sonlu oldugunu
gostermistir. Lyance, spektral tekilliklere karsilik gelen esas fonksiyonlarin

ozelliklerini incelemis ve spektral tekilliklerin spektral agilima etkisini arastirmistir

[4]. L1[0,0) uzayinda,
y'+[h-Qx)Iy =0,x eR-

denklemi ve y(0) = 0 sinir kosulu yardimiyla tiretilen operator L(A) ile gosterilmistir.

Bairamov ve Celebi 1997 yilindaki ¢alismalarinda L(A) operatdriiniin spektrumunu

bulup |im Q(x)=0ve

X—>0

sup {exp (evVx) |[Q(X)[}< o0, £>0

0<x<o

kosullar1 altinda L’nin 6zdegerlerinin spektral tekilliklerinin ve onlarin katlarinin

sonlu oldugunu géstermislerdir [1].



Bu tez calismasi 3 béliimden olusmaktadir. ikinci boliimiin ilk kisminda temel tanim
ve teoremler verilmistir. Ikinci kisminda ise diferensiyel operatdr tanimlanmis ve
diferensiyel denklemin ¢oziimleri incelenmistir. Cozlimlere ait asimptotik bagintilar

elde edilmistir.

Ugiincii  boliimiin ilk kisminda operatoriin resolventi, parametrelerin degisimi
yontemiyle hesaplanmus, siirekli spektrumu bulunmustur. Ugiincii béliimiin ikinci

kisminda L operatdriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin yapis1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Giris

Bu boélimde, spektral analizin bazi temel tanimlari ve 6nemli teoremleri ifade
edildikten sonra, Klein-Gordon denkleminin belirli baslangi¢ kosullarini saglayan

¢Oziimleri incelenecektir.
2.1. Tanmim

H Hilbert uzayinda herhangi bir DcH lineer alt uzay ve A:DcH—H doniisiimii

verilsin. Eger her a1, o€ C ve her x4, x,€D igin
A(O(.]Xl + OLQXZ) = AX1 + o AX2

esitligi saglaniyorsa A operatoriine lineer operatdr, D’ye ise A operatoriiniin tanim

bolgesi denir ve bu kiime D(A) ile gosterilir.

C kompleks sayilar ciimlesi, X topolojik vektor uzayi, L(X) X’de tanimli lineer

operatOr uzay1 olsun.

2.2. Tanmim

AeL(X) ve LoeC igin (A—A1 I)x = 0 denkleminin x=0 agikar ¢éziimiinden bagka x#0

¢oziimii bulunursa AoeC sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, bu denklemin her bir x

# 0 ¢ozlimiine ise A operatdriinlin Ay 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

2.3. Tanim
D(A) = H olmak iizere Vx,yeD(A) i¢in

(Ax,y) = (x,A"y)



esitligi saglaniyorsa A" operatoriine A operatoriiniin adjointi denir. A simetrik
operatorii icin A° = A ise A operatoriine selfadjoint operatér denir. Bu sarti

saglamiyorsa operatore non-selfadjoint operator adi verilir.
2.4. Tanim

AcL(X) olmak iizere Ry (A)=(A-AI)" operatdrine A operatoriiniin resolvent

operatorii denir.
2.5. Tanim

A eL(X) olmak lizere
p(A) = {A: LeC, Ry(A) var, Ry(A) sinirli, D(R, (A)) =H}

climlesine A operatoriiniin resolvent ciimlesi denir.

2.6. Tanim

Ae L(X) olmak iizere
oc(A): = {L: LeC, Ry(A) var, Ry(A) smursiz, D(R, (A)) =H}

climlesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir.

2.7. Tamim

Ae L(X) olmak iizere
o(A): = {k: LeC, Ry(A) var, Ry(A) siursiz, D(R, (A)) #H}
climlesine A operatdriiniin kalan (rezidii) spektrumu denir.

2.8. Tanim

Ae L(X) olmak iizere



6(A):=C\p(A)
climlesine A operatoriiniin spektrumu denir.
2.1. Teorem (Privalov)

g fonksiyonu agik iist diizlemde analitik, E climlesi g fonksiyonun reel sifirlarinin

climlesi ve y, E ciimlesinin reel Lebesque 6l¢iisii olsun.
Eger u(E) > 0 ise bu durumda g(z) = 0 olur. [5]
2.2. Teorem (Weierstrass M testi)

(@) fxo0)|<Mx), o, <a<a,, x>a

(b) I M(x)dx yakinsak
a

0
olacak sekilde bir M(x) > 0 fonksiyonu bulunabilirse jf (x,a)dx integrali

a

o, <a<a, dedizgin ve mutlak yakinsaktir. [6]

2.3. Teorem (Pavlov)

Kabul edelim ki g(z) fonksiyonu acik kompleks iist diizlemde analitik, tiim

basamaktan tiirevleri kapali ist diizlemde stirekli olsun. Bu durumda

T

g(z)|<A, , r=0,1,2,... Imz>0,|z|<2T

ZI‘

\

——dx

3 < 00
T 1+x

T 1n| g(x)|

1+x?

;Md‘oo




saglanacak sekilde T > 0 sayis1 vardir. Ayrica M cilimlesi g(z) fonksiyonunun sonsuz

katli sifirlarinin ciimlesidir.

h keyfi pozitif bir say1 olmak tizere
h

jln T(s)du(M, ) = —0

0

ise bu durumda g(z) = 0’dir. Burada

A s’
T, =inf —
r I'!

dir ve w(Ms), M ciimlesinin s komsulugunun lineer Lebesque dl¢iistidiir. [7]

2.4. Teorem

o0
Eger f(x,a) fonksiyonu x > o ve a,<a<a, i¢in sirekli ve jf(x,oc)dx,
a

o0
o, <a<a, i¢in diizgiin yakinsak ise If (x,a)dx, o, <a<a, de siireklidir. Ozel
a

olarak o, [o,0,] araliginda herhangi bir nokta ise

Lim [f(x,a)dx = [ Lim f(x,0)dx
a a (X—)OLO

(l—)(lo
Simdi asagidaki sinir deger problemini tanimlayalim.
Y +-QWIy=0,  xeRi=[0w) 2.1)

diferensiyel denklemi ve

y(0)=0 (2.2)

sinir kosulunu g6z ontine alalim.



Burada Q kompleks degerli, sinirlt ve R nin her sonlu alt araliginda mutlak siirekli

bir fonksiyon, A kompleks parametredir. [6]

Es. 2.1 ve Es 2.2 sinir deger problemi yardimiyla

L,[0,00;C):= {f : T |f (X)2 dx < oo} uzayinda L operatorii asagidaki bicimde
0

tanimlansin.

Vyel, [0, o0;C) diferensiyellenebilen y(x, 1) fonksiyonu i¢in

I(y) :==y" +[A - Qx)]’y diferensiyel ifadesini géz 6niine alalim.

1. y' var ve Ry nin herbir sonlu
alt araliginda mutlak siirekli

2. ly)eL,[0,00;0C)
3. y(0)=0

D(L) = y : yeL,[0,00;C)

olmak iizere VyeD(L) i¢in Ly: = I(y) seklinde tanimlayalim [8].

2.2 I(y) = 0 Denkleminin Coziimleri
TX Q)+ Q' (x)[] dx < o0 (2.3)
0

sart1 altinda /(y) = 0 denkleminin ¢6ziimlerini inceleyelim. B, y, ® fonksiyonlarini

asagidaki bigimde tanimlayalim [8]

poo= | oy + 200w
¥(x) = T [t|Q(t)|2 +2|Q(t)|]dt (2.4)

o) = | Q) +[Q(t)]at

X



Es. 2.3 kosullar1 varsayildiginda /(y) = 0 denklemi

f+ (X,?\,) — ei(l(X)‘Fi}nX + J'K+ (X, t) ei}ut dt , 7\46(C+
£ (x,h) = e -y jK‘(x,t) eMdt, LeC-

¢Oziimlerine sahiptir [8]. aux)= ”Q(t)|dt dir.

Ayrica K'(x,t) ve K-(x,t) fonksiyonlar1 asagidaki esitsizlikleri saglar.

X+t

5 jem {r(x)}

K, (x| < {mz(x;tjw(xgtﬂ

| K* (x,t) | < co (

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

f7(x,A) ¢oziimii ImA > 0 dizleminde A ya goére analitik fonksiyon ve f~(x,L)

¢Oziimii ImA < 0 diizleminde A ya gore analitik fonksiyondur [8]. Ayrica Es. 2.1

denkleminin

@0,0) =0, @'(O1) =1
sartlarin1 saglayan ¢ ¢oziimii vardir.

2.5 Teorem

y" + [A - Q)Y =0, 0 < x < oo denkleminin f* (x,A), £~ (x,A) ¢6ziimleri asagidaki

asimptotik esitlikleri saglar.
(a) f'(xA)=e™[1+0o(1)], reCy,x—

(b)  frxA)=e™[ir+o)], reCi,x— o

(2.9)



@) £ N)=e™[1+0(1)], reC ,x— o
d oA =e™ [k +o(1)], AeT-,x > (2.10)

[3]

fspat

(@) f (x1)= ™ [l +o(1)], LeCi , x — oo asimptotik esitliginin ispat1 ile

baslayalim.

(i) ImA = 0 olsun. | ¢™| = 1 oldugu agiktir.

f+ (X,;&) — ei(x(x)+i7»x + J‘K+ (X,t) eiktdt

= (x,h).e" =% + jK+ (x,t) e™™dt olur.

Es. 2.7 esitliginin 0 < x < oo i¢in integralini alirsak

S =8

K*(x,,t)dt<c T(D(XO; tj e"™)dt
0

T[u\Q(u)\2+2\Q(u>\]du

T hQ(S)|2 +|Q'(S)|]d8}ex° dt

t

£
0

IN

ci ]O{ [ ﬁQ(s)|2 +|Q'(s)|]ds}dt

2s

~c I{f o) +

0

Q’(s)|]dt} ds

=2¢ ]O sﬂQ(s)|2 + |Q'(s)|]ds
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< 00

elde edilir. O halde K'(x, -)eL[0,00) olur. Ayrica

o0
. i [lQ(v)dt
lime“® = lime* =1

x> e
olur. Buradan

£ (xA)e™ =1+0(1)

£ (x,A) =™ [1+ 0(1)], ImL <0, x —

(i) ImA>0 olsun. Bu durumda e™ fonksiyonu azalandir. Bir 6nceki ifadeden

K'(x,")eL,[0,0) idi.

TK* (x,1) e™Mx) gt integrali yeteri kadar biiyiik x ler i¢in yakinsak integralin kalan
terimi oldugundan

£ x0) ™ =1+0(1)

£ xA) =™ [1 +o(1)], Imh >0, x — o

(b) Simdi £} (x,0) = ¢™(ix + o(1)), AeCs, x—o0 asimptotik esitliginin ispatim

yapalim.

f+(X,7\,) — el(X(X) +iAx + J‘K+ (X, t)eilldt
£7(x0) = (o' (x) +ih) P+ [KI(x,1)eMdt—K " (x,x)e™

£7(xA) e™ = (o' (x) +id) e+ [K](x,t)e™ ™ dt—K*(x,x) olur,
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Es. 2.8 esitsizliginin her iki yaninin 0 < x < oo i¢in integrali alinirsa

i KI(XO,t)( dt< CI{wZ(XoTHj + B(XO; tﬂ dt

)

2

:cT T|Q(s)|2+|Q'(s)|ds + HQ(S)|2 +2|Q(s)|+|Q’(s)|]ds dt

t/2 0t/2

<c {T{ T|Q(S)|2 +|Q'(s) ds} dt +T T hQ(s,)|2 +2/Q(s)|+ |Q'(s)|:ds dt}

= {]C j ﬁQ(s)F +|Q’(s)|]2dt ds + Tj [|Q(s)|2 +2| Q(s)|+] Q'(s)|] dt ds}

=c {2°fsﬂQ(s)|2 -

Q'(s)|]zds + 2TsﬂQ(s)|2 +2]Q(s)| +| Q'(s)|] ds}

< 0

elde edilir. O halde K (x,-)eL,[0,0) olur.

(i) Im\ = 0 olsun. Bu durumda [e™*| =1 ve K* (x,x) = o(1) olur.
fr(xA) e™=[iA+0o(1)], Imh=0 , x-— o0

frx, ) =e™[iL+o(1)], Imh=0 , x-—>oo

elde edilir.

(i1) ImA > 0 olsun. Bu durumda ¢”* azalandir. K* (x,x) sturhidir.
£5(x, ) =e™[iL+0o(1)], Imi>0, X — 00

elde edilir.
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(i) ve (i) den £/ (x, &) =e™[iL+0(1)] , LeCy , x—>®

bulunur.

Es. 2.10 asimptotik esitlikleri, Es. 2.9. asimptotik esitliklerine benzer olarak

ispatlanir.

2.6 Teorem

Es. 2.1 denkleminin f "(x,1), f (x,A) ¢oziimleri asagidaki asimptotik esitlikleri

saglar.
@) f x)=e@e™ro1) , reC, oo

b) - (x ) =e"@e™101) , reC , [A— oo [8] (2.11)
ispat

(a) £ "(x,0) =™ ™ + o(1) asimptotik esitliginin ispatini yapalim.

f(x)eL(-o0,00) ise g(L) = ZL I f(x) e ™ dx integraline f(x) fonksiyonunun Fourier
T

—00

doniisiimii denir.

f(n) = 2L I g(x)e™dx integraline ise, g(x) in ters Fourier doniisiimii ad1 verilir.
T

—00

(1) ImA = 0 olsun.

K*(x,t); x<t<o

0 ; —o<t<x

K'(x,0)= {
olarak tanimlansmn. f "(x, A) ¢oziimii

£7(x, 1) = M ™ + I K*(x,t) e™ dt olarak yazilir.

—00
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K*(x,t) € Li[0,) oldugundan K* (x,t) € Li[0,00) olur.
O halde Fourier doniisiimiiniin 6zelliklerinden
ffx, ) =e™e"™@+0o(l), Ao , Imh=0

elde edilir.

(ii) ImA > 0 olsun. Bu durumda ¢™ fonksiyonu azalandir. K'(x,t) € L[0,00) sart1

saglandigindan

dt = T 1im‘K+(x,t)em dt

0lM -

lim T‘KJr (X’ t) eim
0

‘k‘—)oo

=o(1) , A| >0 , ImA>0

elde edilir. O halde f "(x,A) = "™ ™ + o(1) \| > , ImAh>0 olur.
(i) ve (ii) den f '(x ) =" @ e™ +0(1) , Ao , ImA>0 elde edilir.
Benzer sekilde £~ (x,1) = ™™ ¢ + o(1) , A —o00 , ImA<O
asimptotik esitligi de gosterilebilir.

2.7 Teorem

Es. 2.1 denkleminin f "(x,A) ve f(x,L) ¢dziimleri igin

WIE", £ 1= 1imW[f,f]=-2ir , A eR (2.12)

dir. [8]
Ispat

Teorem 2.5’deki asimptotik esitlikleri kullanirsak
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WIf (x,h), £ (x,A)] = i

= lim[f(x2) £ () - £ (xA) £ ()]

X—>0

= lim (-1A) — (1IA) = -2iA

X—>00

elde edilir.

Dolayisiyla AeR* igin f*(x,A) ve f (x,A), Es.2.1. denkleminin temel ¢oziimler

sistemidir.
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3. L OPERATORUNUN OZDEGERLERI VE SPEKTRAL TEKILLIiKLERI

3.1 L Operatoriiniin Resolventi ve Siirekli Spektrumu
£ ):=f7(0,1), £ (A):=1(0,0)

pr:= {1 1eC. , £0)=0)

pi= L |AeC. , £~ (1) =0}

Ve

PL(V): = p1(A) U p2(R)
olarak tanimlansin [3].

3.1 Teorem

Aep(L(X)) i¢in L(A) integral operatoriiniin resolventi he L, (R+) olmak {izere

R(L(L)) h(t) = TR(X, t;A) h(t)dt

bi¢imindedir.
R = R, (x,t;A) , = pl(k) 3.1)
b Rz(x,t;X) , kepz(X) )
Burada
Ry(x.t) = — ) eh) O=tex (3.2)
)| £ (6n) o(x,n) ; X <t < oo
Ro(x.t:) = _1 £ (x,1) o(t, 1) ; 0<t<x
£-(1) f(t,A) o(x,A) ; x<t<oo [1]
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fspat
ImA >0 icin f "(A) # 0 dir. Bu durumda

W[f +:(P] = llng [f +(X=7\“) ([)’(X,)\,) - f;r (XJ\“) (P(X’}\')]
= lim £ M) 9'(x,A) - lim £ (x,A) o(x,1)
= f+(09 7\‘) (P’ (Oa}b) - f;— (Oa 7\') (P(OJ\‘)

=f'W).1-£7(00.0=Ff" 1) =0 (3.3)

ImA > 0 igin f "(X) # 0 kosulunu saglayan A lar igin Es. 2.1 denkleminin temel

¢oziimler sistemi £ '(x,1) ve @(x,A) dir.

y" + L - Q) y =h(x) (3.4)

homogen olmayan denklemi gozoniine alalim. Bunun i¢in parametrelerin degisimi

yontemini kullanacagiz.

y' - QI y =0

homogen denklemin ¢6ziimii

¥ =cif "(x,1) + cop(x,1) (3.5)
biciminde yazilabilir. Genel denklemin ¢oziimiinii ise

y =ci()f (x,4) + c29(x,1) (3.6)
biciminde arayalim.

Bu durumda

y' = el () xR+ e (%) p(xA) + (%) £ (1) + ea(x) ¢ (1)
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elde edilir.

Simdi

¢, (f (x,A) + ¢} (X) p(x,A) =0 (3.7)
oldugunu varsayalim.

Bu durumda

y' =X £ (0) + ea(x) 9'(x,1)

y' = ¢ () £ (xM) + ¢y (%) @ (%) T eix) £ (xA) T eax) 9(x, M)
olur.

y' ve y" Es.3.4 de yerine yazilirsa

¢ (x) £ (xA) + ¢ (%) ¢'(xA) = h(x) (3.8)
elde edilir. Es.3.7 ve Es. 3.8 esitliklerinden asagidaki denklem sistemi bulunur.

el (OF (%) + ¢ () o(x,2) =0

¢ () f{(x1) + ¢; () 9" (x;A) =h(x) 3.9)
Es. 3.9 sisteminin ¢dziimiinden

¢ () = ~h(x) p(x, 1) ()= h(x) £*(x,2)
: £t (L) £r (L)

olur. Buradan

¢ (x) = —I "’(;’#()Kh)(t) dt+c,(0) (3.10)



ca(x) = T f(%(?)f)l(t) dt+c, ()

elde edilir.
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(3.11)

y=c1(x) f'(x, L) + ca(x) @(x, L) ile tammlanan y(x, A) ¢oziimiiniin L,[0,00) da olmasi

icin cy(0) = 0 ve smir kosulunun saglanmasi i¢in ¢;(0) = 0 olmalidir.

O halde

kel

O

1

ca(x) = T £ (t,A)h(t) dt

f+

1)

seklini alir.

bulunur.
Ri(x,tA) = ——
Kabul edilirse
y= T R, (x,t;1) h(t) dt

0
olur. Diger yandan y = (R; h)(x) oldugundan
(R h)(x) = ]O R,(x,t;1) h(t) dt

0

elde edilir.

(3.12)
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Benzer sekilde

1 —(p(t,k)f_(x,k) ;0 0<t<x
Ro(x,t;A) = ——
2068 f(k){ e(x,2)f (tA) ; x<t<ow

oldugu gosterilebilir.
3.2 Teorem

Her bir A kompleks sayis1 i¢in ImA > 0 diizleminde

C
IRy [ 2 = (3.13)

£ (W Ima

olacak sekilde Cj; sayisi ve ImA < 0 diizleminde

2 (3.14)

C
IR, = TNy

olacak sekilde Cyy, sayis1 vardir. [1]
fspat

Es.3.13 esitsizligini ispatlayalim.

: <
£00 = {cp(t,x) ;  0<t<a

0 ; a<t<ow

biciminde tanimlayalim.

0 a 2
JIf, () de=] [o(t2)] dt< oo
0 0

oldugundan fj(t)eL,[0,00) olur.

(R F1)(t) = ]0 R, (x, ;1 )f, (t) dt
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Rufie = -

A= 1 o1y, Ao , ImA20
asimptotik esitliginden

If 0 =™ +0o(1) A —o , ImA20

elde edilir. Buradan

ST

oldugu aciktir.

J. er(X;}\zjz dx >lj eizlm)‘x dX:_Le—mmx *

0 49 8ImA )

i 1 (3.15)
8ImA

elde edilir. O halde Es. 3.15 asagidaki esitlikte g6z Oniine alinirsa

|
ot th

”Rlel”z = J |(R1xf1 )(t)2 dt :j
0 0

L sl
8ImA |¢+ (;\’12
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esitsizliginden

Cp

R P Y
Rl oy

elde edilir.
Benzer sekilde Es. 3.14 de elde edilir.

3.3 Teorem

A, L operatoriiniin resolvent ciimlesine ait ve AL — Ay € (-0,0) ise lim ||Rk || =00
A=A

fspat

Es. 3.13 ve Es. 3.14 esitsizlikleri ve ImAy = 0 oldugu goz Oniine alinirsa
lim [R, | = o elde edilir.

AN

3.4. Teorem

L operatoriiniin stirekli spektrumu reel eksendir. Yani o¢(L) = (-00,00) dir. [1]

fspat

Ae(-00,00) i¢in Teorem 3.2°de Ry(L) operatoriiniin varligir ve Teorem 3.3’de R)(L)
operatoriiniin sinirsizligi ispatlandi. Simdi Ry(L) nin tanim ciimlesinin L,(0,00) da

yogun oldugunu gosterelim.
L,[0,00) = D(L —AI)" @ N(L *-Al)

esitliginde N(L*-AI) ciimlesi L*-Al operatoriiniin ¢ekirdegidir. L* ise L nin

adjointidir.

L*:{Y“f[?v—@]zy:O

y(0)=0
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ile gosterilen operatoriiniin pozitif 6zdegeri olmadigindan N(L*-AI) = {0}
elde edilir. O halde L,[0,0) = D(R, (L)) dir.

Teorem 3.2 ve Teorem 3.3 den (L) = (-00,+c0) dur.
3.2 L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri
3.1 Tanim

L operatoriiniin resolventinin ¢ekirdeginin kutuplar1 olup, 6zdegerleri olmayan, siirekli
spektrumda yer alan noktalara spektral tekillik denir. L operatdriiniin 6zdegerleri ve

spektral tekillikleri climlesini sirasiyla o4(L) ve og(L) ile gosterelim. [4]

3.5 Teorem
(a) oa(L(L)) = (M aeC., £ ()=0}u{d heC_, £~ (1)=0} (3.16)
b) os(L(L)) = {A LeR*, £ (W)=0}U{A LeR*, £~ (1)=0} (3.17)

Burada R* = R\{0} [3]
fspat
(a) M; ve M; ile asagidaki ciimleleri tanimlayalim.

M; = {MaeC., £ (n)=0}

M, = (M reC_, £~ (L)=0}
M=M; UM,
climlesini gosterelim.

L operatdriiniin 6zdegerlerinin tanimi kullanilirsa
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M c o4(L(L)) (3.18)

oldugu acgiktir. Es. 3.16 esitligini ispatlamak icin og(L(A))c M oldugunu

gostermeliyiz.

Aoeoyd(L(A)) oldugunu kabul edelim.

(1) AoeC; olsun. Apeoy(L(A)) oldugundan Es .2.1 denkleminin A=A, igin y(0)=0

kosulunu saglayan y(x,A9)€Ll,[0,00) ¢Oziimii vardir. Wronskian x’ten bagimsiz

oldugundan
Wly(x,20), @(x,20)] = lim [y(x,20) ¢" (X, h0) = ¥'(X,h0) P(X,20)] = 0

dir.
c#0 sabit olmak tizere y(x,A9) = ¢.@(X,A0)

drr.

WIE" (x,%0), y(x,20)] = lim [f(x,30) €.0'(X.ho) — £ (x,30) c.p(x,h0)]

= cf (1) (3.19)
dur.

WIE " (x,00), y(x40)] = im [£7(x,h0) ¥'(x,20) = £ (x,20) y(x.h0)]

=0 (3.20)
dur.

Es.3.19 ve Es. 3.20 ifadelerinden, c#0 oldugundan f "(Xo) = 0 dir.

(2) 2oe C_olsun. £~ (Ao) = 0 oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

(3) AoeR olsun. Es.2.12 den
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Es. 2.1 denkleminin keyfi ¢6ziimii

y(x,20) = c1(X) T T(x,00) + c2(X) £~ (X,h0)

Es.2.9 ve Es. 2.10 dan

y(x,h0) = cre™™ +¢,e M +o(1), x — o

y( ko) & L2[0,00)

olur. O halde

ciLAM)NR=Y

(1), (2) ve (3) den

ciL(V) =M (3.21)
dir.

Es. 3.18 ve Es. 3.21 ifadelerinden

L) = MreCy, £ V) =0} U (AreC, £~ (1) =0}
elde edilir.

(b) Es. 3.1 — Es. 3.2 ve (a) dan L(A) operatoriiniin spektral tekilliklerinin reel eksende

f " ve £ nin sifirlart oldugunu elde ederiz.

WIE '(xA), M) =) £7(00) — £~ () £7(0,0) =-2iA, xeR
ifadesinden

A LeR*, £ (L) =0}n{AAeR*, f- (L) =0}=O

Simdi L operatdriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin yapisini incelemek

.. — - + _ . . .
icin sirastyla C; ve C_de f " ve f~ fonksiyonlarinin sifirlarinin yapisini incelememiz
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gerekiyor. Basitlik i¢in C. da f " fonksiyonunun sifirlarinin yapisini inceleyelim.

Benzer olarak, C_ de f~ fonksiyonunun sifirlarinin yapisi incelenebilir. Asagidaki

kiimeleri tanimlayalim.
Qi = {M2reC, £/ (A)=0}, Qo= (A AeR, f'(1)=0 }
3.6. Teorem

(1) Q; kiimesi sinirhidir ve en fazla sayilabilir sayida elemana sahiptir. Ayrica limit

noktalar1 (varsa) reel eksendedir.

(i1) Q; kiimesi kompakttir ve lineer Lebesque olgiisii sifirdir. [3]
fspat

(i) £ (L) = O+ o(1) reC , Moo
bagintisindan

Y EX)

£ "(1) fonksiyonu ImA > 0 yar1 diizleminde analitiktir.

Ozdes olarak sifirdan farkli analitik bir fonksiyonun sifirlar1 smirli bir bolgededir. O

halde Q; ciimlesi sinirhidir.

f "(A) fonksiyonu ImA > 0 yan diizleminde analitik oldugundan onun analitiklik

bolgesinin igindeki sifirlari (yani Q; climlesi) en fazla sayilabilir ¢okluktadir.

Analitik fonksiyonun analitiklik boélgesinin igindeki sifirlarinin limit noktalar
analitiklik bolgesinin sinirinda oldugundan Q; ciimlesinin limit noktalari reel eksenin

sinirlt bir araliginda yer alir.
(i1) Q; kiimesinin kompakt oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in Q; den alinan dizinin limit noktasinin Q, ye ait oldugunu goéstermeliyiz.
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(M)eQy, T +(kn) =0, Ay—Ao herhangi bir dizin olsun.

lim £ () = £ (lim Ag) = £ (ho)

olur. Buradan AyeQ; clde edilir.

Simdi p(Qz) = 0 oldugunu gérmek i¢in Privalov teoremini kullanalim. Q, ciimlesinin

lineer Lebesque olgiisii sifirdan biiyiik olsaydi f "(1)=0 olmasi gerekirdi. Fakat

f'(1)%0 oldugundan p(Q,) = 0 olur.

Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 dan asagidaki sonucu yazabiliriz.
3.1. Sonug

L(A) nin o6zdegerleri ve spektral tekilliklerinin ciimleleri sinirhidir ve en fazla
sayilabilir ¢okluktadir. Eger Es. 2.3 kosulu saglanirsa limit noktalar1 sadece reel

eksenin sinirh alt araliginda bulunabilir.

Simdiye kadar Es.2.3 kosulunu g6z onilinde bulundurduk. Bundan sonra asagidaki

kosullar1 kullanacagiz.

limQ(x)=0 , Q' ()| <cexp(-evx), ¢0 ,e>0 (3.22)
Buradan
Q)| < ¢ exp(-evx ) (3.23)

Es.2.4, Es.2.7 ve Es.3.23 kullanilarak

IK'(x,0)] < ¢ exp {—%1/"; t} (3.24)

elde edilir. [3]




3.7. Teorem
£ 00 <M, reC,, r=0,1,2,...

esitsizligi vardir. Burada
M = exp {— [ ImQ(t)dt} + [[K*(0,0)|dt
0 0

Ve

M, =2""c. jtr exp(—%x/;j dt, r=12,...
0

bigiminde tanimlidir. [3]
jspat:

r=0i¢in
') =0+ ]OK*(O, t)e™ dt
0
£ = [ +[ K (0,t)e™ df

< dt

eiu(O)‘ n T‘KTO, t) oM dt‘ ‘em
0

i{[ Re Q(t 1+ ImQ(t)dt dt

}+T\K+(o, O] [e ™"
0

o0

< exp {— ]O ImQ(t)dt} + [ K70, p]dt

0

dir.

r > 0 i¢in ispat1 yapalim.
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(3.25)

(3.26)
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£ ) =P+ [K*(0,t)e™ dt
0

d “ »
—f* (W) = [()K*(0,t)e™dt
Ty M) {(l) (0,t)e

d 2
dn’

£ (L) = T(it)z K*(0,t)e™dt

d T
da’

£ (L) = T(it)fIC(o, £) e™ dt

d T
da’

f+(7»)‘ =

[G)K*(0,1) e™ dt
0

< T‘K*(O,t) £ dt
0

o _E |t
Sc.[e 2\Etr dt

0

© E\/i
=cfe? 2'k".2dk
0

=2r+1.cj'trexp(—£\/¥jdt r=1,2,...
0 2

O halde

IO <M, , 1=0,1,2,..

Q: ve Q; nin limit noktalarinin ciimlesi sirasi ile Q; ve Qg ile ve f ™ min C, daki

sonsuz katli sifirlarinin climlesini Qs ile gosterelim.



29

3.8. Teorem

Q3cQ2, Q= Q2, Qs = Q2 [3]

fspat

Q3 < Q; oldugunu gosterelim.

LeQsolsun. ImA >0, n — o0, Ay — A, £ (A,) =0
lim () = 0= £ (lim2, | = 0

=f'W)=0

=>AreQ;

Q4 < Q; oldugunu gosterelim.

LeQgolsun. ImA=0,n — 00 Ay — A (hy) =0

limf " (Ow) =0 = f+(li_>mw7»n) =0

=f'M=0

= reQ

Qs < Q; oldugunu gosterelim.

Qs = {A| ImA >0, £ "(A) = 0, A sonsuz katl sifir}

Bir fonksiyonun sonsuz katl sifirlar1 analitiklik bolgesinin ig¢inde yer aliyorsa o

fonksiyon, o bolgede 6zdes olarak sifirdir. f "(A)#0 oldugundan f © fonksiyonunun

sonsuz katl sifirlar1 reel eksende yer alir.

O halde

Q5 C Q2 dir.
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3.1. Lemma

Q3 < Qs, Qs = Qs [3]

fspat

Q3 < Qs oldugunu gosterelim.
Q3 ¢ Qs olsun. Yani

(M) €Qq ve lim A, = Ao Q3 var 3192 Qs

f "(A) reel eksene kadar siirekli oldugundan AoeQ, olur ve Syle sonlu pozitif n

tamsayis1 vardir ki
£ ) = ro)ad) . a(ho) %0

£ "(A) = 0 ve Ay # Ao oldugundan

a(hy) = —(Xf EQ;:‘ ))n =0

a(A) siirekli fonksiyon oldugundan

lim a(hn) = a (lim Ay) = a(ho) = 0

Dolaysiyla Ag,  "(A) nin sonlu katli sifir1 olmaz. Sonsuz kath sifirdir.
Q4 < Qs benzer olarak gosterilir.

3.9. Teorem
) _E\/’

M =2"c [te " dt , r=12,..(c>0)
0

ile tamimlanan M; sabitleri asagidaki esitsizligi saglar.



M. <B.b'.r'.r!
Burada B ve b sabitleri ¢’ye ve g’a bagl pozitif sabitlerdir. [3]
Ispat

€
t =u donlislimiinii yapalim.

elde edilir. Sonuncu integrale 2r kez kismi integrasyon uygularsak

M, = 16°8 222 (2r+1)(2r)(2t-1).. 321jue du
8

16c8

< 2r+2
€

— = (2r+1)2r+1). (2r+l)Tue’“ du

0

2r—tane

16C 8 (2 +1)2r

< 8" B.Q2r+1)*

2r
=g8'B. (2{1 + LD
2r
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(3.27)
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1 2r
8"B.(2r)"". (1 + —j
2r

2r
(1 + %) <ever <e'r! esitsizlikleri kullanilirsa
r

M, <32 r!l.r'B
=B.b.r'r! (3.28)
3.10. Teorem

f "(A) fonksiyonunun ImA > 0 yar1 diizlemindeki sonsuz katli sifirlarinin ciimlesi

bostur. Yani Qs= & dir. [3]
fspat

Teoremi, analitik fonksiyonlarin birebirlik teoremi olan Pavlov Teoremini kullanarak
ispatlayacagiz. f "(A) fonksiyonu acik iist diizlemde analitik, tiim basamaktan

tiirevleri stirekli ve kendisi kapali iist diizlemde siirekli oldugundan

d—f*(?») <M., r=0,1.2,... ImA >0, |z| <2N
dr”
ve
-NIn|f " (A © n|f (A
| —(Z)‘dk <o [ (2 )‘ <o
S 1T+ A N 1+A
saglanir.
M’ . ..
T(s) = inf r' ve W(Qs,s), Qs climlesinin
r T

s komsulugunun lineer Lebesque olciisiidiir. h keyfi pozitif bir say1 olmak iizere
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h
Eger .fln T(s)du(Qs,s) = —o olsaydi Pavlov teoremine gore f '(A) = 0 olmaliyd.
0

Fakat bilindigi iizere f "(1)#0 oldugundan

_Tln T(s)dp(Qs,s) > —©

olur. T(s) asagidaki gibi degerlendirilebilir. Es.3.28’e gore

M s’ b'rirls’
o a5 < {5

=B iI}f {br.rr.sr}

<B min {b* x5 | (3.29)

xe[O,DO)
olur.
f(x) = b*.s*.x* = (bsx)*

olmak iizere T(s) ile ilgili bir degerlendirme elde etmek icin f(x) fonksiyonunun

minimumu bulunmalidir.
f(x) = (bsx)* = Inf(x) = xIn (bsx)

')
f(x)

=In (bsx) + 1 ise
f'(x) = (bsx)* [In (bsx) + 1] (3.30)
Simdi ekstremum noktalarini inceleyelim.

£(x) =0

f'(x) = (bsx)™ [In (bsx) + 1]=10



ise In (bsx) = -1 ve Ine” = -1 oldugundan

In (bsx) =In(e™") = bsx = ¢!

=>X=—
bse

bulunur.
Simdi x =b™.s™.e” noktasinda yerel minimum oldugunu gosterelim. Es. 3.30 dan
Inf’(x) = In (bsx)* + In [In (bsx) + 1]

tirev alinirsa

bs
) in(bsx) +14+—bsx
() In(bsx) + 1

(In(bsx) +1)* + 1
X

0 =) s 11

£"(x) = (bsx)* {(ln(bsx) +1) + l}
X
elde edilir.

f"(bls'eh) = (e’1 )bils*lei1 [bse] >0

oldugundan x :bL noktasinda f(x) fonksiyonu yerel minimuma sahiptir.
se

O halde

T(s) <B inf {brsrrr}é Bexp{—b‘ls‘le—l}

34
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olur.

In T(s) < —L<1
bse s

oldugundan Pavlov teoremine gore

b

| %du(Qs,smo

0
bulunur.

Bu integralin yakinsak olmasi i¢in Qs climlesinin lineer komsulugunun bos olmasi

gerekir. Bu ise Qs in bos olmasi demektir. Yani Qs = & dir.
Q3 < Qs ve Q4 < Qs oldugundan Q; = I ve Q4 = I elde edilir.

Bilindigi gibi Q; ciimlesi Q; ciimlesinin limit noktalarindan olusur. Ayrica Q
climlesi 3.6 Teoremine gore sinirli oldugundan Q; ciimlesi sonlu sayida elemana
sahiptir. Buradan Q, ciimlesinin sonlu sayida elemana sahip oldugu agiktir.
Dolayisiyla f “(L) fonksiyonunun ImA > 0 yari diizlemindeki tiim sifirlar1 sonlu

sayilardir.
Teorem 3.5’den asagidaki sonug elde edilir.
3.2. Sonug

L (M) operatorii sonlu sayida 6zdegerlere ve spektral tekilliklere sahiptir. Her biri

Es.3.22 kosulunu saglarsa, onlarin kat1 da sonludur. [3]



36

KAYNAKLAR

. Naimark, M.A. “Linear Differantial Operators II”’, Ungar, New York, 300-305
(1968).

. Naimark, M.A., “Investigation of the Spectrum and the Expansion in
Eigenfunctions of a Non.-Selfadjoint Operator of Second Orden on a Semi-axis”,
Amer. Math Soc. Trans., 2(16): 103-193(1960).

Scwartz, J.T., “Some Non-Selfadjoint Operators”, Comm. Pure and Appl. Math.,
13:609-639(1960).

. Lyance, V.E., “A Differantial Operator with Spectral Singularities 1., Amer.
Math. Trans., 2(60): 185-225 (1967).

. Privalov, LI, “The Boundary Properties of Analytic Functions” in
“Hochscshulbiicher fiir Math.”, VEB Deustseher Verlug, Berlin, 25:53-57
(1970).

Spiegel M.R., “Ileri Matematik”, Schaum’s Outlines, 266 (1997).

. Pavlov, B.S., “The Non-selfadjont Schrodinger Operetor”, Topics in Math.
Phys., 1:87-110(1967).

. Bairamov. E., Celebi, A.O., “Spectral Properties of the Klein-Gordon S-Wave
Equation with Complex Potential”, Indian J.Pure Appl. Math., 28(6): 813-824
(June 1977).



Kisisel Bilgiler
Soyadi, Adi
Uyrugu

Dogum Tarihi ve Yeri

Medeni Hali
Telefon

e-posta

Egitim
Derece
Lise

Lisans

Yiksek Lisans

Is Deneyimi
Yil
2005-2006
2006-2007

Yabanci Dil

Ingilizce

Hobiler

OZGECMIS

: YESILTEPELER Erkan
:T.C
:03.02.1981, Ankara

: 0505 665 56 65
: eryesiltp@gazi.edu.tr

Egitim Birimi

K. Mimar Kemal Lisesi
Gazi Universitesi
Matematik Boliimii
Gazi Universitesi

Matematik Bolimi

Yer
Aci1 Dershaneleri

Gazi Universitesi

Spor yapmak (tenis, basketbol, futbol), kitap okumak

37

Mezuniyet Tarihi
1998
2004

2006

Gorev
Ogretmen

Ogretim Gorevlisi





